ЭКЗАМЕНАЦИОННЫЕ ВАРИАНТЫ ПО МАТЕМАТИКЕ 2002 ГОДА                                   
                                    Вариант 2002.63.
Задача 1. Решить уравнение 

                   2x + |x| - 8· 2|x| + 15 = 0

Решение.

Используя определение модуля, рассмотрим два случая:

а) х ≥ 0; при этом  | x | = x, и уравнение принимает вид: 22х - 8· 2х + 15 = 0. Сделаем замену переменной: t = 2x ( t > 0 ), тогда  t² - 8t + 15 = 0, t1 = 3, t2 = 5. Оба корня входят в область допустимых значений. После обратной замены получим для х уравнения  2х = 3 и 2х = 5, корни которых x = log23, x = log25.
б) x < 0, тогда | x | = - x, что приводит к уравнению 20 - 8· 2-x + 15 = 0, или

2-х = 2, откуда х = -1. При этом все найденные корни отвечают условиям раскрытия модуля.
Ответ. х1 = -1, x2 = log23, x3 = log25.

Задача 2. Решить неравенство

                      log2 | sin x | < - 1

Решение.

Решение логарифмического неравенства приводит к системе неравенств для логарифмируемого выражения: 
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 . Если рассматривать значения х в пределах от –
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 , то есть на интервале, равном наименьшему положительному периоду функции у = sin x, то решением полученной системы будут дуга тригонометрической окружности от –
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 с исключенной из нее точкой пересечения с осью Ох, соответствующей значению х = 0, и симметричная ей относительно начала координат дуга от 
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, исключая х = π . Следовательно, в пределах одного периода решение можно записать так: 
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 . С учетом периодичности синуса окончательное решение имеет вид: 
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Заметим, что вообще решением неравенства | sin x | < a, где 0 < a < 1, является множество интервалов вида  - arcsin a + πn < x < arcsin a + πn.
Ответ. 
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Задача 3. Найти все решения системы
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Решение.

Вновь воспользуемся определением модуля:  | y – 1 | = y – 1 при y – 1 ≥ 0 и         | y – 1 | = 1 – y  при   y –  1 < 0. Рассмотрим каждый случай отдельно:

а) при y  ≥ 1      
[image: image14.wmf]î

í

ì

=

+

-

=

+

+

+

-

0

3

0

5

4

6

2

2

y

х

у

х

у

х

. Сделаем подстановку: 
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. После преобразований второе уравнение системы примет вид: 4 у – 4 = 0, откуда у = 1 (значение, соответствующее условию раскрытия модуля). Тогда х = 1 – 3 = –  2.

б) если у < 1, то 
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. После упрощения второе уравнение превращается в тождество  0 = 0, верное при любых допустимых значениях у. Учитывая условие на знак подмодульного выражения, можно сделать вывод, что решением уравнения будет любое значение у, меньшее 1. При этом каждому выбранному значению у будет соответствовать значение х = –  у – 1. Если считать пару чисел (х, у), являющихся решением системы, координатами точки на плоскости, то графиком решения будет полупрямая  у = - х – 1, где у ≤ 1 ( так как точка с координатами ( -2, 1 ), полученная в результате решения системы в пункте а), тоже лежит на этой прямой ), или, соответ-ственно, х ≥ -2.
Ответ. Все точки полупрямой  у = - х – 1, х ≥ -2.

Задача 4. При каких значениях параметра  а уравнение
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имеет ровно два решения?

Решение.

Левая часть уравнения представляет собой произведение двух множителей. Оно равно нулю, если один множитель равен нулю, а второй при этом не теряет смысла. Найдем корни каждого множителя.
2а – х = 0, х1 = 2а. Заметим, что этот корень всегда будет решением уравнения, так как второй множитель является многочленом, и, следовательно, определен при всех значениях х.

х2 + (1 – 4а) х ​– 8а – 2 = 0. D = (1 – 4a)² + 4(8a + 2) = 1 – 8a + 16a² + 32a + 8 =

= 9 + 24a + 16a² = (3 + 4a)². Следовательно, при любом а корни квадратного уравнения существуют и имеют вид:
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(заметим, что запись 
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 в данном случае не требуется, так как в формулы, задающие корни, это выражение входит с обоими знаками). Для выполнения условий задачи в область допустимых значений, определяемую неравенством  2а – х ≥ 0, должен входить только один из этих корней, не совпадая при этом с х1 ( это условие легко выполнить, потребовав, чтобы этот корень удовлетворял условию 2а – х > 0 ). Такой результат достигается в двух случаях:
а) корни квадратного уравнения совпадают, и полученное значение входит в ОДЗ. Это происходит, если 
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б) корни квадратного уравнения различны, и только один из них входит в ОДЗ. Допустим, что х2 при подстановке в подкоренное выражение дает положительное значение, а х3 – отрицательное или совпадающее с х1: 
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. Решением этой системы будет а ≤ -1. Если предположить обратное ( х3 входит в ОДЗ, а х2 – нет ), то соответствующая система 
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. Объединяя полученные результаты, получаем окончательное решение задачи.
Ответ. а ≤ -1, 
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                         Вариант 2002.72.

Задача 1. Решить неравенство
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Решение.

Исходное неравенство эквивалентно неравенству  
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. На тригонометрической окружности решение представляет собой дуги от -
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, симметричные относительно начала координат. Поэтому можно считать решениями неравенства интервал 
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 и все интервалы, полученные из него с помощью сдвига на целое число π: 
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Разделив все части этого неравенства на 5, получим окончательный ответ.
Ответ. 
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Задача 2. Дана прямоугольная трапеция с основаниями 3 см и 5 см, в которую вписана окружность. Найти площадь трапеции.

Решение. 

Поскольку площадь трапеции задается формулой 
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 где AD и  BC – основания трапеции, а h – ее высота, для ответа на вопрос задачи требуется найти высоту трапеции.

Как известно, в трапецию можно вписать окружность только в том случае, если сумма ее боковых сторон равна сумме оснований. При этом высота трапеции равна диаметру вписанного круга. Пусть r – радиус круга, тогда боковая сторона АВ, перпендикулярная основаниям, равна 2r, а сторона      CD = 8 – r ( так как сумма боковых сторон равна 8 см ). Проведем высоту СМ из вершины С тупого угла трапеции (рис. 1) и рассмотрим прямоугольный треугольник  CMD,  катеты которого CM = 2r, MD = AD – AM = AD – BC   = = 5 – 3 = 2,  а гипотенуза CD = 8 – 2r. Используя теорему Пифагора, составим уравнение для определения r:
             4r² + 4 = ( 8 – 2r)²,  4r² + 4 = 64 – 32r + 4r²,  32r = 60, r = 
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Тогда высота трапеции равна 
[image: image42.wmf]4

15

8

15

2

=

×

, а ее площадь 
[image: image43.wmf].

15

4

15

2

5

3

=

×

+

=

S


Ответ. 15 см2.

Задача 3. Решить уравнение
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Решение.

Зададим область допустимых значений неизвестного: х > 0. Тогда log2 x2 = =2log2 x, a 
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 Следовательно, уравнение можно записать в виде: 
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. Разложим его левую часть на множители: 
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. Приравнивая каждый множитель нулю, получим уравнения:
а) log2 x = 0,  x = 1;

б) х – 2 = 0;  х = 2;

в) 4 log2 x – 1 = 0; log2 x = 
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Все полученные значения входят в ОДЗ и, следовательно, являются решениями исходного уравнения.

Ответ. х = 1,  х = 2,  х = 
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Задача 4. Найти значения параметра  а, при которых площадь фигуры, заданной на координатной плоскости Оху системой неравенств
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равна 32.

Решение.

Построим в плоскости Оху график уравнения  3| y | = 2x + 6, представляющий собой две полупрямые с общей начальной точкой ( -3, 0), симметричные относительно оси Ох. Такой же вид имеет график уравнения | y | = аx + 10, для которого общая начальная точка полупрямых имеет координаты (
[image: image53.wmf]0
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). Решением каждого из неравенств системы является область внутри угла, образованного соответствующими полупрямыми. Поэтому для получения ограниченной области с конечной площадью графики должны быть расположены так, как показано на рис. 2, то есть угловой коэффициент прямой  y  = аx + 10 должен быть отрицательным (a < 0 ). Отметим, что при выполнении этого условия справедливо неравенство 
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[image: image56]
                        Рис. 2
Фигура, получившаяся на плоскости, представляет собой два равных треугольника с общей стороной, лежащей на оси Ох, симметричных относительно этой оси. Поэтому ее площадь равна удвоенной площади одного из таких треугольников. Его основание равно  
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, а высота – модулю ординаты точки пересечения полупрямых. Ее можно найти, решая систему    у = ах + 10, 3у = 2х + 6 , откуда 
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, так как a < 0.   Следовательно, 
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. Для определения а требуется решить уравнение 
[image: image60.wmf]32

2

3

20

6

10

3

=

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

a

a

a

. После преобразований оно примет вид 39а2 + 28 а – 100 = 0, откуда а = - 2, а = 
[image: image61.wmf]39
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. Второй корень не входит в ОДЗ, а первый является ответом на вопрос задачи.
Ответ. а = -2.
С решениями вариантов вступительных экзаменов за 1996-2001 годы вы можете познакомиться в книге «Сборник задач по математике с решениями для поступающих в МАТИ-РГТУ» (М., «Триада-Плюс», 2002). За дополнительной информацией обращайтесь по адресу  vysk@yandex.ru.
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