               Решение экзаменационных вариантов  2002 года                                
                                     Вариант 2002.12
      (экзамен в школах-лицеях, продолжительность – 4 часа)

Задача 1. Решить уравнение
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Решение.

Область допустимых значений неизвестного: х ≥ 0.

Рассмотрим два случая:

А) х ≥ 10. Тогда  | x – 10 | = x – 10, и уравнение принимает вид: 
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. Сделаем замену:  
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 и решим уравнение   2t = 17 – t2;  t2 + 2t – 17 = 0; t1 = - 1 + 
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t2 = - 1 - 
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 < 0 – посторонний корень. При этом 
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Б) 0 ≤ x < 10, | x – 10 | = - x + 10, 
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7

2

-

+

=

x

x

, t2 – 2t – 3 = 0, t1 = -1 < 0, t2 = 3, x = 9.
Ответ: х = 9,  
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2

6

19

-

=

х


Задача 2. Решить уравнение
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Решение.

Поскольку для всех допустимых значений х  
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, равенство может достигаться только в том случае, если при одном и том же значении   х   sin 42x = 0   и    sin 24x = 0. Другими словами, требуется найти общие решения полученных двух уравнений. Запишем решение каждого уравнения в виде: 
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Тогда 
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. Но п – целое число, следовательно, 7k должно делиться на 4, а поскольку 7 на 4 не делится, k должно быть кратно четырем. Значит, k = 4m, 
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Ответ: 
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Задача 3. Решить неравенство

                      log3 logx + 1(10 – x) ≤ 0.

Решение.

Представим неравенство в виде:  log3 logx + 1(10 – x) ≤ log3 1, тогда 
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(первое неравенство – оценка области допустимых значений, так как логарифмируемое выражение должно быть положительным; второе следует из того, что логарифмическая функция с основанием, большим 1, является возрастающей, и логарифмируемые выражения связаны неравенством того же знака, что и их логарифмы).

Оценим ОДЗ в полученной системе: х + 1 > 0, x + 1 ≠ 1, 10 – x > 0. В результате ОДЗ имеет вид: - 1 < x < 0, 0 < x < 10.

Теперь перейдем в обоих неравенствах к какому-либо постоянному основанию логарифма, большему единицы, например, к основанию 2:
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Решим оба неравенства методом интервалов:

А) log2 (10 – x) = 0,  10 – x = 1,  x = 9;   log2 (x + 1) = 0,  x + 1 = 1, x = 0. Решение неравенства с учетом ОДЗ: 0 < x < 9.
Б) 
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0

)

1

(

log

1

10

log

,

0

)

1

(

log

)

1

(

log

)

10

(

log

,

0

1

)

1

(

log

)

10

(

log

2

2

2

2

2

2

2

£

+

+

-

£

+

+

-

-

£

-

+

-

x

x

x

x

x

x

x

x


Корень числителя найдем из решения уравнения 
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Корень знаменателя найден ранее: х = 0. Решение неравенства имеет вид: -1 < x < 0,
4,5 ≤ x < 10.

Пересечение полученных интервалов будет окончательным ответом.
Ответ: 4,5 ≤ x < 9.

Задача 5. Найти все значения параметра k, при которых уравнение
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имеет два решения.

Решение.

Указанное равенство будет верным, если подкоренные выражения равны и неотрицательны:
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Графиком левой части уравнения, входящего в систему, является часть параболы, ветви которой направлены вниз, лежащая выше оси Ох. Графики правой части при разных значениях k представляют собой прямые, проходящие через точку (0; 26), так как для любого значения k  26 + kx = 0 при х = 0. Построим все эти графики в одной координатной системе:
         
[image: image24]
                                                  Рис. 1.

Теперь очевидно, что два решения уравнения, соответствующие двум общим точкам прямой и фрагмента параболы, будут существовать, если прямая располагается между прямой, проходящей через точку (11; 0) (правая граничная точка части параболы) и касательной к параболе (рис. 1). Найдем угловые коэффициенты этих «пограничных» прямых.

А) Если точка (11; 0) лежит на прямой у = 26 + kx, то должно выполняться равенство

0 = 26 + 11k, откуда k = 
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Б) Найдем производную функции у = 16х – х2 – 55: у’ = 16 – 2х. Тогда в точке касания с абсциссой х0 должны выполняться два условия:
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то есть равными должны быть ординаты точек на прямой и параболе, а угловой коэффициент прямой должен равняться производной квадратичной функции в точке касания. Из решения этой системы получаем, что 
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, но х0 может принимать значения только из промежутка [5; 11], следовательно, х0 = 9, а   k = -2.

Следовательно, решение задачи : 
[image: image28.wmf].

2

11

26

-

<

£

-

k


Ответ: 
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Задача 6. В треугольнике АВС разность длин сторон АВ и ВС относится к длине стороны АС как 2 : 9. Вписанная в треугольник окружность касается стороны АВ в точке К, а стороны ВС – в точке L. Продолжение отрезка KL за точку L пересекает продолжение стороны AC за точку C в точке M. Найти АС : СM.
Решение.

Проведем через вершину В прямую, параллельную стороне АС, и продолжим отрезок KL за точку K до пересечения с этой прямой в точке Р.
Пусть N – точка касания вписанной окружности и стороны АС. Используя равенство отрезков касательных, проведенных из одной точки к окружности, обозначим AN = AK = x,  BK = BL = y, CN = CL = z. Тогда  AB – BC = x + y – y – z = x – z, и из условия задачи следует, что 
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Из подобия треугольников LCM и LBP следует, что 
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, а из подобия треугольников AKM и BKP получаем, что 
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. Разделим обе части первой пропорции на соответствующие части нижней:  
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, откуда АС : СМ = 4 : 7.
Ответ:    4:7.

С решениями вариантов вступительных экзаменов за 1996-2001 годы вы можете познакомиться в книге «Сборник задач по математике с решениями для поступающих в МАТИ-РГТУ» (М., «Триада-Плюс», 2002). За дополнительной информацией обращайтесь по адресу  vysk@yandex.ru.
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