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�¥ª¶¨¿ 1.�°¥¤¬¥² ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²­®±²¥©. �«³· ©­»¥ ±®¡»²¨¿. �«£¥¡°  ±®¡»²¨©. �²­®±¨²¥«¼­ ¿ · -±²®²  ¨ ¢¥°®¿²­®±²¼ ±«³· ©­®£® ±®¡»²¨¿. �« ±±¨·¥±ª®¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¢¥°®¿²­®±²¨. �±­®¢­»¥±¢®©±²¢  ¢¥°®¿²­®±²¨. �±­®¢­»¥ ´®°¬³«» ª®¬¡¨­ ²®°¨ª¨.�¨²¥° ²³° .�¬³°¬ ­ �.�. �³ª®¢®¤±²¢® ª °¥¸¥­¨¾ § ¤ · ¯® ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²­®±²¥© ¨ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ±² ²¨±²¨ª¥. �.,�»±¸ ¿ ¸ª®« , 1998.�¬³°¬ ­ �.�. �¥®°¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¥© ¨ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª ¿ ±² ²¨±²¨ª . �., �»±¸ ¿ ¸ª®« , 1977.�®¢ «¥­ª® �.�., �¨«¨¯¯®¢  �.�. �¥®°¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¥© ¨ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª ¿ ±² ²¨±²¨ª . �., �»±¸ ¿¸ª®« , 1982�¨±²¿ª®¢ �.�. �³°± ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²­®±²¥©. �., � ³ª , 1988.�°¥¤¬¥² ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²­®±²¥©. �«³· ©­»¥ ±®¡»²¨¿.�±¯»² ­¨¥ (­ ¡«¾¤¥­¨¥) { ­ «¨·¨¥ ®¯°¥¤¥«¥­­®£® ª®¬¯«¥ª±  ³±«®¢¨©.�®§¬®¦­»© °¥§³«¼² ² { ¨±µ®¤ ¨±¯»² ­¨¿ ¨«¨ ­ ¡«¾¤¥­¨¿ { ­ §»¢ ¥²±¿ ±®¡»²¨¥¬.�°¨¬¥°: �°®± ­¨¥ ¬®­¥²» (¨±¯»² ­¨¥). �¥§³«¼² ² ¨±¯»² ­¨¿ { ±®¡»²¨¥: 1. ¢»¯ ¤¥­¨¥ £¥°¡ , 2.¢»¯ ¤¥­¨¥ °¥¸¥²ª¨.�¥ª®²®°»¥ ¨§ ±®¡»²¨© ¯°¨­¿²® ­ §»¢ ²¼ ¤®±²®¢¥°­»¬¨ (¢ ¤ ­­®¬ ¨±¯»² ­¨¨), ².¥. ²¥, ª®²®°»¥ ¯°¨¤ ­­®¬ ¨±¯»² ­¨¨ ­¥¨§¡¥¦­® °¥ «¨§³¾²±¿. �±«¨ ¦¥ ­¥ª®²®°®¥ ±®¡»²¨¥ (¢ ¤ ­­®¬ ¨±¯»² ­¨¨) ­¥ ¬®¦¥²¯°®¨§®©²¨, ²® ¥£® ­ §»¢ ¾² ­¥¢®§¬®¦­»¬.�¯°¥¤¥«¥­¨¥. �¥§³«¼² ² ¨±¯»² ­¨¿, ª®²®°»© ­¥«¼§¿ § ° ­¥¥ ¯°®£­®§¨°®¢ ²¼, ­ §»¢ ¥²±¿ ±«³· ©­»¬±®¡»²¨¥¬. �¥®°¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¥© ¨§³· ¥² § ª®­®¬¥°­®±²¨ ±«³· ©­»µ ±®¡»²¨©.�«£¥¡°  ±®¡»²¨©.� ª ¦¤»¬ ¨±¯»² ­¨¥¬ ±¢¿§ ­ °¿¤ ¨­²¥°¥±³¾¹¨µ ­ ± ±®¡»²¨©, ª®²®°»¥, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ¬®£³² ¯®-¿¢«¿²¼±¿ ®¤­®¢°¥¬¥­­®. � ª, ¯°¨ ¡°®± ­¨¨ ¨£° «¼­®© ª®±²¨, ±®¡»²¨¿¬¨ ¡³¤³²:1. �»¯ ¤¥­¨¥ 1 ®·ª  (±®¡»²¨¥ A),2. �»¯ ¤¥­¨¥ ­¥·¥²­®£® ·¨±«  ®·ª®¢ (±®¡»²¨¥ B). �®­¿²­®, ·²® ½²¨ ±®¡»²¨¿ ¬®£³² ¯°®¨±µ®¤¨²¼®¤­®¢°¥¬¥­­®. � ½²®¬ ±«³· ¥ £®¢®°¿², ·²® ±®¡»²¨¿ A ¨ B ­¥ ¨±ª«¾· ¾² ¤°³£ ¤°³£ .�¡»·­® ± ª ¦¤»¬ ¨±¯»² ­¨¥¬ ±¢¿§»¢ ¾² ¯®«­³¾ ±¨±²¥¬³ ½«¥¬¥­² °­»µ ¨±µ®¤®¢ (¨«¨ ½«¥¬¥­² °­»µ±®¡»²¨©), ¢§ ¨¬­® ¨±ª«¾· ¾¹¨µ ¤°³£ ¤°³£ . �²® ®§­ · ¥², ·²®1). � ¦¤»© ¨±µ®¤ ¨±¯»² ­¨¿ ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ®¤­¨¬ ¨ ²®«¼ª® ®¤­¨¬ ½«¥¬¥­² °­»¬ ±®¡»²¨¥¬,2). � ¦¤®¥ ±®¡»²¨¥ A, ±¢¿§ ­­®¥ ± ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»¬ ¨±¯»² ­¨¥¬, ¥±²¼ ¬­®¦¥±²¢®, ±®±²®¿¹¥¥ ¨§ ª®-­¥·­®£® ¨«¨ ¡¥±ª®­¥·­®£® ·¨±«  ½«¥¬¥­² °­»µ ±®¡»²¨© ° ±±¬®²°¥­­®© ±¨±²¥¬»,3). �®¡»²¨¥ A ¯°®¨±µ®¤¨² ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  °¥ «¨§³¥²±¿ ®¤­® ¨§ ½«¥¬¥­² °­»µ ±®¡»²¨©,¢µ®¤¿¹¨µ ¢ ½²® ¬­®¦¥±²¢®.�°¨¬¥°. �®¡»²¨¥ A ±®±²®¨² ¢ ¢»¯ ¤¥­¨¨ ­¥·¥²­®£® ·¨±«  ®·ª®¢ ¯°¨ ®¤­®ª° ²­®¬ ¡°®± ­¨¨ ¨£° «¼­®©ª®±²¨. �  ½«¥¬¥­² °­»¥ ±®¡»²¨¿ ¬®£³² ¡»²¼ ¯°¨­¿²» ±«¥¤³¾¹¨¥ °¥§³«¼² ²» ¨±¯»² ­¨¿: ¢»¯ ¤¥­¨¥ (1),¨«¨ (2), ¨«¨ (3), ¨«¨ (4), ¨«¨ (5), ¨«¨ (6). �°¨ ½²®¬ ±®¡»²¨¥ A ±² ­¥² ¬­®¦¥±²¢®¬ f(1); (3); (5)g.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ± ª ¦¤»¬ ¨±¯»² ­¨¥¬ ±¢¿§»¢ ¾² ±¨±²¥¬³ ½«¥¬¥­² °­»µ ±®¡»²¨© 
 = fwg.�¤­ ª® ½«¥¬¥­² °­»¥ ±®¡»²¨¿ ­¥ ¨±·¥°¯»¢ ¾² ¯®«­»© ­ ¡®° ±®¡»²¨© ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®£® ¨±¯»² ­¨¿.�®«­»© ­ ¡®° ±®¡»²¨© ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ­¥ª®²®°³¾ ±¨±²¥¬³ A ¯®¤¬­®¦¥±²¢ 
. �°¨­¿²® ±·¨² ²¼, ·²®½²  ±¨±²¥¬  ¿¢«¿¥²±¿ �- «£¥¡°®©, ± ¬³ ¦¥ ±¨±²¥¬³ A ­ §»¢ ¾² �- «£¥¡°®© ±®¡»²¨©. �²® ®§­ · ¥², ·²®1. �²  ±¨±²¥¬  ±®¤¥°¦¨² ¯³±²®¥ ¬­®¦¥±²¢® ; ¨ ¬­®¦¥±²¢® 
: ; 2 A, 
 2 A,2. �¬¥±²¥ ± ª ¦¤»¬ ¬­®¦¥±²¢®¬ A 2 A ¬­®¦¥±²¢® A 2 A,3. �±«¨ fAng1n=1 � A, ²® ¨ [1n=1An � A.�°¨ ®¯°¥¤¥«¥­¨¨ �- «£¥¡°» ¸¨°®ª® ¨±¯®«¼§³¾²±¿ µ®°®¸® ¨§¢¥±²­»¥ ®¯¥° ¶¨¨ ­ ¤ ¬­®¦¥±²¢ ¬¨: 1.®¡º¥¤¨­¥­¨¥ A [ B, 2. ¯¥°¥±¥·¥­¨¥ A \ B, 3. ¤®¯®«­¥­¨¥ A ¤® 
. �°®¬¥ ²®£® ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿ ¨§¢¥±²­»¬¨±¢®©±²¢  ½²¨µ ®¯¥° ¶¨©1. ª®¬¬³² ²¨¢­®±²¼ ®¡º¥¤¨­¥­¨¿ ¨ ¯¥°¥±¥·¥­¨¿ ¬­®¦¥±²¢,2.  ±±®¶¨ ²¨¢­®±²¼ ®¡º¥¤¨­¥­¨¿ ¨ ¯¥°¥±¥·¥­¨¿ ¬­®¦¥±²¢,3. ¤¨±²°¨¡³²¨¢­®±²¼ ½²¨µ ®¯¥° ¶¨© ®²­®±¨²¥«¼­® ¤°³£ ¤°³£ ,4. A [ ; = A, A \ 
 = A, 2



5. A [A = 
, A \A = ;,6. A [A = A, A \ A = A,7. A [ 
 = 
, A \ ; = ;,8. § ª®­» ¤¥ �®°£ ­  A [B = A \B, A \B = A [B,9. § ª®­» ¯®£«®¹¥­¨¿ A [ (A \B) = A, A \ (A [B) = A.� ±²® ¨±¯®«¼§³¾²±¿ ² ª¦¥ §­ ª¨ ¯°¨­ ¤«¥¦¨² 2, ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤¬­®¦¥±²¢®¬ �, ±®¢¯ ¤ ¥² =.�²®¡» ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¢¥°®¿²­®±²¼ ­¥®¡µ®¤¨¬® ³ª § ²¼ ¯° ¢¨«® (´³­ª¶¨¾ ¢¥°®¿²­®±²¨), ±®¯®±² ¢«¿¾¹¥¥ª ¦¤®¬³ A 2 A ·¨±«® P (A) 2 [0; 1], ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥¥ ®¯°¥¤¥«¥­­»¬  ª±¨®¬ ¬ ¢¥°®¿²­®±²¨. �®¿±­¨¬ ½²¨ ª±¨®¬» ­  ¯°¨¬¥°¥ ª« ±±¨·¥±ª®£® ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¨.�²­®±¨²¥«¼­ ¿ · ±²®²  ¨ ¢¥°®¿²­®±²¼ ±«³· ©­®£® ±®¡»²¨¿. �« ±±¨·¥±ª®¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥¢¥°®¿²­®±²¨. �±­®¢­»¥ ±¢®©±²¢  ¢¥°®¿²­®±²¨.�³±²¼ ­¥ª®²®°®¥ ¨±¯»² ­¨¥ ¨¬¥¥² «¨¸¼ ª®­¥·­®¥ ·¨±«® ½«¥¬¥­² °­»µ ¨±µ®¤®¢ (±®¡»²¨©):
 = fw1; w2; : : :wng:� ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ¬®¤¥«¨ ¢ ª ·¥±²¢¥ A ¢»¡¨° ¾² ¢±¥¢®§¬®¦­»¥ ¯®¤¬­®¦¥±²¢  
. �°®¬¥ ²®£®, ¯® ®¯°¥-¤¥«¥­¨¾, ±·¨² ¾², ·²® ¢±¥ ½«¥¬¥­² °­»¥ ¨±µ®¤» ° ¢­®¢¥°®¿²­», ².¥. P (wi) = 1=n, i = 1; : : : ; n ¨ ¡®«¥¥®¡¹® P (A) = jAj=n¤«¿ ª ¦¤®£® A � 
 (§¤¥±¼ jAj { ·¨±«® ½«¥¬¥­²®¢ ¢ A).�¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼ ±«¥¤³¾¹¨¥ ±¢®©±²¢  ² ª ®¯°¥¤¥«¥­­®© ´³­ª¶¨¨ ¢¥°®¿²­®±²¨1. P (;) = 0 (¢¥°®¿²­®±²¼ ­¥¢®§¬®¦­®£® ±®¡»²¨¿ ° ¢­  ­³«¾),2. P (
) = 1 (¢¥°®¿²­®±²¼ ¤®±²®¢¥°­®£® ±®¡»²¨¿ ° ¢­  ¥¤¨­¨¶¥),3. P (A) � 0 ¤«¿ ¢±¥µ A 2 A,4. P (A+ B) = P (A) + P (B), ¥±«¨ A \B = ;,5. P (A) � P (B), ¥±«¨ A � B,6. P (A+ A) = P (A) + P (A) = 1.�¢®©±²¢  2)-4) ¿¢«¿¾²±¿ ®±­®¢®¯®« £ ¾¹¨¬¨ ¯°¨ ®¯°¥¤¥«¥­¨¨ ´³­ª¶¨¨ ¢¥°®¿²­®±²¨ ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥.�¬¥­­® ¨µ ¨ ¯°¨­¨¬ ¾² §   ª±¨®¬», ª®²®°»¬ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ½²  ´³­ª¶¨¿. �®«¼ª® ³±«®¢¨¥ 4 § ¬¥­¿¾²¯®µ®¦¨¬, ­® ­¥±ª®«¼ª® ¡®«¥¥ ±¨«¼­»¬ ³±«®¢¨¥¬:40. P (P1n=1An) =P1n=1 P (An), ¥±«¨ Ai \ Aj = ; ¯°¨ i 6= j.�°¨¬¥°: �£° «¼­ ¿ ª®±²¼ ¡°®± ¥²±¿ 2 ° § . � ª®¢  ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ±³¬¬  ¢»¯ ¢¸¨µ ®·ª®¢ ° ¢­ 6 (±®¡»²¨¥ A)?� ¢­®¢®§¬®¦­»¥ ½«¥¬¥­² °­»¥ ¨±µ®¤»: (x; y), £¤¥ x ¨ y ¯°¨­¨¬ ¾² §­ ·¥­¨¿ 1, 2, 3, 4, 5, 6. �¡¹¥¥·¨±«® ½«¥¬¥­² °­»µ ¨±µ®¤®¢ ° ¢­® 36. �®¡»²¨¾ A ¡« £®¯°¨¿²±²¢³¾² 5 ¯ ° (1,5), (2,4), (3,3), (4,2), (5,1).�«¥¤®¢ ²¥«¼­®, P (A) = 5=36.�« ±±¨·¥±ª®¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¢¥°®¿²­®±²¨ ¯°¥¤¯®« £ ¥², ·²® 1) ·¨±«® ½«¥¬¥­² °­»µ ¨±µ®¤®¢ ª®­¥·­®, 2)½²¨ ¨±µ®¤» ° ¢­®¢®§¬®¦­».�¤­ ª® ­  ¯° ª²¨ª¥ ¢±²°¥· ¾²±¿ ¢±²°¥· ¾²±¿ ¨±¯»² ­¨¿ ± ¡¥±ª®­¥·­»¬ ·¨±«®¬ ° §«¨·­»µ ¢®§¬®¦­»µ¨±µ®¤®¢. �°®¬¥ ²®£® ­¥² ®¡¹¨µ ¬¥²®¤®¢, ¯®§¢®«¿¾¹¨µ °¥§³«¼² ² ¨±¯»² ­¨¿ ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥ ±³¬¬»° ¢­®¢®§¬®¦­»µ ½«¥¬¥­² °­»µ ¨±µ®¤®¢. �®½²®¬³ ¯°¨¬¥­¿¾² ¨­®¥, ±² ²¨±²¨·¥±ª®¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¢¥°®¿²­®-±²¨. �³±²¼ ¯°®¨§¢®¤¨²±¿ n ®¤­®²¨¯­»µ ¨±¯»² ­¨©, ®¤­¨¬ ¨§ ¨±µ®¤®¢ ª®²®°»µ ¿¢«¿¥²±¿ ¤ ­­®¥ ±®¡»²¨¥A. �¯°¥¤¥«¥­¨¥. �²­®¸¥­¨¥ ·¨±«  ¯®¿¢«¥­¨© m ±®¡»²¨¿ A ª ®¡¹¥¬³ ·¨±«³ ¨±¯»² ­¨© n ­ §»¢ ¥²±¿ ®²­®-±¨²¥«¼­®© · ±²®²®© Wn(A) ±®¡»²¨¿ A.�°¨ ®¤­®²¨¯­»µ ¬ ±±®¢»µ ¨±¯»² ­¨¿µ ¢® ¬­®£¨µ ±«³· ¿µ ­ ¡«¾¤ ¥²±¿ ³±²®©·¨¢®±²¼ ®²­®±¨²¥«¼­®©· ±²®²» ±®¡»²¨¿, ².¥. ¯°¨ ¯°¨ ·¨±«¥ ¨±¯»² ­¨© n!1 ®²­®±¨²¥«¼­ ¿ · ±²®² Wn(A) ±®¡»²¨¿A ±²°¥¬¨²±¿ª ­¥ª®²®°®© ¯®±²®¿­­®© p. �²® ·¨±«® p ¨ ­ §»¢ ¥²±¿ ¢¥°®¿²­®±²¼¾ ±®¡»²¨¿ A ¢ ±² ²¨±²¨·¥±ª®¬ ±¬»±«¥.�°¨¬¥°: � °¥§³«¼² ²¥ °¿¤  ¨±¯»² ­¨© ¡»«® ®¡­ °³¦¥­®, ·²® ¯°¨ 200 ¢»±²°¥« µ ±²°¥«®ª ¯®¯ ¤ ¥² ¢¶¥«¼ ¢ ±°¥¤­¥¬ 190 ° §. � ª®¢  ¢¥°®¿²­®±²¼ p ¯®° ¦¥­¨¿ ¶¥«¨ ½²¨¬ ±²°¥«ª®¬? �ª®«¼ª® ¤«¿ ­¥£® ¯®¯ ¤ ­¨©¢ ¶¥«¼ ¬®¦­® ®¦¨¤ ²¼ ¯°¨ 1000 ¢»±²°¥« µ? 3



�®£« ±­® ±² ²¨±²¨·¥±ª®¬³ ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ¢¥°®¿²­®±²¨ p = 190=200 = 95%. �®½²®¬³ ·¨±«® ³¤ ·­»µ¢»±²°¥«®¢ ¤®«¦­® ¯°¨¬¥°­® ±®±² ¢«¿²¼ 1000 � p = 950.�±­®¢­»¥ ´®°¬³«» ª®¬¡¨­ ²®°¨ª¨.� ±±¬®²°¨¬ ±®¢®ª³¯­®±²¼ n ° §«¨·­»µ ½«¥¬¥­²®¢ a1; a2; : : : ; an. �°®¨§¢®«¼­³¾ ³¯®°¿¤®·¥­­³¾ ¢»¡®°ª³(¢®§¬®¦­® ± ¯®¢²®°¥­¨¿¬¨) ° §¬¥°  m ¨§ ½²¨µ ½«¥¬¥­²®¢ ai1 ; ai2 ; : : : ; aim ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ±®¥¤¨­¥­¨¥¬ (1 �ik � n; k = 1; : : :m). �¥£ª® ¯®¤±·¨² ²¼, ·²® ·¨±«® ° §«¨·­»µ ±®¥¤¨­¥­¨© ° ¢­® nm.� §¬¥¹¥­¨¿¬¨ ¨§ n ½«¥¬¥­²®¢ ¯® m (m � n) ­ §»¢ ¾²±¿ ² ª¨¥ ¨µ ±®¥¤¨­¥­¨¿, ª ¦¤®¥ ¨§ ª®²®°»µ±®¤¥°¦¨² °®¢­® m ° §«¨·­»µ ½«¥¬¥­²®¢ (¢»¡° ­­»µ ¨§ ¤ ­­»µ ½«¥¬¥­²®¢) ¨ ª®²®°»¥ ®²«¨· ¾²±¿ ¨«¨± ¬¨¬¨ ½«¥¬¥­² ¬¨ ¨«¨ ¯®°¿¤ª®¬ ¨µ ±«¥¤®¢ ­¨¿. �¥²°³¤­® ¯®¤±·¨² ²¼, ·²® ®¡¹¥¥ ·¨±«® ° §¬¥¹¥­¨© Amn¨§ n ½«¥¬¥­²®¢ ¯® m ° ¢­® Amn = n!(n�m)! ;£¤¥ n! = n � (n � 1)� : : : �2 � 1 ¨, ¯® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ 0! = 1.�¥°¥±² ­®¢ª ¬¨ ¨§ n ½«¥¬¥­²®¢ ­ §»¢ ¾²±¿ ² ª¨¥ ¨µ ±®¥¤¨­¥­¨¿, ª ¦¤®¥ ¨§ ª®²®°»µ ±®¤¥°¦¨² ¢±¥ n¨±µ®¤­»µ ½«¥¬¥­²®¢ ¨ ª®²®°»¥ ®²«¨· ¾²±¿ ¯®°¿¤ª®¬ ±«¥¤®¢ ­¨¿ ½²¨µ ½«¥¬¥­²®¢. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯¥°¥±² -­®¢ª¨ { ½²® ° §¬¥¹¥­¨¿ ¨§ n ½«¥¬¥­²®¢ ¯® n. �¡¹¥¥ ·¨±«® ° §«¨·­»µ ¯¥°¥±² ­®¢®ª ° ¢­® Ann = n!(0)! = n!.�®·¥² ­¨¿¬¨ ¨§ n ½«¥¬¥­²®¢ ¯® m (m � n) ­ §»¢ ¾²±¿ ² ª¨¥ ¨µ ±®¥¤¨­¥­¨¿, ª ¦¤®¥ ¨§ ª®²®°»µ ±®¤¥°-¦¨² °®¢­®m ° §«¨·­»µ ½«¥¬¥­²®¢ (¢»¡° ­­»µ ¨§ ¤ ­­»µ ½«¥¬¥­²®¢) ¨ ª ¦¤»¥ ¤¢  ¨§ ª®²®°»µ ®²«¨· ¾²±¿µ®²¿ ¡» ®¤­¨¬ ½«¥¬¥­² ¬. �¥²°³¤­® ¯®­¿²¼, ·²® ®±³¹¥±²¢«¿¿ ¢±¥ m! ¯¥°¥±² ­®¢®ª ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ ±®·¥² ­¨©,¬» ¯®«³·¨¬ ¢±¥ ° §¬¥¹¥­¨¿. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ ®¡¹¥£® ·¨±«  Cmn ±®·¥² ­¨© ¨§ n ½«¥¬¥­²®¢ ¯® m ¨¬¥¥¬´®°¬³«³ Cmn �m! = Amn ; Cmn = n!(n�m)!m! :�§¢¥±²­®, ·²® ·¨±«  Cmn ¿¢«¿¾²±¿ ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨ ¢ ´®°¬³«¥ ¡¨­®¬  �¼¾²®­ (p+ q)n = pn + C1npn�1q + C2npn�2q2+ : : :+Cn�1n pqn�1 + qn:�²¨ ·¨±« , ¢ · ±²­®±²¨, ®¡« ¤ ¾² ±«¥¤³¾¹¨¬¨ ¯°®±²»¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨ Cmn = Cn�mn ¨Cmn + Cm+1n = n!(n�m)!m! + n!(n�m� 1)!(m+ 1)! = n!(n�m� 1)!m! � 1n �m + 1m+ 1� = Cm+1n+1 :�¥ª¶¨¿ 2.�¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ¢¥°®¿²­®±²¨. �¥®°¥¬  ±«®¦¥­¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¥©. �°®²¨¢®¯®«®¦­»¥ ±®¡»²¨¿.�±«®¢­»¥ ¢¥°®¿²­®±²¨. �¥®°¥¬  ³¬­®¦¥­¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¥©. �¥§ ¢¨±¨¬»¥ ±®¡»²¨¿. �®°¬³« ¯®«­®© ¢¥°®¿²­®±²¨.� ±±¬®²°¨¬ ¢²®°®© ª« ±± ¢¥°®¿²­®±²­»µ ¯°®±²° ­±²¢ (
;A; P ). �³±²¼ 
 { ­¥ª®²®°®¥ ¬­®¦¥±²¢® ­ ¯°¿¬®©, ¯«®±ª®±²¨, ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ IR3 ¨«¨ ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ ¡®«¼¸¥£® ·¨±«  ¨§¬¥°¥­¨©. �³±²¼ V (A) {¤«¨­ , ¯«®¹ ¤¼ ¨«¨ ®¡º¥¬ (¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ° ±¯®«®¦¥­¨¿ 
) ¬­®¦¥±²¢  A � 
. �«¿ ±®ª° ¹¥­¨¿ V (A)­ §»¢ ¾² ®¡º¥¬®¬ ¤ ¦¥ ¥±«¨ ½²® ¬­®¦¥±²¢® ­  ¯°¿¬®© ¨«¨ ¯«®±ª®±²¨. �³±²¼ V (
) <1, A { ±®¢®ª³¯­®±²¼¯®¤¬­®¦¥±²¢ A � 
, ¤«¿ ª®²®°»µ ¬®¦­® ¢»·¨±«¨²¼ ¨µ ®¡º¥¬ V (A). �®£¤  ¬®¦­® ¯®ª § ²¼, ·²® A {  «£¥¡° ¬­®¦¥±²¢. �¯°¥¤¥«¨¬ ´³­ª¶¨¾ ¢¥°®¿²­®±²¨ ­  ½²®©  «£¥¡°¥ ¬­®¦¥±²¢ ¯° ¢¨«®¬P (A) = V (A)V (
) :�®«¼§³¿±¼ ±¢®©±²¢ ¬¨ ª° ²­®£® ¨­²¥£° «  ­¥²°³¤­® ¯°®¢¥°¨²¼ ¢»¯®«­¥­¨¥  ª±¨®¬ ´³­ª¶¨¨ ¢¥°®¿²­®±²¨1. P (
) = V (
)=V (
) = 1 (¢¥°®¿²­®±²¼ ¤®±²®¢¥°­®£® ±®¡»²¨¿ ° ¢­  ¥¤¨­¨¶¥),2. P (A) = V (A)=V (
) � 0 ¤«¿ ¢±¥µ A 2 A,3. P (A+ B) = V (A+ B)=V (
) = (V (A) + V (B))=V (
) = P (A) + P (B), ¥±«¨ A \B = ;.� ±±¬®²°¥­­ ¿ ¬®¤¥«¼ ¢¢¥¤¥­¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¨ ­ §»¢ ¥²±¿ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¬ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ ¢¥°®¿²­®±²¨.�«¥¬¥­² °­»¬¨ ¨±µ®¤ ¬¨ ¢ ½²®© ¬®¤¥«¨ ¿¢«¿¾²±¿ ²®·ª¨ ¬­®¦¥±²¢  
 ¨ ¢¥°®¿²­®±²¼ ª ¦¤®£® ½«¥¬¥­² °-­®£® ¨±µ®¤  ° ¢­  ­³«¾ (² ª ª ª ®¡º¥¬ «¾¡®© ²®·ª¨ ° ¢¥­ ­³«¾). �®«®¦¨²¥«¼­³¾ ¢¥°®¿²­®±²¼ ¨¬¥¾²4



«¨¸¼ ¡®«¼¸¨¥ ±®¥¤¨­¥­¨¿ ½«¥¬¥­² °­»µ ¨±µ®¤®¢ (¡®«¼¸¨¥ ¬­®¦¥±²¢ ). �²®² ¯°¨¬¥° ¢¢¥¤¥­¨¿ ¢¥°®¿²­®-±²¨ ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ¡»¢ ¾² ±®¡»²¨¿, ª®²®°»¥ ¬®£³² ¯°®¨±µ®¤¨²¼ (².¥. ®­¨ ­¥ ¿¢«¿¾²±¿ ­¥¢®§¬®¦­»¬¨),­® ¢¥°®¿²­®±²¼ ­ ±²³¯«¥­¨¿ ª®²®°»µ ° ¢­  ­³«¾.� ±±¬®²°¨¬ ­¥ª®²®°»¥ ±«¥¤±²¢¨¿  ª±¨®¬ 1)-3). �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® A ¨ B { ¯°®¨§¢®«¼­»¥ ±®¡»²¨¿ ¨§ A.�¡®§­ ·¨¬ C1 = A \B, C2 = AnC1, C3 = BnC1. �®£¤  A = C1 [ C2, B = C1 [ C3,P (A [B) = P (C1 [ C2 [ C3) = P (C1) + P (C2) + P (C3); (1)¯®±ª®«¼ª³ ±®¡»²¨¿ C1, C2, C3 ¢§ ¨¬®¨±ª«¾· ¾¹¨¥: C1\C2 = ;, C1\C3 = ;, C2\C3 = ;. � ¤°³£®© ±²®°®­»P (A) = P (C1 [ C2) = P (C1) + P (C2); P (B) = P (C1 [ C3) = P (C1) + P (C3): (2)�®¢¬¥¹ ¿ ´®°¬³«» (1) ¨ (2), ¯®«³·¨¬P (A [B) = P (A) + P (B) � P (C1) = P (A) + P (B) � P (A \B):� °¿¤³ ±  ª±¨®¬®© 3) ¯®«³·¥­­ ¿ ´®°¬³«  ² ª¦¥ ­ §»¢ ¥²±¿ ´®°¬³«®© ¤«¿ ¢¥°®¿²­®±²¨ ±³¬¬» ¤¢³µ ±®-¡»²¨©. � ®²«¨·¨¥ ®² 3), ®­  ±¯° ¢¥¤«¨¢  ¤«¿ «¾¡»µ ±®¡»²¨© A ¨ B. �¥ ¬®¦­® ° ±¯°®±²° ­¨²¼ ­  ±³¬¬³¡®«¼¸¥£® ·¨±«  ±®¡»²¨©:P (A [B [ �) = P (A) + P (B) + P (�)� P (A \ B)� P (A \ C)� P (B \ C) + P (A \ B \ C)¨ ².¤.�®«­ ¿ £°³¯¯  ±®¡»²¨©.�°³£¨¬ ±«¥¤±²¢¨¥¬  ª±¨®¬ 1)-3) ¿¢«¿¥²±¿ ³¦¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¢¸¥¿±¿ ±¢¿§¼ ¬¥¦¤³ ±®¡»²¨¥¬ A ¨ ¯°®²¨¢®-¯®«®¦­»¬ ª ­¥¬³ ±®¡»²¨¥¬ A = 
nA. �®±ª®«¼ª³ ±®¡»²¨¿ A ¨ A ¢§ ¨¬®¨±ª«¾· ¾¹¨¥, ²®1 = P (
) = P (A [A) = P (A) + P (A):�¨±²¥¬  ±®¡»²¨© A1; A2; : : : ; An ­ §»¢ ¥²±¿ ¯®«­®© £°³¯¯®© ±®¡»²¨© ¤«¿ ¤ ­­®£® ¨±¯»² ­¨¿, ¥±«¨ «¾-¡»¬ ¨±µ®¤®¬ ¥£® ¿¢«¿¥²±¿ ®¤­® ¨ ²®«¼ª® ®¤­® ±®¡»²¨¥ ½²®© £°³¯¯». �­»¬¨ ±«®¢ ¬¨ ¤«¿ ¯®«­®© £°³¯¯®©±®¡»²¨© ¢»¯®«­¿¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿:1) A1 [A2 [ � � � [An = 
 { ±³¬¬  ±®¡»²¨© ¤®±²®¢¥°­ ,2) ±®¡»²¨¿ Ai, Aj ­¥±®¢¬¥±²­» ¯°¨ i 6= j: Ai \Aj = ;.�°®±²¥©¸¨¬ ¯°¨¬¥°®¬ ¯®«­®© £°³¯¯» ±®¡»²¨© ¿¢«¿¥²±¿ ¯ °  ±®¡»²¨© A ¨ A. � ª¦¥ ª ª ¨ ¤«¿ ¯ °»A ¨ A, ¤«¿ ¯®«­®© £°³¯¯» ±®¡»²¨© ±³¬¬  ¢¥°®¿²­®±²¥© ¢µ®¤¿¹¨µ ¢ £°³¯¯³ ±®¡»²¨© ° ¢­  1:1 = P (
) = P (A1 [A2 [ � � � [An) = P (A1) + P (A2)+ : : :+P (An):�±«®¢­»¥ ¢¥°®¿²­®±²¨. �¥®°¥¬  ³¬­®¦¥­¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¥©. �¥§ ¢¨±¨¬»¥ ±®¡»²¨¿.�³±²¼ (
;A; P ) { ª ª®¥-­¨¡³¤¼ ¢¥°®¿²­®±²­®¥ ¯°®±²° ­±²¢®, B 2 A, P (B) > 0. �¡° §³¥¬ ­®¢®¥ ¢¥°®-¿²­®±²­®¥ ¯°®±²° ­±²¢® (B;B; PB). � ­¥¬  «£¥¡°  ¬­®¦¥±²¢ B ®¡° §®¢ ­  ¢±¥¢®§¬®¦­»¬¨ ¯¥°¥±¥·¥­¨¿¬¨A \B ¬­®¦¥±²¢ A 2 A ¨ ¬­®¦¥±²¢  B,   ´³­ª¶¨¿ PB ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ° ¢¥­±²¢ ¬¨PB(A\ B) = P (A \ B)P (B) :�°®¢¥°¨¬ ¢»¯®«­¥­¨¥  ª±¨®¬  «£¥¡°» ¬­®¦¥±²¢:1) � ª ª ª ; 2 A, B 2 A, ²® ; = ; \B 2 B, B = B \B 2 B,2) �³±²¼ A 2 A ¨, §­ ·¨², ¯® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ A\B 2 B. �®£¤  ¤®¯®«­¥­¨¥ A\B ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ B ¨¬¥¥²¢¨¤ BnA. �«¿ ­¥£® BnA = B \A;² ª ª ª 
 = A [ A; A \ A = ;; B = B \ (A[ A) = (B \A) [ (B \A)¨ (B \A), (B \ A) ­¥ ¨¬¥¾² ®¡¹¨µ ²®·¥ª. �®±ª®«¼ª³ A 2 A, ®²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® BnA 2 B.5



3) �³±²¼ A;C 2 A ¨, §­ ·¨², ¯® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ A \ B; C \ B ¯°¨­ ¤«¥¦ ² B. � ª ª ª A [ C 2 A, ²®,¯®«¼§³¿±¼ ¤¨±²°¨¡³²¨¢­»¬ § ª®­®¬, ±¢¿§»¢ ¾¹¨¬ ®¯¥° ¶¨¨ ®¡º¥¤¨­¥­¨¿ ¨ ¯¥°¥±¥·¥­¨¿ ¬­®¦¥±²¢ ¯®«³·¨¬(A[ C)\ B = (A \B) [ (C \B) 2 B;·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼ ¯°®¢¥°¨²¼.�¥¯¥°¼ ¯°®¢¥°¨¬ ¢»¯®«­¥­¨¥  ª±¨®¬ ´³­ª¶¨¨ ¢¥°®¿²­®±²¨:1) PB(A \B) = P (A \ B)P (B) � 0;2) PB(B \B) = P (B \B)P (B) = 1;3) PB((A\ B) [ (C \ B)) = P ((A \ B) [ (C \ B))P (B) = P (A \B) + P (C \ B)P (B) = PB(A \B) + PB(C \ B);¥±«¨ ±®¡»²¨¿ A \ B, C \B { ¢§ ¨¬®¨±ª«¾· ¾¹¨¥ ¢ B (².¥. (A \B) \ (C \B) = ;).� ª ®¯°¥¤¥«¥­­ ¿ ¬®¤¥«¼ ¢¥°®¿²­®±²­®£® ¯°®±²° ­±²¢  ­ §»¢ ¥²±¿ ¥¹¥ ³±«®¢­®© ¢¥°®¿²­®±²¼¾. �«¿­¥¥ ¯°¨­¿²® ±¯¥¶¨ «¼­®¥ ®¡®§­ ·¥­¨¥ P (A jB) = PB(A \ B){ ¢¥°®¿²­®±²¼ ­ ±²³¯«¥­¨¿ ±®¡»²¨¿ A ¯°¨ ³±«®¢¨¨, ·²® ¯°®¨§®¸«® ±®¡»²¨¥ B (³±«®¢­ ¿ ¢¥°®¿²­®±²¼ ±®-¡»²¨¿ A). �°¨ ½²®¬ ¢¥°®¿²­®±²¼ P (A) ±®¡»²¨¿ A ¨­®£¤  ­ §»¢ ¾² ¡¥§³±«®¢­®© ¢¥°®¿²­®±²¼¾. �¹¥ ° §¯®¤·¥°ª­¥¬ ®¡¿§ ²¥«¼­®¥ ³±«®¢¨¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ³±«®¢­®© ¢¥°®¿²­®±²¨: P (B) > 0.�°¨¬¥°. � ³°­¥ ­ µ®¤¿²±¿ 7 ¡¥«»µ ¨ 3 ·¥°­»µ ¸ ° . � ª®¢  ¢¥°®¿²­®±²¼:1) ¨§¢«¥·¥­¨¿ ¨§ ³°­» ¡¥«®£® ¸ °  (±®¡»²¨¥ A), P (A) = 0:7,2) ¨§¢«¥·¥­¨¿ ¨§ ³°­» ¡¥«®£® ¸ °  ¯®±«¥ ³¤ «¥­¨¿ ¡¥«®£® ¸ °  (±®¡»²¨¥ B), P (A jB) = 0:66 : : : ,3) ¨§¢«¥·¥­¨¿ ¨§ ³°­» ¡¥«®£® ¸ °  ¯®±«¥ ³¤ «¥­¨¿ ·¥°­®£® ¸ °  (±®¡»²¨¥ C), P (A jC) = 0:77 : : :�¢  ±®¡»²¨¿ A, B, ¤«¿ ª®²®°»µ 0 < P (A); P (B) < 1, ­ §»¢ ¾²±¿ ­¥§ ¢¨±¨¬»¬¨, ¥±«¨ ¢¥°®¿²­®±²¼ª ¦¤®£® ¨§ ­¨µ ­¥ § ¢¨±¨² ®² ¯®¿¢«¥­¨¿ ¨«¨ ­¥¯®¿¢«¥­¨¿ ¤°³£®£®, ².¥.P (A) = P (A jB) = P (A jB); P (B) = P (B jA) = P (B jA):�±«¨ µ®²¿ ¡» ®¤­® ¨§ ½²¨µ ° ¢¥­±²¢ ­¥ ¢»¯®«­¿¥²±¿, ²® ±®¡»²¨¿ ­ §»¢ ¾²±¿ § ¢¨±¨¬»¬¨. �§ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿±«¥¤³¥², ·²® ¤«¿ ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ±®¡»²¨© ¢»¯®«­¿¥²±¿ ° ¢¥­±²¢®P (A) = P (A \B)P (B)¨, §­ ·¨², P (A \B) = P (A)P (B). �®  ­ «®£¨·­®© ¯°¨·¨­¥ ¢»¯®«­¿¾²±¿ ¥¹¥ ²°¨ ° ¢¥­±²¢ P (A \ B) = P (A)P (B); P (A \ B) = P (A)P (B); P (A \ B) = P (A)P (B):�»¯®«­¥­¨¥ ¯®±«¥¤­¨µ 4 ° ¢¥­±²¢ ¨­®£¤  ¯°¨­¨¬ ¾² §  ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ ±®¡»²¨© A ¨ B. �°®½²¨ ° ¢¥­±²¢  ² ª¦¥ £®¢®°¿², ·²® ¢¥°®¿²­®±²¼ ±®¢¬¥±²­®£® ¯®¿¢«¥­¨¿ ¤¢³µ ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ±®¡»²¨© ° ¢­ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¾ ¢¥°®¿²­®±²¥© ½²¨µ ±®¡»²¨©.�°¨¬¥°. �¥°®¿²­®±²¼ ¯®° ¦¥­¨¿ ¶¥«¨ ¯¥°¢»¬ ±²°¥«ª®¬ ° ¢­  0.9 (±®¡»²¨¥ A), ¢¥°®¿²­®±²¼ ¯®° ¦¥­¨¿¶¥«¨ ¢²®°»¬ ±²°¥«ª®¬ ° ¢­  0.8 (±®¡»²¨¥ B). � ª®¢  ¢¥°®¿²­®±²¼ ¯®° ¦¥­¨¿ ¶¥«¨ µ®²¿ ¡» ®¤­¨¬ ±²°¥«ª®¬(±®¡»²¨¥ C)? P (C) = P (AB) = 0:1 � 0:2 = 0:02; P (C) = 0:98:�¯°¥¤¥«¥­¨¥ ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ ° ±¯°®±²° ­¿¥²±¿ ¨ ­  ¡®«¼¸¥¥ ·¨±«® ±®¡»²¨©. �¥±ª®«¼ª® ±®¡»²¨© ­ §»¢ -¾²±¿ ­¥§ ¢¨±¨¬»¬¨ ¢ ±®¢®ª³¯­®±²¨, ¥±«¨ «¾¡®¥ ¨§ ­¨µ ¨ «¾¡®¥ ¯¥°¥±¥·¥­¨¥ ®±² «¼­»µ (¢ª«¾· ¾¹¥¥ «¨¡®· ±²¼ ¨§ ­¨µ, «¨¡® ¢±¥ ®±² ¢¸¨¥±¿) ¥±²¼ ±®¡»²¨¿ ­¥§ ¢¨±¨¬»¥. �«¿ ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ±®¡»²¨© ¢¥°®¿²­®±²¼®¤­®¢°¥¬¥­­®£® ­ ±²³¯«¥­¨¿ ±®¡»²¨© ° ¢­  ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¾ ¢¥°®¿²­®±²¥© ½²¨µ ±®¡»²¨©:P (A \B \ C) = P (A)P (B)P (C):6



�³±²¼ A1, A2, A3, A4 { ­¥ª®²®°»¥ ±®¡»²¨¿ ¢¥°®¿²­®±²­®£® ¯°®±²° ­±²¢  (
;A; P ). �«¥¤³¾¹ ¿ ´®°¬³« (¨ ¥¥ ¥±²¥±²¢¥­­®¥ ®¡®¡¹¥­¨¥ ­  ¡®«¼¸¥¥ ·¨±«® ±®¡»²¨©) ¨­®£¤  ­ §»¢ ¥²±¿ ²¥®°¥¬®© ³¬­®¦¥­¨¿P (A1A2A3A4) = P (A1)P (A1A2)P (A1) P (A1A2A3)P (A1A2) P (A1A2A3A4)P (A1A2A3) == P (A1)P (A2 jA1)P (A3 jA1A2)P (A4 jA1A2A3)(¯°¨ ¥¥ ­ ¯¨± ­¨¨ ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²® ¢±¥ ¢µ®¤¿¹¨¥ ¢ ­¥¥ ±®¡»²¨¿ ¨¬¥¾² ­¥­³«¥¢»¥ ¢¥°®¿²­®±²¨).�®°¬³«  ¯®«­®© ¢¥°®¿²­®±²¨.�³±²¼ (
;A; P ) { ¢¥°®¿²­®±²­®¥ ¯°®±²° ­±²¢®, fH1; H2; : : : ; Hng { ¯®«­ ¿ £°³¯¯  ­¥±®¢¬¥±²­»µ ±®¡»²¨©(­ §®¢¥¬ ½²¨ ±®¡»²¨¿ £¨¯®²¥§ ¬¨) ½²®£® ¯°®±²° ­±²¢ , P (Hi) > 0, i = 1; : : : ; n, ¯³±²¼ A { ¯°®¨§¢®«¼­®¥±®¡»²¨¥. �®£¤  P (A) = nXi=1 P (Hi) � P (A jHi):�²  ´®°¬³«  ¨ ­ §»¢ ¥²±¿ ´®°¬³«®© ¯®«­®© ¢¥°®¿²­®±²¨. �°®¢¥°¨¬ ¥¥:A = A \ 
 = A \ (H1 [H2 [ � � � [Hn) = (A \H1) [ (A \H2) [ � � � [ (A \Hn):�®½²®¬³, ¯® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ³±«®¢­®© ¢¥°®¿²­®±²¨,P (A) = nXi=1 P (A \Hi) = nXi=1 P (Hi) � P (A jHi):�°¨¬¥°. � ¬ £ §¨­ ¤«¿ ¯°®¤ ¦¨ ¯®±²³¯ ¥² ¯°®¤³ª¶¨¿ 3 ´ ¡°¨ª, ®²­®±¨²¥«¼­»¥ ¤®«¨ ª®²®°»µ ±®±² -¢«¿¾² ±®®²¢¥²±²¢¥­­® 50, 30 ¨ 20 ¯°®¶¥­²®¢. �«¿ ¯°®¤³ª¶¨¨ ´ ¡°¨ª ¡° ª ±®±² ¢«¿¥² ±®®²¢¥²±²¢¥­­® 2, 3¨ 5 ¯°®¶¥­²®¢. � ª®¢  ¢¥°®¿²­®±²¼ ¯®ª³¯ª¨ ¢ ¬ £ §¨­¥ ¤®¡°®ª ·¥±²¢¥­­®£® ¯°®¤³ª²  (±®¡»²¨¥ A)?H1; H2; H3 { £¨¯®²¥§» ¯°¨®¡°¥²¥­¨¿ ¯°®¤³ª² , ¯°®¨§¢¥¤¥­­®£® ­  1-©, 2-© ¨ 3-© ´ ¡°¨ª µ (P (H1) = 0:5,P (H2) = 0:3, P (H3) = 0:2). �® ´®°¬³«¥ ¯®«­®© ¢¥°®¿²­®±²¨P (A) = P (H1)P (A jH1) + P (H2)P (A jH2) + P (H3)P (A jH3) = 0:5 � 0:98 + 0:3 � 0:97 + 0:2 � 0:95 = 0:971:�¥ª¶¨¿ 3.�®°¬³«  �¥©¥± . �µ¥¬  ¨ ´®°¬³«  �¥°­³««¨. �¥®°¥¬» �³ ±±®­  ¨ �³ ¢° -� ¯« ± .�³±²¼ fH1; : : : ; Hng { ¯®«­ ¿ £°³¯¯  ­¥±®¢¬¥±²­»µ £¨¯®²¥§ ¢¥°®¿²­®±²­®£® ¯°®±²° ­±²¢  (
;A; P ),P (Hi) > 0, i = 1; : : : ; n, { ¢¥°®¿²­®±²¨ ½²¨µ £¨¯®²¥§. �°®¨§¢®¤¨²±¿ ®¯»², ¢ °¥§³«¼² ²¥ ª®²®°®£® § ´¨ª±¨-°®¢ ­® ¯®¿¢«¥­¨¥ ±®¡»²¨¿ A 2 A, P (A) > 0, ¯°¨·¥¬ ¨§¢¥±²­®, ·²® ½²®¬³ ±®¡»²¨¾ £¨¯®²¥§» fH1; : : : ; Hng¯°¨¯¨±»¢ «¨ ¢¥°®¿²­®±²¨ P (A jHi), i = 1; : : : ; n. �¯° ¸¨¢ ¥²±¿, ª ª®¢» ¡³¤³² ¢¥°®¿²­®±²¨ ½²¨µ £¨¯®²¥§¯®±«¥ ®¯»²  (¢¥°®¿²­®±²¨  ¯®±²¥°¨®°¨). �­»¬¨ ±«®¢ ¬¨ ²°¥¡³¥²±¿ ®¯°¥¤¥«¨²¼ ³±«®¢­»¥ ¢¥°®¿²­®±²¨P (Hi jA); i = 1; : : : ; n;(¯¥°¥®¶¥­¨²¼ ¢¥°®¿²­®±²¨ ¨±µ®¤­»µ £¨¯®²¥§). �  ®±­®¢ ­¨¨ ²¥®°¥¬» ³¬­®¦¥­¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¥©P (A \Hi) = P (Hi) � P (A jHi) = P (A) � P (Hi jA); P (Hi jA) = P (Hi) � P (A jHi)P (A) :�¥°®¿²­®±²¼ ±®¡»²¨¿ P (A) > 0 ¯°¨ ³±«®¢¨¨, ·²® § ¤ ­» ¢¥«¨·¨­» P (Hi), P (A jHi), i = 1; : : : ; n, ¯®¤±·¨²»-¢ ¥²±¿ ¯® ´®°¬³«¥ ¯®«­®© ¢¥°®¿²­®±²¨P (A) = nXj=1 P (Hj) � P (A jHj):7



�²±¾¤  ¨¬¥¥¬ ´®°¬³«³ ¢¥°®¿²­®±²¥© £¨¯®²¥§ ¯®±«¥ ®¯»²  (´®°¬³«³ �¥©¥± )P (Hi jA) = P (Hi) � P (A jHi)Pnj=1 P (Hj) � P (A jHj) ; i = 1; : : : ; n:�°¨¬¥°. �¥°®¿²­®±²¼ ¯®° ¦¥­¨¿ ± ¬®«¥²  ¯°¨ ®¤¨­®·­®¬ ¢»±²°¥«¥ ¤«¿ ¯¥°¢®£® ° ª¥²­®£® ° ±·¥²  (±®-¡»²¨¥ A) ° ¢­  0.2,   ¤«¿ 2-£® (±®¡»²¨¥ B) { 0.1. � ¦¤®¥ ¨§ ®°³¤¨© ¯°®¨§¢®¤¨² 1 ¢»±²°¥«, ¯°¨·¥¬§ ´¨ª±¨°®¢ ­® ®¤­® ¯®¯ ¤ ­¨¥ ¢ ± ¬®«¥² (±®¡»²¨¥ C). � ª®¢  ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ³¤ ·­»© ¢»±²°¥«¯°¨­ ¤«¥¦¨² ¯¥°¢®¬³ ° ±·¥²³?�® ®¯»²  ¢®§¬®¦­» 4 £¨¯®²¥§» H1 = A \ B, H2 = A \ B, H3 = A \ B, H4 = A \ B. �¥°®¿²­®±²¨ ½²¨µ£¨¯®²¥§ ¯°¨ ­¥§ ¢¨±¨¬®¬ ¤¥©±²¢¨¨ ° ±·¥²®¢ ° ¢­» P (H1) = 0:2 � 0:1 = 0:02, P (H2) = 0:18, P (H3) = 0:08,P (H2) = 0:72. �±«¨ ¯°®¨§®¸«® ¢ ²®·­®±²¨ ®¤­® ¯®¯ ¤ ­¨¥, ²® £¨¯®²¥§» H1, H4 ­¥¢®§¬®¦­»:P (C jH1) = P (C jH4) = 0; P (C jH2) = 1; P (C jH3) = 1:�«¥¤®¢ ²¥«¼­® £¨¯®²¥§» H1, H4 ®²¯ ¤ ¾²,   ¢¥°®¿²­®±²¨ £¨¯®²¥§ H2, H3 ¯®¤±·¨²»¢ ¾²±¿ ¯® ´®°¬³«¥�¥©¥±  P (H2 jC) = 0:18 � 10:18 � 1 + 0:08 � 1 � 0:7; P (H3 jC) = 0:08 � 10:18 � 1 + 0:08 � 1 � 0:3:�¨­®¬¨ «¼­»© § ª®­ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¥©. �µ¥¬  ¨ ´®°¬³«  �¥°­³««¨.� ±±¬®²°¨¬ ¤¢  ª ª¨µ-«¨¡® ¨±¯»² ­¨¿: (
1;A1; P1), (
2;A2; P2). �³±²¼ w1 { ½«¥¬¥­² °­®¥ ±®¡»²¨¥¯¥°¢®£® ¯°®±²° ­±²¢  (
1), w2 { ½«¥¬¥­² °­®¥ ±®¡»²¨¥ ¢²®°®£® ¯°®±²° ­±²¢  (
2). �®£¤  ¯ °³ ±®¡»²¨©(w1; w2) ¬®¦­® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ½«¥¬¥­² °­®¥ ±®¡»²¨¥ ¯°®±²° ­±²¢  (
1 � 
2). �¥ ¡³¤¥¬ ®¯°¥¤¥«¿²¼ª ª ¢»£«¿¤¿²  «£¥¡°  ±®¡»²¨© ¨ ´³­ª¶¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¨ ¢ ­®¢®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥,   ±ª ¦¥¬,·²® ¢ ±«³· ¥, ª®£¤  ¨±µ®¤­»¥ ¯°®±²° ­±²¢  ¯°¥¤±² ¢«¿«¨ ª« ±±¨·¥±ª³¾ ¢¥°®¿²­®±²­³¾ ¬®¤¥«¼, ²® ¨ ­®¢®¥¯°®±²° ­±²¢® ¥±²¥±²¢¥­­® ±·¨² ²¼ ² ª¨¬ ¦¥. � ­¥¬  «£¥¡°  ±®¡»²¨© { ±®¢®ª³¯­®±²¼ ¢±¥µ ¯®¤¬­®¦¥±²¢
1 � 
2,   ¢¥°®¿²­®±²¼ ¯®¤±·¨²»¢ ¥²±¿ ¯® ª« ±±¨·¥±ª®¬³ ¯° ¢¨«³. �²¬¥²¨¬ ² ª¦¥, ·²® ®·¥­¼ · ±²®° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ­¥ ¯ ° ,   ¡®«¼¸¥¥ ·¨±«® ª ª¨µ-«¨¡® ¨±¯»² ­¨© ¨ ¨§ ­¨µ, ¯®  ­ «®£¨·­®¬³  «£®°¨²¬³,ª®­±²°³¨°³¥²±¿ ±«®¦­®¥ ¨±¯»² ­¨¥ (±¨±²¥¬  ¨±¯»² ­¨©).�¨±²¥¬³ ¨§ ¤¢³µ ¨±¯»² ­¨© ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ­¥§ ¢¨±¨¬®©, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡»µ ±®¡»²¨© A1 2 A1, A2 2 A2P ((A1; A2)) = P1(A1)P2(A2){ ¢¥°®¿²­®±²¼ ­ ±²³¯«¥­¨¿ ±«®¦­®£® ±®¡»²¨¿ (A1; A2) ° ¢­  ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¾ ¢¥°®¿²­®±²¥© P1(A1) ¨ P2(A2)¨±µ®¤­»µ ¯°®±²° ­±²¢. �­ «®£¨·­®¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ ¤¥« ¥²±¿ ¨ ¤«¿ ¡®«¼¸¥£® ·¨±«  ¨±¯»² ­¨©.� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ¯°®±²¥©¸¨© ±«³· © ±¨±²¥¬» ¨±¯»² ­¨© { ¯®¢²®°¥­¨¿ ®¤­®£® ¨ ²®£® ¦¥ ¨±¯»² ­¨¿¯°¨ ¯®±²®¿­­»µ ³±«®¢¨¿µ, ¯°¨·¥¬ ¢ ª ·¥±²¢¥ ½«¥¬¥­² °­»µ ¨±µ®¤®¢ ª ¦¤®£® ®²¤¥«¼­®£® ¨±¯»² ­¨¿ ¡³¤¥¬° §«¨· ²¼ «¨¸¼ ¤¢  ¨±µ®¤ : ¯®¿¢«¥­¨¥ ­¥ª®²®°®£® ±®¡»²¨¿ A ¨ ¥£® ­¥¯®¿¢«¥­¨¥ A.�¥°¨¿ ¯®¢²®°­»µ ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ¨±¯»² ­¨©, ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ ª®²®°»µ ¤ ­­®¥ ±®¡»²¨¥ A ¨¬¥¥² ®¤­³ ¨ ²³ ¦¥¢¥°®¿²­®±²¼ P (A) = p, ­¥§ ¢¨±¿¹³¾ ®² ­®¬¥°  ¨±¯»² ­¨¿, ­ §»¢ ¥²±¿ ±µ¥¬®© �¥°­³««¨. � ª¨¬ ®¡° §®¬ ¢±µ¥¬¥ �¥°­³««¨ ¤«¿ ª ¦¤®£® ¨±¯»² ­¨¿ ¨¬¥¥²±¿ ²®«¼ª® ¤¢  ¨±µ®¤ : 1) ±®¡»²¨¥ A ("³±¯¥µ"), 1) ±®¡»²¨¥ A("­¥³¤ · ") ± ¯®±²®¿­­»¬¨ ¢¥°®¿²­®±²¿¬¨ P (A) = p, P (A) = 1� p = q.� ±±¬®²°¨¬ § ¤ ·³: ¢ ³±«®¢¨¿µ ±µ¥¬» �¥°­³««¨ ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¢¥°®¿²­®±²¼ Pn(m) (0 6 m 6 n) ²®£®, ·²®¯°¨ n ¨±¯»² ­¨¿µ ±®¡»²¨¥ A ¯°®¨§®©¤¥² °®¢­® m ° §. �« £®¯°¨¿²­»¥ ±¥°¨¨ ¨±¯»² ­¨© §¤¥±¼ ¨¬¥¾²¢¨¤ A1; : : : ; An, £¤¥ Ai { ½²® ¨«¨ A ¨«¨ A, ¯°¨·¥¬ ±®¡»²¨¥ A ¢±²°¥· ¥²±¿ °®¢­® m ° §. � ª ¨±¯»² ­¨¿­¥§ ¢¨±¨¬», ²® ¢¥°®¿²­®±²¼ ¯®¿¢«¥­¨¿ ª ¦¤®© ² ª®© ±¥°¨¨ ° ¢­  pmqn�m. �±¥ ² ª¨¥ ±¥°¨¨ ¯®«³· ¾²±¿ ¢°¥§³«¼² ²¥ ¢»¡®°  m ° §«¨·­»µ ­®¬¥°®¢ ¨§ ®¡¹¥£® ·¨±«  n ¨±¯»² ­¨©. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢±¥£® ¡« £®¯°¨-¿²­»µ ±¥°¨© Cmn . � ª ª ª ¯®¿¢«¥­¨¥ ° §«¨·­»µ ±¥°¨© ®¤­®¢°¥¬¥­­® ­¥ ¬®¦¥² ¯°®¨§®©²¨, ²® ¯® ´®°¬³«¥±«®¦¥­¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¥© ¤«¿ ±«³· ¿ ­¥±®¢¬¥±²­»µ ±®¡»²¨© ¯®«³· ¥¬ ´®°¬³«³ �¥°­³««¨:Pn(m) = Cmn pmqn�m = n!(n�m)!m!pmqn�m:�­  ­ §»¢ ¥²±¿ ¡¨­®¬¨ «¼­®©, ² ª ª ª ¥¥ ¯° ¢ ¿ · ±²¼ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ¨§ ±¥¡¿ (m+1)-© ·«¥­ ¡¨­®¬  �¼¾²®­ (q + p)n = qn + C1nqn�1p+ C2nqn�2p2+ : : :+Cn�1n qpn�1 + pn:8



�²±¾¤  ¯®«³· ¥¬ ¡¨­®¬¨ «¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¢¥°®¿²­®±²¥© ·¨±«  ¯®¿¢«¥­¨© ±®¡»²¨¿A ¯°¨ n ­¥§ ¢¨±¨¬»µ¨±¯»² ­¨¿µ 1 = (q + p)n = Pn(0) + Pn(1) + Pn(2)+ : : :+Pn(n� 1) + Pn(n):�°¨¬¥°. � ©²¨ ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ¯°¨ 10-ª° ²­®¬ ¡°®± ­¨¨ ¬®­¥²» £¥°¡ ¢»¯ ¤¥² °®¢­® 5 ° §. �®´®°¬³«¥ �¥°­³««¨ P10(5) = 10!5!5!(1=2)5(1=2)5 = 2521024 � 0:25:�±«¨ ·¨±«® ¨±¯»² ­¨© n ¢¥«¨ª®, ²® ¢»·¨±«¥­¨¿ ¯® ´®°¬³«¥ �¥°­³««¨ ±² ­®¢¿²±¿ § ²°³¤­¨²¥«¼­»¬¨.� ¯« ± ¯®«³·¨« ¢ ¦­³¾ ¯°¨¡«¨¦¥­­³¾ ´®°¬³«³ ¤«¿ ¢¥°®¿²­®±²¨ Pn(m) ¯®¿¢«¥­¨¿ ±®¡»²¨¿ A ²®·­® m° §, ¥±«¨ n { ¤®±² ²®·­® ¡®«¼¸®¥ ·¨±«®.�¥®°¥¬  � ¯« ±  («®ª «¼­ ¿). �³±²¼ p = P (A) { ¢¥°®¿²­®±²¼ ±®¡»²¨¿ A, 0 < p < 1. �®£¤  ¢¥°®¿²­®±²¼²®£®, ·²® ¢ ³±«®¢¨¿µ ±µ¥¬» �¥°­³««¨ ±®¡»²¨¥ A ¯°¨ n ¨±¯»² ­¨¿µ ¯®¿¢¨²±¿ ²®·­® m ° §, ¢»° ¦ ¥²±¿¯°¨¡«¨¦¥­­®© ´®°¬³«®© � ¯« ± Pn(m) � 1p2�np(1� p)e� (m�np)22npq = 1p2�npqe� t22 ; £¤¥ q = 1� p; t = m� nppnpq :�®¦­® ¯®ª § ²¼, ·²® ®²­®±¨²¥«¼­ ¿ ¯®£°¥¸­®±²¼ ¯°¨¢¥¤¥­­®© ´®°¬³«» ±²°¥¬¨²±¿ ª ­³«¾ ¯°¨ n ! 1 ¨´¨ª±¨°®¢ ­­®¬ m. � ±² ²¨±²¨·¥±ª®¬ ±¬»±«¥ � = np ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ±°¥¤­¥¥ §­ ·¥­¨¥ ·¨±«  ¯®¿¢«¥­¨©m ±®¡»²¨¿ A ¯°¨ n ¨±¯»² ­¨¿µ, ² ª ·²®m�np ¥±²¼ ®²ª«®­¥­¨¥ ·¨±«  ¯®¿¢«¥­¨© ±®¡»²¨¿ A ®² ¥£® ±°¥¤­¥£®§­ ·¥­¨¿. �»° ¦¥­¨¥ � = pnpq ¯®ª  ¬®¦­® ¢®±¯°¨­¨¬ ²¼, ª ª ­¥ª®²®°»© ¬ ±¸² ¡, ¢ ª®²®°®¬ ¬¥°¿¥²±¿½²® ³ª«®­¥­¨¥. �¢¥¤¿ ´³­ª¶¨¾ '0(t) = e�t2=2p2�(² ª¦¥ ª ª ¨ ¤«¿ ²°¨£®­®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ´³­ª¶¨© ¤«¿ ½²®© ´³­ª¶¨¨ ¨¬¥¾²±¿ ±¯¥¶¨ «¼­»¥ ² ¡«¨¶» ¥¥ §­ -·¥­¨© { ½²  ´³­ª¶¨¿ ² ¡³«¨°®¢ ­ ), ¯°¨¡«¨¦¥­­³¾ ´®°¬³«³ � ¯« ±  ¬®¦­® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥Pn(m) � 1pnpq'0(t) = 1pnpq'0�m� nppnpq � :�°¨¬¥°. �¥°®¿²­®±²¼ ¯®° ¦¥­¨¿ ¶¥«¨ ±²°¥«ª®¬ ¯°¨ ®¤¨­®·­®¬ ¢»±²°¥«¥ ° ¢­  p = 0:2. � ª®¢  ¢¥°®¿²-­®±²¼ ²®£®, ·²® ¯°¨ 100 ¢»±²°¥« µ ¶¥«¼ ¡³¤¥² ¯®° ¦¥­  °®¢­® 20 ° §?�¤¥±¼ p = 0:2, q = 0:8, n = 100, m = 20. �²±¾¤ pnpq = p100 � 0:2 � 0:8 = 4; t = m� nppnpq = 20� 100 � 0:24 = 0:�°®¬¥ ²®£®, '0(0) = 1=p2� � 0:40. �®½²®¬³, ¯®«¼§³¿±¼ ´®°¬³«®© � ¯« ± ,P100(20) � 0:40 � 14 = 0:1:�»·¨±«¥­¨¿ ¯® ²®·­®© ´®°¬³«¥ ¤ ¾²P100(20) = C20100p20q80 � 0:0993002:�­²¥£° «¼­ ¿ ²¥®°¥¬  � ¯« ± .� ©¤¥¬ ¢¥°®¿²­®±²¼ Pn(m1; m2) ²®£®, ·²® ¢ ³±«®¢¨¿µ ±µ¥¬» �¥°­³««¨ ±®¡»²¨¥ A, ¨¬¥¾¹¥¥ ¢¥°®¿²­®±²¼P (A) = p, 0 < p < 1, ¯°¨ n ¨±¯»² ­¨¿µ ¯®¿¢¨²±¿ ­¥ ¬¥­¥¥ m1 ° § ¨ ­¥ ¡®«¥¥ m2 ° §? �  ®±­®¢ ­¨¨ ²¥®°¥¬»±«®¦¥­¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¨ ¤«¿ ­¥±®¢¬¥±²­»µ ±®¡»²¨© ¯®«³·¨¬Pn(m1; m2) = m2Xm=m1 Pn(m):9



�® «®ª «¼­®© ²¥®°¥¬¥ � ¯« ±  ¯°¨¡«¨¦¥­­®Pn(m1; m2) � m2Xm=m1 1pnpq'0(tm); £¤¥ tm = m� nppnpq ; '0(t) = e�t2=2p2� :� ª ª ª tm+1 � tm = (m+ 1)� nppnpq � m� nppnpq = 1pnpq ; ²®Pn(m1; m2) � m2Xm=m1 '0(tm)(tm+1 � tm):�®«³·¥­­ ¿ ±³¬¬  ¿¢«¿¥²±¿ ¨­²¥£° «¼­®© ¤«¿ ´³­ª¶¨¨ '0(t) ­  ®²°¥§ª¥ [tm1 ; tm2 ]. � ³¢¥«¨·¥­¨¥¬ n ®­ ¯°¨¡«¨¦¥­­® ±®®²¢¥²±²¢³¥² ®¯°¥¤¥«¥­­®¬³ ¨­²¥£° «³. �®½²®¬³ ¯°¨ ¤®±² ²®·­® ¡®«¼¸¨µ nPn(m1; m2) � Z tm2tm1 '0(t) dt = 1p2� Z tm2tm1 e�t2=2 dt; £¤¥ tm1 = m1 � nppnpq ; tm2 = m2 � nppnpq :�²® ¯°¨¡«¨¦¥­­®¥ ° ¢¥­±²¢® ¨ ±®±² ¢«¿¥² ±®¤¥°¦ ­¨¥ ¨­²¥£° «¼­®© ²¥®°¥¬» � ¯« ± . �¢¥¤¥¬ ±² ­¤ °²-­»© ¨­²¥£° « ¢¥°®¿²­®±²¥© (´³­ª¶¨¾ � ¯« ± )�0(x) = Z x0 '0(t) dt = 1p2� Z x0 e�t2=2 dt(¯¥°¢®®¡° §­³¾ ¤«¿ ´³­ª¶¨¨ '0(t)). �®£¤  ­  ®±­®¢ ­¨¨ ´®°¬³«» �¼¾²®­ -�¥©¡­¨¶  ¯®«³·¨¬ ¥¹¥ ®¤­®¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ ´®°¬³«» � ¯« ±  Pn(m1; m2) � �0(tm2)� �0(tm1):�­²¥£° « �0(x) ­¥ ¢»° ¦ ¥²±¿ ·¥°¥§ ½«¥¬¥­² °­»¥ ´³­ª¶¨¨, ¤«¿ ¥£® ¢»·¨±«¥­¨¿ ¨±¯®«¼§³¾²±¿ ±¯¥¶¨- «¼­»¥ ² ¡«¨¶», ¯®¬¥¹ ¥¬»¥ ¢ ¯®«­»µ ª³°± µ ¯® ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²­®±²¥©. �°®¬¥ ²®£®, ­ °¿¤³ ± ²°¨£®­®-¬¥²°¨·¥±ª¨¬¨ ¨ ¯®ª § ²¥«¼­®© ´³­ª¶¨¿¬¨, ½²  ´³­ª¶¨¿ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¢»·¨±«¥­  ¬­®£¨¬¨ ±®¢°¥¬¥­­»¬¨ª «¼ª³«¿²®° ¬¨. �¢®©±²¢  ´³­ª¶¨¨ �0(x)1. �0(0) = 0,2. �0(+1) = 0:5,3. �²  ´³­ª¶¨¿ ­¥·¥²­ , ².¥. �0(�x) = ��0(x),4. �0(x) { ¬®­®²®­­® ¢®§° ±² ¾¹ ¿ ´³­ª¶¨¿ (².ª. �00(x) = '0(x) > 0). �°¨ x > 3, ± ²®·­®±²¼¾ ¤®²»±¿·­»µ, ¬®¦­® ¯°¨­¿²¼ �0(x) = 0:500.�°¨¬¥°. �¥°®¿²­®±²¼ ¯®° ¦¥­¨¿ ¶¥«¨ ±²°¥«ª®¬ ¯°¨ ®¤¨­®·­®¬ ¢»±²°¥«¥ ° ¢­  p = 0:2. � ª®¢  ¢¥°®-¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ¯°¨ 100 ¢»±²°¥« µ ¶¥«¼ ¡³¤¥² ¯®° ¦¥­  ­¥ ¬¥­¥¥ 20 ° §?�¤¥±¼ p = 0:2, q = 0:8, 20 � n � 100. �²±¾¤ pnpq = p100 � 0:2 � 0:8 = 4; t20 = 20� 100 � 0:24 = 0; t100 = 100� 100 � 0:24 = 20:�®«¼§³¿±¼ ¨­²¥£° «¼­®© ´®°¬³«®© � ¯« ± , ¯®«³·¨¬P100(20; 100)� �0(20)� �0(0) � 0:500:� ±±¬®²°¨¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ±¥°¨© ¨§ n ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ¨±¯»² ­¨© ± ³¢¥«¨·¨¢ ¾¹¨¬±¿ n. �³±²¼ ª -¦¤ ¿ ±¥°¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ ±µ¥¬®© �¥°­³««¨ ± ¢¥°®¿²­®±²¼¾ P (A) = pn = �=n ¯®¿¢«¥­¨¿ ±®¡»²¨¿ A ¢ ª ¦¤®¬¨±¯»² ­¨¨ ¨§ ±¥°¨¨ ± ®¡¹¨¬ ·¨±«®¬ ¨±¯»² ­¨© n. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ ª ¦¤®© ±¥°¨¨ ¨±¯»² ­¨© ±°¥¤­¥¥§­ ·¥­¨¥ ·¨±«  ¯®¿¢«¥­¨© ±®¡»²¨© A ¯®±²®¿­­®: n � pn = � =const. �  ®±­®¢ ­¨¨ ¡¨­®¬¨ «¼­®© ´®°¬³«»¤«¿ ¢¥°®¿²­®±²¨ ¯®¿¢«¥­¨¿ ±®¡»²¨¿ A °®¢­® m ° § ¨¬¥¥¬ ¢»° ¦¥­¨¥Pn(m) = Cmn ��n�m �1� �n�n�m :10



�³±²¼ m ´¨ª±¨°®¢ ­® ¨ n!1. �®£¤ Cmn ��n�m = n(n � 1) : : :(n�m+ 1)m!nm �m ! �mm! :�°®¬¥ ²®£®, �1� �n�n�m = ��1� �n�n=��� �1� �n��m ! e��:� ª¨¬ ®¡° §®¬ ¯®«³· ¥¬ limn!1 Pn(m) = �mm! e��:�±«¨ n ¢¥«¨ª®, ²® ¢¥°®¿²­®±²¼ Pn(m) ±ª®«¼ ³£®¤­® ¬ «® ®²«¨· ¥²±¿ ®² ¯®«³·¥­­®£® ¯°¥¤¥« . �²±¾¤  ¯°¨¡®«¼¸¨µ n ¤«¿ ¨±ª®¬®© ¢¥°®¿²­®±²¨ Pn(m) ¨¬¥¥¬ ¯°¨¡«¨¦¥­­³¾ ´®°¬³«³ �³ ±±®­ Pn(m) � �mm! e��;£¤¥ � = np (²¥®°¥¬  �³ ±±®­ ). �®®¡¹¥ ´®°¬³«³ �³ ±±®­  ¬®¦­® ¯°¨¬¥­¿²¼ ¢ ±«³· ¿µ, ª®£¤  ·¨±«®¨±¯»² ­¨© "¢¥«¨ª®", ¢¥°®¿²­®±²¼ ±®¡»²¨¿ pn = p ¬ « ,   � = n � p "­¥ ¬ «® ¨ ­¥ ¢¥«¨ª®".�°¨¬¥°. �°¨ ¢»° ¡®²ª¥ ­¥ª®²®°®© ¬ ±±®¢®© ¯°®¤³ª¶¨¨ ¢¥°®¿²­®±²¼ ¯®¿¢«¥­¨¿ ®¤­®£® ­¥±² ­¤ °²­®£®¨§¤¥«¨¿ ±®±² ¢«¿¥² 0.01. � ª®¢  ¢¥°®¿²­®±²¼, ·²® ¢ ¯ °²¨¨ ¨§ 100 ¨§¤¥«¨© ½²®© ¯°®¤³ª¶¨¨ 2 ¨§¤¥«¨¿ ¡³¤³²­¥±² ­¤ °²­»¬¨?�¤¥±¼ ¢¥°®¿²­®±²¼ p = 0:01 ¬ « , ·¨±«® n = 100 ¢¥«¨ª®, � = n � p = 100 � 0:01 = 1. �±¯®«¼§³¿ ´®°¬³«³�³ ±±®­  ¤«¿ ¨±ª®¬®© ¢¥°®¿²­®±²¨, ¯®«³· ¥¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ §­ ·¥­¨¥P100(2) � �22! e�� = 12e�1 � 0:184:�¥ª¶¨¿ 4.�«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­». � ª®­ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¨ ´³­ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¤¨±ª°¥²­®© ±«³· ©­®©¢¥«¨·¨­». �¨­®¬¨ «¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ �³ ±±®­ .�®¤ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­®© ¯®­¨¬ ¾² ¯¥°¥¬¥­­³¾, ¯°¨­¨¬ ¾¹³¾ ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¨±¯»² ­¨¿ ²® ¨«¨ ¨­®¥·¨±«®¢®¥ §­ ·¥­¨¥ ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ±«³· ©­®£® ¨±µ®¤  ¨±¯»² ­¨¿. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ª ª ´³­ª¶¨¿,  °£³¬¥­²®¬ ª®²®°®© ±«³¦¨² ½«¥¬¥­² °­®¥ ±«³· ©­®¥ ±®¡»²¨¥ w 2 
 ¯®«¿½²®£® ¨±¯»² ­¨¿. �°¥¤¨ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ ¬®¦­® ¢»¤¥«¨²¼ ¤¢  ®±­®¢­»µ ²¨¯ : ¢¥«¨·¨­» ¤¨±ª°¥²­»¥ ¨¢¥«¨·¨­» ­¥¯°¥°»¢­»¥.�¨±ª°¥²­®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­®© X (§ ¤ ­­®© ­  ¯®«¥ 
 ¯°®±²° ­±²¢  (
;A; P )) ­ §»¢ ¥²±¿ ² ª ¿¢¥«¨·¨­ , ª®²®° ¿ ¬®¦¥² ¯°¨­¨¬ ²¼ ª®­¥·­®¥ ¨«¨ ¡¥±ª®­¥·­®¥ ±·¥²­®¥ ¬­®¦¥±²¢® ·¨±«®¢»µ §­ ·¥­¨© (².¥.² ª®¥ ¬­®¦¥±²¢®, ½«¥¬¥­²» ª®²®°®£® ¬®£³² ¡»²¼ § ­³¬¥°®¢ ­» ¢ ª ª®¬-­¨¡³¤¼ ¯®°¿¤ª¥ ¨ ¢»¯¨± ­» ¢¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ x1; x2; : : : ; xn; : : :).�°¨ ¤¨±ª°¥²­®¬ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¨ ®¡¹ ¿ ¬ ±±  ¢¥°®¿²­®±²¨, ° ¢­ ¿ 1, ±®±°¥¤®²®·¥­  ¢ ±·¥²­®© ¨«¨ ª®-­¥·­®© ±¨±²¥¬¥ ²®·¥ª xi. �°³£¨¬¨ ±«®¢ ¬¨, ½²® { ²®·¥·­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¬ ±±» ¢¥°®¿²­®±²¨, ¯®¤®¡­®¥,­ ¯°¨¬¥°, ²®·¥·­®¬³ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¾ ½«¥ª²°¨·¥±ª¨µ § °¿¤®¢.� ª ·¥±²¢¥ ²¨¯¨·­»µ ¯°¨¬¥°®¢ ¤¨±ª°¥²­»µ ¢¥«¨·¨­ ¬®¦­® ¯°¨¢¥±²¨ ·¨±«® ¤¥´¥ª²­»µ ¨§¤¥«¨© ¢ ¢»-¡®°ª¥, ·¨±«® ¢»§®¢®¢ ¯®±²³¯ ¾¹¨µ ­  ²¥«¥´®­­³¾ ±² ­¶¨¾ ¢ ²®² ¨«¨ ¨­®© · ± ° ¡®²», ·¨±«® ®±² ­®¢®ª±² ­ª  §  ®¤­³ ±¬¥­³ ¨ ².¤.� ª ¦¤®© ¤¨±ª°¥²­®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­®© X , ¯°¨­¨¬ ¾¹¥© §­ ·¥­¨¿ xn, ±¢¿§»¢ ¾² ·¨±«  pn = P (X =xn), ®¡®§­ · ¾¹¨¥ ¢¥°®¿²­®±²¼ ±®¡»²¨¿, ±®±²®¿¹¥£® ¢ ²®¬, ·²® ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  X ¯°¨­¿«  §­ ·¥­¨¥xn. �®¡»²¨¿ X = xn, ° ±±¬®²°¥­­»¥ ¯°¨ ¢±¥µ ¢®§¬®¦­»µ §­ ·¥­¨¿µ n, ®·¥¢¨¤­®, ®¡° §³¾² ¯®«­³¾ £°³¯¯³±®¡»²¨©, ¯®½²®¬³ p1 + p2+ : : :+pn+ : : := 1:11



�®®²¢¥²±²¢¨¥ ¬¥¦¤³ ¢±¥¬¨ ¢®§¬®¦­»¬¨ §­ ·¥­¨¿¬¨ ¤¨±ª°¥²­®© ¢¥«¨·¨­» ¨ ¨µ ¢¥°®¿²­®±²¿¬¨ ­ §»¢ ¥²±¿§ ª®­®¬ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¤ ­­®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­». � ¯°®±²¥©¸¨µ ±«³· ¿µ § ª®­ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±«³· ©­®©¢¥«¨·¨­» X ³¤®¡­® § ¤ ¢ ²¼ ² ¡«¨¶¥©, ¢ ª®²®°®© ¯¥°¢ ¿ ±²°®ª  ±®¤¥°¦¨² ¢®§¬®¦­»¥ §­ ·¥­¨¿ ±«³· ©­®©¢¥«¨·¨­»,   ¢²®° ¿ { ¨µ ¢¥°®¿²­®±²¨.�°¨¬¥° 1. � ¤¥­¥¦­®© «®²¥°¥¥ ° §»£°»¢ ¥²±¿ 1 ¢»¨£°»¸ ¢ 1000 °³¡., 10 ¢»¨£°»¸¥© ¯® 100 °³¡., 100¢»¨£°»¸¥© ¯® 10 °³¡. ¯°¨ ®¡¹¥¬ ·¨±«¥ ¡¨«¥²®¢ 10000. � ©²¨ § ª®­ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±«³· ©­®£® ¢»¨£°»¸ X ¤«¿ ¢« ¤¥«¼¶  ®¤­®£® «®²¥°¥©­®£® ¡¨«¥² .�¤¥±¼ ¢®§¬®¦­»¥ §­ ·¥­¨¿ ¤«¿ X ¥±²¼x1 = 1000; x2 = 100; x3 = 10; x4 = 0:�¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾² ¢¥°®¿²­®±²¨p1 = 0:0001; p2 = 0:001; p3 = 0:01; p4 = 1� (p1 + p2 + p3) = 0:9889:�°¨¬¥° 2. � ±¥°¨¨ ¯®¢²®°­»µ ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ¨±¯»² ­¨©, ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ ª®²®°»µ ¤ ­­®¥ ±®¡»²¨¥ A ¨¬¥¥²®¤­³ ¨ ²³ ¦¥ ¢¥°®¿²­®±²¼ P (A) = p (±µ¥¬  �¥°­³««¨), ·¨±«® ¯®¿¢«¥­¨© m ±®¡»²¨¿ A ¯°¨ n ¨±¯»² ­¨¿µ¬®¦­® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ±«³· ©­³¾ ¢¥«¨·¨­³ X ±® §­ ·¥­¨¿¬¨ m = 0; 1; 2; : : : ; n. � ª®­ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿½²®© ¢¥«¨·¨­» ¤ ¥²±¿ ´®°¬³«®© �¥°­³««¨pm = P (X = m) = Pn(m) = Cmn pmqn�m;£¤¥ p = P (A), q = P (A) = 1� p. �­ ­ §»¢ ¥²±¿ ¡¨­®¬¨ «¼­»¬ § ª®­®¬ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­»X . �°® ¢¥«¨·¨­³ X ¯°¨ ½²®¬ £®¢®°¿², ·²® ®­  ° ±¯°¥¤¥«¥­  ¯® ¡¨­®¬¨ «¼­®¬³ § ª®­³ ± ¯ ° ¬¥²°®¬ n. �®´®°¬³«¥ ¡¨­®¬  �¼¾²®­  «¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²®nXm=0 pm = nXm=0Cmn pmqn�m = (p+ q)n = 1:� ¯®¤ ¢«¿¾¹¥¬ ·¨±«¥ § ¤ · ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²­®±²¨ ¢ °¥§³«¼² ²¥ ²®£® ¨«¨ ¨­®£® ¨±¯»² ­¨¿ (
;A; P ) ­ -¡«¾¤ ¥²±¿ ª ª ¿-«¨¡® ·¨±«®¢ ¿ µ ° ª²¥°¨±²¨ª  X ½²®£® ¨±¯»² ­¨¿, ².¥. ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­ , ±¢¿§ ­­ ¿ ±½²¨¬ ¨±¯»² ­¨¥¬. �¡»·­® ­¥² ­¥®¡µ®¤¨¬®±²¨ ¨§³· ²¼ ¢¥°®¿²­®±²¨ ¢±¥µ ¢®§¬®¦­»µ ±®¡»²¨© A 2 A, ²°¥-¡³¥²±¿ «¨¸¼ ³§­ ²¼ ¢¥°®¿²­®±²¨ ±®¡»²¨©, ­¥¯®±°¥¤±²¢¥­­® ±¢¿§ ­­»µ ± ­ ¡«¾¤ ¥¬®© ¢¥«¨·¨­®© X . �«¿¤¨±ª°¥²­®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» ² ª¨¥ ±®¡»²¨¿ ¨ ¨µ ¢¥°®¿²­®±²¨ § ¤ ¾²±¿ § ª®­®¬ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿. �±«¨¨§¢¥±²¥­ ² ª®© § ª®­, ²® ¢¥°®¿²­®±²¼ «¾¡®£® ±®¡»²¨¿, ±¢¿§ ­­®£® ±® ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­®© X , ².¥. ±®¡»²¨¿,¨¬¥¾¹¥£® ¢¨¤ X 2 C, C � IR, ¢»·¨±«¿¥²±¿ ¯® ´®°¬³«¥P (X 2 C) = Xn :xn2C p(X = xn) = Xn :xn2C pn: (1)� · ±²­®±²¨, ¢¥°®¿²­®±²¼ ±®¡»²¨¿ X � x ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¯® ´®°¬³«¥F (x) = P (X � x) = Xn :xn�x pn:�®«³·¥­­®¥ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ x ! F (x) ¯°¨­¿²® ­ §»¢ ²¼ ´³­ª¶¨¥© ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» X .�¥²°³¤­® ³¢¨¤¥²¼, ·²® ´³­ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ®¡« ¤ ¥² ±«¥¤³¾¹¨¬¨ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨1) F (x) ®¯°¥¤¥«¥­  ­  ¢±¥© ·¨±«®¢®© ¯°¿¬®© ¨ ¯°¨­¨¬ ¥² §­ ·¥­¨¿ ­  ®²°¥§ª¥ [0; 1],2) F (�1) = 0 { ¢¥°®¿²­®±²¼ ­¥¢®§¬®¦­®£® ±®¡»²¨¿ ° ¢­  ­³«¾,3) F (x) ­¥³¡»¢ ¾¹ ¿ ´³­ª¶¨¿ (F (x1) � F (x2), ¥±«¨ x1 < x2),4) F (+1) = 1 { ¢¥°®¿²­®±²¼ ¤®±²®¢¥°­®£® ±®¡»²¨¿ ° ¢­  1.�®±ª®«¼ª³ ¢ ²®© ¨«¨ ¨­®© ¢¥°®¿²­®±²­®© § ¤ ·¥ ®±­®¢­®© ¨­²¥°¥± ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ¨¬¥­­® ¥¥ ­ ¡«¾¤¥-­¨¥, ².¥. ­¥ª®²®° ¿ ·¨±«®¢ ¿ µ ° ª²¥°¨±²¨ª  X , ¨«¨, ª ª ¬» ¥¥ ­ §¢ «¨, ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­ , ²® · ±²® ¡±²° £¨°³¾²±¿ ®² ª®­ª°¥²­®£® ¢¥°®¿²­®±²­®£® ¯°®±²° ­±²¢  (
;A; P ) ¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¾² ²®«¼ª® ´³­ª-¶¨¾ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ F (x) ½²®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» ¨«¨ ¥¥ § ª®­ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿, ².¥. ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼12



pn = P (X = xn). �°¨ ½²®¬ ¢¥°®¿²­®±²¨ ±®¡»²¨©, ±¢¿§ ­­»µ ± X , ¯®¤±·¨²»¢ ¾²±¿ ¯® (1). �®½²®¬³ · ±²®¢ ²®© ¨«¨ ¨­®© § ¤ ·¥ ¢¬¥±²® ³ª § ­¨¿ ¯°®±²° ­±²¢  (
;A; P ) § ¤ ¾² ²®«¼ª® § ª®­ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¨«¨´³­ª¶¨¾ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» X ¨ ¨§³· ¾² ±¢¿§ ­­»¥ ± ­¥© ±®¡»²¨¿.�°¨¬¥° 3. �®¢®°¿², ·²® ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  X ° ±¯°¥¤¥«¥­  ¯® § ª®­³ �³ ±±®­  (± ¯ ° ¬¥²°®¬ �), ¥±«¨®­  ¿¢«¿¥²±¿ ¤¨±ª°¥²­®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­®©, ¯°¨­¨¬ ¾¹¥© ¶¥«»¥ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»¥ §­ ·¥­¨¿ (0; 1; 2; : : :)± ¢¥°®¿²­®±²¿¬¨ pn = �nn! e��; n = 0; 1; : : :�®£« ±­® ´®°¬³«¥ �¥©«®°  ¤«¿ ´³­ª¶¨¨ ex1Xn=0 pn = 1Xn=0 �nn! e�� = e��e� = 1:�¥ª¶¨¿ 5.�³­ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¨ ¯«®²­®±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ­¥¯°¥°»¢­®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­», ¨µ¢§ ¨¬®±¢¿§¼ ¨ ±¢®©±²¢ . � ¢­®¬¥°­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¢¥°®¿²­®±²¥©.� ± ¬®¬ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ·¨±«®¢ ¿ µ ° ª²¥°¨±²¨ª  ²®£® ¨«¨ ¨­®£® ±«³· ©­®£® ¨±¯»² ­¨¿ ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¤¨±-ª°¥²­®©, ².¥. ¢±¥ ¢®§¬®¦­»¥ ¥¥ ­ ¡«¾¤¥­¨¿, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ­¥«¼§¿ ¯¥°¥±·¨² ²¼ ¨ ° ±¯®«®¦¨²¼ ¢ ­¥ª®²®°»©°¿¤ ·¨±¥«.�°®±²¥©¸¨¬ ¯°¨¬¥°®¬ ² ª®© µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ¿¢«¿¥²±¿ ² , ª®²®° ¿ ¬®¦¥² ¯°¨­¨¬ ²¼ «¾¡®¥ §­ ·¥­¨¥¨§ ­¥ª®²®°®£® ®²°¥§ª  ­  ·¨±«®¢®© ¯°¿¬®© ¨«¨ ¢®®¡¹¥ «¾¡®¥ §­ ·¥­¨¥ ­  ·¨±«®¢®© ¯°¿¬®©.� ª¦¥ ª ª ¨ ¤«¿ ¤¨±ª°¥²­®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­», ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ·¨±«®¢³¾ µ ° ª²¥°¨±²¨ª³ ±«³· ©­®£®¨±¯»² ­¨¿, § ¤ ­­³¾ ­  ¢¥°®¿²­®±²­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ (
;A; P ), ¯°¨­¿²® ­ §»¢ ²¼ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­®©.�² ª, ±«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­» { ½²® ¯°¥¦¤¥ ¢±¥£® ´³­ª¶¨¨ X : 
! IR.�«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­» ° ±±¬ ²°¨¢ ¾² ¤«¿ ¨§³·¥­¨¿ ±®¡»²¨©, ±¢¿§ ­­»µ ± ½²®© ¢¥«¨·¨­®©. �¤­¨¬ ¨§± ¬»µ ¯°®±²»µ ±®¡»²¨©, ±¢¿§ ­­»µ ± X , ±«³¦¨²(X < x) = f! 2 
 j X(!) < xg; x 2 IR;{ ±®¢®ª³¯­®±²¼ ¢±¥µ ½«¥¬¥­² °­»µ ¨±µ®¤®¢ ¨§ 
, ¤«¿ ª®²®°»µ X(!) ¯°¨­¨¬ ¥² §­ ·¥­¨¥ ¬¥­¼¸¥¥ ·¥¬ x.�® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ±·¨² ¾², ·²® ¥±«¨ X { ­¥ª®²®° ¿ ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­ , ²® ®¡¿§ ²¥«¼­® ¯°¨ ª ¦¤®¬ x 2 IR±®¡»²¨¥ (X < x) ¯°¨­ ¤«¥¦¨² A. �¥°®¿²­®±²¼ ½²®£® ±®¡»²¨¿ ¡³¤¥¬ ®¡®§­ · ²¼F (x) = P (X < x);  § ¢¨±¨¬®±²¼ F (x) ®² ·¨±«  x 2 IR ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ´³­ª¶¨¥© ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» X . � ª¦¥ª ª ¤«¿ ¤¨±ª°¥²­®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ´³­ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ®¡« ¤ ¥² ±«¥¤³¾¹¨¬¨±¢®©±²¢ ¬¨:1) F (x) ®¯°¥¤¥«¥­  ­  ¢±¥© ·¨±«®¢®© ¯°¿¬®© ¨ ¯°¨­¨¬ ¥² §­ ·¥­¨¿ ­  ®²°¥§ª¥ [0; 1],2) F (�1) = 0 { ¢¥°®¿²­®±²¼ ­¥¢®§¬®¦­®£® ±®¡»²¨¿ ° ¢­  ­³«¾,3) F (x) ­¥³¡»¢ ¾¹ ¿ ´³­ª¶¨¿ (F (x1) � F (x2), ¥±«¨ x1 < x2). �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¥±«¨ x1 < x2, ²® ±®¡»²¨¥(X < x1) ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤±®¡»²¨¥¬ ±®¡»²¨¿ (X < x2) ¨, §­ ·¨²,P (X < x1) � P (X < x2)¯® ±¢®©±²¢ ¬ ´³­ª¶¨¨ ¢¥°®¿²­®±²¨ P ,4) F (+1) = 1 { ¢¥°®¿²­®±²¼ ¤®±²®¢¥°­®£® ±®¡»²¨¿ ° ¢­  1.�­ ¿ ´³­ª¶¨¾ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ F (x), ¬®¦­® ¤«¿ «¾¡®£® ®²°¥§ª  [a; b] ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¢¥°®¿²­®±²¼ P (a � X <b) ±®¡»²¨¿ (a � X < b) = f! 2 
 j X(!) 2 [a; b)g; x 2 IR;13



².¥. ±®¡»²¨¿, ±®±²®¿¹¥£® ¨§ ¢±¥µ ½«¥¬¥­² °­»µ ¨±µ®¤®¢ ! 2 
, ¤«¿ ª®²®°»µ ·¨±«®¢®¥ ­ ¡«¾¤¥­¨¥ X(!)§ ª«¾·¥­® ¢ £° ­¨¶ µ [a; b). � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¯³±²¼ A ¥±²¼ ±®¡»²¨¥ X 2 (�1; a), B ¥±²¼ ±®¡»²¨¥ X 2 (�1; b),C ¥±²¼ ±®¡»²¨¥ X 2 [a; b). �®£¤ , ®·¥¢¨¤­®,B = A [ C; A \ C = ;:�®½²®¬³ ¯®  ª±¨®¬¥ ±«®¦¥­¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¥© P (B) = P (A) + P (C), P (C) = P (B) � P (A),P (a � X < b) = F (b)� F (a);¯°¨·¥¬ F (b)� F (a) � 0 ¢ ±¨«³ ±¢®©±²¢  3). � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  X¯°¨¬¥² §­ ·¥­¨¥, ¯°¨­ ¤«¥¦ ¹¥¥ ¯°®¬¥¦³²ª³ [a; b) ° ¢­  ¯°¨° ¹¥­¨¾ ¥¥ ´³­ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ­  ½²®¬¯°®¬¥¦³²ª¥.�«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  X ­ §»¢ ¥²±¿ ­¥¯°¥°»¢­®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­®©, ¥±«¨ ¥¥ ´³­ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿­¥¯°¥°»¢­  ­  ®±¨ (�1;+1).�¥®°¥¬ . �¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ­¥¯°¥°»¢­ ¿ ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  ¯°¨¬¥² § ° ­¥¥ ³ª § ­­®¥ §­ ·¥­¨¥a ° ¢­  ­³«¾.�¥©±²¢¨²¥«¼­®, P (X = a) � P (a � X < x) = F (x)� F (a) ¤«¿ x > a. � ±¨«³ ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ ´³­ª¶¨¨ F ,¨¬¥¥¬ ° ¢¥­±²¢® limx!aF (x) = F (a):�®½²®¬³ 0 � P (X = a) � limx!aF (x)� F (a) = 0:�«¥¤±²¢¨¥. �«¿ ­¥¯°¥°»¢­®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» ±¯° ¢¥¤«¨¢» ° ¢¥­±²¢ P (a � X � b) = P (a < X < b) = F (b)� F (a); a; b 2 IR:�¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¯®  ª±¨®¬¥ ±«®¦¥­¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¥©,P (a � X � b) = P (a � X < b) + P (X = b) = F (b)� F (a) + 0 = F (b)� F (a);F (b)� F (a) = P (a � X < b) = P (a < X < b) + P (X = a) = P (a < X < b):� ±²­»¬ ±«³· ¥¬ ­¥¯°¥°»¢­®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» X ¿¢«¿¥²±¿ ² ª ¿ ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­ , ´³­ª¶¨¿° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ª®²®°®© ¨¬¥¥² ­¥¯°¥°»¢­³¾ ¯°®¨§¢®¤­³¾F 0(x) = '(x)(¨«¨ ·³²¼ ®¡¹¥¥ { ¯°®¨§¢®¤­³¾ ± ª®­¥·­»¬ ·¨±«®¬ ²®·¥ª ° §°»¢ ). �³­ª¶¨¾ '(x) ­ §»¢ ¾² ¯«®²­®-±²¼¾ ¢¥°®¿²­®±²¨ (¤«¿ ¤ ­­®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿) ¨«¨ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»¬ § ª®­®¬ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±«³· ©­®©¢¥«¨·¨­» X .� ª ª ª ¯«®²­®±²¼ ¢¥°®¿²­®±²¨ ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®¨§¢®¤­®© ­¥³¡»¢ ¾¹¥© ´³­ª¶¨¨ F (x), ²® ®­  ­¥®²°¨¶ -²¥«¼­ : '(x) � 0. � ²® ¦¥ ¢°¥¬¿, ¢ ®²«¨·¨¥ ®² ´³­ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿, ¯«®²­®±²¼ ¢¥°®¿²­®±²¨ ¬®¦¥²¯°¨­¨¬ ²¼ §­ ·¥­¨¿ ¡®«¼¸¨¥ ¥¤¨­¨¶».� ª ª ª F (x) ¿¢«¿¥²±¿ ¯¥°¢®®¡° §­®© ¤«¿ '(x), ²® ¯® ´®°¬³«¥ �¼¾²®­ -�¥©¡­¨¶  ¨¬¥¥¬Z ba '(x) dx = F (b)� F (a):�®½²®¬³ P (a � X � b) = Z ba '(x) dx:�¥®¬¥²°¨·¥±ª¨ ½²  ¢¥°®¿²­®±²¼ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¯«®¹ ¤¼ ª°¨¢®«¨­¥©­®© ²° ¯¥¶¨¨, ®£° ­¨·¥­­®© £° -´¨ª®¬ ¯«®²­®±²¨ ¢¥°®¿²­®±²¨ y = '(x), ®±¼¾ Ox ¨ ¯°¿¬»¬¨ x = a, x = b. �®« £ ¿ a = �1, b = +1,¯®«³· ¥¬ ¤®±²®¢¥°­®¥ ±®¡»²¨¥ X 2 (�1;+1), ¥£® ¢¥°®¿²­®±²¼ ° ¢­  1:1 = P (�1 < X <1) = Z 1�1 '(x) dx: (�)14



�±«®¢¨¥ (�) ¢¬¥±²¥ ± ³±«®¢¨¥¬ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­®±²¨ '(x) � 0, x 2 IR, ¿¢«¿¾²±¿ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨¬¨ ¤«¿²®£®, ·²®¡» ´³­ª¶¨¿ ' : IR ! IR+ ¡»«  ¡» ¯«®²­®±²¼¾ ¢¥°®¿²­®±²¨ ­¥ª®²®°®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» X .�®¬¨¬® ¢®§¬®¦­®±²¨ ¢»·¨±«¨²¼ ¯«®²­®±²¼ ¢¥°®¿²­®±²¨ '(x) = F 0(x) ¯® § ¤ ­­®¬³ § ª®­³ ° ±¯°¥¤¥«¥-­¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¥© F (x), ¨¬¥¥²±¿ ¨ ®¡° ²­ ¿ ¢®§¬®¦­®±²¼ ¢®±±² ­®¢¨²¼ § ª®­ F (c) ¯® § ¤ ­­®© ¯«®²­®±²¨'(x): F (c) = P (�1 < X < c) = Z c�1 '(x) dx:�°®±²¥©¸¨¬ ¯°¨¬¥°®¬ ­¥¯°¥°»¢­®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» ±«³¦¨² ° ¢­®¬¥°­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥. � ª ­ -§»¢ ¾² ±«³· ©­³¾ ¢¥«¨·¨­³ X , ¢±¥ ¢®§¬®¦­»¥ §­ ·¥­¨¿ ª®²®°®© § ¯®«­¿¾² ª®­¥·­»© ¯°®¬¥¦³²®ª [a; b],¯«®²­®±²¼ ¢¥°®¿²­®±²¨ ª®²®°®© ¯®±²®¿­­  ­  [a; b] ¨ ° ¢­  ­³«¾ ¢­¥ [a; b]. �²®¡» ­ ©²¨ ¿¢­»© ¢¨¤ ´³­ª¶¨¨' ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ (�): 1 = Z 1�1 '(x) dx = Z ba '(x) dx = c Z ba dx = c � (b� a):� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ ° ¢­®¬¥°­® ° ±¯°¥¤¥«¥­­®© ­  [a; b] ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» X ¥¥ ¯«®²­®±²¼ ¢¥°®¿²­®±²¨'(x) = 1=(b� a), x 2 [a; b], '(x) = 0, x =2 [a; b].�¥ª¶¨¿ 6.�®°¬ «¼­»© § ª®­ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¥©. �®°¬ «¼­ ¿ ª°¨¢ ¿. �³­ª¶¨¿ � ¯« ± . �»-·¨±«¥­¨¥ ¢¥°®¿²­®±²¨ ¯®¯ ¤ ­¨¿ ¢ § ¤ ­­»© ¨­²¥°¢ « ­®°¬ «¼­®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­». �° -¢¨«® ²°¥µ ±¨£¬. �®ª § ²¥«¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥.� ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¢¥°®¿²­®±²¥© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» X ­ §»¢ ¥²±¿ ­®°¬ «¼­»¬, ¥±«¨ ¥¥ ¯«®²­®±²¼ ¢¥°®-¿²­®±²¨ ¯®¤·¨­¿¥²±¿ § ª®­³ � ³±±  '(x; a; �) = 1p2��e� (x�a)22�2 (1)¤«¿ «¾¡®£® §­ ·¥­¨¿ x 2 IR. �¨±«  a ¨ � { ¯°®¨§¢®«¼­»¥ ·¨±«  (¯ ° ¬¥²°» ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿), ¯°¨·¥¬ � ¯®«®-¦¨²¥«¼­®. �° ´¨ª ½²®© ´³­ª¶¨¨ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ¨§ ±¥¡¿ ª°¨¢³¾ ¢ ¢¨¤¥ "£®°¡¨ª ", ¯°¨­¨¬ ¾¹³¾ ­ ¨¡®«¼¸¥¥§­ ·¥­¨¥ ¯°¨ x = a ¨ ±®±°¥¤®²®·¥­­³¾, ¢ ®±­®¢­®¬, ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ ½²®© ²®·ª¨ (².¥. ¡»±²°® ³¡»¢ ¾¹³¾ ª­³«¾ ¯°¨ x ®²µ®¤¿¹¥¬ ®² ²®·ª¨ a). � ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¢¥°®¿²­®±²¥© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» X ¨¬¥¥² ¢¨¤F (x; a; �) = Z x�1 '(t; a; �) dt:�¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ¯°¨ «¾¡®¬ x ¨ «¾¡»µ §­ ·¥­¨¿µ ¯ ° ¬¥²°®¢ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¢±¥£¤  '(x; a; �) > 0. �¤°³£®© ±²®°®­» ¯®«­ ¿ ¯«®¹ ¤¼ ¯®¤ ¢±¥© ª°¨¢®© ¢»° ¦ ¥²±¿ ¨­²¥£° «®¬1p2�� Z +1�1 e� (t�a)22�2 dt;ª®²®°»© ¯³²¥¬ § ¬¥­» ¯¥°¥¬¥­­®£® t ­  u = (t� a)=� ¯°¥®¡° §³¥²±¿ ¢ ¨­²¥£° «1p2� Z +1�1 e�u22 du = 1: (2)� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯«®¹ ¤¼ ¯®¤ ­®°¬ «¼­®© ª°¨¢®© (¯°¨ «¾¡»µ §­ ·¥­¨¿µ ¯ ° ¬¥²°®¢ a ¨ � > 0) ² ª®¢  ¦¥,·²® ¨ ¤«¿ ­®°¬ «¼­®© ª°¨¢®© ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ a = 0 ¨ � = 1.�§ ´®°¬³«» (1) ¢¨¤­®, ·²® ¯«®²­®±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ' ±¨¬¬¥²°¨·­  ®²­®±¨²¥«¼­® ®°¤¨­ ²» x = a.�±«¨ ¨§¬¥­¿²¼ a, ²® ª°¨¢ ¿ y = '(x; a; �) ¡³¤¥² ¯¥°¥¬¥¹ ²¼±¿ ¢¤®«¼ ®±¨ Ox, ±®µ° ­¿¿ ±¢®¾ ´®°¬³. �°¨a = 0 ¨¬¥¥¬ ±¥¬¥©±²¢® ¶¥­²°¨°®¢ ­­»µ ­®°¬ «¼­»µ ª°¨¢»µ'(x; 0; �) = 1p2��e� x22�2 ;§ ¢¨±¿¹¨µ ®² ®¤­®£® ¯ ° ¬¥²°  �. 15



�°¨ ³¬¥­¼¸¥­¨¨ ¯ ° ¬¥²°  � ° ±²¥² ¬ ª±¨¬³¬ 1p2�� ´³­ª¶¨© '(x; a; �). �²®² ¯®¤º¥¬ ¢ ¶¥­²° «¼­®©· ±²¨ ª®¬¯¥­±¨°³¥²±¿ ¡®«¥¥ °¥§ª¨¬ ±¯ ¤®¬ ¥¥ ª ®±¨ Ox, ² ª ·²® ®¡¹ ¿ ¢¥«¨·¨­  ¯«®¹ ¤¨ ¯®¤ ½²®© ª°¨¢®©®±² ¥²±¿ ­¥¨§¬¥­­®© (2). �°¨ ®·¥­¼ ¬ «»µ §­ ·¥­¨¿µ � ª°¨¢ ¿ ±² ­®¢¨²±¿ ¯®µ®¦¥© ­  ²®­ª³¾ ¨£«³, ­ ¯° -¢«¥­­³¾ ¢¤®«¼ ®±¨ Oy. �°¨ ½²®¬ ¯®·²¨ ¢±¿ ¯«®¹ ¤¼ ±ª®­¶¥­²°¨°®¢ ­  ­  ­¥¡®«¼¸®¬ ¨­²¥°¢ «¥ ± ¶¥­²°®¬¢ a. �°¨ ¢®§° ±² ­¨¨ �, ­ ®¡®°®², ª°¨¢ ¿ ¯°¨­¨¬ ¥² ¢±¥ ¡®«¥¥ ¯«®±ª®¢¥°¸¨­­³¾ ´®°¬³.� ¹¥ ¢±¥£®, ®¤­ ª®, ° ±±¬ ²°¨¢ ¿ ±«³· ©­³¾ ¢¥«¨·¨­³ X , ¯®¤·¨­¥­­³¾ ­®°¬ «¼­®¬³ § ª®­³ ± ¯ ° ¬¥-²° ¬¨ (a; �), ¯¥°¥µ®¤¿² ª ­®°¬¨°®¢ ­­®¬³ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¾. � ª®© ¯¥°¥µ®¤ ±®±²®¨² ¢ ° ±±¬®²°¥­¨¨ ¢¬¥±²®¢¥«¨·¨­» X ¤°³£®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» Z = X � a� ;¤«¿ ª®²®°®© P (Z < z) = P (X � a� < z) = P (X < a + z�) = 1p2�� Z a+z��1 e� (u�a)22�2 du:�¤¥« ¥¬ § ¬¥­³ ¯¥°¥¬¥­­»µ ¢ ¯®«³·¨¢¸¥¬±¿ ¨­²¥£° «¥:P (Z < z) = 1p2� Z z�1 e� v22 dv:�¨´´¥°¥­¶¨°³¿ ¯®«³·¥­­®¥ ° ¢¥­±²¢® ¯® ¯¥°¥¬¥­­®© z, ­ ©¤¥¬ ¯«®²­®±²¼ ¢¥«¨·¨­» Z:pZ(z) = '(z; 0; 1):�¥¬ ± ¬»¬, ­®°¬¨°³¿ ¨±µ®¤­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥, ¯®«³· ¾² ±² ­¤ °²­³¾ ±«³· ©­³¾ ¢¥«¨·¨­³ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨(0; 1). �±¥ ¢®¯°®±», ±¢¿§ ­­»¥ ± ­®°¬ «¼­»¬ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ ¢¥«¨·¨­» X , °¥¸ ¾², ¯¥°¥µ®¤¿ ª ¢±¯®¬®£ -²¥«¼­®© ¢¥«¨·¨­¥ Z, ².¥. ­®°¬¨°³¿ ½²® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥.�«¿ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¨ P (x1 < X < x2) ­ µ®¦¤¥­¨¿ ¢ ¨­²¥°¢ «¥ (x1; x2) ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» X ,° ±¯°¥¤¥«¥­­®© ¯® ­®°¬ «¼­®¬³ § ª®­³ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ (a; �), ²°¥¡³¥²±¿ ¢»·¨±«¿²¼ ®¯°¥¤¥«¥­­»© ¨­²¥£° «P (x1 < X < x2) = 1p2�� Z x2x1 e� (t�a)22�2 dt = 1p2� Z (x2�a)=�(x1�a)=� e� v22 dv:�¤­ ª® ­¥®¯°¥¤¥«¥­­»© ¨­²¥£° « ¢¨¤  Z e� v22 dv­¥ ¢»° ¦ ¥²±¿ ·¥°¥§ ¨§¢¥±²­»¥ ½«¥¬¥­² °­»¥ ´³­ª¶¨¨. � ²®¦¥ ¢°¥¬¿ ®¯°¥¤¥«¥­­»© ¨­²¥£° «Z v2v1 e� v22 dv¯°¨ § ¤ ­­»µ v1, v2 ¬®¦¥² ¡»²¼ ¢»·¨±«¥­ ¯°¨¡«¨¦¥­­® ± «¾¡®© ±²¥¯¥­¼¾ ²®·­®±²¨.�¯°¥¤¥«¥­­»© ¨­²¥£° « ± ¯¥°¥¬¥­­»¬ ¢¥°µ­¨¬ ¯°¥¤¥«®¬ ¢¨¤ �0(z) = 1p2� Z z0 e� v22 dv­®±¨² ­ §¢ ­¨¥ ´³­ª¶¨¨ � ¯« ± . �¢®©±²¢  ½²®© ´³­ª¶¨¨:1. �0(0) = 0,2. �0(+1) = 1=2, �0(�1) = �1=2,3. �0(�z) = ��0(z).�«¿ ­ µ®¦¤¥­¨¿ §­ ·¥­¨© ´³­ª¶¨¨ � ¯« ±  ¯®«¼§³¾²±¿ ±¯¥¶¨ «¼­»¬¨ ² ¡«¨¶ ¬¨ ½²®© ´³­ª¶¨¨. �¯®¬®¹¼¾ ´³­ª¶¨¨ � ¯« ±  ¬®¦­® ­ µ®¤¨²¼ ´³­ª¶¨¾ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ­®°¬ «¼­®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» ±¯ ° ¬¥²° ¬¨ (0; 1): FX(x; 0; 1) = Z 0�1 '(t; 0; 1) dt+ Z x0 '(t; 0; 1) dt = 0:5 + �0(x);16



  ² ª¦¥ ¢¥°®¿²­®±²¨ ¯°®¨§¢®«¼­»µ ±®¡»²¨©, ±¢¿§ ­­»µ ±® ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­®© X , ° ±¯°¥¤¥«¥­­®© ¯®­®°¬ «¼­®¬³ § ª®­³ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ (a; �). � ª, ­ ¯°¨¬¥°,P (x1 < X < x2) = 1p2� Z (x2�a)=�0 e� v22 dv � 1p2� Z (x1�a)=�0 e� v22 dv = �0�x2 � a� � � �0�x1 � a� � :�®«¼§³¿±¼ ¯®«³·¥­­»¬ ±®®²­®¸¥­¨¥¬ ¨ ² ¡«¨¶¥© ¤«¿ ´³­ª¶¨¨ �0, ¬®¦­® «¥£ª® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¢¥°®¿²­®±²¨¯®¯ ¤ ­¨¿ ­®°¬ «¼­® ° ±¯°¥¤¥«¥­­®© ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ (a; �) ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» X ¢ ¨­²¥°¢ «» (a��; a+�),(a� 2�; a+ 2�), (a� 3�; a+ 3�):P (a� � < X < a+ �) = �0 (1)� �0 (�1) = 2�0 (1) � 0:68269� 68% � 2=3;P (a � 2� < X < a+ 2�) = 2�0 (2) � 0:95450� 95%;P (a� 3� < X < a+ 3�) = 2�0 (3) � 0:99730 � 99:7%:� ±±¬ ²°¨¢ ¿ ¯®±«¥¤­¨© °¥§³«¼² ², ¢¨¤­®, ·²® ¢¥°®¿²­®±²¼ ­ µ®¦¤¥­¨¿ ¢¥«¨·¨­» X ¢ ¨­²¥°¢ «¥ (a�3�; a+3�) ¡«¨§ª  ª 1. �®½²®¬³ "²°¥µ±¨£¬®¢»¥" £° ­¨¶» a�3� ¯°¨­¨¬ ¾²±¿ §  £° ­¨¶» ¯° ª²¨·¥±ª¨ ¯°¥¤¥«¼­»µ¢®§¬®¦­»µ §­ ·¥­¨© ¢¥«¨·¨­» X (¯° ¢¨«® ²°¥µ ±¨£¬).�°¨¬¥°. � ©²¨ ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ®²ª«®­¥­¨¥ ° §¬¥°  ¢ «¨ª  ®² ­®¬¨­ «  ­ µ®¤¨²±¿ ¢ ¯°¥¤¥-« µ (�0:11¬¬,�0:07¬¬), ¥±«¨ ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²® ½²® ®²ª«®­¥­¨¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­® ¯® ­®°¬ «¼­®¬³ § ª®­³ ±¯ ° ¬¥²° ¬¨ (a = �0:112¬¬, � = 0:043¬¬):P (�0:11 < X < �0:07) = �0�0:0420:043�� �0�0:0020:043� = �0 (0:98)� �0 (0:05) � 0:3166:�¹¥ ®¤­¨¬ ¯°¨¬¥°®¬ ­¥¯°¥°»¢­®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­», § ¤ ¢ ¥¬®© ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ´³­ª¶¨¨ ¯«®²­®±²¨,±«³¦¨² ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  X , ° ±¯°¥¤¥«¥­­ ¿ ¯® ¯®ª § ²¥«¼­®¬³ § ª®­³ ± ¯ ° ¬¥²°®¬ � > 0. �«®²­®±²¼¢¥°®¿²­®±²¨ X § ¤ ¥²±¿ ´®°¬³«®© p(x) = �e��x ¯°¨ x � 0, p(x) = 0 ¯°¨ x < 0. �¥¬ ± ¬»¬ ¢»¯®«­¿¥²±¿³±«®¢¨¥ p(x) � 0. �°®¢¥°¨¬ ³±«®¢¨¥ ­®°¬¨°®¢ª¨:ZIR p(x) dx = Z 10 �e��x dx = Z 10 d��e��x� = �e�1 � (�e0) = 1:� ¯®¬®¹¼¾ ¯®ª § ²¥«¼­®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ®¡»·­® § ¤ ¥²±¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±«³· ©­»µ ®²°¥§ª®¢ ¢°¥¬¥­¨¬¥¦¤³ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­»¬¨ ­ ±²³¯«¥­¨¿¬¨ °¥¤ª¨µ ±®¡»²¨©. �³­ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ½²®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨-·¨­» ¨¬¥¥² ¢¨¤ F (x) = P (X < x) = Z x�1 p(x) dx¨, §­ ·¨², F (x) = 0, ¥±«¨ x � 0, F (x) = 1� e��x, ¥±«¨ x > 0.�®®¡¹¥ ¢»¡®° ²®£® ¨«¨ ¨­®£® § ª®­  ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¨ ¨§ ®¡¹¥£® ·¨±«  ¬®¤¥«¼­»µ § ª®­®¢(§ ¯ ± ª®²®°»µ ¤®±² ²®·­® ¢¥«¨ª) ¯°®¨§¢®¤¨²±¿ ¯® ¯°¥¤¢ °¨²¥«¼­»¬ ±² ²¨±²¨·¥±ª¨¬ ­ ¡«¾¤¥­¨¿¬ ²®©¨«¨ ¨­®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» ¨ ¯®  ­ «¨§³ ¯®«³·¥­­»µ °¥§³«¼² ²®¢ ± ¶¥«¼¾ ¢»¡° ²¼ ­ ¨¡®«¥¥ ¯®¤µ®¤¿¹¨©§ ª®­.�¥ª¶¨¿ 7.�±­®¢­»¥ ·¨±«®¢»¥ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ¤¨±ª°¥²­»µ ¨ ­¥¯°¥°»¢­»µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­: ¬ ²¥¬ -²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ­¨¥, ¤¨±¯¥°±¨¿, ±°¥¤­¥¥ ª¢ ¤° ²¨·¥±ª®¥ ®²ª«®­¥­¨¥, ¬®¬¥­²». �µ ±¢®©±²¢ ¨ ¯°¨¬¥°».�±­®¢­»¥ ·¨±«®¢»¥ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ ¡³¤¥¬ ®¯°¥¤¥«¿²¼ ®²¤¥«¼­® ¤«¿ ¤¨±ª°¥²­»µ ¨­¥¯°¥°»¢­»µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­. �³±²¼ X { ¤¨±ª°¥²­ ¿ ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­ , fxig { ¯®«­»© ¯¥°¥·¥­¼ ¥¥¢®§¬®¦­»µ §­ ·¥­¨©, fpig { § ª®­ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¥© ½²®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­». � ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¬®¦¨¤ ­¨¥¬ X ­ §»¢ ¾² M(X) =Xi pixi (1)17



(¥±«¨ ¢¥«¨·¨­ X ¯°¨­¨¬ ¥² ¡¥±ª®­¥·­®¥ ·¨±«® §­ ·¥­¨©, ²® ¢ ½²®¬ ®¯°¥¤¥«¥­¨¨ ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿ ±µ®¤¨¬®±²¼°¿¤ P pixi). � ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ­¨¥M(X), ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ¥±²¼ ¢¥«¨·¨­  ¯®±²®¿­­ ¿ ¨ ¯®½²®¬³ ¯°¥¤-±² ¢«¿¥² ·¨±«®¢³¾ µ ° ª²¥°¨±²¨ª³ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» X , ­¥ª®²®°®¥ ¥¥ ±°¥¤­¥¥ §­ ·¥­¨¥: ¥±«¨ x 6 xi 6 x¯°¨ ¢±¥µ ¢®§¬®¦­»µ i, ²® x =Xi pix 6Xi pixi 6Xi pix = x¨, §­ ·¨², x 6M(X) 6 x.�°¨¬¥°. X { ·¨±«® ¯®¿¢«¥­¨© ±®¡»²¨¿ A ¢ ¤ ­­®¬ ¨±¯»² ­¨¨, P (A) = p, P (A) = 1 � p = q. �®£¤ ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  X ¯°¨­¨¬ ¥² ¤¢  §­ ·¥­¨¿: 1 ± ¢¥°®¿²­®±²¼¾ p ¨ 0 ± ¢¥°®¿²­®±²¼¾ q. �® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾M(X) = 1 � p+ 0 � q = p:�«¿ ­¥¯°¥°»¢­®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» X ± ¯«®²­®±²¼¾ ¢¥°®¿²­®±²¨ p(x) ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ­¨¥®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¯®¤®¡­®© (1) ´®°¬³«®© M(X) = ZIR x p(x) dx: (2)�°¨¬¥°. X { ° ¢­®¬¥°­® ° ±¯°¥¤¥«¥­­ ¿ ­  ®²°¥§ª¥ [a; b] ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­ , p(x) = 1=(b� a), x 2 [a; b],p(x) = 0, x =2 [a; b], { ¥¥ ¯«®²­®±²¼ ¢¥°®¿²­®±²¨. �®£¤ M(X) = Z ba x p(x) dx= b2 � a22(b� a) = b+ a2 :�±­®¢­»¥ ±¢®©±²¢  ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ®¦¨¤ ­¨¿ ¤«¿ ¤¨±ª°¥²­®© ¨ ­¥¯°¥°»¢­®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­ ¢»-£«¿¤¿² ®¤¨­ ª®¢®. �¤­ ª® ¤«¿ ³¯°®¹¥­¨¿ ®¡®±­®¢ ­¨¿ ½²¨µ ´®°¬³« ¡³¤¥¬ ¯°®¨§¢®¤¨²¼ «¨¸¼ ¤«¿ ¤¨±ª°¥²-­»µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­.�³±²¼ X , Y {¯ °  ¤¨±ª°¥²­»µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­, fxig, fyjg, i 2 I , j 2 J , { ¨µ ¢®§¬®¦­»¥ §­ ·¥­¨¿.�³¬¬®© X+Y ½²¨µ ¢¥«¨·¨­ ­ §»¢ ¥²±¿ ¤¨±ª°¥²­ ¿ ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­ , ¯°¨­¨¬ ¾¹ ¿ §­ ·¥­¨¿ fxi+ yjg,i 2 I , j 2 J ¤«¿ ¢±¥µ ¢®§¬®¦­»µ i 2 I , j 2 J . �°¨ ½²®¬ ±®¡»²¨¥ (X+Y = xi+yj), ± ¢»¤¥«¥­­»¬¨ ¨­¤¥ª± ¬¨i; j, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿ ¯®¤° §¤¥«¿¥²±¿ ­  ­¥±ª®«¼ª® ¯®¤±®¡»²¨©, ±°¥¤¨ ª®²®°»µ ®¡¿§ ²¥«¼­® ¯°¨±³²±²¢³¥²±®¡»²¨¥ (X = xi; Y = yj) ± ¢¥°®¿²­®±²¼¾ ­ ±²³¯«¥­¨¿P (X = xi) � P (Y = yj j X = xi):� ¤°³£®© ±²®°®­» ¯®¬¨¬® ½²®£®, ·¨±«®¢®¥ §­ ·¥­¨¥ xi+ yj ¬®¦¥² ®ª § ²¼±¿ ° ¢­»¬ §­ ·¥­¨¾ xm+ yn ¤«¿¤°³£¨µ §­ ·¥­¨© ¨­¤¥ª±®¢m 6= i, n 6= j. �²® ®§­ · ¥², ·²® ±®¡»²¨¥ (X+Y = xi+yj) ¢ ª ·¥±²¢¥ ¯®¤±®¡»²¨©±®¤¥°¦¨² ¢±¥ ¢®§¬®¦­»¥ (X = xm; Y = yn), ¤«¿ ª®²®°»µ xm + yn = xi + yj , m 2 I , n 2 J . � ª¨¬ ®¡° §®¬,±®¡»²¨¥ (X+Y = xi+yj ) ³±²°®¥­® ¤®±² ²®·­® ±«®¦­®, ¢¥°®¿²­®±²¼ ¥£® ­ ±²³¯«¥­¨¿ ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨± ­ ¢ ¢¨¤¥ pij = Xxm+yn=xi+yj P (X = xm) � P (Y = yn j X = xm): (3)�®·­® ² ª¦¥ ° §­®±²¼¾, ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ ¨«¨ · ±²­»¬ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ X ¨ Y ­ §»¢ ¥²±¿ ±«³· ©­ ¿¢¥«¨·¨­ , ¯°¨­¨¬ ¾¹ ¿ §­ ·¥­¨¿ fxi�yjg, fxi �yjg ¨«¨ fxi=yjg. �¥°®¿²­®±²¼ ­ ±²³¯«¥­¨¿ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ±®¡»²¨© ¯®¤±·¨²»¢ ¥²±¿ ¯® ´®°¬³« ¬,  ­ «®£¨·­»¬ (3) (¢ ¯®±«¥¤­¥¬ ±«³· ¥ ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²® ±«³· ©­ ¿¢¥«¨·¨­  Y ­¥ ¯°¨­¨¬ ¥² ­³«¥¢®£® §­ ·¥­¨¿).�¹¥ ®¤­¨¬ ¢ ¦­»¬ ¯®­¿²¨¥¬, ¯®§¢®«¿¾¹¨¬ ¢® ¬­®£¨µ ±«³· ¿µ ±³¹¥±²¢¥­­® ³¯°®±²¨²¼ ° ±±¬®²°¥­¨¿,¿¢«¿¥²±¿ ¯®­¿²¨¥ ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­. �¥«¨·¨­» X ¨ Y ­ §»¢ ¾²±¿ ­¥§ ¢¨±¨¬»¬¨, ¥±«¨¢®§¬®¦­»¥ §­ ·¥­¨¿ ¨ § ª®­ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ª ¦¤®© ¨§ ­¨µ ®¤¨­ ¨ ²®² ¦¥ ¯°¨ «¾¡®¬ ¢»¡®°¥ ¤®¯³±²¨¬»µ§­ ·¥­¨© ¤°³£®©: P (Y = yj j X = xi) = P (Y = yj); P (X = xi j Y = yj) = P (X = xi):� ¯°®²¨¢­®¬ ±«³· ¥ ®­¨ ­ §»¢ ¾²±¿ § ¢¨±¨¬»¬¨. 18



� °  ­¥¯°¥°»¢­»µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ X ¨ Y , ± ´³­ª¶¨¿¬¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ F (x) ¨ G(y), ­ §»¢ ¾²±¿­¥§ ¢¨±¨¬»¬¨, ¥±«¨ ¤«¿ ¨µ ±®¢¬¥±²­®© ´³­ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¢»¯®«­¿¾²±¿ ° ¢¥­±²¢ :H(x; y) = P (X < x; Y < y) = P (X < x)P (Y < y) = F (x)G(y):�®  ­ «®£¨¨ ­¥±ª®«¼ª® ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ ­ §»¢ ¾²±¿ ¢§ ¨¬­® ­¥§ ¢¨±¨¬»¬¨, ¥±«¨ ¢®§¬®¦­»¥ §­ ·¥-­¨¿ ¨ § ª®­» ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ «¾¡®© ¨§ ­¨µ ­¥ § ¢¨±¿² ®² ²®£®, ª ª¨¥ ¢®§¬®¦­»¥ §­ ·¥­¨¿ ¯°¨­¿«¨ ®±² «¼­»¥±«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­».�¥®°¥¬  1. � ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ­¨¥ ¯®±²®¿­­®© ¢¥«¨·¨­» ° ¢­® ½²®© ¯®±²®¿­­®© M(C) = C.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®±²®¿­­ ¿ ¢¥«¨·¨­  ¿¢«¿¥²±¿ ¤¨±ª°¥²­®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­®©, ¯°¨­¨¬ ¾¹¥¥ ¥¤¨­-±²¢¥­­®¥ §­ ·¥­¨¥ C ± ¢¥°®¿²­®±²¼¾ 1. �®½²®¬³ ¯® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ M(C) = C � 1 = C.�¥®°¥¬  2. � ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ­¨¥ ±³¬¬» ¤¢³µ (¨«¨ ¡®«¼¸¥£® ·¨±« ) ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ X , Y ° ¢­®±³¬¬¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ ®¦¨¤ ­¨© ½²¨µ ¢¥«¨·¨­:M(X + Y ) =M(X) +M(Y ):�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ fxig, fyjg, i 2 I , j 2 J , { ¢±¥ ¢®§¬®¦­»¥ §­ ·¥­¨¿ ¯ °» ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ X¨ Y . �¥²°³¤­® ¢¨¤¥²¼, ·²® ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ­¨¥ ±³¬¬» ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨± ­® ¢¢¨¤¥ M(X + Y ) =Xi2I Xj2J(xi + yj)P (X = xi)P (Y = yj j X = xi) ==Xi2I Xj2J xiP (X = xi)P (Y = yj j X = xi) +Xi2I Xj2J yjP (X = xi)P (Y = yj j X = xi) ==Xi2I xiP (X = xi)Xj2J P (Y = yj j X = xi) +Xj2J yjXi2I P (Y = yj)P (X = xi j Y = yj) ==Xi2I xiP (X = xi) +Xj2J yjP (Y = yj) =M(X) +M(Y );².ª., ­ ¯°¨¬¥°, Xj2J P (Y = yj j X = xi) = P ([j2J (Y = yj) j X = xi) = P (
 j X = xi) = 1:�«¿ ­¥±ª®«¼ª¨µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­, ­ ¯°¨¬¥° ¤«¿ ²°¥µ X , Y ¨ Z, ¨¬¥¥¬M(X + Y + Z) =M(X + Y ) +M(Z) =M(X) +M(Y ) +M(Z):�«¥¤±²¢¨¥. �±«¨ C { ¯®±²®¿­­ ¿ ¢¥«¨·¨­ , ²® M(X + C) =M(X) + C.�¥®°¥¬  3. � ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ­¨¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿ ¤¢³µ ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ X ¨ Y ° ¢­®¯°®¨§¢¥¤¥­¨¾ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ ®¦¨¤ ­¨© ½²¨µ ¢¥«¨·¨­:M(X � Y ) =M(X) �M(Y ):�³±²¼ fxi; pig, i 2 I , fyj ; qjg, j 2 J , { § ª®­» ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±®®²¢¥²±²¢¥­­® ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ X ¨ Y .�®£¤ , ¯®  ­ «®£¨¨ ± ²¥®°¥¬®© 2,M(X � Y ) =Xi2I Xj2J(xi � yj)P (X = xi)P (Y = yj j X = xi) =Xi2I Xj2J(xi � yj)P (X = xi)P (Y = yj) ==Xi2I xipiXj2J yjqj =M(X) �M(Y ):�«¥¤±²¢¨¥. � ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ­¨¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿ ­¥±ª®«¼ª¨µ ¢§ ¨¬­® ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­° ¢­® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¾ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ ®¦¨¤ ­¨© ½²¨µ ¢¥«¨·¨­.�¥©±²¢¨²¥«¼­®, ­ ¯°¨¬¥° ¤«¿ ²°¥µ ¢§ ¨¬­® ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ X , Y ¨ Z, ¨¬¥¥¬M(X � Y �Z) =M(X � Y ) �M(Z) =M(X) �M(Y ) �M(Z):19



�«¥¤±²¢¨¥. �®±²®¿­­»© ¬­®¦¨²¥«¼ ¬®¦­® ¢»­®±¨²¼ §  §­ ª ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ®¦¨¤ ­¨¿.�±«¨ C { ¯®±²®¿­­ ¿ ¢¥«¨·¨­ , X { ¯°®¨§¢®«¼­ ¿ ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­ , ²® C ¨ X ­¥§ ¢¨±¨¬». �®½²®¬³M(C �X) =M(C) �M(X) = C �M(X):�«¥¤±²¢¨¥. � ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ­¨¥ ° §­®±²¨ ¤¢³µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ X , Y ° ¢­® ° §­®±²¨ ¬ ²¥¬ ²¨-·¥±ª¨µ ®¦¨¤ ­¨© ½²¨µ ¢¥«¨·¨­: M(X � Y ) =M(X)�M(Y ).�¥©±²¢¨²¥«¼­®,M(X � Y ) =M(X) +M(�Y ) =M(X) + (�1)M(Y ) =M(X)�M(Y ):�³±²¼ X { ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­ , M(X) { ¥¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ­¨¥ (±°¥¤­¥¥ §­ ·¥­¨¥). �«³· ©­³¾¢¥«¨·¨­³ X �M(X) ­ §»¢ ¾² ®²ª«®­¥­¨¥¬.�¥®°¥¬  4. �«¿ «¾¡®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» X ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ­¨¥ ¥¥ ®²ª«®­¥­¨¿ ° ¢­® ­³«¾:M(X �M(X)) = 0:�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ª ª ª M(X) { ¯®±²®¿­­ , ²®M(X �M(X)) =M(X)�M(M(X)) =M(X)�M(X) = 0:�¯°¥¤¥«¥­¨¥. �¨±¯¥°±¨¥© (° ±±¥¿­¨¥¬) ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» X ­ §»¢ ¾²D(X) =M(fX �M(X)g2):�§ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±«¥¤³¥², ·²® ¤¨±¯¥°±¨¿ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» ¯®±²®¿­­ , ².¥. ¿¢«¿¥²±¿ ·¨±«®¢®© µ ° ª²¥°¨-±²¨ª®© ½²®© ¢¥«¨·¨­». �±«¨ ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  ¨¬¥¥² § ª®­ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¨ fxi; pig, i 2 I , ²®,®¡®§­ · ¿ � =M(X), ¯®«³·¨¬ ² ª¦¥ D(X) =Xi2I (xi � �)2pi:�®°¥­¼ ª¢ ¤° ²­»© ¨§ ¤¨±¯¥°±¨¨ ­ §»¢ ¥²±¿ ±°¥¤­¨¬ ª¢ ¤° ²¨·­»¬ ®²ª«®­¥­¨¥¬�(X) =pD(X):�°¨¬¥°. �³±²¼ (4; 1=4), (10; 1=2), (20; 1=4) { § ª®­ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¤¨±ª°¥²­®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» X . �®£¤ M(X) = 4 � 1=4 + 10 � 1=2 + 20 � 1=4 = 11;D(X) = (4� 11)2 � 1=4 + (10� 11)2 � 1=2 + (20� 11)2 � 1=4 = 33; �(X) =pD(X) � 5; 75:�¨±¯¥°±¨¿ ±«³¦¨² ¬¥°®© ° ±±¥¿­¨¿ (° §¡°®± ) §­ ·¥­¨© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» X : ¤«¿ ¬ «®© ¤¨±¯¥°±¨¨µ ° ª²¥°­®, ·²® §­ ·¥­¨¿ ½²®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» ª®­¶¥­²°¨°³¾²±¿ ®ª®«® ¥¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ®¦¨¤ ­¨¿,  ¤ «¥ª® ®² ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ®¦¨¤ ­¨¿ ¬®£³² ®²±²®¿²¼ «¨¸¼ §­ ·¥­¨¿, ¢¥°®¿²­®±²¼ ¯®¿¢«¥­¨¿ ª®²®°»µ¬ « . �±«¨ ¦¥ ¤¨±¯¥°±¨¿ ¢¥«¨ª , ²® ª®­¶¥­²° ¶¨¿ ¢®ª°³£ ª ª®£®-«¨¡® ¶¥­²°  ¨±ª«¾· ¥²±¿.�¥®°¥¬  5. X { ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­ . �®£¤ D(X) =M(X2)� (M(X))2:�®ª § ²¥«¼±²¢®. D(X) =M(fX �M(X)g2) =M(X2 � 2X �M(X) + (M(X))2) ==M(X2)�M(2X �M(X)) +M((M(X))2) =M(X2)� (M(X))2:�¥®°¥¬  6. �¨±¯¥°±¨¿ ¯®±²®¿­­®© ¢¥«¨·¨­» ° ¢­  ­³«¾.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ C { ¯®±²®¿­­ ¿ ¢¥«¨·¨­ . �®£¤ D(�) =M(f� �M(�)g2) =M(f� � �g2) =M(0) = 0:20



�¥®°¥¬  7. �¨±¯¥°±¨¿ ±³¬¬» ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ X , Y ° ¢­  ±³¬¬¥ ¤¨±¯¥°±¨© ½²¨µ ¢¥«¨·¨­:D(X + Y ) = D(X) +D(Y ):�¥©±²¢¨²¥«¼­®,D(X + Y ) =M(fX + Y �M(X + Y )g2) =M(f(X �M(X)) + (Y �M(Y ))g2) ==M(fX �M(X)g2) + 2M((X �M(X))(Y �M(Y ))) +M(fY �M(Y )g2):� ª ª ª X , Y { ­¥§ ¢¨±¨¬»¥ ±«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­», ²® X�M(X), Y �M(Y ) { ² ª¦¥ ­¥§ ¢¨±¨¬»¥ ±«³· ©­»¥¢¥«¨·¨­». �®½²®¬³ M((X �M(X))(Y �M(Y ))) =M(X �M(X))M(Y �M(Y )) = 0:�­ ·¨², D(X + Y ) = D(X) +D(Y ).�«¥¤±²¢¨¥. �¨±¯¥°±¨¿ ±³¬¬» ­¥±ª®«¼ª¨µ ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ ° ¢­  ±³¬¬¥ ¤¨±¯¥°±¨© ½²¨µ¢¥«¨·¨­.�«¥¤±²¢¨¥. �±«¨ C { ¯®±²®¿­­ ¿ ¢¥«¨·¨­ , X { ¯°®¨§¢®«¼­ ¿ ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­ , ²®D(X + C) = D(X):�«¥¤±²¢¨¥. �®±²®¿­­»© ¬­®¦¨²¥«¼ ¬®¦­® ¢»­®±¨²¼ §  §­ ª ¤¨±¯¥°±¨¨, ¢®§¢®¤¿ ¥£® ¢ ª¢ ¤° ²:D(C �X) = C2D(X):�¥©±²¢¨²¥«¼­®, D(C �X) =M(C2X2)� (M(CX))2 = C2M(X2)� (CM(X))2 = C2D(X):�«¥¤±²¢¨¥. �¨±¯¥°±¨¿ ° §­®±²¨ ¤¢³µ ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ X , Y ° ¢­  ±³¬¬¥ ¤¨±¯¥°±¨© ½²¨µ¢¥«¨·¨­: D(X � Y ) = D(X) +D(Y ).�®ª § ²¥«¼±²¢®.D(X � Y ) = D(X) +D(�Y ) = D(X) + (�1)2D(Y ) = D(X) +D(Y ):�°¨¬¥°. � ±µ¥¬¥ ¨±¯»² ­¨© �¥°­³««¨ ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ­¨¥ ¨ ¤¨±¯¥°±¨¾ ¤«¿ ·¨±« X ¯®¿¢«¥­¨¿ ±®¡»²¨¿ A ¯°¨ n ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ¨±¯»² ­¨¿µ, ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ ª®²®°»µ ¢¥°®¿²­®±²¼ P (A) = p¯®¿¢«¥­¨¿ ±®¡»²¨¿ A ¯®±²®¿­­ .�«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  X ¯°¨­¨¬ ¥² §­ ·¥­¨¿ 0; 1; : : : ; n ¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­  ¯® ¡¨­®¬¨ «¼­®¬³ § ª®­³:P (X = k) = Cknpkqn�k ; q = 1� p:�±¯®«¼§³¿ ½²®² § ª®­ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿, ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ­¨¥ ¨ ¤¨±¯¥°±¨¾ X ¬®¦­® ¢»·¨±«¨²¼ ­¥¯®-±°¥¤±²¢¥­­® ¯® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾. �°¨¬¥­¨¬, ®¤­ ª®, ³±² ­®¢«¥­­»¥ ²¥®°¥¬». �«³· ©­³¾ ¢¥«¨·¨­³ X ¬®¦­®° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ±³¬¬³ ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­X = X1 + � � �+Xn;£¤¥ Xk { ·¨±«® ¯®¿¢«¥­¨© ±®¡»²¨¿ A ¢ k-®¬ ¨±¯»² ­¨¨. �²  ¢¥«¨·¨­  ¯°¨­¨¬ ¥² ²®«¼ª® 2 §­ ·¥­¨¿: 0 ±¢¥°®¿²­®±²¼¾ q ¨ 1 ± ¢¥°®¿²­®±²¼¾ p. �®½²®¬³M(Xk) = 0 � q + 1 � p = p; D(Xk) = (0� p)2 � q + (1� p)2 � p = p2q + q2p = pq:�­ ·¨², ¯® ²¥®°¥¬¥ ® ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¬ ®¦¨¤ ­¨¨ ±³¬¬» ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­M(X) =M(X1) + � � �+M(Xn) = n � p;21



¯® ²¥®°¥¬¥ ® ¤¨±¯¥°±¨¨ ±³¬¬» ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­D(X) = D(X1) + � � �+D(Xn) = n � pq:�®½²®¬³ ±°¥¤­¥¥ ª¢ ¤° ²¨·­®¥ ³ª«®­¥­¨¥ (±² ­¤ °²)�(X) =pD(X) = pnpq:� § ª«¾·¥­¨¥ ° ±±¬®²°¨¬ ¯®­¿²¨¥ ¬®¬¥­²®¢ ¤«¿ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» X : 
 ! IR. �°¥¤¯®«®¦¨¬ f :IR ! IR { ­¥ª®²®° ¿ ­¥¯°¥°»¢­ ¿ ´³­ª¶¨¿. � ±±¬®²°¨¬ ±«³· ©­³¾ ¢¥«¨·¨­³ f(X) : 
! IR, ®¯°¥¤¥«¥­­³¾ª ª ª®¬¯®§¨¶¨¿ ¤¢³µ ´³­ª¶¨© f(X)(w) = f(X(w)); w 2 
:�«¿ ½²®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» ² ª¦¥ ¬®¦­® ° ±±¬®²°¥²¼ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ­¨¥ M(f(X)). �°¨ ±¯¥¶¨- «¼­®¬ ¢»¡®°¥ ´³­ª¶¨¨ f ½²® ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ­¨¥ ­®±¨² ®±®¡®¥ ­ §¢ ­¨¥. �³±²¼ f(x) = xk, k 2 ZZ+.�¥«¨·¨­  M(Xk) ­ §»¢ ¥²±¿ ¬®¬¥­²®¬ ¯®°¿¤ª  k, ¢¥«¨·¨­  M((X �M(X))k) ­ §»¢ ¥²±¿ ¶¥­²° «¼­»¬¬®¬¥­²®¬ ¯®°¿¤ª  k.�°¨¬¥°». �³±²¼ X { ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­ , ° ±¯°¥¤¥«¥­­ ¿ ¯® ¯®ª § ²¥«¼­®¬³ § ª®­³ ± ¯ ° ¬¥²°®¬ �:p(x) = �e��x ¯°¨ x � 0, p(x) = 0 ¯°¨ x < 0. �»·¨±«¨¬ ¥¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ­¨¥ ¨ ¤¨±¯¥°±¨¾.M(X) = ZIR x � p(x) dx = Z 10 x � �e��x dx = �x � e��x���10 + Z 10 e��x dx = 1=�¨,  ­ «®£¨·­®, M(X2) = ZIR x2 � p(x) dx = 2=�2:�®½²®¬³ D(X) =M(X2)� (M(X))2 = 1=�2.�³±²¼ X { ­®°¬ «¼­ ¿ ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ (a; �): p(x) = 1p2��e� (x�a)22�2 , x 2 IR. �®£¤ M(X) = ZIR x � p(x) dx = 1p2�� ZIR(x� a+ a) � e� (x�a)22�2 dx = 1p2�� ZIR a � e� (x�a)22�2 dx = a:D(X) = 1p2�� ZIR(x� a)2 � e� (x�a)22�2 dx = �2 1p2� ZIR t2 � e� t22 dt = �2:� ª¨¬ ®¡° §®¬ ¯ ° ¬¥²°» (a; �2) ¤«¿ ­®°¬ «¼­® ° ±¯°¥¤¥«¥­­®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» ¿¢«¿¾²±¿ ¥¥ ¬ ²¥¬ -²¨·¥±ª¨¬ ®¦¨¤ ­¨¥¬ ¨ ¤¨±¯¥°±¨¥©.�¥ª¶¨¿ 8.�«³· ©­»¥ ¢¥ª²®°». � ª®­ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¥© ¤¨±ª°¥²­®© ¤¢³¬¥°­®© ±«³· ©­®© ¢¥-«¨·¨­». �³­ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¨ ¯«®²­®±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¤¢³¬¥°­®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­»,¨µ ±¢®©±²¢ . �¥°®¿²­®±²¼ ¯®¯ ¤ ­¨¿ ±«³· ©­®© ²®·ª¨ ¢ ¯°®¨§¢®«¼­³¾ ®¡« ±²¼. �²»±ª ­¨¥¯«®²­®±²¥© ¢¥°®¿²­®±²¨ ±®±² ¢«¿¾¹¨µ ¤¢³¬¥°­®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­». �±«®¢­®¥ ° ±¯°¥¤¥-«¥­¨¥ ¢¥°®¿²­®±²¨, °¥£°¥±±¨¿.�® ¬­®£¨µ ¯° ª²¨·¥±ª¨µ § ¤ · µ ­ ¡«¾¤¥­¨¥ ²®£® ¨«¨ ¨­®£® ¨±¯»² ­¨¿ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ­¥ ®¤­®-¬¥°­®¥ ·¨±«®,   ­¥ª®²®°®¥ ª®­¥·­®¥ ¨µ ª®«¨·¥±²¢®: ¤¢  ·¨±« , ²°¨ ·¨±«  ¨«¨ ¡®«¥¥. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¢¬¥±²®²¥°¬¨­  ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  ¨±¯®«¼§³¾² ­ §¢ ­¨¥ ±«³· ©­»© ¢¥ª²®° ²®© ¨«¨ ¨­®© ° §¬¥°­®±²¨. � ª ¨ ¤«¿±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ ®£° ­¨·¨¬±¿ ° ±±¬®²°¥­¨¥¬ ¤¨±ª°¥²­»µ ±«³· ©­»µ ¢¥ª²®°®¢ ¨ ­¥¯°¥°»¢­»µ ±«³· ©-­»µ ¢¥ª²®°®¢, ®¡« ¤ ¾¹¨µ ¯«®²­®±²¼¾ ¢¥°®¿²­®±²¨.�¨±ª°¥²­»¥ ±«³· ©­»¥ ¢¥ª²®°  ¯°¨­¨¬ ¾² ª®­¥·­®¥ ¨«¨ ±·¥²­®¥ ·¨±«® §­ ·¥­¨©. �«¿ ®¯°¥¤¥«¥­­®±²¨¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¤¢³¬¥°­»¥ ±«³· ©­»¥ ¢¥ª²®° . � ½²®¬ ±«³· ¥ ª ¦¤®¥ §­ ·¥­¨¥ ±«³· ©­®£® ¢¥ª²®° ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ¨§ ±¥¡¿ ¯ °³ ·¨±¥« (x; y). �°¨ ½²®¬ ª ¦¤³¾ ª®®°¤¨­ ²³ ¬®¦­® ²° ª²®¢ ²¼ ª ª °¥ «¨§ ¶¨¾­¥ª®²®°®© ¤¨±ª°¥²­®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­»: X { ¤«¿ ¯¥°¢®© ª®®°¤¨­ ²», Y { ¤«¿ ¢²®°®©. � ª¦¥ ª ª ¨ ¤«¿22



±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­, ± ª ¦¤»¬ ±«³· ©­»¬ ¢¥ª²®°®¬ ±¢¿§»¢ ¾² § ª®­ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿, ­ §»¢ ¥¬»© ±®¢¬¥±²-­»¬ § ª®­®¬ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¥© ¢¥«¨·¨­ X ¨ Y . �²®² § ª®­ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ¨§ ±¥¡¿ ±®®²¢¥²±²¢¨¥,ª®²®°®¥ ª ¦¤®© ¯ °¥ (xi; yj) §­ ·¥­¨© ±«³· ©­®£® ¢¥ª²®°  ±² ¢¨² ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­®¥ ·¨±«®pi;j = P (X = xi; Y = yj):�°¨ ½²®¬ ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²® ¢±¥ ª®¬¡¨­ ¶¨¨ (X = xi; Y = yj) ±®±² ¢«¿¾² ¯®«­³¾ £°³¯¯³ ±®¡»²¨© ¨¯®²®¬³ ±³¬¬  ¢¥°®¿²­®±²¥© Xi Xj pi;j = 1:�±«¨ ¯°®±³¬¬¨°®¢ ²¼ ¢±¥ ¢¥°®¿²­®±²¨ ± ¯®±²®¿­­»¬ §­ ·¥­¨¥¬ i, ²® ¯® ¯° ¢¨«³ ±«®¦¥­¨¿ ­¥±®¢¬¥±²­»µ±®¡»²¨© Xj P (X = xi; Y = yj) = P (X = xi;[j(Y = yj)) = P (X = xi) = p(xi)¯®«³·¨¬ ¢¥°®¿²­®±²¼ ±®¡»²¨¿ (X = xi). � ª¨¬ ¦¥ ®¡° §®¬Xi P (X = xi; Y = yj) = P ([i(X = xi); Y = yj) = P (Y = yj) = p(yj):�¥¬ ± ¬»¬ ®¤­®¬¥°­»¥ § ª®­» ¨«¨ ² ¡«¨¶» ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ª ¦¤®© ¢¥«¨·¨­» X ¨ Y ¢ ®²¤¥«¼­®±²¨ ¯®«­®-±²¼¾ ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿, ¥±«¨ ¨§¢¥±²­  ² ¡«¨¶  ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¤¢³¬¥°­®© ¢¥«¨·¨­».� ­¼¸¥ ³¦¥ ®²¬¥· «®±¼, ·²® § ¢¨±¨¬®±²¼ ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ ±«³· ©­»¬¨ ±®¡»²¨¿¬¨ ¢»° ¦ ¥²±¿ ¢ ²®¬,·²® ³±«®¢­ ¿ ¢¥°®¿²­®±²¼ ®¤­®£® ±®¡»²¨¿ ¯°¨ ­ ±²³¯«¥­¨¨ ¤°³£®£® ±®¡»²¨¿ ®²«¨· ¥²±¿ ®² ¡¥§³±«®¢­®©¢¥°®¿²­®±²¨ ¯¥°¢®£®. �­ «®£¨·­® ½²®¬³, ·²®¡» ¨±±«¥¤®¢ ²¼ ¢«¨¿­¨¥ ®¤­®© ¢¥«¨·¨­» ­  ¨§¬¥­¥­¨¥ ¤°³£®©¢¥«¨·¨­», ° ±±¬ ²°¨¢ ¾² ³±«®¢­»¥ § ª®­» ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¯¥°¢®© ¢¥«¨·¨­» ¯°¨ ´¨ª±¨°®¢ ­­»µ §­ ·¥­¨¿µ¢²®°®©: ¥±«¨ ¢¥«¨·¨­  X ¯®«³·¨«  ®¤­® ¨§ ±¢®¨µ §­ ·¥­¨© xi, ²® ¤°³£ ¿ ¢¥«¨·¨­ , Y , ¬®¦¥² ¯°¨­¿²¼«¾¡®¥ ¨§ ±¢®¨µ ¢®§¬®¦­»µ §­ ·¥­¨© y1; y2; : : : ; ®¤­ ª® ¢¥°®¿²­®±²¨ ½²¨µ §­ ·¥­¨© ¡³¤³², ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿,®²«¨· ²¼±¿ ®² ¢¥°®¿²­®±²¥© p(y1); p(y2); : : : �²¨ ¢¥°®¿²­®±²¨ ¬» ­ §»¢ «¨ ³±«®¢­»¬¨ ¨ ®¡®§­ · «¨p(yj j xi) = P (Y = yj j X = xi) = p(xi; yj)=p(xi):�®¢®ª³¯­®±²¼ ³±«®¢­»µ ¢¥°®¿²­®±²¥© p(y1 j xi), p(y2 j xi), : : : , ®²¢¥· ¾¹¨µ ®¤­®¬³ ¨ ²®¬³ ¦¥ ³±«®¢¨¾X = xi­ §»¢ ¾² ³±«®¢­»¬ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ Y ¯°¨ X = xi. �·¥¢¨¤­®,Xj p(yj j xi) =Xj p(yj ; xi)=p(xi) = 1:�«¿ ®¯¨± ­¨¿ ³±«®¢­»µ § ª®­®¢ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¨ ¨±¯®«¼§³¾²±¿ ²¥ ¦¥ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨, ·²® ¨ ¤«¿¡¥§³±«®¢­»µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­. � ¨¡®«¥¥ ¢ ¦­®© µ ° ª²¥°¨±²¨ª®© ¿¢«¿¥²±¿ ³±«®¢­®¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥®¦¨¤ ­¨¥M(Y j x) ¢¥«¨·¨­» Y ¯°¨ ´¨ª±¨°®¢ ­­®¬ §­ ·¥­¨¨ X = x, £¤¥ x ¬®¦¥² ° ¢­¿²¼±¿ x1; x2; : : : . �­®®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ° ¢¥­±²¢®¬ y(x) =M(Y j x) =Xj yjp(yj j x):�­ «®£¨·­® ¢¢®¤¿²±¿ ³±«®¢­ ¿ ¤¨±¯¥°±¨¿ ¨ ³±«®¢­»¥ ¬®¬¥­²» ¡®«¥¥ ¢»±®ª¨µ ¯®°¿¤ª®¢.� ¢¨±¨¬®±²¼ y(x) = M(Y j x) ±°¥¤­¥£® §­ ·¥­¨¿ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» Y ®² §­ ·¥­¨¿, ª®²®°®¥ ¯°¨­¿« ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  X = x, ­ §»¢ ¥²±¿ °¥£°¥±±¨¥© Y ¯® X .�­ «®£¨·­»¬ ®¡° §®¬ ¢¢®¤¿²±¿ p(xi j yj) { ³±«®¢­»¥ § ª®­» ¢¥«¨·¨­» X ¯°¨ ´¨ª±¨°®¢ ­­»µ §­ ·¥­¨¿µY = yj , ³±«®¢­»¥ ·¨±«®¢»¥ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ¨ ´³­ª¶¨¿ °¥£°¥±±¨¨ x(y) = M(X j y) ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» X¯® Y .� ±«³· ¥ ­¥¯°¥°»¢­®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¢¥«¨·¨­ X ¨ Y ¨µ ±®¢¬¥±²­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ § ¤ ¥²±¿ ± ¯®¬®-¹¼¾ ¯«®²­®±²¨ ¢¥°®¿²­®±²¨ p(x; y) { ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­®© ¨­²¥£°¨°³¥¬®© ´³­ª¶¨¨ ¤¢³µ ¯¥°¥¬¥­­»µ (x; y) ­ ¯«®±ª®±²¨: ZIR2 p(x; y) dxdy = 1:23



�°¨ ½²®¬ ­ «¨·¨¥ ´³­ª¶¨¨ ¯«®²­®±²¨ ¢¥°®¿²­®±²¨ ¯® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ®§­ · ¥², ·²® ¢¥°®¿²­®±²¼ ±«³· ©­®©²®·ª¥ Q ±® ±«³· ©­»¬¨ ª®®°¤¨­ ² ¬¨ (X; Y ) ¯®¯ ±²¼ ¢ ª ª³¾-«¨¡® ®¡« ±²¼ C � IR2 ¢»° ¦ ¥²±¿ ° ¢¥­±²¢®¬P (Q(X; Y ) 2 C) = ZC p(x; y) dxdy:�³­ª¶¨¿ PXY (x; y) = P (X < x; Y < y) = Z x�1 Z y�1 p(x; y) dxdy­ §»¢ ¥²±¿ ¨­²¥£° «¼­®© ´³­ª¶¨¥© ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¤¢³¬¥°­®© ¢¥«¨·¨­» (X; Y ).�¢®©±²¢  ¨­²¥£° «¼­®© ´³­ª¶¨¨: ½²  ´³­ª¶¨¿ ¢®§° ±² ¥² ¯°¨ ¢®§° ±² ­¨¨ ª ¦¤®£® ¨§ ¯¥°¥¬¥­­»µ x¨ y ¨ ±²°¥¬¨²±¿ ª ¥¤¨­¨¶¥, ª®£¤  ®¡   °£³¬¥­²  ­¥®£° ­¨·¥­­® ¢®§° ±² ¾².� ¨¡®«¥¥ ¯°®±²»¬ ¯°¨¬¥°®¬ ¿¢«¿¥²±¿ ° ¢­®¬¥°­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¤¢³¬¥°­®© ¢¥«¨·¨­» ­  ­  ª ª®©-­¨¡³¤¼ · ±²¨ ¯«®±ª®±²¨ C. � ½²®¬ ±«³· ¥ p(x; y) = c > 0 ¤«¿ (x; y) 2 C ¨ p(x; y) = 0 ¤«¿ (x; y) =2 C.�®­±² ­²  c ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¨§ ³±«®¢¨¿ZIR2 p(x; y) dxdy = c ZC dxdy = c � SC = 1; c = 1=SC ;£¤¥ SC { ¯«®¹ ¤¼ ®¡« ±²¨ C ­  ¯«®±ª®±²¨. �¥°®¿²­®±²¼ ¯®¯ ±²¼ ­  ª ª³¾-­¨¡³¤¼ ¯«®¹ ¤ª³ G ° ¢­ ZG p(x; y) dxdy = 1=SC ZC\G dxdy = SC\GSC :�±«¨ ¯«®²­®±²¼ p(x; y) ¤¢³¬¥°­®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ § ¤ ­ , ²® ¬®¦­® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ®¤­®¬¥°­»¥ ´³­ª¶¨¨° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¨ ¯«®²­®±²¨. �¥©±²¢¨²¥«¼­®,P (X < x) = P (X < x; Y <1) = Z x�1 Z 1�1 p(x; y) dxdy¨, §­ ·¨², ¤«¿ ¯«®²­®±²¨ pX(x) ¢¥«¨·¨­» X ¨¬¥¥¬pX(x) = Z 1�1 p(x; y) dy:�²  ´®°¬³«  ¢¯®«­¥  ­ «®£¨·­  ´®°¬³« ¬, ¯®«³·¥­­»¬ ¤«¿ ¤¨±ª°¥²­»µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­. �®·­® ² ª¦¥pY (y) = Z 1�1 p(x; y) dx:�±«®¢­»¥ § ª®­» ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ Y ¯°¨ § ¤ ­­®¬ §­ ·¥­¨¨ X = x ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ¢ ¤ ­­®¬ ±«³· ¥ ³±«®¢­®©¯«®²­®±²¼¾ pY (y j x) = p(x; y)pX(x) = p(x; y)RIR p(x; y) dy¨,  ­ «®£¨·­®, ¤«¿ ³±«®¢­®© ¯«®²­®±²¨ X ¯°¨ § ¤ ­­®¬ Y = ypX(x j y) = p(x; y)pY (y) = p(x; y)RIR p(x; y) dx:�¨­¨¨ °¥£°¥±±¨¨ Y ¯® X ¨ X ¯® Y ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ²¥¯¥°¼ ª ª ³±«®¢­»¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥ ®¦¨¤ ­¨¿y(x) =M(Y j x) = ZIR y � p(y j x) dy = RIR y � p(x; y) dyRIR p(x; y) dy ;x(y) =M(X j y) = ZIR x � p(x j y) dx= RIR x � p(x; y) dxRIR p(x; y) dx :�±¥ ½²¨ ¯®­¿²¨¿ ¬®£³² ¡»²¼ «¥£ª® ®¡®¡¹¥­» ­  ±«³· © «¾¡®£® ·¨±«  ¨§¬¥°¥­¨©.24



� ±±¬®²°¥­­»¥ ±¢¿§¨ ¬¥¦¤³ ±«³· ©­»¬¨ ¢¥«¨·¨­ ¬¨ ¯®§¢®«¿¾² ¢¢¥±²¨ ¢ ¦­®¥ ¯®­¿²¨¥ ® ­¥§ ¢¨±¨¬»µ¢¥«¨·¨­ µ. �«¿ ¤¨±ª°¥²­»µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ ±®±²®¨² ¢ ¢»¯®«­¥­¨¨ ° ¢¥­±²¢p(X = x; Y = y) = p(X = x) � p(Y = y)¯°¨ ¢±¥µ ¢®§¬®¦­»µ ¨±µ®¤ µ (x; y) ¨±¯»² ­¨¿ (X; Y ). �«¿ ² ª¨µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­p(y j x) = pY (y){ ­¥ § ¢¨±¨² ®² §­ ·¥­¨¿ x, ¯°¨­¿²®£® ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­®© X . �®½²®¬³, ¢ · ±²­®±²¨, ¢±¥ ³±«®¢­»¥ ¬ -²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥ ®¦¨¤ ­¨¿ M(Y j x) ¢¥«¨·¨­» Y ² ª¦¥ ­¥ ¡³¤³² § ¢¨±¥²¼ ®² x ¨ ¡³¤³² ° ¢­» ¡¥§³±«®¢­®¬³¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¬³ ®¦¨¤ ­¨¾ Y : y(x) =M(Y ):�­ «®£¨·­® x(y) =M(X).�«¿ ­¥¯°¥°»¢­»µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ X ¨ Y ¨µ ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¼ ¯® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ®§­ · ¥² ¢»¯®«­¥­¨¥° ¢¥­±²¢ P (X < x; Y < y) = P (X < x) � P (Y < y);¢»¯®«­¿¾¹¨µ±¿ ¯°¨ ¢±¥µ ¢®§¬®¦­»µ §­ ·¥­¨¿µ (x; y) 2 IR2. �²® ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¬®¦­® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ¢ ²¥°¬¨­ µ´³­ª¶¨© ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ PXY (x; y) = PX(x) � PY (y)¨ ¢ ²¥°¬¨­ µ ¯«®²­®±²¥© ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ pXY (x; y) = pX(x) � pY (y):�¥ª¶¨¿ 9.�¨±«®¢»¥ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ¤¢³¬¥°­»µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­: ­ · «¼­»¥ ¨ ¶¥­²° «¼­»¥ ¬®-¬¥­²». �®°°¥«¿¶¨®­­»© ¬®¬¥­² ¨ ª®½´´¨¶¨¥­² ª®°°¥«¿¶¨¨. �®°°¥«¨°®¢ ­­®±²¼ ¨ § ¢¨-±¨¬®±²¼ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­. �®°¬ «¼­»© § ª®­ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ­  ¯«®±ª®±²¨.� ±±¬®²°¥­­»¥ ±¢¿§¨ ¬¥¦¤³ ±«³· ©­»¬¨ ¢¥«¨·¨­ ¬¨ ¯®§¢®«¿¾² ¢¢¥±²¨ ¢ ¦­®¥ ¯®­¿²¨¥ ® ­¥§ ¢¨±¨¬»µ¢¥«¨·¨­ µ. �«¿ ¤¨±ª°¥²­»µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ ±®±²®¨² ¢ ¢»¯®«­¥­¨¨ ° ¢¥­±²¢p(X = x; Y = y) = p(X = x) � p(Y = y)¯°¨ ¢±¥µ ¢®§¬®¦­»µ ¨±µ®¤ µ (x; y) ¨±¯»² ­¨¿ (X; Y ). �«¿ ² ª¨µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­p(y j x) = pY (y){ ­¥ § ¢¨±¨² ®² §­ ·¥­¨¿ x, ¯°¨­¿²®£® ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­®© X . �®½²®¬³, ¢ · ±²­®±²¨, ¢±¥ ³±«®¢­»¥ ¬ -²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥ ®¦¨¤ ­¨¿ M(Y j x) ¢¥«¨·¨­» Y ² ª¦¥ ­¥ ¡³¤³² § ¢¨±¥²¼ ®² x ¨ ¡³¤³² ° ¢­» ¡¥§³±«®¢­®¬³¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¬³ ®¦¨¤ ­¨¾ Y : y(x) =M(Y ):�­ «®£¨·­® x(y) =M(X).�«¿ ­¥¯°¥°»¢­»µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ X ¨ Y ¨µ ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¼ ¯® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ®§­ · ¥² ¢»¯®«­¥­¨¥° ¢¥­±²¢ P (X < x; Y < y) = P (X < x) � P (Y < y);¢»¯®«­¿¾¹¨µ±¿ ¯°¨ ¢±¥µ ¢®§¬®¦­»µ §­ ·¥­¨¿µ (x; y) 2 IR2. �²® ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¬®¦­® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ¢ ²¥°¬¨­ µ´³­ª¶¨© ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ PXY (x; y) = PX(x) � PY (y)¨ ¢ ²¥°¬¨­ µ ¯«®²­®±²¥© ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ pXY (x; y) = pX(x) � pY (y):25



�³±²¼ X ¨ Y { ¯ °  ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­, ' : IR2 ! IR ´³­ª¶¨¿ ¤¢³µ ¯¥°¥¬¥­­»µ. � ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥®¦¨¤ ­¨¥ M('(X; Y )) ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» '(X; Y ) ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ªM('(X; Y )) =Xi Xj '(xi; yj)p(xi; yj)¤«¿ ¤¨±ª°¥²­»µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ ¨ ª ªM('(X; Y )) = Zx2IR Zy2IR'(x; y)p(x; y)dx dy¤«¿ ­¥¯°¥°»¢­»µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­. � · ±²­®±²¨, ¥±«¨ '(x; y) = x + y, ²® M('(X; Y )) = M(X) +M(Y ).�¹¥ ° § ° ±±¬®²°¨¬ ¢®¯°®± ® ¤¨±¯¥°±¨¨ ±³¬¬» ¤¢³µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­. �±«¨ ½²¨ ¢¥«¨·¨­» ­¥§ ¢¨±¨¬»,²®, ª ª ¡»«® ¯®ª § ­®, D(X + Y ) = D(X) +D(Y ):�±«¨ ¦¥ ½²¨ ¢¥«¨·¨­» § ¢¨±¨¬», ²® ² ª®¥ ° ¢¥­±²¢® ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿ ­¥ ¢»¯®«­¿¥²±¿, ¢»° ¦¥­¨¥cov(X; Y ) = (D(X + Y )�D(X)�D(Y ))=2­ §»¢ ¥²±¿ ª®¢ °¨ ¶¨¥© ¯ °» ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ ¨ ±«³¦¨² ­¥ª®²®°®© µ ° ª²¥°¨±²¨ª®© § ¢¨±¨¬®±²¨ X ¨Y . �«¿ ½²®© µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ±¯° ¢¥¤«¨¢® ° ¢¥­±²¢®cov(X; Y ) =M((X �M(X)) � (Y �M(Y ))) ==M(XY )�M(X �M(Y ))�M(Y �M(X)) +M(X) �M(Y ) =M(XY )�M(X) �M(Y ):�¥«¨·¨­  cov(X; Y ) § ¢¨±¨² ®² ¥¤¨­¨¶ ¨§¬¥°¥­¨¿, ¢ ª®²®°»µ ¢»° ¦ ¾²X ¨ Y , ¯®½²®¬³ ®­  ± ¬  ¯® ±¥¡¥ ¥¹¥­¥ ¬®¦¥² ±«³¦¨²¼ ¯®ª § ²¥«¥¬ ¨µ ±¢¿§¨. �²®¡» ¨¬¥²¼ ¤¥«® ± ¡¥§° §¬¥°­»¬ ¯®ª § ²¥«¥¬, ° ±±¬ ²°¨¢ ¾²ª®¢ °¨ ¶¨¨ ­®°¬¨°®¢ ­­»µ ®²ª«®­¥­¨©X� = X �M(X)�(X) ; Y � = Y �M(Y )�(Y ) :� ¦¤ ¿ ¨§ ­¨µ ¨¬¥¥² ¶¥­²°®¬ ­³«¼ ¨ ¤¨±¯¥°±¨¾ ° ¢­³¾ ¥¤¨­¨¶¥,cor(X; Y ) = cov(X�; Y �) =M(X�; Y �) = cov(X; Y )�(X)�(Y ) :�¨±«® cor(X; Y ) ­ §»¢ ¥²±¿ ª®½´´¨¶¨¥­²®¬ ª®°°¥«¿¶¨¨ ¢¥«¨·¨­ X ¨ Y . �«¿ ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ±«³· ©­»µ ¢¥-«¨·¨­ ª®½´´¨¶¨¥­² ª®°°¥«¿¶¨¨ ° ¢¥­ ­³«¾, ² ª ª ª ¤«¿ ­¨µ cov(X; Y ) = 0. �¤­ ª® ®¡° ²­®£® § ª«¾·¥­¨¿±¤¥« ²¼ ­¥«¼§¿: ¢¥«¨·¨­» ¬®£³² ¡»²¼ ±¢¿§ ­» ´³­ª¶¨®­ «¼­®,   ª®½´´¨¶¨¥­² ¨µ ª®°°¥«¿¶¨¨ ¯°¨ ½²®¬ ¡³-¤¥² ° ¢¥­ ­³«¾: ¯³±²¼, ­ ¯°¨¬¥°, ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  X ±¨¬¬¥²°¨·­® ° ±¯°¥¤¥«¥­  ®²­®±¨²¥«¼­® ­ · « ª®®°¤¨­ ² (².¥. ¤«¿ ¯«®²­®±²¨ ¢¥°®¿²­®±²¨ p(x) = p(�x)). �®£¤  M(X) = 0 ¨ ¤«¿ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­»Y = X2, ±¢¿§ ­­®© ± X ´³­ª¶¨®­ «¼­®© § ¢¨±¨¬®±²¼¾,cov(X; Y ) =M(X � Y )�M(X) �M(Y ) =M(X3)� 0 = 0:� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ¤°³£®© ª° ©­¨© ±«³· ©. �»·¨±«¨¬ ¤¨±¯¥°±¨¾ ±³¬¬» ¨ ° §­®±²¨ ¢¥«¨·¨­ X� ¨ Y �. �½²®¬ ±«³· ¥ D(X�) = D(Y �) = 1 ¨ cov(X�; Y �) = cor(X; Y ). �®½²®¬³0 6 D(X�� Y �) = 1 + 1� 2cor(X; Y ) = 2(1� cor(X; Y )):�®«³·¥­­®¥ ®§­ · ¥², ·²® ¢±¥£¤  �1 6 cor(X; Y ) 6 1:�°®¬¥ ²®£®, ¥±«¨ cor(X; Y ) = 1, ²®D(X�+Y �) = 0, ·²® ®§­ · ¥², ·²® ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­ X�+Y � ¯°¨­¨¬ ¥²®¤­® §­ ·¥­¨¥ ± ¢¥°®¿²­®±²¼¾ 1, ².¥. ±«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­» X ¨ Y ±¢¿§ ­» «¨­¥©­®© § ¢¨±¨¬®±²¼¾. �®·­®² ª¦¥ ½²¨ ¢¥«¨·¨­» ±¢¿§ ­» «¨­¥©­®© § ¢¨±¨¬®±²¼¾ ¨ ¢ ±«³· ¥ cor(X; Y ) = �1.26



�«¿ ±³¬¬» ¡®«¼¸¥£® ·¨±«  ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ ·¨±«® ª®½´´¨¶¨¥­²®¢ ª®¢ °¨ ¶¨¨ ¨ ª®°°¥«¿¶¨¨ ¡³¤¥²° ±²¨: ¤«¿ ª ¦¤®© ¯ °» { ±¢®¿ ¯ °  ª®½´´¨¶¨¥­²®¢. �²®¡» ¢¢¥±²¨ ¯®°¿¤®ª, ¨µ ° §¬¥¹ ¾² ¢ ² ¡«¨¶³:ª ¦¤»© ª®½´´¨¶¨¥­² { ­  ¬¥±²® ¢ ¬ ²°¨¶¥ ±®£« ±­® ¨­¤¥ª± ¬ ¤¢³µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­, ®¡° §³¾¹¨µ ½²®²ª®½´´¨¶¨¥­². � ¬¨ ¬ ²°¨¶» ­ §»¢ ¾² ¬ ²°¨¶ ¬¨ ª®°°¥«¿¶¨¨ ¨ ª®¢ °¨ ¶¨¨.�«¥¤³¾¹¥¥ ­ ¡«¾¤¥­¨¥ ®ª §»¢ ¥²±¿ ·°¥§¢»· ©­® ¢ ¦­»¬ ¢ ±«³· ¥ ­ ¡«¾¤¥­¨¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨­¥§ ¢¨±¨¬»µ ¨±¯»² ­¨© (®­® ®ª §»¢ ¥²±¿ ¢¥°­»¬ ¨ ¤«¿ ¯®¯ °­® ­¥ª®°°¥«¨°®¢ ­­»µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­):¯³±²¼ X1; : : : ; Xn { ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ¨±¯»² ­¨©. �®£¤ D(X1 + � � �+Xn) = D(X1) + � � �+D(Xn); �(X1+ � � �+Xn) =p�(X1) + � � �+ �(Xn):�«¿ ±«³· ¿ ª®£¤  ¢±¥ ¢¥«¨·¨­» Xi ¨¬¥¾² ®¤¨­ ª®¢³¾ ¤¨±¯¥°±¨¾ �2, ½²¨ ° ¢¥­±²¢  ¯¥°¥¯¨¸³²±¿ ª ªD(X1 + � � �+Xn) = n�2; �(X1 + � � �+Xn) = pn�:�²® ®§­ · ¥², ·²® °®±² ¤¨±¯¥°±¨¨ ±³¬¬» ¯°®¨±µ®¤¨² ¯°®¯®°¶¨®­ «¼­® ·¨±«³ ±« £ ¥¬»µ,   ±°¥¤­¥¥ ª¢ ¤° -²¨·­®¥ ®²ª«®­¥­¨¥ ° ±²¥² ¯°®¯®°¶¨®­ «¼­® ª¢ ¤° ²­®¬³ ª®°­¾ ¨§ ·¨±«  ±« £ ¥¬»µ. � ¦­»¬ ±«¥¤±²¢¨¥¬½²®£® ¿¢«¿¾²±¿ ´®°¬³«» ¤«¿ ¤¨±¯¥°±¨¨ ±°¥¤­¥©  °¨´¬¥²¨·¥±ª®©D�X1 + � � �+Xnn � = 1n2D (X1 + � � �+Xn) = �2n ; ��X1 + � � �+Xnn � = �pn:�² ª, ¥±«¨ ¢±¥ ¢¥«¨·¨­» Xi ¨¬¥¾² ®¤¨­ ª®¢³¾ ¤¨±¯¥°±¨¾ �2 (­ ¯°¨¬¥°, ¯°¨ ° ±±¬®²°¥­¨¨ n ¯®¢²®°­»µ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ¨§¬¥°¥­¨© ®¤­®© ¨ ²®© ¦¥ ¢¥«¨·¨­»), ²® ±°¥¤­¥¥ ª¢ ¤° ²¨·­®¥ ®²ª«®­¥­¨¥ ±°¥¤­¥©  °¨´¬¥-²¨·¥±ª®© ¢¥«¨·¨­» ¤«¿ n ¢¥«¨·¨­ ¡³¤¥² ¢ pn ° § ¬¥­¼¸¥, ·¥¬ ¤«¿ ®¤­®© ¢¥«¨·¨­». �«¿ ¨§¬¥°¥­¨© ®¤­®©¢¥«¨·¨­» ² ª ±ª §»¢ ¥²±¿ ª®¬¯¥­± ¶¨¿ ¢ ±²®°®­³ ¯«¾± ¨ ¢ ±²®°®­³ ¬¨­³± ®² ´ ª²¨·¥±ª®£® ¨§¬¥°¿¥¬®£®§­ ·¥­¨¿, ª®²®° ¿ ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¯°¨ ±«®¦¥­¨¨ °¥§³«¼² ²®¢ ®²¤¥«¼­»µ ¨§¬¥°¥­¨©.� ¦­»¬ ±«³· ¥¬ ¤¢³¬¥°­®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¤«¿ ¯° ª²¨·¥±ª¨µ ¯°¨«®¦¥­¨© ±«³¦¨² ¤¢³¬¥°­®¥ ­®°¬ «¼-­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¯«®²­®±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ § ¤ ¥²±¿ ¢»° ¦¥­¨¥¬p(x; y) = 12��X�Yp1� �2e� 12Q(x;y); (1)£¤¥ Q(x; y) = 11� �2 � (x�M(X))2�2X + (y �M(Y ))2�2Y � 2�(x�M(X))(y�M(Y ))�X�Y � ;�X , �Y { ±°¥¤­¨¥ ª¢ ¤° ²¨·­»¥ ®²ª«®­¥­¨¿ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ X ¨ Y (².¥. ª®°­¨ ¨§ ¨µ ¤¨±¯¥°±¨©), M(X)¨ M(Y ) { ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥ ®¦¨¤ ­¨¿ ½²¨µ ¢¥«¨·¨­, � =cor(X; Y ) { ¨µ ª®½´´¨¶¨¥­² ª®°°¥«¿¶¨¨.�±«¨ ±«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­» X ¨ Y ­¥§ ¢¨±¨¬» ¨ ­®°¬ «¼­® ° ±¯°¥¤¥«¥­» ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ (M(X); �2X),(M(Y ); �2Y ), ²® ¨µ ª®½´´¨¶¨¥­² ª®°°¥«¿¶¨¨ � = 0; ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ­¥²°³¤­® ¢¨¤¥²¼, ·²® ¢»° ¦¥­¨¥ ¤«¿p(x; y) ¯°¥¢° ¹ ¥²±¿ ¢ ° ¢¥­±²¢® p(x; y) = pX(x) � pY (y) (2){ ±®¢¬¥±²­ ¿ ¯«®²­®±²¼ ¢¥«¨·¨­ X ¨ Y ° ¢­  ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¾ ¯«®²­®±²¥© ¢¥°®¿²­®±²¨pX(x) = 1p2��X e� (x�M(X))22�2X ; pY (y) = 1p2��Y e� (y�M(Y ))22�2Y¤«¿ ½²¨µ ¢¥«¨·¨­. �²®² ¦¥ ¢»¢®¤ ¬®¦­® ±¤¥« ²¼, ¥±«¨ ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼ ²®«¼ª® ¢»¯®«­¥­¨¥ ° ¢¥­±²¢ � = cor(X; Y ) = 0{ ².¥. ­¥ª®°°¥«¨°®¢ ­­®±²¼ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ X ¨ Y . � ½²®¬ ±«³· ¥ (2) ² ª¦¥ ¢»¯®«­¿¥²±¿: ­¥ª®°°¥-«¨°®¢ ­­®±²¼ ­®°¬ «¼­® ° ±¯°¥¤¥«¥­­»µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ X ¨ Y ¢«¥·¥² ¨µ ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¼. � ¯®¬­¨¬,·²® ¤«¿ ±«³· ¿ ®¡¹¨µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ ½²® ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿ ­¥¢¥°­®.27



�³±²¼ ²¥¯¥°¼ ±«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­» X ¨ Y ª®°°¥«¨°®¢ ­». �®±ª®«¼ª³ ¯«®²­®±²¼ ¢¥°®¿²­®±²¨ ¨µ ±®-¢¬¥±²­®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ § ¤ ¥²±¿ ´®°¬³«®© (1), ²® ¯«®²­®±²¼ ¤«¿ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» X ­ µ®¤¨²±¿ ¨­²¥-£°¨°®¢ ­¨¥¬: pX(x) = Z +1�1 p(x; y) dy:�°¥¦¤¥ ·¥¬ § ¯¨±»¢ ²¼ ½²® ° ¢¥­±²¢® ¡®«¥¥ ¯®¤°®¡­® ±¤¥« ¥¬ § ¬¥­³ ¯¥°¥¬¥­­®©v = y �M(Y )�(Y ) ) dy = �(Y ) dv¨ ®¡®§­ ·¨¬ u = x�M(X)�(X) :�®£¤  pX(x) = 12��Xp1� �2 Z +1�1 e� 12(1��2) (u2+v2�2��uv) dv == e�u222��Xp1� �2 Z +1�1 e� 12(1��2) (v���u)2 dv = e�u222��X Z +1�1 e� z22 dz = 1p2��X e� (x�M(X))22�2X :�§ ±¨¬¬¥²°¨¨ ±«¥¤³¥², ·²® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ Y ² ª¦¥ ­®°¬ «¼­® ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ (M(Y ); �2(Y )).� ±±¬®²°¨¬ ¤ «¥¥ ³±«®¢­»¥ ¯«®²­®±²¨ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ X ¨ Y . �®£« ±­® ®¯°¥¤¥«¥­¨¿¬p(y j x) = p(x; y)pX(x) :�®¤±² ¢«¿¿ ¢»° ¦¥­¨¿ ¤«¿ p(x; y) ¨ pX(x) ¢ ½²³ ¤°®¡¼ ¨ ¢»¯®«­¿¿ ­¥±«®¦­»¥  °¨´¬¥²¨·¥±ª¨¥ ¯°¥®¡° §®-¢ ­¨¿, ¬®¦­® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ³±«®¢­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» Y (¯°¨ ´¨ª±¨°®¢ ­­®¬ §­ ·¥­¨¨±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» X = x) ¿¢«¿¥²±¿ ­®°¬ «¼­»¬ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨M(Y j x) =M(Y ) + ��(Y )�(X)(x�M(X)); D(Y j x) = D(Y ) � (1� �2):� ª¨¬ ®¡° §®¬ «¨­¨¿ ­®°¬ «¼­®© °¥£°¥±±¨¨ Y ¯® X ¿¢«¿¥²±¿ ¯°¿¬®© «¨­¨¥©, ³±«®¢­ ¿ ¤¨±¯¥°±¨¿ ¨ ¢®¢±¥¯®±²®¿­­ , ².¥. ­¥ § ¢¨±¨² ®² §­ ·¥­¨¿ x, ¯°¨­¿²®£® ¢¥«¨·¨­®© X .�¥ª¶¨¿ 10.� ª®­ ¡®«¼¸¨µ ·¨±¥«. �¥®°¥¬» �¥°­³««¨ ¨ �¥¡»¸¥¢ . �¥­²° «¼­ ¿ ¯°¥¤¥«¼­ ¿ ²¥®°¥¬ �¿¯³­®¢ .� ª ³¦¥ £®¢®°¨«®±¼, µ ° ª²¥°¨±²¨ª  �X =pD(X) ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ¨§ ±¥¡¿ ­¥ª®²®°³¾ ±°¥¤­¾¾ ¬¥°³ ®²-ª«®­¥­¨© (X �M(X)) ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» X ®² ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ®¦¨¤ ­¨¿ M(X). �®½²®¬³ ¥±²¥±²¢¥­­®®¦¨¤ ²¼, ·²® ®²ª«®­¥­¨¿, ±³¹¥±²¢¥­­® ¯°¥¢»¸ ¾¹¨¥ ¯®  ¡±®«¾²­®© ¢¥«¨·¨­¥ �X , ¤®«¦­» ¡»²¼ ¬ «®¢¥-°®¿²­». � ±«³· ¥ ­®°¬ «¼­®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ (�; �) ¢¥°®¿²­®±²¼Q(t) = P (jX � �j > t � �); t > 0; (1)¨§®¡° ¦ ¥²±¿ ¯«®¹ ¤¼¾ ¯®¤ ­®°¬ «¼­®© ª°¨¢®© ¢­¥ ¨­²¥°¢ «  (�t; t). �«¿ t = 3 ½²  ¢¥°®¿²­®±²¼ ±®±² ¢«¿¥²¢±¥£® 0.0027, ¯°¨ t = 4 ®­  ³¬¥­¼¸ ¥²±¿ ¤® 0.000063,   ¯°¨ t = 6 ¯°¨¡«¨§¨²¥«¼­® ° ¢­  2 � 10�9.�ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ±¢®©±²¢® ±²°¥¬«¥­¨¿ ª ­³«¾ ¢¥«¨·¨­» Q(t) ¨§ (1) ±¢®©±²¢¥­­® ­¥ ²®«¼ª® ±«³· ©­»¬¢¥«¨·¨­ ¬ X , ° ±¯°¥¤¥«¥­­»¬ ¯® ­®°¬ «¼­®¬³ § ª®­³, ­® ¨ ®¡¹¨¬ ±«³· ©­»¬ ¢¥«¨·¨­ ¬ X , ®¡« ¤ ¾¹¨¬¬®¬¥­² ¬¨ ¤¢³µ ¯¥°¢»µ ¯®°¿¤ª®¢. �¬¥­­®, ¯³±²¼ X { ¯°®¨§¢®«¼­ ¿ ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­ , � = M(X),� =pD(X). �®£¤  ¯°¨ «¾¡®¬ t > 0 ¢»¯®«­¿¥²±¿ ­¥° ¢¥­±²¢® (­ §»¢ ¥¬®¥ ­¥° ¢¥­±²¢®¬ �¥¡»¸¥¢ ):Q(t) = P (jX � �j > t � �) 6 1t2 : (2)28



�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ° ±±¬®²°¨¬ ±­ · «  ±«³· ©­³¾ ¢¥«¨·¨­³ Z, ¯°¨­¨¬ ¾¹³¾ «¨¸¼ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»¥§­ ·¥­¨¿. �®£¤  ¨¬¥¥² ¬¥±²® ­¥° ¢¥­±²¢® P (Z > �) 6 M(Z)� : (3)�«¿ ®¯°¥¤¥«¥­­®±²¨ ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¢¥«¨·¨­  Z ­¥¯°¥°»¢­® ° ±¯°¥¤¥«¥­  ± ¯«®²­®±²¼¾ ¢¥°®¿²­®±²¨p(z). �® ³±«®¢¨¾ p(z) = 0 ¯°¨ z < 0 ¨ ¤«¿ � > 0P (Z > �) = Z 1� p(z) dz:�°®¬¥ ²®£®,M(Z) = Z 10 zp(z) dz = Z �0 zp(z) dz + Z 1� zp(z) dz > Z 1� zp(z) dz > � Z 1� p(z) dz = �P (Z > �);·²® ¨ ¤®ª §»¢ ¥² (3). �«¿ ¤¨±ª°¥²­»µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ ±µ¥¬  ¤®ª § ²¥«¼±²¢  (3) ®±² ¥²±¿ ² ª®© ¦¥,²®«¼ª® ¨­²¥£° «» § ¬¥­¿¥²±¿ ±³¬¬ ¬¨. �®ª ¦¥¬ ²¥¯¥°¼ ª ª ¨§ (3) ±«¥¤³¥² (2). � ¯®¬­¨¬, ·²® ­ ¬ § ¤ ­ ¯°®¨§¢®«¼­ ¿ ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­ X , ¤«¿ ª®²®°®© �, � { ¥¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ­¨¥ ¨ ±°¥¤­¥ª¢ ¤° ²¨·­®¥®²ª«®­¥­¨¥, t > 0 { ¯°®¨§¢®«¼­®. �³±²¼ Z = (X � �)2, � = �2 (� > 0). �®±¯®«¼§³¥¬±¿ ²¥¬, ·²® ­¥° ¢¥­±²¢®(X � �)2 > �2 ½ª¢¨¢ «¥­²­® ­¥° ¢¥­±²¢³ jX � �j > �, ¨ ¢»¯¨¸¥¬ (3) ¤«¿ ² ª ®¯°¥¤¥«¥­­»µ Z ¨ � :P (jX � �j > �) = P ((X � �)2 > �2) = P (Z > �) 6 M(Z)� = M((X � �)2)�2¨«¨ P (jX � �j > �) 6 D(X)�2 : (4)�®«®¦¨¬ � = t � �. �®£¤  P (jX � �j > t � �) 6 D(X)t2 � �2 = 1t2 :�¥¯¥°¼ ° ±±¬®²°¨¬ ¤¢¥ ´³­¤ ¬¥­² «¼­»¥ ²¥®°¥¬» ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²­®±²¥©, ¨¬¥¾¹¨¥ ®¡¸¨°­»© ª°³£ ¯°¨«®-¦¥­¨©. �¡¥ ®­¨ ®²­®±¿²±¿ ª § ª®­³ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ·¨±«  ¯®¿¢«¥­¨© ±«³· ©­®£® ±®¡»²¨¿ ¢ ¤ ­­®© ±¥°¨¨­¥§ ¢¨±¨¬»µ ¨±¯»² ­¨©, ².¥. ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ­ ¡«¾¤¥­¨© ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ¨±¯»² ­¨© ®¤­®© ¨ ²®© ¦¥±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» X . � ¬¥²¨¬ ¯°¥¦¤¥ ¢±¥£®, ·²® ±³¬¬ °­®¥ ·¨±«® ¯®¿¢«¥­¨© ±®¡»²¨¿ ¢ n ­¥§ ¢¨±¨¬»µ¨±¯»² ­¨¿µ ¬®¦­® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ±³¬¬³ n ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ¢¥«¨·¨­ Xs, s = 1; : : : ; n, ª ¦¤ ¿ ¨§ ª®²®°»µ¯°¨­¨¬ ¥² §­ ·¥­¨¥ 1 ¨«¨ 0 ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ²®£® ¯°®¨§®¸«® ¨«¨ ­¥² ±®¡»²¨¥, ±¢¿§ ­­®¥ ± X , ¢ s-®¬¨±¯»² ­¨¨: ±³¬¬  Sn = X1 +X2+ : : :+Xn¨ ¥±²¼ ·¨±«® m ¯®¿¢«¥­¨© ±®¡»²¨¿ ¢ ±¥°¨¨ ¨±¯»² ­¨©. �³±²¼ p { ¢¥°®¿²­®±²¼ ¯®¿¢«¥­¨¿ ±®¡»²¨¿, ±¢¿§ ­-­®£® ± ¨±µ®¤­®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­®© X , q = 1� p { ¢¥°®¿²­®±²¼ ¯°®²¨¢®¯®«®¦­®£® ±®¡»²¨¿. �®£¤ M(Xs) = q � 0 + p � 1 = p; D(Xs) =M(X2s )�M(Xs)2 = p� p2 = pq; s = 1; : : : ; n:�®½²®¬³, ¢ ±¨«³ ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ ¨±¯»² ­¨©,M�Snn � = p; D�Snn � = npqn2 = pqn :� ª¨¬ ®¡° §®¬, ± °®±²®¬ ·¨±«  ¨±¯»² ­¨© n ­ ¡«¾¤ ¥²±¿ ³¡»¢ ­¨¥ ª ­³«¾ ±°¥¤­¥ª¢ ¤° ²¨·­®£® ®²ª«®­¥-­¨¿ ±°¥¤­¥£®  °¨´¬¥²¨·¥±ª®£® ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ¢¥«¨·¨­ Snn ®² ±°¥¤­¥£® §­ ·¥­¨¿ ½²®© ±³¬¬». �® ­¥° ¢¥­±²¢³�¥¡»¸¥¢  ¯°¨ «¾¡®¬ ´¨ª±¨°®¢ ­­®¬ " > 0P (jSnn � pj > ") < pqn"2 ! 0; n! 1:29



�®«³·¥­­®¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ­®±¨² ­ §¢ ­¨¥ ²¥®°¥¬» �¥°­³««¨ ¨ £« ±¨², ·²® ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ±°¥¤­¥¥ °¨´¬¥²¨·¥±ª®¥ ¡®«¼¸®£® ·¨±«  ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ®¤¨­ ª®¢® ° ±¯°¥¤¥«¥­­»µ ¤¢³§­ ·­»µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­¡³¤¥² ®²«¨· ²¼±¿ ®² ±¢®¥£® ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ®¦¨¤ ­¨¿ ª ª ¬¨­¨¬³¬ ­  ­¥ª®²®°³¾ ´¨ª±¨°®¢ ­­³¾ ¯®«®-¦¨²¥«¼­³¾ ¢¥«¨·¨­³, ±²°¥¬¨²±¿ ª ­³«¾ ± °®±²®¬ ·¨±«  ¨±¯»² ­¨©.� ª² ³±²®©·¨¢®±²¨ ±°¥¤­¨µ  °¨´¬¥²¨·¥±ª¨µ ¡®«¼¸®£® ·¨±«  ®¤¨­ ª®¢® ° ±¯°¥¤¥«¥­­»µ ­¥§ ¢¨±¨¬»µ¢¥«¨·¨­ ª ¨µ ®¡¹¥¬³ (¢ ±¨«³ ®¤¨­ ª®¢®© ° ±¯°¥¤¥«¥­­®±²¨) ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¬³ ®¦¨¤ ­¨¾, ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¨ ¢¡®«¥¥ ®¡¹¥© ±¨²³ ¶¨¨: ¯³±²¼ Xs { ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ®¤¨­ ª®¢® ° ±¯°¥¤¥«¥­­»µ ±«³· ©­»µ¢¥«¨·¨­ (².¥., ¢ · ±²­®±²¨, M(Xs) = �, D(Xs) = �2). �®£¤ , ² ª ¦¥ ª ª ¨ ¢»¸¥, ¤«¿Xn = X1 + � � �+Xnn¢»¯®«­¿¾²±¿ M(Xn) = �; D(Xn) = �2n¨ ¯® ­¥° ¢¥­±²¢³ �¥¡»¸¥¢  (4) P (jXn � �j > ") < �2n"2 ! 0;ª®£¤  n ±²°¥¬¨²±¿ ª ¡¥±ª®­¥·­®±²¨,   " > 0 ´¨ª±¨°®¢ ­®. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ®±°¥¤­¿¿ ¤®±² ²®·­® ¡®«¼¸®¥·¨±«® ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ®¤¨­ ª®¢® ° ±¯°¥¤¥«¥­­»µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­, ¬» ¯®«³·¨¬ ± ¢¥°®¿²­®±²¼¾, ª ª ³£®¤­®¡«¨§ª®© ª ¥¤¨­¨¶¥, §­ ·¥­¨¥, ±ª®«¼ ³£®¤­® ¬ «® ®²«¨· ¾¹¥¥±¿ ®² ®¡¹¥£® ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ®¦¨¤ ­¨¿ ¢¥«¨-·¨­. �²® ¯°¥¤«®¦¥­¨¥, ±®±² ¢«¿¾¹¥¥ ¢ ¦­»© · ±²­»© ±«³· © "§ ª®­  ¡®«¼¸¨µ ·¨±¥«", ¡»«® ³±² ­®¢«¥­®�.�. �¥¡»¸¥¢»¬. �®«¥¥ ®¡¹¨© ±«³· © ½²®© ²¥®°¥¬» ¢»£«¿¤¨² ² ª�¥®°¥¬  ("§ ª®­ ¡®«¼¸¨µ ·¨±¥«"). �³±²¼ X1; X2; : : : { ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¯®¯ °­® ­¥ª®°°¥«¨°®¢ ­­»µ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­, M(Xn) = �, D(Xn) = �2 <1, n = 1; 2; : : : �®£¤  ¤«¿ «¾¡®£® " > 0limn!1P �jX1 + � � �+Xnn � �j > "� = 0:�­®£¨¥ § ¤ ·¨ ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²­®±²¥© ¨ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ±² ²¨±²¨ª¨ ±¢¿§ ­» ± ¨§³·¥­¨¥¬ ±³¬¬» ­¥§ -¢¨±¨¬»µ ¢¥«¨·¨­. � ª ²¥®°¥¬», ®²­®±¿¹¨¥±¿ ª § ª®­³ ¡®«¼¸¨µ ·¨±¥«, ¨¬¥¾² ¤¥«® ± ² ª¨¬¨ ±³¬¬ ¬¨.�±­®¢­®© § ¤ ·¥© ¯°¨ ½²®¬, ®¤­ ª®, ¿¢«¿¾²±¿ ­ µ®¦¤¥­¨¥ ¨ ¨§³·¥­¨¥ ¯®¢¥¤¥­¨¿ § ª®­  ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿±³¬¬» ¡®«¼¸®£® ·¨±«  ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ±« £ ¥¬»µ. �³±²¼ ±­ · «  X ¨ Y { ¤¢¥ ¤¨±ª°¥²­»¥ ­¥§ ¢¨±¨¬»¥ ¢¥«¨-·¨­» ®¤­®£® ¨±¯»² ­¨¿ ¨ Z = X+Y . �®§¬®¦­®¥ §­ ·¥­¨¥ z ¢¥«¨·¨­» Z ¢±¥£¤  ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ±³¬¬³z = x+y ¤¢³µ ¢®§¬®¦­»µ §­ ·¥­¨© ±« £ ¥¬»µ x ¨ y ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ X ¨ Y . �® ¯° ¢¨«³ ±«®¦¥­¨¿ ¨¬¥¥¬P (Z = z) = Xx+y=z P (X = x; Y = y);£¤¥ ±³¬¬¨°®¢ ­¨¥ ° ±¯°®±²° ­¿¥²±¿ ­  ²¥ ¯ °» ¢®§¬®¦­»µ §­ ·¥­¨© x ¨ y, ª®²®°»¥ ¢ ±³¬¬¥ ¤ ¾² z. �® ¢±¨«³ ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ X ¨ Y P (X = x; Y = y) = P (X = x) � P (Y = y):�®½²®¬³ P (Z = z) = Xx+y=z P (X = x) � P (Y = y) =Xx 0P (X = x) � P (Y = z � x);¯°¨·¥¬ ¯®±«¥¤­¿¿ ±³¬¬  Px0 ° ±¯°®±²° ­¥­  ­¥ ­  ¢±¥ §­ ·¥­¨¿ x,   ²®«¼ª® ­  ² ª¨¥, ¤«¿ ª®²®°»µ z � x° ¢­® ®¤­®¬³ ¨§ ¢®§¬®¦­»µ §­ ·¥­¨© Y . �±«®¢¨¬±¿ ¯®« £ ²¼ P (Y = z � x) ° ¢­®© ­³«¾ ¢±¿ª¨© ° §, ª®£¤ z � x ­¥ ¯°¨­ ¤«¥¦¨² ª ·¨±«³ ¢®§¬®¦­»µ §­ ·¥­¨© Y . �®£¤ P (Z = z) =Xx P (X = x) � P (Y = z � x)¯® ¢±¥¬ §­ ·¥­¨¿¬ x. �®·­® ² ª¦¥ ¯®«³· ¥²±¿ ° ¢¥­±²¢®P (Z = z) =Xy P (Y = y) � P (X = z � y):30



�²¨ ¤¢  ° ¢¥­±²¢  ¤«¿ ´³­ª¶¨© ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¢ ¤¨±ª°¥²­®¬ ±«³· ¥, ¨±¯®«¼§³¿ ·³²¼ ¨­»¥ ®¡®§­ ·¥­¨¿,¬®¦­® § ¯¨± ²¼ ² ª PZ(z) =Xx PX(x) � PY (z � x); PZ(z) =Xy PY (y) � PX(z � y): (5)�­ «®£¨·­® ° §¡¨° ¥²±¿ ±«³· © ±³¬¬» ¤¢³µ ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ­¥¯°¥°»¢­»µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ ± ¯«®²­®±²¿¬¨¢¥°®¿²­®±²¥© pX(x) ¨ pY (y) ±®®²¢¥²±²¢¥­­®. �®¦­® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ¤«¿ ½²®£® ±«³· ¿ ¯«®²­®±²¼ ¢¥°®¿²­®-±²¨ ±³¬¬» Z = X + Y ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­, ­ µ®¤¨²±¿ ¯® ´®°¬³« ¬, ¯®µ®¦¨¬ ­  (5):pZ(z) = Z +1�1 pX(x) � pY (z � x) dx; pZ(z) = Z +1�1 pY (y) � pX(z � y) dy:�²»±ª ­¨¥ ¨ ¨±±«¥¤®¢ ­¨¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿, ¯°¥¤±² ¢«¿¾¹¥£® ±³¬¬³ ¬­®£¨µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­, ®¡«¥£· ¥²±¿¯°¨¬¥­¥­¨¥¬ ² ª ­ §»¢ ¥¬»µ ¯°®¨§¢®¤¿¹¨µ ´³­ª¶¨© ½²¨µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­. �°®¨§¢®¤¿¹¥© ´³­ª¶¨¥©±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» X ­ §»¢ ¾² mX(t) =M(eX�t);£¤¥ t 2 IR { ¢±¯®¬®£ ²¥«¼­»© ¯ ° ¬¥²°. � · ±²­®±²¨ ¤«¿ ¤¨±ª°¥²­®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» X ± ´³­ª¶¨¥©¢¥°®¿²­®±²¨ p(x) mX(t) =Xx extp(x):�°¨ t = 0 ¯®«³·¨¬ mX(0) =Xx ex�0p(x) = 1:�°®¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬ ­¥±ª®«¼ª® ° § ¯°®¨§¢®¤¿¹³¾ ´³­ª¶¨¾(¢ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¨  ¡±®«¾²­®© ±µ®¤¨¬®±²¨ ¯®-«³· ¾¹¨µ±¿ °¿¤®¢) ¨ ¯®¤±² ¢¨¬ t = 0:m(k)X (0) =Xx xkex�0p(x) =Xx xkp(x) =M(Xk):�°¨ ®¯°¥¤¥«¥­­»µ ®£° ­¨·¥­¨¿µ ½²¨ ´®°¬³«» ±¯° ¢¥¤«¨¢» ² ª¦¥ ¨ ¤«¿ ­¥¯°¥°»¢­»µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¥±«¨ ¨§¢¥±²­  ¯°®¨§¢®¤¿¹ ¿ ´³­ª¶¨¿ ­¥ª®²®°®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» X , ²® ¥¥ ¯¥°¢»¥¬®¬¥­²» ¬®£³² ¡»²¼ ­ ©¤¥­» ¯® ´®°¬³« ¬ M(Xk) = m(k)X (0). �®«³·¥­­»¥ ° ¢¥­±²¢  ®§­ · ¾² ¥¹¥, ·²®° §«®¦¥­¨¥ ¢ ±²¥¯¥­­®© °¿¤ ¯°®¨§¢®¤¿¹¥© ´³­ª¶¨¨ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» X ¨¬¥¥² ¢¨¤mX(t) = 1 + �1t1! + �2t22! + : : :+�ktkk! + : : : ; �k =M(Xk); k 2 NN:�§ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¯°®¨§¢®¤¿¹¥© ´³­ª¶¨¨ ±«¥¤³¥², ·²® ¥±«¨ mX(t) { ¯°®¨§¢®¤¿¹ ¿ ´³­ª¶¨¿ ±«³· ©­®© ¢¥«¨-·¨­» X , ²® ¤«¿ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» Y = aX + b, a; b 2 IR,mY (t) =M(e(aX+b)t) =M(eX�at � ebt) = ebtmX(at):�²¬¥²¨¬ ¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¤¢  ®±­®¢­»µ ¯®«®¦¥­¨¿ ®¡¹¥© ²¥®°¨¨ ¯°®¨§¢®¤¿¹¨µ ´³­ª¶¨©. �¥°¢®¥ ¨§­¨µ ­ §»¢ ¥²±¿ ²¥®°¥¬®© ¥¤¨­±²¢¥­­®±²¨ ¨ ³²¢¥°¦¤ ¥², ·²® ¯°®¨§¢®¤¿¹ ¿ ´³­ª¶¨¿ ®¤­®§­ ·­® ®¯°¥¤¥-«¿¥² ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¢¥°®¿²­®±²¥©, ² ª ·²® ­¥ ²®«¼ª® ª ¦¤®¬³ § ª®­³ ®²¢¥· ¥² ®¯°¥¤¥«¥­­ ¿ ¯°®¨§¢®¤¿¹ ¿´³­ª¶¨¿, ­® ¨ ®¡° ²­®, ª ¦¤®© ¯°®¨§¢®¤¿¹¥© ´³­ª¶¨¨ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¥¤¨­±²¢¥­­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¢¥°®-¿²­®±²¥©. �²®°®¥ ¯®«®¦¥­¨¥ { ²¥®°¥¬  "­¥¯°¥°»¢­®±²¨", ³²¢¥°¦¤ ¾¹ ¿, ·²® ¥±«¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼¯°®¨§¢®¤¿¹¨µ ´³­ª¶¨© mXi(t), ¯®±²°®¥­­»µ ¤«¿ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ Xi ± ´³­ª¶¨¿¬¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¢¥°®-¿²­®±²¨ pXi(x), ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥ t 2 IR ±µ®¤¨²±¿ ª ¯°®¨§¢®¤¿¹¥© ´³­ª¶¨¨ mX(t) ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» X± ´³­ª¶¨¥© ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¨ pX(x), ²® ¨ ± ¬¨ § ª®­» pXi(x) ±µ®¤¿²±¿ ª § ª®­³ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿¢¥°®¿²­®±²¨ pX(x).�»·¨±«¨¬ ¤«¿ ¯°¨¬¥°  ¯°®¨§¢®¤¿¹³¾ ´³­ª¶¨¾ ­®°¬ «¼­®© ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ (a; �2) ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­»:m(t) =M(eXt) = 1p2�� ZIR ext� (x�a)22�2 dx = 1p2� ZIR e(z�+a)t� z22 dz = eat+ t2�22 :31



�¥®°¥¬ . �°®¨§¢®¤¿¹ ¿ ´³­ª¶¨¿ ¤«¿ ±³¬¬» S ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ X1, X2, : : : , Xn ° ¢­ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¾ ¯°®¨§¢®¤¿¹¨µ ´³­ª¶¨© ª®¬¯®­¥­².�¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¥±«¨ S = X1 + � � �+Xn, ²®, ¨§-§  ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ ¢¥«¨·¨­ X1, X2, : : : , Xn,mS(t) =M(e(X1+���+Xn)�t) =M(eX1�t � : : : �eXn�t) =M(eX1�t)� : : : �M(eXn�t) = mX1(t)� : : : �mXn(t):� · ±²­®±²¨, ¥±«¨ ¢±¥ ¢¥«¨·¨­» Xi ° ±¯°¥¤¥«¥­» ®¤¨­ ª®¢® (mXi(t) = m(t)), ²® ¯®«³·¥­­®¥ ° ¢¥­±²¢®¯°¥¢° ¹ ¥²±¿ ¢ mS(t) = (m(t))n:�°¥¤¯®«®¦¨¬ ²¥¯¥°¼, ·²® ¤«¿ ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ®¤¨­ ª®¢® ° ±¯°¥¤¥«¥­­»µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ XiM(Xi) = 0; M(X2i ) = �2; i = 1; 2 : : :®¯°¥¤¥«¥­» ¨µ ¯°®¨§¢®¤¿¹¨¥ ´³­ª¶¨¨. �®£¤  ¤«¿ ±³¬¬» S =Pni=1Xi ½²¨µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­M(S) = 0; D(S) = n�2:�®°¬¨°³¥¬ ±«³· ©­³¾ ¢¥«¨·¨­³ S: S = S�pn; M(S) = 0; D(S) = 1:�®£¤  mS(t) = �m� t�pn��n :�® ´®°¬³«¥ �¥©«®°  eu = 1 + u + u2=2 + u3=6e�u; � 2 (0; 1)¨, §­ ·¨², m� t�pn� =M�1 + Xit�pn + X2i t22�2n + X3i t36�3pn3 e� Xit�pn� = 1 + t22n + O(n�3=2):�ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ¯°¨ ®¯°¥¤¥«¥­­»µ ¤®±² ²®·­® ®¡¹¨µ ®£° ­¨·¥­¨¿µ ¯°¨ ¢»·¨±«¥­¨¨ ¯°¥¤¥« limn!1�m� t�pn��n = limn!1(1 + t22n +O(n�3=2))n¬®¦­® ¯°¥­¥¡°¥·¼ ±« £ ¥¬»¬ O(n�3=2) ¢ ¢»° ¦¥­¨¨ ±¯° ¢  (®­® ±²°¥¬¨²±¿ ª ­³«¾ ± °®±²®¬ n §­ ·¨²¥«¼­®¡»±²°¥¥, ·¥¬ t22n). �®½²®¬³ limn!1mS(t) = limn!1�1 + t22n�n = et2=2:�  ®±­®¢ ­¨¨ ²¥®°¥¬» ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ ®²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® § ª®­ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ PS(x) ­®°¬¨°®¢ ­­®©±³¬¬» S ±µ®¤¨²±¿ ª ­®°¬ «¼­®¬³ § ª®­³ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ (0; 1) ¨«¨, ª ª ¥¹¥ £®¢®°¿², ½² ­®°¬¨°®¢ ­­ ¿ ±³¬¬   ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ­®°¬ «¼­ . �²® ®§­ · ¥², ¢ · ±²­®±²¨, ·²® ª ª®¢ ¡» ­¨ ¡»« ¨±µ®¤-­»© § ª®­ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ Xi, ¯®±«¥ ³±°¥¤­¥­¨¿ ¯°¨ ¤®±² ²®·­® ¡®«¼¸®¬ n§ ª®­ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» S ¬®¦­® ¯°¨¡«¨§¨²¥«¼­® ±·¨² ²¼ ° ¢­»¬ ±² ­¤ °²­®¬³ ­®°¬ «¼-­®¬³ § ª®­³. � ½²®¬ ¨ ±®±²®¨² ±¬»±« ³²¢¥°¦¤¥­¨©, ­ §»¢ ¥¬»µ ¶¥­²° «¼­»¬¨ ¯°¥¤¥«¼­»¬¨ ²¥®°¥¬ ¬¨.� § ª«¾·¥­¨¥ ¯°¨¢¥¤¥¬ ¯°¨¬¥° ´®°¬³«¨°®¢ª¨ ®¤­®© ¨§ ² ª¨µ ²¥®°¥¬:�¥®°¥¬ . �³±²¼ X1; : : : ; Xn; : : : { ­¥§ ¢¨±¨¬»¥ ®¤¨­ ª®¢® ° ±¯°¥¤¥«¥­­»¥ ±«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­» ± ª®­¥·­»¬¨¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¬ ®¦¨¤ ­¨¥¬ a ¨ ¤¨±¯¥°±¨¥© �2. �®£¤  ¤«¿ «¾¡®£® x 2 IRP �X1 +X2+ : : :+Xn � na�pn < x�! 1p2� Z x�1 e� v22 dv¯°¨ n!1. 32



�¥ª¶¨¿ 11.�±­®¢­»¥ ¯®­¿²¨¿ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ±² ²¨±²¨ª¨. �¥­¥° «¼­ ¿ ±®¢®ª³¯­®±²¼ ¨ ¢»¡®°ª . � -°¨ ¶¨®­­»© °¿¤, ±² ²¨±²¨·¥±ª¨© °¿¤. �°³¯¯¨°®¢ ­­ ¿ ¢»¡®°ª . �°³¯¯¨°®¢ ­­»© ±² ²¨±²¨-·¥±ª¨© °¿¤. �»¡®°®·­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¨ £¨±²®£° ¬¬ . �¨±«®¢»¥ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨±² ²¨±²¨·¥±ª®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿: ¢»¡®°®·­®¥ ±°¥¤­¥¥, ®¶¥­ª¨ ¤¨±¯¥°±¨¨, ­ · «¼­»µ ¨ ¶¥­-²° «¼­»µ ¬®¬¥­²®¢. �¥ª®²®°»¥ ±¢®©±²¢  ±² ²¨±²¨·¥±ª¨µ ®¶¥­®ª ¯ ° ¬¥²°®¢ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿:­¥±¬¥¹¥­­®±²¼, ±®±²®¿²¥«¼­®±²¼.�±­®¢­®© § ¤ ·¥© ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ±² ²¨±²¨ª¨ ¿¢«¿¥²±¿ ° §° ¡®²ª  ¬¥²®¤®¢ ¯®«³·¥­¨¿ ®¡®±­®¢ ­­»µ¢»¢®¤®¢ ® ¬ ±±®¢»µ ¿¢«¥­¨¿µ ¨ ¯°®¶¥±± µ ¨§ ¤ ­­»µ ­ ¡«¾¤¥­¨© ¨«¨ ½ª±¯¥°¨¬¥­²®¢. �²¨ ¢»¢®¤» ¨ § -ª«¾·¥­¨¿ ®²­®±¿²±¿ ­¥ ª ®²¤¥«¼­»¬ ¨±¯»² ­¨¿¬, ¨§ ¯®¢²®°¥­¨¿ ª®²®°»µ ¨ ±ª« ¤»¢ ¥²±¿ ¤ ­­®¥ ¬ ±±®¢®¥¿¢«¥­¨¥,   ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ³²¢¥°¦¤¥­¨¿ ®¡ ®¡¹¨µ ¢¥°®¿²­®±²­»µ µ ° ª²¥°¨±²¨ª µ ¤ ­­®£® ¯°®¶¥±± , ².¥. ®¢¥°®¿²­®±²¿µ, § ª®­ µ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿, ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ ®¦¨¤ ­¨¿µ ¨ ².¤. � ª®¥ ¨±¯®«¼§®¢ ­¨¥ ´ ª²¨·¥±ª¨µ¤ ­­»µ ª ª ° § ¨ ¿¢«¿¥²±¿ ®²«¨·¨²¥«¼­®© ·¥°²®© ±² ²¨±²¨·¥±ª®£® ¬¥²®¤ .� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ±² ²¨±²¨ª¥ ¨±±«¥¤³¾²±¿ ±¯®±®¡» ¯®«³·¥­¨¿ ¢»¢®¤®¢ ­  ®±­®¢¥ ½¬¯¨-°¨·¥±ª¨µ ¤ ­­»µ, ¢§¿²»µ ¨§ ­ ¡«¾¤¥­¨©. �«³· ©­®© ¢»¡®°ª®© ®¡º¥¬  n (¨«¨ ¯°®±²® ¢»¡®°ª®©) ­ §»¢ ¥²±¿±«³· ©­»© ¢¥ª²®°: x1; x2; : : : ; xn; (1)£¤¥ xi ®¡»·­® ¯°¥¤¯®« £ ¾²±¿ ­¥§ ¢¨±¨¬»¬¨ ¨ ¨¬¥¾¹¨¬¨ ®¤­³ ¨ ²³ ¦¥ ´³­ª¶¨¾ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ F (x) =P (xi < x) ±«³· ©­»¬¨ ¢¥«¨·¨­ ¬¨. �«³· ©­ ¿ ¢»¡®°ª  (1), ¢ ½²®¬ ±«³· ¥, ¿¢«¿¥²±¿ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ¬®-¤¥«¼¾ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­® ¯°®¨§¢®¤¨¬»µ ¨§¬¥°¥­¨©. � ²® ¦¥ ¢°¥¬¿ ½²  ±®¢®ª³¯­®±²¼ °¥§³«¼² ²®¢ ¨§¬¥°¥­¨©®¡»·­® ¬»±«¨²±¿ ª ª ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¼ ¶¥«®£® ±² ²¨±²¨·¥±ª®£®  ­± ¬¡«¿, ª®²®°»© ¬®¦­® ¡»«® ¡» ¨¬¥²¼¯°¨ ¬­®£®ª° ²­®¬ ¯®¢²®°¥­¨¨ ±¨±²¥¬» ®¯»²®¢, ¯°¨­¥±¸¨© ®¤¨­ ° § °¥§³«¼² ²» (1). �°¨ ½²®¬ ¯®«­»©¯¥°¥·¥­¼ °¥§³«¼² ²®¢ ®¯»²®¢ (².¥. ¯°®¤®«¦¥­¨¥ (1) ¢ ¯®«­®¬ ®¡º¥¬¥), ª®²®°»© ­  ¤ ­­»© ¬®¬¥­² ­ ¬­¥ ¤®±²³¯¥­, ®¡»·­® ­ §»¢ ¾² £¥­¥° «¼­®© ±®¢®ª³¯­®±²¼¾. �² ª, x1; x2; : : : ; xn { ±«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­» ±®¤¨­ ª®¢»¬ ¨ ­ ¬ § ° ­¥¥ ­¥¨§¢¥±²­»¬ § ª®­®¬ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ F (x) = P (xi < x), x 2 IR. �»·¨±«¨¬ ¥£®¯°¨¡«¨¦¥­­®.�¯°¥¤¥«¥­¨¥. �¬¯¨°¨·¥±ª®© (¢»¡®°®·­®©) ´³­ª¶¨¥© ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ­ §»¢ ¥²±¿ ´³­ª¶¨¿ Fn(x), § ¤ -¢ ¥¬ ¿ ±®®²­®¸¥­¨¥¬ Fn(x) = ·¨±«® xi < xn :�°³£¨¬ (½ª¢¨¢ «¥­²­»¬ ¯°¨¢¥¤¥­­®¬³) ¯®¤µ®¤®¬ ®¯°¥¤¥«¨²¼ ´³­ª¶¨¾ Fn(x) ¿¢«¿¥²±¿ ² ª®©: ¢»±²°®¨¬§­ ·¥­¨¿ (1) ¢ ¯®°¿¤ª¥ ­¥³¡»¢ ­¨¿ x(1) � x(2) � � � � � x(n):�®«³·¨¢¸¨©±¿ °¿¤ ·¨±¥« x(1); x(2); : : : ; x(n) ­ §»¢ ¾² ¢ °¨ ¶¨®­­»¬ °¿¤®¬ (¢ · ±²­®±²¨,x(1) = minfx1; x2; : : : ; xng; x(n) = maxfx1; x2; : : : ; xng);° §­®±²¼ x(n) � x(1) = w ­ §»¢ ¥²±¿ ° §¬ µ®¬ ¢»¡®°ª¨. �³±²¼ ¯® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ x(0) = �1, x(n+1) =+1. �¬¯¨°¨·¥±ª®© (¢»¡®°®·­®©) ´³­ª¶¨¥© ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ­ §»¢ ¥²±¿ ´³­ª¶¨¿ Fn(x), ° ¢­ ¿ in ¯°¨ x 2(x(i); x(i+1)], i = 0; 1; : : : ; n. � ª¨¬ ®¡° §®¬, Fn(x) { ­¥³¡»¢ ¾¹ ¿, ª³±®·­®-¯®±²®¿­­ ¿ ´³­ª¶¨¿, ° ¢­ ¿­³«¾ ¯°¨ x � x(1) ¨ ° ¢­ ¿ ¥¤¨­¨¶¥ ¯°¨ x > x(n).�°®¤®«¦¨¬ ° §£®¢®° ®¡ ½¬¯¨°¨·¥±ª®© ´³­ª¶¨¨. �³±²¼ ¢»¡®°ª  x1; x2; : : : ; xn ±®¤¥°¦¨² °®¢­® k ° §-«¨·­»µ ·¨±¥« z1; z2; : : : ; zk, ¯°¨·¥¬ zi, ¢±²°¥· ¥²±¿ ni ° § (i = 1; 2; : : : ; k). �¨±«® ni ­ §»¢ ¥²±¿ · ±²®²®©½«¥¬¥­²  ¢»¡®°ª¨ zi. �·¥¢¨¤­®, ·²® Pni = n. �² ²¨±²¨·¥±ª¨¬ °¿¤®¬ ­ §»¢ ¥²±¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼(zi; ni). �¡»·­® ±² ²¨±²¨·¥±ª¨© °¿¤ § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥ ² ¡«¨¶», ¯¥°¢ ¿ ±²°®ª  ª®²®°®© ±®¤¥°¦¨² ½«¥-¬¥­²» zi,   ¢²®° ¿ { ni · ±²®²».�°¨ ¡®«¼¸®¬ ®¡º¥¬¥ ¢»¡®°ª¨ ¥¥ ½«¥¬¥­²» ®¡º¥¤¨­¿¾² ¢ £°³¯¯», ¯°¥¤±² ¢«¿¿ °¥§³«¼² ²» ®¯»²®¢ ¢¢¨¤¥ £°³¯¯¨°®¢ ­­®£® ±² ²¨±²¨·¥±ª®£® °¿¤ . �«¿ ½²®£® ¨­²¥°¢ « (¤«¨­» w), ±®¤¥°¦ ¹¨© ¢±¥ ½«¥¬¥­²»¢»¡®°ª¨, ° §¡¨¢ ¥²±¿ ­  ­¥ª®²®°®¥ ª®«¨·¥±²¢® l ­¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¨­²¥°¢ «®¢. �»·¨±«¥­¨¿ §­ ·¨²¥«¼­®³¯°®¹ ¾²±¿, ¥±«¨ ½²¨ ¨­²¥°¢ «» ¨¬¥¾² ®¤¨­ ª®¢³¾ ¤«¨­³ b � w=l. �® ¢±¥¬ ¤ «¼­¥©¸¥¬ ¨§«®¦¥­¨¨ ° ±-±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ¨¬¥­­® ½²®² ±«³· ©. �®±«¥ ²®£® ª ª · ±²¨·­»¥ ¨­²¥°¢ «» ¢»¡° ­», ®¯°¥¤¥«¿¾² · ±²®²»33



{ ª®«¨·¥±²¢® ni ½«¥¬¥­²®¢ ¢»¡®°ª¨, ¯®¯ ¢¸¨µ ¢ i-© ¨­²¥°¢ « (½«¥¬¥­², ±®¢¯ ¤ ¾¹¨© ± ¢¥°µ­¥© £° ­¨¶¥©¨­²¥°¢ « , ®²­®±¨²±¿ ª ¯®±«¥¤³¾¹¥¬³ ¨­²¥°¢ «³). �®«³· ¾¹¨©±¿ ±² ²¨±²¨·¥±ª¨© °¿¤ ¢ ¢¥°µ­¥© ±²°®ª¥±®¤¥°¦¨² ±¥°¥¤¨­» zi ¨­²¥°¢ «®¢ £°³¯¯¨°®¢ª¨,   ¢ ­¨¦­¥© - · ±²®²» ni (i = 1; 2; : : : ; l). � °¿¤³ ± · ±²®-² ¬¨ ®¤­®¢°¥¬¥­­® ¯®¤±·¨²»¢ ¾²±¿ ² ª¦¥ ­ ª®¯«¥­­»¥ · ±²®²» Pji=1 ni, ®²­®±¨²¥«¼­»¥ · ±²®²» nj=n ¨­ ª®¯«¥­­»¥ ®²­®±¨²¥«¼­»¥ · ±²®²»Pji=1 ni=n, j = 1; 2; : : : ; l. �®«³·¥­­»¥ °¥§³«¼² ²» ±¢®¤¿²±¿ ¢ ² ¡«¨¶³,­ §»¢ ¥¬³¾ ² ¡«¨¶¥© · ±²®² £°³¯¯¨°®¢ ­­®© ¢»¡®°ª¨.�² ª, ¥¹¥ ° § ¯®¢²®°¨¬, ·²® ½¬¯¨°¨·¥±ª®© ´³­ª¶¨¥© Fn(x) ­ §»¢ ¾², ¯® ±³²¨, ¢¥°®¿²­®±²­®¥ ° ±¯°¥-¤¥«¥­¨¥ ¤¨±ª°¥²­®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­», ¯°¨­¨¬ ¾¹¥© §­ ·¥­¨¿ x1; x2; : : : ; xn ± ¢¥°®¿²­®±²¿¬¨ 1=n. �­ ¬®¦¥² ¡»²¼ ®¯°¥¤¥«¥­  ¯® §­ ·¥­¨¿¬ ­ ª®¯«¥­­»µ · ±²®² ±®®²­®¸¥­¨¥¬Fn(x) = 1n Xzi<xni:�¥®°¥¬  (�«¨¢¥­ª®). �³±²¼ Fn(x) { ½¬¯¨°¨·¥±ª ¿ ´³­ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿, ¯®±²°®¥­­ ¿ ¯® ¢»¡®°ª¥ ®¡º¥¬ n ¨§ £¥­¥° «¼­®© ±®¢®ª³¯­®±²¨ ± ´³­ª¶¨¥© ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ F (µ). �®£¤  ¤«¿ «¾¡®£® µ 2 (�1;+1) ¨ «¾¡®£®" > 0 limn!1P (jFn(x)� F (x)j 6 ") = 1:� ¬¥²¨¬, ·²® Fn(x) ¯°¥¤±² ¢¨¬® ¢ ¢¨¤¥ Fn(x) = 1n nXi=1 Ix(xi);£¤¥ ´³­ª¶¨¿ Ix(y) ° ¢­  0, ¥±«¨ x � y, ¨ ° ¢­  1, ¥±«¨ x > y. � ª ª ª xi { ­¥§ ¢¨±¨¬»¥ ®¤¨­ ª®¢®° ±¯°¥¤¥«¥­­»¥ ±«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­», ²® Ix(xi) { ² ª¦¥ ­¥§ ¢¨±¨¬». �°¨ ½²®¬ ±«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­» Ix(xi)¯°¨­¨¬ ¾² ²®«¼ª® ¤¢  §­ ·¥­¨¿ 0 ¨ 1, ¯°¨·¥¬ ¢»¯®«­¿¥²±¿ ° ¢¥­±²¢®P (Ix(xi) = 1) = P (xi < x) = F (x);®§­ · ¾¹¥¥, ·²®M(Ix(xi)) = F (x); D(Ix(xi)) =M(I2x(xi))� (M(Ix(xi)))2 = F (x)� F 2(x) = F (x)(1� F (x)):�®±¯®«¼§³¥¬±¿ "§ ª®­®¬ ¡®«¼¸¨µ ·¨±¥«":limn!1P �����Ix(x1) + � � �+ Ix(xn)n � F (x)���� > "� = limn!1 P (jFn(x)� F (x)j > ") = 0;·²® ¨ § ¢¥°¸ ¥² ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬».�«¿ ­ £«¿¤­®£® ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¿ ¢»¡®°ª¨ ¨±¯®«¼§³¾² £¨±²®£° ¬¬³ ¨ ¯®«¨£®­ · ±²®². �¨±²®£° ¬¬®© · -±²®² £°³¯¯¨°®¢ ­­®© ¢»¡®°ª¨ ­ §»¢ ¥²±¿ ª³±®·­®-¯®±²®¿­­ ¿ ´³­ª¶¨¿, ¯®±²®¿­­ ¿ ­  ¨­²¥°¢ « µ £°³¯-¯¨°®¢ª¨ ¨ ¯°¨­¨¬ ¾¹ ¿ ­  ª ¦¤®¬ ¨§ ­¨µ §­ ·¥­¨¿ ni=b, i = 1; 2; : : : ; l, ±®®²¢¥²±²¢¥­­®. �«®¹ ¤¼ ±²³¯¥­· -²®© ´¨£³°» ¯®¤ £° ´¨ª®¬ £¨±²®£° ¬¬» ° ¢­  ®¡º¥¬³ ¢»¡®°ª¨ n. �­ «®£¨·­® ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ £¨±²®£° ¬¬ ®²­®±¨²¥«¼­»µ · ±²®². �«®¹ ¤¼ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ±²³¯¥­· ²®© ´¨£³°» ¤«¿ ­¥¥ ° ¢­  ¥¤¨­¨¶¥. �°¨ ³¢¥«¨-·¥­¨¨ ®¡º¥¬  ¢»¡®°ª¨ ¨ ³¬¥­¼¸¥­¨¨ ¨­²¥°¢ «  £°³¯¯¨°®¢ª¨ £¨±²®£° ¬¬  ®²­®±¨²¥«¼­»µ · ±²®² ¿¢«¿¥²±¿±² ²¨±²¨·¥±ª¨¬  ­ «®£®¬ ¯«®²­®±²¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ pX(µ) £¥­¥° «¼­®© ±®¢®ª³¯­®±²¨.�³±²¼ x1; x2; : : : ; xn { ¢»¡®°ª  ®¡º¥¬  n ¨§ £¥­¥° «¼­®© ±®¢®ª³¯­®±²¨ ± ´³­ª¶¨¥© ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ F (x).�¨±«®¢»¥ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ½²®£® ¢»¡®°®·­®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ­ §»¢ ¾²±¿ ¢»¡®°®·­»¬¨ (½¬¯¨°¨·¥±ª¨¬¨)·¨±«®¢»¬¨ µ ° ª²¥°¨±²¨ª ¬¨. � ª, ­ ¯°¨¬¥°, ¢»¡®°®·­»¬ ±°¥¤­¨¬ ¨ ¢»¡®°®·­®© ¤¨±¯¥°±¨¥© ¡³¤³² ¢¥«¨-·¨­» M�X = 1nXxi; D�X = 1nX x2i � (M�X)2: (2)�®¬¥­²» ±² °¸¨µ ¯®°¿¤ª®¢, ¯®±²°®¥­­»¥ ¤«¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ Fn(x), ­ §»¢ ¾² ±®®²¢¥²±²¢¥­­® ¢»¡®°®·-­»¬¨ ¬®¬¥­² ¬¨, ¯®±²°®¥­­»¬¨ ¯® °¥§³«¼² ² ¬ ­ ¡«¾¤¥­¨© (1). �®°¬³«» (2) ¨ ¨µ  ­ «®£¨ ¯°¨­¿²®34



­ §»¢ ²¼ ®¶¥­ª ¬¨ (².¥. ¯° ¢¨« ¬¨ ¢®±±² ­®¢«¥­¨¿ ­¥¨§¢¥±²­»µ ¯ ° ¬¥²°®¢ { ¢ ¤ ­­®¬ ±«³· ¥ ¬ ²¥¬ ²¨-·¥±ª®£® ®¦¨¤ ­¨¿ ¨ ±² °¸¨µ ¬®¬¥­²®¢), ¯®±²°®¥­­»¬¨ ¯® °¥§³«¼² ² ¬ ­ ¡«¾¤¥­¨© (1) ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­»X ± ´³­ª¶¨¥© ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ F (x).�­ ·¥­¨¿, ¯®«³·¥­­»¥ ¯® ´®°¬³« ¬ (2), ¨ ¢®®¡¹¥ «¾¡³¾ µ ° ª²¥°¨±²¨ª³, ¯®«³·¥­­³¾ ­  ®±­®¢ ­¨¨¤ ­­»µ ¢»¡®°ª¨, ±«¥¤³¥² ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼, ª ª §­ ·¥­¨¥ ­¥ª®²®°®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­», ¢ °¼¨°³¾¹¥©±¿ ®²¢»¡®°ª¨ ª ¢»¡®°ª¥. � ±±¬®²°¨¬, ­ ¯°¨¬¥°, ¢¥«¨·¨­³ Xn =M�X ª ª ±°¥¤­¥¥  °¨´¬¥²¨·¥±ª®¥ ¢»¡®°ª¨ (1),±®±²®¿¹¥© ¨§ ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ¢¥«¨·¨­ ± ®¤­¨¬ ¨ ²¥¬ ¦¥ § ª®­®¬ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¨ F (x) (¨¬¥¾¹¨µ,¢ · ±²­®±²¨, ®¤¨­ ª®¢»¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥ ®¦¨¤ ­¨¿ ¨ ¤¨±¯¥°±¨¨, ±®¢¯ ¤ ¾¹¨¥ ± M(X) ¨ D(X)). �°¥¦¤¥¬» ³¦¥ ­¥®¤­®ª° ²­® ¯®¤±·¨²»¢ «¨, ·²® ¢ ½²®¬ ±«³· ¥M(Xn) =M(X); D(Xn) = D(X)n : (3)�®£« ±­® § ª®­³ ¡®«¼¸¨µ ·¨±¥« ¤«¿ «¾¡®£® " > 0limn!1 P �jXn �M(X)j > "� = limn!1 P �jx1 + � � �+ xnn �M(X)j > "� = 0: (4)�»¡®°®·­»¥ ®¶¥­ª¨ ²®£® ¨«¨ ¨­®£® ¯ ° ¬¥²°  (¢ ¤ ­­®¬ ±«³· ¥Xn ¤«¿M(X)) ­ §»¢ ¾²±¿ ±®±²®¿²¥«¼­»¬¨®¶¥­ª ¬¨ ½²®£® ¯ ° ¬¥²° , ¥±«¨ ± °®±²®¬ n ° §¬¥°  ¢»¡®°ª¨ ­ ¡«¾¤ ¥²±¿, ª ª £®¢®°¿², ±µ®¤¨¬®±²¼ ¯®¢¥°®¿²­®±²¨ ¢»¡®°®·­®© ®¶¥­ª¨ ª ½²®¬³ ¯ ° ¬¥²°³ (¢ ¤ ­­®¬ ±«³· ¥ ½²® ®§­ · ¥² ¢»¯®«­¥­¨¥ (4)).� ¤°³£®© ±²®°®­» ¢»° ¦¥­¨¥ D�X (¥¹¥ ° § ®¡° ²¨¬ ¢­¨¬ ­¨¥, ·²® ± ®¤­®© ±²®°®­» ½²® ¥±²¼ ±«³· ©­ ¿¢¥«¨·¨­ , § ¢¨±¿¹ ¿ ®² °¥§³«¼² ²®¢ ¢»¡®°ª¨ (1),   ± ¤°³£®© { ®¶¥­ª  ¤«¿ ¤«¿ ¥¹¥ ®¤­®£® ¯ ° ¬¥²° ­ ¡«¾¤ ¥¬®© ¢¥«¨·¨­», { ¤«¿ ¥¥ ¤¨±¯¥°±¨¨ D(X)) ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨± ­® ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¢¨¤¥D�X = 1nX(xi �M�X)2 = 1nX(xi �M(X) +M(X)�M�X)2 = 1nX(xi �M(X))2++2(M(X)�M�X)n X(xi �M(X)) + (M(X)�M�X)2 = 1nX(xi �M(X))2� (M�X �M(X))2:� ª¨¬ ®¡° §®¬, M�D�X� =M� 1nX(xi �M(X))2� (M�X �M(X))2� = n � 1n D(X):� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ ®²«¨·¨¥ ®² M�X , ¢»¡®°®·­ ¿ µ ° ª²¥°¨±²¨ª  D�X ¨¬¥¥² ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ­¨¥, ­¥±®¢¯ ¤ ¾¹¥¥ ± ®¶¥­¨¢ ¥¬»¬ ¯ ° ¬¥²°®¬ (².¥. ± ¤¨±¯¥°±¨¥© D(X)) ­¨ ¯°¨ ª ª®¬ §­ ·¥­¨¨ ®¡º¥¬  ¢»¡®°ª¨n. �²®¡» ¨±¯° ¢¨²¼ ½²® ­¥±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¢¬¥±²® ¢»¡®°®·­®© ¤¨±¯¥°±¨¨ ¨§ (2) ° ±±¬ ²°¨¢ ¾² ³²®·­¥­­³¾¢»¡®°®·­³¾ ¤¨±¯¥°±¨¾ nn� 1D�X : (5)�»¡®°®·­»¥ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨, ®¡« ¤ ¾¹¨¥ ²¥¬ ±¢®©±²¢®¬, ·²® ¨µ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥ ®¦¨¤ ­¨¿ ¯°¨ «¾¡®¬®¡º¥¬¥ ¢»¡®°ª¨ ° ¢­» ®¶¥­¨¢ ¥¬®¬³ ¯ ° ¬¥²°³, ­ §»¢ ¾²±¿ ­¥±¬¥¹¥­­»¬¨ ®¶¥­ª ¬¨. �°¨¬¥° ¬¨ ­¥±¬¥-¹¥­­»µ ®¶¥­®ª ±«³¦ ² ¢¥«¨·¨­» M�X ¨ nn�1D�X .
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