
�¨­¨±²¥°±²¢® ®¡° §®¢ ­¨¿ �®±±¨©±ª®© �¥¤¥° ¶¨¨\����"- ���������� ������������������������������ �����������¨¬. �. �. ������������� ´¥¤°  "�»±¸ ¿ ¬ ²¥¬ ²¨ª "�. �. �¥¬¥°¥¢�������� � �������������� ������� ±²¼ 2�¥²®¤¨·¥±ª®¥ ¯®±®¡¨¥ ¤«¿ ±²³¤¥­²®¢ 1-£® ª³°± 2-£® ´ ª³«¼²¥²  ����
�®±ª¢  2003 £.



�£« ¢«¥­¨¥1. �¥±ª®­¥·­® ¬ «»¥ ´³­ª¶¨¨. �µ ±¢®©±²¢  32. �° ¢­¥­¨¥ ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «»µ ´³­ª¶¨© 63. �ª¢¨¢ «¥­²­»¥ ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «»¥. �µ ¯°¨¬¥­¥­¨¥ ª ¢»-·¨±«¥­¨¾ ¯°¥¤¥«®¢ 64. �¥±ª®­¥·­® ¡®«¼¸¨¥ ´³­ª¶¨¨. �¢¿§¼ ¬¥¦¤³ ¡¥±ª®­¥·­®¬ «»¬¨ ¨ ¡¥±ª®­¥·­® ¡®«¼¸¨¬¨ ¢¥«¨·¨­ ¬¨ 75. �¥¯°¥°»¢­®±²¼ ´³­ª¶¨¨ ¢ ²®·ª¥ 86. �¢®©±²¢  ­¥¯°¥°»¢­»µ ´³­ª¶¨© 107. �®·ª¨ ° §°»¢  ´³­ª¶¨© ¨ ¨µ ª« ±±¨´¨ª ¶¨¿ 118. �±¨¬¯²®²» £° ´¨ª  ´³­ª¶¨¨ 119. �¢®©±²¢  ´³­ª¶¨©, ­¥¯°¥°»¢­»µ ­  ®²°¥§ª¥. �¥®°¥¬»�¥©¥°¸²° ±±  13
2



1. �¥±ª®­¥·­® ¬ «»¥ ´³­ª¶¨¨. �µ ±¢®©±²¢ �¯°¥¤¥«¥­¨¥. �³­ª¶¨¿ �(x) ­ §»¢ ¥²±¿ ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «®© ´³­ª-¶¨¥© (¢¥«¨·¨­®©) (���) ¯°¨ x ! a ¨«¨ ¯°¨ x ! 1, ¥±«¨ ¥¥ ¯°¥¤¥«° ¢¥­ ­³«¾: limx!a�(x) = 0;limx!1�(x) = 0:� ¯®¬®¹¼¾ «®£¨·¥±ª¨µ ±¨¬¢®«®¢ "­  ¿§»ª¥ " � �" ½²® § ¯¨±»¢ ¥²±¿±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬: (�(x)� ��� ¯°¨ x! a)()() (8" > 0)(9� > 0)(8x : 0 < jx� aj < �)j�(x)j < ";(�(x)���� ¯°¨ x!1)() (8" > 0)(9� > 0)(8x : jxj > �)j�(x)j < ":� ¯°¨¬¥°, ´³­ª¶¨¿ f(x) = 1=x ¿¢«¿¥²±¿ ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «®© ¯°¨ ±²°¥¬-«¥­¨¨ x!1.�¢®©±²¢  ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «»µ ¢¥«¨·¨­1. �«£¥¡° ¨·¥±ª ¿ ±³¬¬  ª®­¥·­®£® ·¨±«  ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «»µ ¢¥«¨·¨­¥±²¼ ¢¥«¨·¨­  ¡¥±ª®­¥·­® ¬ « ¿.2. �°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «®© ¢¥«¨·¨­» ­  ®£° ­¨·¥­­³¾ ´³­ª-¶¨¾ ¥±²¼ ¢¥«¨·¨­  ¡¥±ª®­¥·­® ¬ « ¿.3. � ±²­®¥ ®² ¤¥«¥­¨¿ ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «®© ¢¥«¨·¨­» ­  ´³­ª¶¨¾, ¯°¥-¤¥« ª®²®°®© ®²«¨·¥­ ®² ­³«¿, ¥±²¼ ¢¥«¨·¨­  ¡¥±ª®­¥·­® ¬ « ¿.� ª ·¥±²¢¥ ¯°¨¬¥°  ¤®ª ¦¥¬ ±¢®©±²¢® 1 ¤«¿ ¤¢³µ ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «»µ�(x) ¨ �(x) ¯°¨ x! a. �®ª ¦¥¬, ·²® ´³­ª¶¨¿ �(x)+�(x) ² ª¦¥ ¿¢«¿¥²±¿¡¥±ª®­¥·­® ¬ «®© ¯°¨ x! a.�® ³±«®¢¨¾ �(x) ¨ �(x) ¥±²¼ ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «»¥ ¯°¨ x! a. �²® ®§­ -· ¥², ·²® ¤«¿ «¾¡®£® "0 = "2 > 0 ­ ©¤³²±¿ ² ª¨¥ ·¨±«  �1 > 0, �2 > 0, ·²®¢±¥µ x, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¬ ³±«®¢¨¿¬0 < jx� aj < �1¨ 0 < jx� aj < �2;3



¢»¯®«­¿¾²±¿ ±®®²¢¥²±²¢¥­­® ­¥° ¢¥­±²¢ j�(x)j < "2¨ j�(x)j < "2 :�®§¬¥¬ ¢ ª ·¥±²¢¥ ·¨±«  � ¬¨­¨¬ «¼­®¥ ¨§ ·¨±¥« �1 ¨ �2. �®£¤  ¯°¨¢»¯®«­¥­¨¨ ­¥° ¢¥­±²¢  0 < jx� aj < �¡³¤³² ¢¥°­» ¤¢  ¯®±«¥¤­¨µ ­¥° ¢¥­±²¢  ¤«¿ �(x) ¨ �(x). �ª« ¤»¢ ¿ ¨µ¯®·«¥­­®, ¯®«³·¨¬ j�(x)j+ j�(x)j < "2 + "2 = ":�±¯®«¼§³¿ ­¥° ¢¥­±²¢® ja+ bj � jaj+ jbj, ¯®«³·¨¬j�(x) + �(x)j < ":�² ª, ¤«¿ «¾¡®£® " > 0 ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ � > 0, ·²® ¤«¿ ¢±¥µ x,³¤®¢«¥²¢®°¿¾¸¨µ ³±«®¢¨¾ 0 < jx� aj < �;¢»¯®«­¿¥²±¿ ­¥° ¢¥­±²¢® j�(x) + �(x)j < ":� ½²® ®§­ · ¥², ·²® ´³­ª¶¨¿ �(x) + �(x) ¥±²¼ ¢¥«¨·¨­  ¡¥±ª®­¥·­®¬ « ¿.�¢¿§¼ ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «»µ ¢¥«¨·¨­ ± ¯°¥¤¥« ¬¨ ´³­ª¶¨©�¥®°¥¬ . �±«¨ ´³­ª¶¨¿ f(x) ¨¬¥¥² ¯°¨ x ! a (x ! 1) ¯°¥¤¥«,° ¢­»© A, ²® ¥¥ ¬®¦­® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥ ±³¬¬» ½²®£® ·¨±«  A ¨ ¡¥±-ª®­¥·­® ¬ «®© �(x), ¯°¨ x! a (x!1)f(x) = A+ �(x):4



�®ª ¦¥¬ ²¥®°¥¬³ ¤«¿ ±«³· ¿ x! a. �® ³±«®¢¨¾limx!a f(x) = A:�²® ®§­ · ¥², ·²® ¤«¿ «¾¡®£® " > 0 ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ ·¨±«® � > 0, ·²®¤«¿ x, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ ³±«®¢¨¾0 < jx� aj < �;¡³¤¥² ¢¥°­® ­¥° ¢¥­±²¢® jf(x)�Aj < ";¨«¨, ®¡®§­ ·¨¢ �(x) = f(x)�A;±¯° ¢¥¤«¨¢® ­¥° ¢¥­±²¢® j�(x)j < ":�²® ¨ ®§­ · ¥², ·²® �(x) ¥±²¼ ¡¥±ª®­¥·­® ¬ « ¿ ¢¥«¨·¨­  ¯°¨ x! a.�¥°­  ¨ ®¡° ²­ ¿ ²¥®°¥¬ :�¥®°¥¬ . �±«¨ ´³­ª¶¨¾ f(x) ¬®¦­® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ª ª ±³¬¬³ ·¨±« A ¨ ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «®© �(x), ¯°¨ x! a (x!1), ²® ·¨±«® A ¥±²¼ ¯°¥¤¥«½²®© ´³­ª¶¨¨ ¯°¨ x! a (x!1) ².¥. limx!a(1) f(x) = A.�® ³±«®¢¨¾ f(x) = A+ �(x). �³±²¼, ­ ¯°¨¬¥°, x! a.� ª ª ª ´³­ª¶¨¿ �(x) = f(x)�A¥±²¼ ¡¥±ª®­¥·­® ¬ « ¿ ¯°¨ x! a, ²® ¤«¿ «¾¡®£® ·¨±«  " > 0 ±³¹¥±²¢³¥²² ª®¥ ·¨±«® � > 0, ·²® ¤«¿ ¢±¥µ x, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ ³±«®¢¨¾0 < jx� aj < �;¡³¤¥² ¢¥°­® ­¥° ¢¥­±²¢®j�(x)j = jf(x)�Aj < ":�²® ¨ ®§­ · ¥², ·²® limx!a f(x) = A:5



2. �° ¢­¥­¨¥ ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «»µ ´³­ª¶¨©� ±±¬®²°¨¬ ¯°¥¤¥« · ±²­®£® ®² ¤¥«¥­¨¿ ¤¢³µ ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «»µ �(x) ¨�(x) ¯°¨ x! a.�°¥¤¥« ®²­®¸¥­¨¿ ¤¢³µ ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «»µ ¢¥«¨·¨­ A = limx!a �(x)�(x) ¬®-¦¥² ¡»²¼ ° ¢¥­: ­³«¾, ª®­¥·­®¬³ ·¨±«³ ¨«¨ 1.1. �±«¨ A ª®­¥·­®, ²® �(x) ¨ �(x) ­ §»¢ ¾² ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «»¬¨ ®¤-­®£® ¯®°¿¤ª  ¨ ¯¨¸³² �(x) = O[�(x)] ¯°¨ x! a.�±«¨ A = 1, ²® �(x) ¨ �(x) ­ §»¢ ¾² ½ª¢¨¢ «¥­²­»¬¨ ¨ ¯¨¸³² �(x) ��(x) ¯°¨ x! a.2. �±«¨ A = 0, ²® �(x) ­ §»¢ ¾² ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «®© ¡®«¥¥ ¢»±®ª®£®¯®°¿¤ª , ·¥¬ �(x) ¨ ¯¨¸³² �(x) = o[�(x)] ¯°¨ x! a.�±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ¤¥©±²¢¨²¥«¼­®¥ ·¨±«® r > 0 ² ª®¥, ·²®limx!a �(x)[�(x)]r 6= 0²® �(x) ­ §»¢ ¾² ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «®© ¯®°¿¤ª  r ®²­®±¨²¥«¼­® �(x) ¯°¨x! a.3. �±«¨ A!1 ¯°¨ x! a,²® ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ �(x) ­ §»¢ ¾² ¡¥±ª®­¥·­®¬ «®© ¡®«¥¥ ¢»±®ª®£® ¯®°¿¤ª , ·¥¬ �(x) ¨ ¯¨¸³² �(x) = o[�(x)].�®­¥·­®, ¬®¦¥² ±«³·¨²¼±¿, ·²® ®²­®¸¥­¨¥ ¤¢³µ ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «»µ­¥ ±²°¥¬¨²¼±¿ ­¨ ª ª ª®¬³ ¯°¥¤¥«³; ­ ¯°¨¬¥°, ¥±«¨ ¢§¿²¼ � = x ¨ � =x sin 1x , ²® ¨µ ®²­®¸¥­¨¥, ° ¢­®¥ sin 1x , ° ¢­®¥ x ! 0 ¯°¥¤¥«  ­¥ ¨¬¥¥².� ² ª®¬ ±«³· ¥ £®¢®°¿², ·²® ¤¢¥ ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «»¥ ­¥ ±° ¢­¨¬» ¬¥¦¤³±®¡®©.3. �ª¢¨¢ «¥­²­»¥ ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «»¥. �µ¯°¨¬¥­¥­¨¥ ª ¢»·¨±«¥­¨¾ ¯°¥¤¥«®¢�°¨ ¢»·¨±«¥­¨¨ ¯°¥¤¥«®¢ ¯®«¥§­® ¨¬¥²¼ ¢ ¢¨¤³ ½ª¢¨¢ «¥­²­®±²¼ ±«¥¤³-¾¹¨µ ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «»µ ¢¥«¨·¨­:sinx � x; tgx � x; arcsinx � x; arctgx � x; ln(1 + x) � x;¯°¨ x! 0. 6



�µ ­¥±«®¦­® ¯®«³·¨²¼, ¨±¯®«¼§³¿ ¯° ¢¨«® �®¯¨² «¿ (±¬. ­¨¦¥).�°¨¬¥°. �° ¢­¨²¼ ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «»¥ �(x) = x2 sin2 x ¨ �(x) = x tg x¯°¨ x! 0.� ¬¥­¨¬ sin2 x ¨ tg x ­  ¨µ ½ª¢¨¢ «¥­²­»¥ ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «»¥ sin2 x �x2 ¨ tg x � x. �®«³·¨¬limx!0 �(x)�(x) = limx!0 x2 sin2 xx tg x = limx!0 x2 � x2x � x = limx!0 x4x2 = limx!0x2 = 0:� ª¨¬ ®¡° §®¬, �(t) = o[�(t)] ¯°¨ t ! 0. �°®¬¥ ²®£®, �(x) ¿¢«¿¥²±¿¡¥±ª®­¥·­® ¬ «®© ¯®°¿¤ª  2 ®²­®±¨²¥«¼­® �(x).�°¨¬¥°. �¯°¥¤¥«¨²¼ ¯®°¿¤®ª ¬ «®±²¨ �(x) = sin(px+ 1� 1) ®²­®-±¨²¥«¼­® �(x) = x ¯°¨ x! 0.� ª ª ªpx+ 1 � 1 = (px+ 1� 1)(px+ 1 + 1)(px+ 1 + 1) = x(px+ 1 + 1)²® limx!0 �(x)�(x) = limx!0 "1x sin xpx+ 1 + 1!# = 12 :4. �¥±ª®­¥·­® ¡®«¼¸¨¥ ´³­ª¶¨¨. �¢¿§¼¬¥¦¤³ ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «»¬¨ ¨ ¡¥±ª®­¥·­®¡®«¼¸¨¬¨ ¢¥«¨·¨­ ¬¨�³­ª¶¨¿ f(x) ­ §»¢ ¥²±¿ ¡¥±ª®­¥·­® ¡®«¼¸®© ¢¥«¨·¨­®©, ¯°¨ x ! a 8" > 0 9� > 0, ² ª®¥, ·²® ¤«¿ ¢±¥µ x ¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ ³±«®¢¨¾ 0 <jx� x0j < �, ¡³¤¥² ¢¥°­® ­¥° ¢¥­±²¢® jf(x)j > ".� ¯¨±¼ ²®£®, ·²® ´³­ª¶¨¿ f(x) ¡¥±ª®­¥·­® ¡®«¼¸ ¿ ¯°¨ x! a ®§­ -· ¥² ±«¥¤³¾¹¥¥: limx!a f(x) =1 ¨«¨ f(x)!1 ¯°¨ x! a.�³­ª¶¨¿ f(x) ­ §»¢ ¥²±¿ ¡¥±ª®­¥·­® ¡®«¼¸®© ¢¥«¨·¨­®© ¯°¨ x! a8 " > 0 9� > 0, ² ª®¥, ·²® ¤«¿ ¢±¥µ x ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ ³±«®¢¨¾ 0 <jx� aj < �, ¡³¤¥² ¢¥°­® ­¥° ¢¥­±²¢® jf(x)j > ".�°¨¬¥°: y = tg x ¡¥±ª®­¥·­® ¡®«¼¸ ¿ ¯°¨ x! �=2.� ¬¥· ­¨¥: �³­ª¶¨¿ ¬®¦¥² ¡»²¼ ­¥®£° ­¨·¥­­®©, ­® ­¥ ¡¥±ª®­¥·­®¡®«¼¸ ¿. � ¯°¨¬¥°, ´³­ª¶¨¿ y = x sin x { ­¥ ®£° ­¨·¥­  ­  (�1;1), ­®­¥ ¡¥±ª®­¥·­® ¡®«¼¸ ¿ ¯°¨ x!1.7



�¢¿§¼ ¬¥¦¤³ ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «»¬¨ ¨ ¡¥±ª®­¥·­® ¡®«¼¸¨¬¨¢¥«¨·¨­ ¬¨�¥®°¥¬ . �±«¨ ´³­ª¶¨¿ �(x) ¥±²¼ ¡¥±ª®­¥·­® ¬ « ¿ ¢¥«¨·¨­  ¯°¨x ! a(x ! 1), ²® ´³­ª¶¨¿ f(x) = 1�(x) ¿¢«¿¥²±¿ ¡¥±ª®­¥·­® ¡®«¼¸®©¯°¨ x! a(x!1).� ®¡° ²­®, ¥±«¨ ´³­ª¶¨¿ f(x) ¡¥±ª®­¥·­® ¡®«¼¸ ¿ ¯°¨ x ! a(x !1), ²® ´³­ª¶¨¿ �(x) = 1f(x) ¥±²¼ ¢¥«¨·¨­  ¡¥±ª®­¥·­® ¬ « ¿ ¯°¨ x !a(x!1).�®ª ¦¥¬ ¯¥°¢®¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ¤«¿ x! a, ².¥. ¥±«¨ �(x) { ¡¥±ª®­¥·­®¬ « ¿ ¢¥«¨·¨­ , ²® f(x) = 1�(x) ¥±²¼ ¡¥±ª®­¥·­® ¡®«¼¸ ¿ ¢¥«¨·¨­  ¯°¨x! a.�® ³±«®¢¨¾ �(x) { ¡¥±ª®­¥·­® ¬ « ¿ ¢¥«¨·¨­  ¯°¨ x ! a, ±«¥¤®¢ -²¥«¼­® ¤«¿ «¾¡®£® " > 0 ­ ©¤¥²±¿ ² ª®¥ � > 0, ·²® ¤«¿ ¢±¥µ x, ³¤®¢«¥²¢®-°¿¾¹¨µ ³±«®¢¨¾ 0 < jx� aj < �, ¡³¤¥² ¢¥°­® ­¥° ¢¥­±²¢® j�(x)j < ". �®-±«¥¤­¥¥ ­¥° ¢¥­±²¢® ° ¢­®±¨«¼­® ±«¥¤³¾¹¥¬³ ����� 1�(x) ����� > 1" ¨«¨ jf(x)j > M ,£¤¥ f(x) = 1�(x) ¨ M = 1" .� ½²® ¨ ®§­ · ¥², ·²® ¯°¨ x! a ´³­ª¶¨¿ f(x) ¿¢«¿¥²±¿ ¡¥±ª®­¥·­®¡®«¼¸®© ¢¥«¨·¨­®©.� ¯°¨¬¥°, ´³­ª¶¨¿ y = cos x { ¡¥±ª®­¥·­® ¬ « ¿ ¯°¨ x! �=2, ²®£¤ ´³­ª¶¨¿ 1cosx { ¡¥±ª®­¥·­® ¡®«¼¸ ¿. �³­ª¶¨¿ y = 12x � 7 - ¡¥±ª®­¥·­®¬ « ¿ ¯°¨ x! 1, ²®£¤  ´³­ª¶¨¿ y = 2x � 7 - ¡¥±ª®­¥·­® ¡®«¼¸ ¿ ¯°¨x!1.5. �¥¯°¥°»¢­®±²¼ ´³­ª¶¨¨ ¢ ²®·ª¥�®­¿²¨¥ ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ ´³­ª¶¨¨, ² ª ¦¥ ª ª ¨ ¯®­¿²¨¥ ¯°¥¤¥« , ¿¢«¿-¥²±¿ ®¤­¨¬ ¨§ ®±­®¢­»µ ¯®­¿²¨© ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£®  ­ «¨§ .� ¤¨¬ ¤¢  ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¯®­¿²¨¿ ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ ´³­ª¶¨¨ ¢ ²®·ª¥.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1.�³­ª¶¨¿ f(x) ­ §»¢ ¥²±¿ ­¥¯°¥°»¢­®© ¢ ²®·ª¥a, ¥±«¨ ®­  ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ²°¥¬ ³±«®¢¨¿¬: 1) f(x) ®¯°¥¤¥«¥­  ¢ ­¥-ª®²®°®© ®ª°¥±²­®±²¨ ²®·ª¨ µ =  , 2) ±³¹¥±²¢³¥² ª®­¥·­»© ¯°¥¤¥«8



limx!a f(x), 3) ½²®² ¯°¥¤¥« ° ¢¥­ §­ ·¥­¨¾ ´³­ª¶¨¨ f(x) ¢ ²®·ª¥ a, ².¥.limx!a f(x) = f(a).� ¯®¬®¹¼¾ «®£¨·¥±ª¨µ ±¨¬¢®«®¢ ½²® ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¬®¦­® § ¯¨± ²¼ ¢¢¨¤¥:(f(x) ­¥¯°:¢ x = a)() (8" > 0)(9� > 0)(8x : jx�aj < �)jf(x)�f(a)j < ":�·¥¢¨¤­®, ·²® ­¥¯°¥°»¢­®±²¼ ´³­ª¶¨¨ ¢ ¤ ­­®© ²®·ª¥ ¢»° ¦ ¥²±¿ ­¥-¯°¥°»¢­®±²¼¾ ¥¥ £° ´¨ª  ¯°¨ ¯°®µ®¦¤¥­¨¨ ¤ ­­®© ²®·ª¨.� ¤¨¬ ¢²®°®¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ ´³­ª¶¨¨ ¢ ²®·ª¥.� ¤¨¬  °£³¬¥­²³ a ¯°¨° ¹¥­¨¥ �x 6= 0. �®£¤  ´³­ª¶¨¿ y = f(x)¯®«³·¨² ¯°¨° ¹¥­¨¥ �y, ®¯°¥¤¥«¿¥¬®¥ ª ª ° §­®±²¼ ­ ° ¹¥­­®£® ¨ ¨±-µ®¤­®£® §­ ·¥­¨¿ ´³­ª¶¨¨: �y = f(a+�x)� f(a) (±¬. °¨±. 1).
�¨±. 1.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2. �³­ª¶¨¿ y = f(x) ­ §»¢ ¥²±¿ ­¥¯°¥°»¢­®© ¢²®·ª¥ a, ¥±«¨ ®­  ®¯°¥¤¥«¥­  ¢ ­¥ª®²®°®© ®ª°¥±²­®±²¨ ²®·ª¨ µ =  ,¨ ¯°¨° ¹¥­¨¥ ¥¥ �y ¢ ½²®© ²®·ª¥, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ¯°¨° ¹¥­¨¾�x,±²°¥¬¨²±¿ ª ­³«¾ ¯°¨ ±²°¥¬«¥­¨¨ �x ª ­³«¾: lim�x!0�y = 0.�®ª ¦¥¬ ° ¢­®±¨«¼­®±²¼ ®¡®¨µ ®¯°¥¤¥«¥­¨©.�§ ¯¥°¢®£® ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¯°¨ x = a+�x ±«¥¤³¥²lim�x!0 f(a+�x) = f(a);² ª ª ª ±²°¥¬«¥­¨¥ x! a ° ¢­®±¨«¼­® ³±«®¢¨¾ �x! 0.9



�  ®±­®¢ ­¨¨ ²¥®°¥¬» ® ±¢¿§¨ ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «»µ ¢¥«¨·¨­ ± ¯°¥¤¥« -¬¨ ´³­ª¶¨© ¬®¦­® § ¯¨± ²¼ f(a+�x) = f(a) + �(�x), £¤¥�(�x) = f(a+�x)� f(a) = �y¥±²¼ ¡¥±ª®­¥·­® ¬ « ¿ ¯°¨ �x! 0, ².¥. lim�x!0�y) = 0.6. �¢®©±²¢  ­¥¯°¥°»¢­»µ ´³­ª¶¨©1. �±«¨ ´³­ª¶¨¿ f(x) ¨ g(x) ­¥¯°¥°»¢­» ¢ ²®·ª¥ a, ²® ¨µ ±³¬¬ f(x) + g(x);¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ f(x)g(x)¨ · ±²­®¥ f(x)g(x)(¯°¨ ³±«®¢¨¨, ·²® g(a) 6= 0) ¿¢«¿¾²±¿ ´³­ª¶¨¿¬¨, ­¥¯°¥°»¢­»¬¨ ¢ ²®·-ª¥ a.2. �±«¨ ´³­ª¶¨¿ y = f(x) ­¥¯°¥°»¢­  ¢ ²®·ª¥ a ¨ f(a) > 0, ²®±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ®ª°¥±²­®±²¼ ²®·ª¨ a, ¢ ª®²®°®© f(x) > 0.3. �±«¨ ´³­ª¶¨¿ y = f(u) ­¥¯°¥°»¢­  ¢ ²®·ª¥ u0,   ´³­ª¶¨¿ u = (x) ­¥¯°¥°»¢­  ¢ ²®·ª¥ u0 =  (x0), ²® ±«®¦­ ¿ ´³­ª¶¨¿ y = f [ (x)]­¥¯°¥°»¢­  ¢ ²®·ª¥ µ0.�¢®©±²¢® 3 ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨± ­® ¢ ¢¨¤¥:limx!x0 f [ (x)] = f � limx!x0  (x)� ;².¥. ¯®¤ §­ ª®¬ ­¥¯°¥°»¢­®© ´³­ª¶¨¨ ¬®¦­® ¯¥°¥µ®¤¨²¼ ª ¯°¥¤¥«³.�³­ª¶¨¿ y = f(x) ­ §»¢ ¥²±¿ ­¥¯°¥°»¢­®© ­  ¯°®¬¥¦³²ª¥ X, ¥±«¨®­  ­¥¯°¥°»¢­  ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥ ½²®£® ¯°®¬¥¦³²ª . �®¦­® ¤®ª § ²¼,·²® ¢±¥ ½«¥¬¥­² °­»¥ ´³­ª¶¨¨ ­¥¯°¥°»¢­» ¢ ®¡« ±²¨ ¨µ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿.10



7. �®·ª¨ ° §°»¢  ´³­ª¶¨© ¨ ¨µ ª« ±±¨´¨-ª ¶¨¿�®·ª  a, ¯°¨­ ¤«¥¦ ¹ ¿ ®¡« ±²¨ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ´³­ª¶¨¨ ¨«¨ ¿¢«¿¾¹ ¿±¿£° ­¨·­®© ¤«¿ ½²®© ®¡« ±²¨, ­ §»¢ ¥²±¿ ²®·ª®© ° §°»¢  ´³­ª¶¨¨ f(x),¥±«¨ ¢ ½²®© ²®·ª¥ ­ °³¸ ¥²±¿ ³±«®¢¨¥ ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ ´³­ª¶¨¨.�±«¨ ±³¹¥±²¢³¾² ª®­¥·­»¥ ¯°¥¤¥«»f(a� 0) = limx!a�0 f(x) ¨ f(a + 0) = limx!a+0 f(x);¯°¨·¥¬ ­¥ ¢±¥ ²°¨ ·¨±«  f(a), f(a � 0), f(a + 0) ° ¢­» ¬¥¦¤³ ±®¡®©,²® ²®·ª  a ­ §»¢ ¥²±¿ ²®·ª®© ° §°»¢  1 °®¤  (±³¹¥±²¢³¾² ª®­¥·­»¥®¤­®±²®°®­­¨¥ ¯°¥¤¥«» ´³­ª¶¨¨ ±«¥¢  ¨ ±¯° ¢  ¯°¨, ­¥ ° ¢­»¥ ¤°³£¤°³£³).�®·ª¨ ° §°»¢  1 °®¤  ¯®¤° §¤¥«¿¾²±¿, ¢ ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼, ­  ²®·ª¨³±²° ­¨¬®£® ° §°»¢  (ª®£¤  f(a� 0) = f(a+0) 6= f(a), ².¥. ª®£¤  «¥¢»©¨ ¯° ¢»© ¯°¥¤¥«» ´³­ª¶¨¨ f(x) ¢ ²®·ª¥ a ° ¢­» ¬¥¦¤³ ±®¡®©, ­® ­¥° ¢­» §­ ·¥­¨¾ ´³­ª¶¨¨ f(x) ¢ ½²®© ²®·ª¥) ¨ ­  ²®·ª¨ ±ª ·ª  (ª®£¤ f(a� 0) 6= f(a+0), ².¥. ª®£¤  «¥¢»© ¨ ¯° ¢»© ¯°¥¤¥«» ´³­ª¶¨¨ ¢ ²®·ª¥a ° §«¨·­»); ¢ ¯®±«¥¤­¥¬ ±«³· ¥ ° §­®±²¼ f(a+0)� f(a� 0) ­ §»¢ ¥²±¿±ª ·ª®¬ ´³­ª¶¨¨ f(x) ¢ ²®·ª¥ a.�®·ª¨ ° §°»¢ , ­¥ ¿¢«¿¾¹¨¥±¿ ²®·ª ¬¨ ° §°»¢  1 °®¤ , ­ §»¢ ¾²±¿²®·ª ¬¨ ° §°»¢  2 °®¤ . � ²®·ª µ ° §°»¢  2 °®¤  ­¥ ±³¹¥±²¢³¥² µ®²¿¡» ®¤¨­ ¨§ ®¤­®±²®°®­­¨µ ¯°¥¤¥«®¢.8. �±¨¬¯²®²» £° ´¨ª  ´³­ª¶¨¨�¯°¥¤¥«¥­¨¥. �±¨¬¯²®²®© £° ´¨ª  ´³­ª¶¨¨ y = f(x) ­ §»¢ ¥²-±¿ ¯°¿¬ ¿, ®¡« ¤ ¾¹ ¿ ²¥¬ ±¢®©±²¢®¬, ·²® ° ±±²®¿­¨¥ ®² ²®·ª¨(x; f(x)) ¤® ½²®© ¯°¿¬®© ±²°¥¬¨²±¿ ª 0 ¯°¨ ­¥®£° ­¨·¥­­®¬ ³¤ «¥­¨¨²®·ª¨ £° ´¨ª  ®² ­ · «  ª®®°¤¨­ ².�±¨¬¯²®²» ¡»¢ ¾² 3 ¢¨¤®¢: ¢¥°²¨ª «¼­»¥ (±¬. °¨±. 2 ), £®°¨§®­-² «¼­»¥ (±¬. °¨±. 2¡) ¨ ­ ª«®­­»¥ (±¬. °¨±. 2¢).�±¨¬¯²®²» ­ µ®¤¿², ¨±¯®«¼§³¿ ±«¥¤³¾¹¨¥ ²¥®°¥¬»:�¥®°¥¬  1. �³±²¼ ´³­ª¶¨¿ y = f(x) ®¯°¥¤¥«¥­  ¢ ­¥ª®²®°®©®ª°¥±²­®±²¨ ²®·ª¨ x0 (¨±ª«¾· ¿, ¢®§¬®¦­®, ± ¬³ ½²³ ²®·ª³) ¨ µ®-²¿ ¡» ®¤¨­ ¨§ ¯°¥¤¥«®¢ ´³­ª¶¨¨ ¯°¨ x! x0 � 0 (±«¥¢ ) ¨«¨ x! x0 + 011



�¨±. 2.(±¯° ¢ ) ° ¢¥­ ¡¥±ª®­¥·­®±²¨. �®£¤  ¯°¿¬ ¿ ¿¢«¿¥²±¿ x = x0 ¢¥°²¨-ª «¼­®©  ±¨¬¯²®²®© £° ´¨ª  ´³­ª¶¨¨ y = f(x).�¥°²¨ª «¼­»¥  ±¨¬¯²®²» x = x0 ±«¥¤³¥² ¨±ª ²¼ ¢ ²®·ª µ ° §°»¢ ´³­ª¶¨¨ y = f(x).�¥®°¥¬  2. �³±²¼ ´³­ª¶¨¿ y = f(x) ®¯°¥¤¥«¥­  ¯°¨ ¤®±² ²®·­®¡®«¼¸¨µ x ¨ ±³¹¥±²¢³¥² ª®­¥·­»© ¯°¥¤¥« ´³­ª¶¨¨limx!�1 f(x) = b:�®£¤  ¯°¿¬ ¿ y = b ¥±²¼ £®°¨§®­² «¼­ ¿  ±¨¬¯²®²  £° ´¨ª  ´³­ª¶¨¨y = f(x).�¥®°¥¬  3. �³±²¼ ´³­ª¶¨¿ y = f(x) ®¯°¥¤¥«¥­  ¯°¨ ¤®±² ²®·­®¡®«¼¸¨µ x ¨ ±³¹¥±²¢³¾² ª®­¥·­»¥ ¯°¥¤¥«»limx!�1 f(x)x = k¨ limx!�1[f(x)� kx] = b:�®£¤  ¯°¿¬ ¿ y = kx + b ¿¢«¿¥²±¿ ­ ª«®­­®©  ±¨¬¯²®²®© £° ´¨ª ´³­ª¶¨¨ y = f(x).�°¨¬¥°. � ©²¨  ±¨¬¯²®²» £° ´¨ª  ¤°®¡­®-° ¶¨®­ «¼­®© ´³­ª¶¨¨y(x) = ax+ bcx+ d ; c 6= 0; ad � bc 6= 0:12



�±«¨ c = 0, ²® ¤°®¡­®-° ¶¨®­ «¼­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ±² ­®¢¨²±¿ «¨­¥©­®©y(x) = adx+ bd:�±®¡ ¿ ²®·ª  x = �d=c. � ©¤�¥¬ ¯°¥¤¥« limx!�d=c f(x).�¥°¥¯¨¸¥¬ ¤°®¡­®-° ¶¨®­ «¼­³¾ ´³­ª¶¨¾ ¢ ¢¨¤¥:y(x) = ax+ bc(x+ d=c)� ª ª ª ad � bc 6= 0 ²® ¯°¨ x ! d=c ·¨±«¨²¥«¼ ¤°®¡­®-° ¶¨®­ «¼­®©´³­ª¶¨¨ ­¥ ±²°¥¬¨²±¿ ª ­³«¾. �®½²®¬³ ¯°¿¬ ¿ x = �d=c -  ±¨¬¯²®² £° ´¨ª  ¤°®¡­®-° ¶¨®­ «¼­®© ´³­ª¶¨¨.� ©¤�¥¬ ¯°¥¤¥« limx!�1 f(x).limx!�1 ax+ bcx+ d = limx!�1 a+ b=xc+ d=c = acy = a=c - ¿¢«¿¥²±¿ £®°¨§®­² «¼­®©  ±¨¬¯²®²®© ¤°®¡­®-° ¶¨®­ «¼­®©´³­ª¶¨¨.�°¨¬¥°. � ©²¨  ±¨¬¯²®²» ª°¨¢®© y(x) = x3x2 + 1.limx!�1 f(x)x = limx!�1 x2x2 + 1 = 1:�®½²®¬³ k = 1.�¥¯¥°¼ ¨¹¥¬ b.b = limx!�1 " x3x2 + 1 � x# = limx!�1 � �xx2 + 1��³­ª¶¨¿ y(x) = x3x2 + 1 ¨¬¥¥² ­ ª«®­­³¾  ±¨¬¯²®²³ y = x.9. �¢®©±²¢  ´³­ª¶¨©, ­¥¯°¥°»¢­»µ ­  ®²-°¥§ª¥. �¥®°¥¬» �¥©¥°¸²° ±± 1. �±«¨ ´³­ª¶¨¿ y = f(x) ­¥¯°¥°»¢­  ­  ®²°¥§ª¥ [a; b], ²® ®­  ®£° ­¨·¥-­  ­  ½²®¬ ®²°¥§ª¥, ².¥. ±³¹¥±²¢³¾² ² ª¨¥ ¯®±²®¿­­»¥ ¨ ª®­¥·­»¥13



·¨±«  m ¨ M , ·²® m � f(x) �M ¯°¨ a � x � b(±¬. °¨±. 3 ).
�¨±. 3.2. �±«¨ ´³­ª¶¨¿ y = f(x) ­¥¯°¥°»¢­  ­  ®²°¥§ª¥ [a; b], ²® ®­  ¤®-±²¨£ ¥² ­  ½²®¬ ®²°¥§ª¥ ­ ¨¡®«¼¸¥£® §­ ·¥­¨¿ M ¨ ­ ¨¬¥­¼¸¥£® §­ -·¥­¨¿ m (±¬. °¨±. 3¡).3. �±«¨ ´³­ª¶¨¿ y = f(x) ­¥¯°¥°»¢­  ­  ®²°¥§ª¥ [a; b], ¨ §­ ·¥­¨¿¥�¥ ­  ª®­¶ µ ®²°¥§ª  f(a) ¨ f(b) ¨¬¥¾² ¯°®²¨¢®¯®«®¦­»¥ §­ ª¨, ²®¢­³²°¨ ®²°¥§ª  ­ ©¤�¥²±¿ ²®·ª  � 2 (a; b), ² ª ¿, ·²® f(�) = 0 (±¬.°¨±. 3¢).1 ¨ 2 ±¢®©±²¢  ´³­ª¶¨©, ­¥¯°¥°»¢­»µ ­  ®²°¥§ª¥, ¢ «¨²¥° ²³°¥ ¨­®-£¤  ­ §»¢ ¾² 1 ¨ 2 ²¥®°¥¬ ¬¨ �¥©¥°¸²° ±± .�®ª ¦¥¬ 1 ²¥®°¥¬³ �¥©¥°¸²° ±± .�°¨ ½²®¬ ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ «¥¬¬®© �®«¼¶ ­® { �¥©¥°¸²° ±± , ª®²®°³¾¯°¨¬¥¬ ¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ . �§ «¾¡®© ®£° ­¨·¥­­®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®-±²¨ ¢±¥£¤  ¬®¦­® ¨§¢«¥·¼ ² ª³¾ · ±²¨·­³¾ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼1, ª®-²®° ¿ ±µ®¤¨« ±¼ ¡» ª ª®­¥·­®¬³ ¯°¥¤¥«³.�®ª § ²¥«¼±²¢® ¯®¢¥¤¥¬ ®² ¯°®²¨¢­®£®: ¤®¯³±²¨¬, ·²® ´³­ª¶¨¿ f(x)¯°¨ ¨§¬¥­¥­¨¨ x ¢ ¯°®¬¥¦³²ª¥ [a; b] ®ª §»¢ ¥²±¿ ­¥®£° ­¨·¥­­®©.1�®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼, ¨§¢«¥·¥­­ ¿ ¨§ ¤ ­­®©. �¬. �.�. �¨µ²¥­£®«¼¶. �³°± ¤¨´-´¥°¥­¶¨ «¼­®£® ¨ ¨­²¥£° «¼­®£® ¨±·¨±«¥­¨©, ².1, �.85-8714



� ² ª®¬ ¤«¿ ª ¦¤®£® ­ ²³° «¼­®£® ·¨±«  n ­ ©¤¥²±¿ ¢ ¯°®¬¥¦³²ª¥[a; b] ² ª®¥ §­ ·¥­¨¥ x = xn, ·²®jf(xn)j � n:�® «¥¬¬¥ �®«¼¶ ­® { �¥©¥°¸²° ±± , ¨§ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ fxng¬®¦­® ¨§¢«¥·¼ · ±²¨·­³¾ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ fxnkg, ±µ®¤¿¹³¾±¿ ª ª®-­¥·­®¬³ ¯°¥¤¥«³: xnk ! x0 (¯°¨ k !1);¯°¨·¥¬, ®·¥¢¨¤­®, ·²® a � x � b. �±«¥¤±²¢¨¥ ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ ´³­ª¶¨¨ ¢²®·ª¥ x0, ²®£¤  ¤®«¦­® ¡»²¼ ¨f(xnk)! f(x0);  ½²® ­¥¢®§¬®¦­®, ² ª ª ª ¨§ jf(xn)j � n ±«¥¤³¥², ·²®jf(xnk )j ! 1:�®«³·¥­­®¥ ¯°®²¨¢®°¥·¨¥ ¨ ¤®ª §»¢ ¥² ²¥®°¥¬³.
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