2. КРАТНЫЕ И КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ.
ТЕОРИЯ ПОЛЯ

2.1. КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

2.1.1. Двойной и тройной интегралы, их свойства.

Геометрический смысл двойного интеграла
Рассмотрим в плоскости Оху  замкнутую область D, ограниченную линией L. Разобьем эту область какими-нибудь линиями на п частей (S1, (S2,..., (Sn (причем теми же символами (S1, (S2,..., (Sn будем обозначать и площади соответствующих частей) и выберем в каждой части точку Рi (рис.1).

[image: image174.bmp]
Рис.1
Пусть в области D задана функция  z = f(x, y). Обозначим через f(P1), f(P2),…, f(Pn) значения этой функции в выбранных точках и составим сумму произведений вида  f(Pi)ΔSi :
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	Сумма вида 
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называется интегральной суммой для функции f(x, y) в области D.



С геометрической точки зрения (при f(x, y) > 0) интегральная сумма представляет собой сумму объемов цилиндров с основаниями (Si и высотами f(Pi).

Если существует один и тот же предел интегральных сумм при 
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, не зависящий от способа разбиения области D и выбора точек Pi , то он называется двойным интегралом от функции f(x, y) по области D и обозначается
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Область D при этом называется областью интегрирования.

Замечание 1. 
Для выяснения вопроса об условиях интегрируемости функции двух переменных можно по аналогии со случаем определенного интеграла ввести понятие верхней и нижней интегральных сумм, выбирая в каждой части области D точки, значение функции в которых является наибольшим и наименьшим для данной части. Тогда можно доказать, что необходимым и достаточным условием интегрируемости функции f(x, y) является, во-первых, ее ограниченность на D, а во-вторых, условие


[image: image7.wmf]max0

lim()0,

i

S

Ss

tt

D®

-=


где ( – некоторое разбиение, а S(  и s( – соответственно верхняя и нижняя интегральные суммы. Доказательство этого утверждения проводится так же, как для случая определенного интеграла.

Замечание 2. 
Аналогично одномерному случаю можно доказать еще одно утверждение: если функция  f(x, y) непрерывна на D, то она интегрируема по этой области.

Свойства двойных интегралов
1. Если функция f(x, y) интегрируема в D, то kf(x, y) тоже интегрируема в этой области, причем
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2. Если в области D интегрируемы функции f(x, y) и g(x, y), то в этой области интегрируемы и функции f(x, y) ± g(x, y), и при этом
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3. Если для интегрируемых в области D функций    f(x, y) и g(x, y) выполняется неравенство    f(x, y) ≤ g(x, y) , то
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4. Если область D разбита на две области D1 и D2 без общих внутренних точек и функция f(x, y) непрерывна в области D, то
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Доказательство.
Интегральную сумму по области D можно представить в виде:
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где разбиение области D проведено так, что граница между D1 и D2 состоит из границ частей разбиения. Переходя затем к пределу при 
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 получим равенство 4.

5. В случае интегрируемости на D функции f(x, y) в этой области интегрируема и функция  | f(x, y) |, и имеет место неравенство
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Доказательство.
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откуда с помощью предельного перехода при 
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 получаем неравенство 5.

6. 
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 где SD – площадь области D. Доказательство этого утверждения получим, подставляя в интегральную сумму f(x, y) ≡ 1.

7. Если интегрируемая в области D функция f(x, y) удовлетворяет неравенству

m < f(x, y) < M,

то
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Доказательство проводится предельным переходом из очевидного неравенства
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Следствие.

Если разделить все части неравенства 
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на SD, можно получить так называемую теорему о среднем:


[image: image21.wmf](,),.

D

D

fxydxdySmM

mm

=££

òò


В частности, при условии непрерывности функции  f  в D найдется такая точка этой области (х0 , у0), в которой  f(х0 , у0) = (, то есть 
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еще одна формулировка теоремы о среднем.


[image: image23.wmf]Тройной интеграл
Понятие тройного (а в дальнейшем – n-мерного) интеграла вводится по аналогии с двойным интегралом.

Пусть в пространстве задана некоторая область V, ограниченная замкнутой поверхностью S. Зададим в этой замкнутой области непрерывную функцию  f(x, y, z). Затем разобьем область V на произвольные части Δvi , считая объем каждой части равным Δvi , и составим интегральную сумму вида
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где точка Pi  принадлежит Δvi . Пусть ( – наибольшее расстояние между двумя точками любой части области V.
Предел при 
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 интегральных сумм, не зависящий от способа разбиения области V, называется тройным интегралом от функции f(x, y, z) по области V:
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Замечание 1. 
Условие непрерывности подынтегральной функции не является обязательным для существования кратного (двойного, тройного и т.д.) интеграла, но исследование вопросов, связанных с интегрированием разрывных функций, выходит за рамки нашего курса.

Замечание 2. 
Все сформулированные ранее свойства двойного интеграла можно распространить на  тройной интеграл.

Замечание 3. 
Подобным образом можно дать определение интеграла любой кратности, рассматривая функцию п переменных, заданную в замкнутой области п-мерного пространства.

Геометрический смысл двойного интеграла
Рассмотрим тело V, ограниченное частью поверхности, задаваемой уравнением z = f(x, y), проекцией D этой поверхности на плоскость Оху  и боковой цилиндрической поверхностью, полученной из вертикальных образующих, соединяющих точки границы поверхности с их проекциями.

[image: image27]
Рис.2
Будем искать объем этого тела как предел суммы объемов цилиндров, основаниями которых являются части (Si  области D, а высотами – отрезки длиной f(Pi), где точки Pi принадлежат (Si. Переходя к пределу при 
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то есть двойной интеграл представляет собой объем так называемого цилиндроида, ограниченного сверху поверхностью z = f(x, y), а снизу – областью D.

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ
Задача 1.
Пользуясь определением двойного интеграла, вычислить
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Указание
Выберите разбиение области интегрирования так, чтобы оно состояло из участков, симметричных относительно оси Ох.

Решение
Выберем разбиение области интегрирования так, чтобы оно состояло из участков, симметричных относительно оси Ох.


[image: image31]
Составим две интегральных суммы: одну – по области S (y > 0), вторую – по области ( (y < 0); при этом выберем точки на элементах разбиения так, чтобы точке Mi(xi; yi), принадлежащей элементу разбиения (si, соответствовала точка Ni(xi; -yi), принадлежащая элементу разбиения ((i. Тогда интегральная сумма по всему кругу может быть представлена в виде:
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Поскольку подынтегральная функция непрерывна в области интегрирования, то она интегрируема, и, следовательно, предел интегральной суммы не зависит от способа разбиения. Таким образом, интеграл равен 0.

Ответ: 0.

Задача 2.
С помощью теоремы о среднем найти
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где f (x,y) – непрерывная функция.

Указание
Воспользуйтесь теоремой о среднем:
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Решение
Областью интегрирования является круг радиуса R. При 
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 единственной
 общей точкой всех кругов является начало координат. Поэтому можно считать, что
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Отсюда
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Ответ: f (0,0).

Задача 3.
Оценить интеграл
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где D – прямоугольник 0 < x < 1, 0 < y < 2.

Указание
Воспользуйтесь свойством двойного интеграла: если интегрируемая в области D функция f(x, y) удовлетворяет неравенству

m < f(x, y) < M,

то
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Решение
Найдем наименьшее и наибольшее значение подынтегральной функции в прямоугольнике 0 < x < 1, 0 < y < 2 – очевидно, что они достигаются при соответственно наименьших и наибольших значениях х и у, то есть
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Ответ: 
[image: image41.wmf]28.
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2.1.2. Вычисление двойного интеграла путем сведения его к повторному. Вычисление двойного интеграла 
в полярных координатах
Рассмотрим область D, ограниченную линиями у = (1(х), у = (2(х), (1(х) < (2(х),  x = a, x = b ( a < b ), где (1(х) и (2(х) непрерывны на [a, b]. Тогда любая прямая, параллельная координатной оси Оу и проходящая через внутреннюю точку области D, пересекает границу области в двух точках: N1 и N2 (рис.1). 

[image: image42]
Рис. 1
Назовем такую область правильной в направлении оси Оу. Аналогично определяется область, правильная в направлении оси Ох. Область, правильную в направлении обеих координатных осей, будем называть просто правильной. Например, правильная область изображена на рис.1.
Пусть функция  f(x, y) непрерывна в области D. Рассмотрим выражение
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называемое двукратным интегралом от функции f(x, y) по области D. Вычислим вначале внутренний интеграл (стоящий в скобках) по переменной у, считая х постоянным. В результате получится непрерывная функция от х:
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Полученную функцию проинтегрируем по х в пределах от а до b. В результате получим число 
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Докажем важное свойство двукратного интеграла.

Теорема 1. Если область D, правильная в направлении Оу, разбита на две области D1 и D2 прямой, параллельной оси Оу или оси Ох, то двукратный интеграл по области D будет равен сумме таких же интегралов по областям D1 и D2:
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Доказательство.

а) Пусть прямая х = с разбивает D на D1 и D2 , правильные в направлении Оу. Тогда
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б) Пусть прямая y = h разбивает D на правильные в направлении Оу области D1 и D2 (рис.2). Обозначим через M1(a1, h) и M2(b1, h) точки пересечения прямой y = h с границей L области D.


[image: image48]
Рис. 2
Область D1 ограничена непрерывными линиями

1) y = (1(x);

2) кривой А1М1М2В, уравнение которой запишем y = (1*(x), где (1*(х) =  (2(х) при а ≤ х ≤ а1 и b1 ≤ x ≤ b, (1*(х) = h при  а1 ≤ х ≤ b1;

3) прямыми x = a, x = b.

Область D2 ограничена линиями y = (1*(x), у =  (2(х), а1 ≤ х ≤ b1.

Применим к внутреннему интегралу теорему о разбиении промежутка интегрирования:
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Представим второй из полученных интегралов в виде суммы:
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Поскольку  (1*(х) =  (2(х) при а ≤ х ≤ а1 и b1 ≤ x ≤ b, первый и третий из полученных интегралов тождественно равны нулю. Следовательно,
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то есть
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Следствие. 
Таким же образом можно разбить область D на любое число правильных областей. При этом двукратный интеграл по области D будет равен сумме интегралов по частичным областям.

Замечание 1.

Используя теорему 1 и теоремы о среднем для определенного интеграла, можно доказать, что для двукратного интеграла справедливы соотношения:
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где т и М – соответственно наименьшее и наибольшее значение функции f(x, y) в области D, а S – площадь этой области, и

ID = f(P)S,                  (2)

где Р – точка, принадлежащая области D .

Замечание 2. 
Более употребительной формой записи двукратного интеграла является
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Теорема 2. Двойной интеграл от непрерывной функции f(x, y) по правильной области D равен двукратному интегралу от этой функции по данной области, то есть
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Доказательство.

Разобьем  область D прямыми, параллельными координатным осям, на п правильных (в основном прямоугольных) областей (S1, (S2,…, (Sn. Тогда по теореме 1
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Из (2) получим: 
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где справа стоит интегральная сумма, предел которой равен двойному интегралу от f по области D, а слева – постоянное число ID . Переходя к пределу при  
[image: image58.wmf]max0,
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 получим равенство (3).
Пример 1.

Вычислим двойной интеграл от функции z = x + y по области, представляющей собой треугольник с вершинами в точках (0,0), (0,1) и (1,0) (рис.3).

[image: image59]
Рис. 3
Здесь а = 0, b = 1, (1(x) = 0, (2(x) = 1 – x. Тогда 
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Вычисление двойного интеграла в полярных координатах
Напомним определение полярных координат: координатная система состоит из точки О (полюса) и выходящего из него луча (полярной оси). Координатами точки М в этой системе являются длина отрезка МО – полярный радиус ( и угол ( между МО и полярной осью: М((,().
Правильной областью в полярных координатах назовем такую область, границу которой каждый луч, выходящий из полюса, пересекает не более чем в двух точках (рис.4).


[image: image61]
Рис. 4
Зададим в области D, ограниченной кривыми (=Φ1 (() и (=Φ2 ((), где (1 < ( < (2, непрерывную функцию z = f((, (). Разобьем область D на части (Sik , ограниченные лучами ( = (i-1 и ( = (i , выходящими из полюса, и дугами окружностей ( = (k-1 и ( = (k с центром в полюсе, и составим интегральную сумму 
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где Pik – точка, принадлежащая (Sik . Найдем площадь части (Sik , не пересекаемой границей области, как разность площадей двух секторов:
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где 
[image: image64.wmf]*
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 Учитывая, что площади частей, пересекаемых границей области, стремятся к нулю при 
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 получим:
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Пример 2.

Выведем с использованием двойного интеграла формулу для площади круга радиуса R с центром в начале координат:
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ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ
Задача 1.
Расставить пределы интегрирования в повторном интеграле от функции
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zfxy

=


по области, ограниченной линиями 


[image: image70.wmf]2
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Указание
Найдите абсциссы точек пересечения кривых, ограничивающих область интегрирования (для этого нужно решить уравнение


[image: image71.wmf]2
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Тем самым вы найдете пределы интегрирования во внешнем интеграле, если в качестве внешней переменной выбран х.
Решение

[image: image72]
Найдем пределы интегрирования во внешнем интеграле:
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Кроме того, на графике видно, что нижней границей области интегрирования является парабола y=x2+7x+8, а верхней границей – прямая y=3x+5. Эти формулы задают пределы интегрирования во внутреннем интеграле (по переменной у). Следовательно, повторный интеграл будет иметь вид:
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Ответ: 
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Задача 2.
Изменить порядок интегрирования в интеграле
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Указание
Изобразите область интегрирования на чертеже, затем найдите наибольшее и наименьшее значение у для точек, принадлежащих области, и определите уравнения ее левой и правой границы в виде х = х1(у) и х = х2(у).
Решение
Пределы интегрирования во внешнем интеграле показывают, что область интегрирования расположена в полосе 0 < x < 3. Сверху и снизу она ограничена соответственно кривыми 
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Построим эти кривые на чертеже и найдем координаты точек их пересечения.


[image: image78]
Из графика видно, что одна из точек пересечения границ области интегрирования имеет координаты (0,1). Вычислив значения функций


[image: image79.wmf]7

12

3

x

yxuy

=+=


при х = 3, убеждаемся, что 3 – абсцисса второй точки пересечения, ордината которой равна 8. Следовательно, пределы по у во внешнем интеграле: 1 и 8.

Преобразуем уравнения границ области интегрирования к виду х = х(у):
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При этом прямая ограничивает область интегрирования слева, то есть ее уравнение задает нижний предел по х, а логарифмическая кривая является правой границей и определяет верхний предел интегрирования. Таким образом,
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Ответ: 
[image: image82.wmf]2
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Задача 3.
Вычислить двойной интеграл от функции


[image: image83.wmf]2
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по области D: 0 < x < 3, 0 < y < 1.
Указание
Если выбрать в качестве внешней переменной х, а из внутреннего интеграла вынести во внешний интеграл множитель х2, не зависящий от у, то внутренний интеграл не будет содержать х ни в подынтегральной функции, ни в пределах интегрирования. Поэтому двойной интеграл представляет собой произведение двух определенных интегралов.
Решение
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Ответ: 
[image: image85.wmf]9
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Задача 4.
Вычислить двойной интеграл от функции


[image: image86.wmf]22
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по области, ограниченной линиями у = х, у = х + 1, у = 1 и у = 3.
Указание
Перейдите к повторному интегралу, принимая в качестве внешней переменной у.
Решение
Область интегрирования имеет вид:

[image: image87]
Для вычисления двойного интеграла по этой области удобно принять в качестве внешней переменной у. Тогда при переходе к повторному интегралу получим:
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Ответ: 14.

Задача 5.
Вычислить двойной интеграл от функции


[image: image89.wmf]2
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по области, заданной неравенствами x2 + y2 < 9, у > 0.

Указание
Перейдите к полярным координатам.

Решение
Область интегрирования имеет вид:

[image: image90]
Перейдем к полярным координатам. Тогда уравнение окружности запишется так:
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Полярный угол ( изменяется внутри области интегрирования в пределах от 0 до (. Запишем повторный интеграл в полярных координатах, сделав замену 


[image: image92.wmf]cos,sin
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и учитывая, что якобиан перехода от декартовых координат к полярным равен (:
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Ответ: 0.
Задача 6.
Вычислить двойной интеграл от функции


[image: image94.wmf]2
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по области, ограниченной линией x2 + y2 = 3х.
Указание
Перейдите к полярным координатам.

Решение
Преобразуем уравнение границы области интегрирования:
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уравнение окружности радиуса 1,5 с центром в точке (1,5; 0).


[image: image96]
Запишем уравнение этой окружности в полярных координатах:
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Поскольку полюс (то есть начало координат) принадлежит области интегрирования, нижний предел в интеграле по ( равен нулю. Из чертежа видно, что угол ( изменяется в области интегрирования с пределах от -(/2 до (/2. Вычислим двойной интеграл в полярных координатах:


[image: image98.wmf]3cos

2

22

2

222

0

2

3cos

3cos

2

22

22

0

0

22

22

222

22

2

2

2

2

sin

sinsin

2

99

sincossin2

28

9919

(1cos4)sin4.

1616416

D

y

dxdydd

xy

ddd

dd

d

p

j

p

pp

j

j

pp

pp

pp

p

p

p

p

rj

jrr

r

r

jjrrjj

jjjjj

p

jjjj

-

--

--

-

-

==

+

==×=

===

æö

=-=-=

ç÷

èø

òòòò

òòò

òò

ò


Ответ: 
[image: image99.wmf]9
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2.1.3. Вычисление тройного интеграла.
 Криволинейные координаты в пространстве. 
Якобиан и его геометрический смысл. 
Замена переменных в кратных интегралах. 
Переход к цилиндрическим и сферическим координатам
 в тройном интеграле

Процедура вычисления тройного интеграла аналогична соответствующей операции для двойного интеграла. Для ее описания введем понятие правильной трехмерной области:

Трехмерная область V, ограниченная замкнутой поверхностью S, называется правильной, если:

1) любая прямая, параллельная оси Оz и проведенная через внутреннюю точку области, пересекает S в двух точках;

2) вся область V проектируется на плоскость Оху в правильную двумерную область D;

3) любая часть области V, отсеченная от нее плоскостью, параллельной какой-либо из координатных плоскостей, обладает свойствами 1) и 2).


[image: image100]
Рис. 1
Рассмотрим правильную область V, ограниченную снизу и сверху поверхностями  z=((x,y)  и  z=((x,y) и проектирующуюся на плоскость Оху в правильную область D, внутри которой х изменяется в пределах от а до b, ограниченную кривыми y=(1(x) и    y=(2(x) (рис.1). Зададим в области V непрерывную функцию f(x, y, z).
Назовем трехкратным интегралом от функции f(x, y, z) по области V выражение вида: 
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Трехкратный интеграл обладает теми же свойствами, что и двукратный. Перечислим их без доказательства, так как они доказываются аналогично случаю двукратного интеграла.

1. Если область V разбить на две области V1 и V2 плоскостью, параллельной какой-либо из координатных плоскостей, то трехкратный интеграл по области V равен сумме трехкратных интегралов по областям V1 и V2.

2. Если т и М – соответственно наименьшее и наибольшее значения функции f(x,y,z) в области V, то верно неравенство
mV ≤ IV ≤ MV,
где V – объем данной области, а IV – трехкратный интеграл от функции f(x,y,z) по области V.
3. Трехкратный интеграл IV от непрерывной функции f(x,y,z) по области V равен произведению его объема V на значение функции в некоторой точке Р области V:
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Вычисление тройного интеграла
Теорема 1. Тройной интеграл от функции f(x,y,z) по правильной области V равен трехкратному интегралу по той же области:
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Доказательство.

Разобьем область V плоскостями, параллельными координатным плоскостям, на п правильных областей 
[image: image104.wmf]12
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где 
[image: image106.wmf]i
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 трехкратный интеграл от функции f(x,y,z) по области 
[image: image107.wmf].
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Используя формулу (2), предыдущее равенство можно переписать в виде:
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Из условия непрерывности функции f(x,y,z) следует, что предел интегральной суммы, стоящей в правой части этого равенства, существует и равен тройному интегралу 
[image: image109.wmf](,,).
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 Тогда, переходя к пределу при 
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 получим:
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что и требовалось доказать.

Замечание.

Аналогично случаю двойного интеграла можно доказать, что изменение порядка интегрирования не меняет значения трехкратного интеграла.

Пример 1. Вычислим интеграл 
[image: image112.wmf],
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 где V – треугольная пирамида с вершинами в точках (0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0) и (0, 0, 1). Ее проекцией на плоскость Оху  является треугольник с вершинами (0, 0), (1, 0) и (0, 1). Снизу область ограничена плоскостью z = 0, а сверху – плоскостью x + y + z = 1. Перейдем к трехкратному интегралу:
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Множители, не зависящие от переменной интегрирования, можно вынести за знак соответствующего интеграла:
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Криволинейные координаты в трехмерном пространстве

1. Цилиндрические координаты

Цилиндрические координаты точки Р((,(,z) – это полярные координаты (, ( проекции этой точки на плоскость Оху и аппликата данной точки z (рис.2).
Формулы перехода от цилиндрических координат к декартовым можно задать следующим образом:
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[image: image116]
Рис. 2
2. Сферические координаты

[image: image117]
Рис. 3

В сферических координатах положение точки в пространстве определяется линейной координатой ( – расстоянием от точки до начала декартовой системы координат (или полюса сферической системы), ( – полярным углом между положительной полуосью Ох и проекцией точки на плоскость Оху, и ( – углом между положительной полуосью оси Оz и отрезком OP (рис.3). При этом 
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Зададим формулы перехода от сферических координат к декартовым:

[image: image119.wmf]sincos,sinsin,cos.(5)

xyz

rqjrqjrq

===


Якобиан и его геометрический смысл
Рассмотрим общий случай замены переменных в двойном интеграле. Пусть в плоскости Оху дана область D, ограниченная линией L. Предположим, что х и у являются однозначными и непрерывно дифференцируемыми функциями новых переменных u и v:
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Рассмотрим прямоугольную систему координат Оuv, точка Р΄(u, v) которой соответствует точке Р(х, у) из области D. Все такие точки образуют в плоскости Оuv область D΄, ограниченную линией L΄. Можно сказать, что формулы (6) устанавливают взаимно однозначное соответствие между точками областей D и D΄. При этом линиям u = const и v = const в плоскости Оuv будут соответствовать некоторые линии в плоскости Оху.
	
[image: image121]
Рис. 4
	
[image: image122]
Рис. 5


Рассмотрим в плоскости Оuv прямоугольную площадку (S΄, ограниченную прямыми u = const, u+(u = const, v = const и v+(v = const. Ей будет соответствовать криволинейная площадка (S в плоскости Оху (рис.5). Площади рассматриваемых площадок  тоже будем обозначать (S΄ и (S. При этом  (S΄ = (u(v. Найдем площадь (S. Обозначим вершины этого криволинейного четырехугольника Р1, Р2, Р3, Р4, где
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Заменим малые приращения (u и (v соответствующими дифференциалами. Тогда
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При этом четырехугольник Р1Р2Р3Р4  можно считать параллелограммом и определить его площадь по формуле из аналитической геометрии:
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	Определитель
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называется функциональным определителем  или якобианом  функций ((х, у) и ((х, у).



Переходя к пределу при 
[image: image127.wmf]max0
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 в равенстве (7), получим геометрический смысл якобиана:
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то есть модуль якобиана есть предел отношения площадей бесконечно малых площадок (S и (S΄.

Замечание. 
Аналогичным образом можно определить понятие якобиана и его геометрический смысл для п-мерного пространства: если x1 = (1(u1, u2,…,un), x2 = (2(u1, u2,…,un),…, xn = (n(u1, u2,…, un), то
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При этом модуль якобиана дает предел отношения «объемов» малых областей пространств х1, х2,…, хп  и u1, u2,…, un .

Замена переменных в кратных интегралах
Исследуем общий случай замены переменных на примере двойного интеграла.

Пусть в области D задана непрерывная функция z = f(x,y), каждому значению которой соответствует то же самое значение функции z = F(u, v) в области D΄, где

F(u, v) = f(φ(u, v), ψ(u, v)).
Рассмотрим интегральную сумму
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где интегральная сумма справа берется по области D΄. Переходя к пределу при 
[image: image131.wmf]max0,
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 получим формулу преобразования координат в двойном интеграле:


[image: image132.wmf](,)(,)||.

DD

fxydxdyFuvIdudv

¢

=

òòòò


Аналогичным образом можно вывести подобную формулу для тройного интеграла:
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где x = ((u, v, w), y = ((u, v, w), z = ((u, v, w),

[image: image134.wmf],(9)
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а область V пространства Оxyz отображается в область V΄ пространства Ouvw.

Переход к цилиндрическим и сферическим координатам

в тройном интеграле
Найдем, используя формулы (4), (5) и (9), якобианы перехода от декартовых координат к цилиндрическим и сферическим:

1) для цилиндрических координат
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2) для сферических координат
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Тогда формулы перехода к цилиндрическим или сферическим координатам в тройном интеграле будут выглядеть так:
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где смысл обозначений понятен из предыдущего текста.

Пример 2.

Вычислим интеграл от функции 
[image: image138.wmf]22
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 по области, ограниченной поверхностями ​x² + y² = 1, y = 0, y = x, z = 0, z = 1.
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Пример 3.
Пусть подынтегральная функция u = 1, а область интегрирования – шар радиуса R с центром в начале координат. Тогда
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ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ
Задача 1.
Расставить пределы интегрирования в повторном интеграле от функции u = f (x,y,z) по области V, ограниченной поверхностями
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Указание
Найдите проекцию области интегрирования на координатную плоскость Оху и расставьте по этой области пределы в интегралах по х и у.
Решение
Область интегрирования снизу ограничена конусом, а сверху – параболоидом вращения.


[image: image142]
Найдем уравнение линии пересечения этих поверхностей:
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окружность радиуса 4 с центром в точке (0,0,4). Следовательно, проекцией области интегрирования на плоскость Оху является круг радиуса 4 с центром в начале координат. Перейдем от тройного интеграла к повторному:
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Ответ: 
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Задача 2.
Вычислить тройной интеграл от функции


[image: image146.wmf]zxy
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по области, ограниченной поверхностями


[image: image147.wmf],10(0).

zxyxyuzz

=+==³


Указание
Поверхность z = xy пересекает координатную плоскость Оху по прямым х = 0 и у = 0, поэтому проекцией области интегрирования на плоскость Оху является треугольник, ограниченный отрезками прямых х=0, у=0 и х + у = 1.
Решение
Поверхность z = xy пересекает координатную плоскость Оху по прямым х = 0 и у = 0, поэтому проекцией области интегрирования D на плоскость Оху является треугольник, ограниченный отрезками прямых х = 0, у = 0 и х + у=1.


[image: image148]
Переходя к повторному интегралу, пределы по х и у расставим для области D, а пределами по z являются функции, задающие границы области интегрирования:
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Ответ: 
[image: image150.wmf]1
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Задача 3.
Вычислить тройной интеграл от функции


[image: image151.wmf](,,)
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по области, ограниченной поверхностями
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Указание
Выберите в качестве внешних переменных х и z и перейдите к цилиндрическим координатам.
Решение
Выберем в качестве внешних переменных х и z. Тогда поверхности 


[image: image153.wmf]22222
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являются границами области интегрирования, а проекция этой области на плоскость Oxz ограничена проекцией на эту плоскость линии пересечения данных поверхностей.
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окружность радиуса 2 в плоскости у = 2. Следовательно, проекция области интегрирования на плоскость Oxz – круг радиуса 2 с центром в начале координат. Вычислим интеграл в цилиндрических координатах, заданных следующим образом:
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Получим:
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Ответ: 
[image: image157.wmf]4
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Задача 4.
Вычислите интеграл
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с помощью перехода к цилиндрическим координатам.

Указание
Определите вид проекции области интегрирования на плоскость Оху как области, ограниченной линиями
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Решение
Определим вид проекции области интегрирования на плоскость Оху как области, ограниченной линиями
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)

2

2

22222

0,2,02.

2,211,11

xxyuyxx

yxxxxyxy

====-

=--++=-+=-


окружность радиуса 1 с центром в точке (1;0). С учетом того, что y > 0, проекцией области интегрирования является полукруг, лежащий выше оси Ох.

[image: image161]
Найдем уравнение окружности в полярных координатах:
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Перейдем в заданном интеграле к цилиндрическим координатам:
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Ответ: 8.
Задача 5.
Вычислить интеграл


[image: image165.wmf](
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по области, заданной неравенствами


[image: image166.wmf]222
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Указание
Область интегрирования ограничена концентрическими сферами, поэтому удобно перейти к сферическим координатам.

Решение
Перейдем к сферическим координатам:
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При этом область интегрирования определяется условиями:
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Тогда
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Ответ: 
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