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I. Задачи математической статистики

При изучении курса теории вероятностей предполагалось, что вероятности наступления отдельных событий известны. Считались известными законы распределения случайных величин или их числовые характеристики. Как правило, на практике вероятности наступления событий, законы распределения случайных величин или параметры этих законов распределения неизвестны. Для их определения (оценивания) необходимо производить эксперимент, специальные испытания.

 
При обработке эксперимента статистическими методами основные понятия теории вероятностей выступают как некоторые модели реальных закономерностей.

 
Основой статистических методов являются экспериментальные данные, часто называемые статистическими данными.

Одним из основных методов статистического наблюдения является выборочный метод. Рассмотрим основные понятия этого метода.

II. Генеральная и выборочная совокупность

Пусть для исследования закономерностей случайного явления произведено n опытов, в результате которых получен ряд наблюдений x1, x2, ..., xn. Требуется обработать этот ряд статистически. Для этого надо вначале построить математическую модель ряда наблюдений, т.е. указать, какие величины случайны, какие не случайны, какие зависимы, какие не зависимы и т.д.

 
Ставится задача оценить функцию распределения F(x) исследуемой 

СВ X, т.е. построить уточненную вероятностную модель ряда наблюдений x1, x2, ..., xn, которая бы отражала в себе основные статистические особенности этого ряда.

Наиболее точные сведения о случайной величине X можно получить, производя максимально возможное количество измерений этой случайной величины.
 
Определение 1. Генеральной совокупностью называется совокупность всех мыслимых наблюдений, которые могли бы быть сделаны при данном реальном комплексе условий измерений. Число членов, входящих в генеральную совокупность, называют объемом генеральной совокупности.
 
Определение 2. Выборочной совокупностью или просто выборкой объема n называется совокупность n объектов, отобранных из исследуемой генеральной совокупности.
Определение 3. Метод, состоящий в том, что на основании характеристик и свойств выборки х1, х2, ..., хn делаются заключения о числовых характеристиках и законе распределения СВ Х, называется выборочным методом. 

Для того чтобы сведения о законах распределения СВ Х были объективны, необходимо, чтобы выборка была репрезентативной, т.е. представительной. Существуют специальные методы для этого.

III. Статистический ряд. Статистический закон распределения случайной величины

Предположим, что изучается дискретная или непрерывная случайная величина, закон распределения которой неизвестен. Для оценки закона распределения этой случайной величины и его числовых характеристик производится ряд независимых измерений x1, x2, ..., xn.Статистический материал представляют в виде таблицы, состоящей из двух строк, в первой из которых даны номера измерений, а во второй – результаты измерений.

	i – номер измерения
	1
	2
	....
	

	xi – результат измерений
	x1
	х2
	....
	хn


Такую таблицу называют простым статистическим рядом.

          Для того чтобы правильно оценить закон распределения СВ Х, производят группировку данных. Если X – дискретная СВ, то наблюденные значения располагаются в порядке возрастания и подсчитываются частоты mi или частости mi/n появления одинаковых значений СВ Х. В результате получаем сгруппированные статистические ряды:

	хi
	x1
	х2
	....
	хk

	mi
	m1
	m2
	....
	mk


                  к          

Контроль:   (mi = n .

                  i = 1      

	хi
	х1
	х2
	......
	хn

	mi/n
	m1/n
	m2/n
	......
	mk/n


                k
Контроль: (mi/n = 1.

                  i =1

Если изучается непрерывная случайная величина, то группировка заключается в разбиении интервала наблюденных значений случайной величины на k частичных интервалов равной длины [x0; x1 [, [x1; x2 [, [x2; x3 [, ...... [xk-1;xk] и подсчете частоты или частости mi/n попадания наблюденных значений в частичные интервалы. Количество интервалов выбирается произвольно, обычно не меньше 5 и не больше 15.

В результате составляется интервальный статистический ряд следующего вида:

	СВХ
	[x0; x1 [
	[x1; x2 [
	....
	[xk-1;xk]

	mi/n
	m1/n
	m2/n
	....
	mk/n


                 k
Контроль:  ( mi/n = 1.

                   i = 1

Определение. Перечень наблюденных значений СВ Х (или интервалов наблюденных значений) и соответствующих им частостей mi/n называется статистическим законом распределения случайной величины.
Статистические законы позволяют визуально произвести оценку закона распределения исследуемой случайной величины.

IV. Эмпирическая функция распределения

Эмпирической функцией распределения случайной величины X называют функцию F*(x), определяющую для каждого значения x частость события (X < x): 

     F*(x) = nx/n;

где nx – число хi, меньших x; n – объем выборки.

Из теоремы Бернулли следует, что при достаточно большом объеме выборки функции F*(x) и F(x) = P(X < x) мало отличаются друг от друга.

 
Эмпирическая функция распределения обладает всеми свойствами интегральной функции распределения:

1) значения эмпирической функции F*(x) принадлежат отрезку [0, 1];

2) F*(x) – неубывающая функция;

3) если х1 – наименьшее, а xn- наибольшее наблюденное значение, то F*(x) = 0 при  х < x1 и F*(x) = 1 при x > x1.

Основное значение эмпирической функции распределения состоит в том, что она используется в качестве оценки функции распределения

 F(x) = P(X < x).

Пример. Построить F*(x) по статистическому распределению СВ Х:

	xi
	2
	3
	5

	mi/n
	0.75
	0.20
	0.05


Решение. Относительная частота события (Х < x) равна F*(x). Следовательно, 
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График F*(x) изображен на рисунке 1.

Для наглядности сгруппированные статистические ряды изображают в виде графиков и диаграмм. Наиболее распространенными графиками являются полигон и гистограмма. Полигон применяется для изображения как дискретных, так и интервальных статистических рядов, гистограмма - для изображения только интервальных рядов.

Пример. Результаты исследования прочности 200 образцов бетона на сжатие представлены в виде интервального статистического ряда.

	интервалы прочности

кг/см2
	частоты

mi
	частости
mi/n

	190 – 200

200 – 210

210 – 220

220 – 230

230 – 240

240 – 250
	10

26

56

64

30

14
	0.05

0.13

0.28

0.32

0.15

0.07


n = (mi = 200,  (mi/n = 1.

       i                    i
На рисунке 2 представлена гистограмма. На оси абсцисс откладываются частичные интервалы наблюденных значений случайной величины Х, на каждом из которых строим прямоугольник, площадь которого равна частости данного частичного интервала.  Высота элементарного прямоугольника частостей равна mi/nh, где h – длина интервала.

  Если на гистограмме частостей соединить середины верхних сторон прямоугольников, то полученная замкнутая ломаная линия образует полигон распределения частостей.

V. Основные законы распределения случайных величин, используемых в математической статистике
П.1. Нормальное распределение

Нормальная модель распределения вероятностей играет исключительно важную роль в теории вероятностей и математической статистике. Главная особенность нормального распределения состоит в том, что оно является предельным, к которому приближаются другие распределения  при соблюдении некоторых условий.

 
Нормальные распределения часто встречаются на практике в самых различных областях. Принято считать, что все ошибки измерений, вес деталей, размер деталей, дальность полета артиллерийского снаряда и многие другие случайные величины имеют нормальное распределение.

Нормальное распределение задается функцией плотности вероятности:
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где а – математическое ожидание случайной величины Х , т.е. М (Х) = а;

( - среднее квадратичное отклонение СВ Х, т.е. 
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(D (X) – дисперсия случайной величины).

Из формулы (5.1) видно, что нормальная модель зависит от двух параметров а и (, поэтому ее называют двухпараметрической моделью распределения. 

Если случайная величина Х имеет нормальное распределение с параметрами M(X) = a и 
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, то этот факт кратко записывают с помощью символичной записи: СВ Х(N (a, (). 

График функции плотности вероятности называют нормальной кривой или кривой Гаусса.

Эта кривая изображена на рисунке 3.

10. f(x) определена при всех х ( R.

20. Кривая нормального распределения симметрична относительно прямой 

х = а. 

30. Кривая Гаусса имеет максимум в точке х = а:
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40. Кривая Гаусса имеет две точки перегиба: 

x1 = a - ( и x2 = a + (.

50. Площадь, заключенная между кривой Гаусса и осью абсцисс, равна 1; между осью абсцисс, кривой Гаусса и прямыми а ( 2( равна ( 0,95. 

60. При увеличении (уменьшении) параметра ( максимальная ордината уменьшается (увеличивается), см. рис. 4. Другими словами, параметр ( характеризует форму кривой, при неизменном положении центра кривой; так как площадь под кривой Гаусса всегда равна 1 
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, то, если ( увеличивается, то кривая становится плоско – вершинной, ( уменьшается – кривая Гаусса вытягивается вверх. Параметр ( иногда называют параметром масштаба.

70. Если изменять математическое ожидании а при неизменном (, то кривая Гаусса будет смещаться вдоль оси абсцисс, т.е. параметр а = М (Х) характеризует положение кривой при неизменной форме. Иногда параметр a называют параметром сдвига (см. рис. 5) .

 
Если СВ Х( N (a, (), то случайная величина  
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 и ( (U) = 1, т.е. U(N (0,1). Поэтому случайную величину 
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 называют нормированной или стандартизованной нормальной величиной. Плотность распределения вероятностей нормированной случайной величины U имеет вид:
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Функция распределения СВ Х(N (a, () имеет следующий вид:
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Функция распределения нормализованной случайной величины
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Для облегчения вычисления вероятности попадания СВ Х(N (a, () в интервал ](, ([ вводится нормированная функция Лапласа:
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Используя нормированную функцию Лапласа, можно записать функцию распределения СВ Х(N (a, () в виде:
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П.2. Распределение (2 (хи – квадрат)

Рассмотрим случайную величину Y, распределенную по нормальному закону  

Y(N (a, (). Тогда случайная величина 
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 распределена по нормальному закону с параметрами M (U) = 0 и ( (U) = 1, т.е. U( N (0, 1).

Квадрат такой стандартизованной случайной величины 
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называется случайной величиной (2 (хи – квадрат) с одной степенью свободы.

Рассмотрим n независимых случайных величин Y1, Y2, ..., Yn, распределенных по нормальному закону с M (Yi) = ai и средними квадратическими отклонениями (i, 
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Образуем для каждой из этих случайных величин стандартизованную случайную величину
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Сумма квадратов стандартизованных переменных
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 называется случайной величиной (2 с ( = n степенями свободы.

Плотность распределения СВ (2 имеет вид:
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Итак, распределение (2 зависит от  одного параметра ( - числа степеней свободы.

Функция распределения (2 имеет вид:
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На рис. 6 и 7 изображены графики плотности вероятности и функции 
(2 – распределения.

В практике, как правило, используются не f ((2) и F((2), а квантили 
(2 – распределения 
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Нахождение квантиля, с геометрической точки зрения, заключается в том, чтобы выбрать такое значение (2 =
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, при котором площадь заштрихованной криволинейной трапеции (см. рис 6) была бы равна (. 

П. 3. Распределение Стьюдента

Распределение Стьюдента (t – распределение) имеет важное значение при статистических вычислениях, связанных с нормальным законом, а именно тогда, когда среднее квадратическое отклонение ( неизвестно и подлежит определению по опытным данным.

Пусть Y,Y1, Y2, ..., Yn – независимые случайные величины, имеющие нормальное распределение с параметрами M (Y) = M (Yi) = 0 и (Y = (Yi = 1, 
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Случайная величина
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являющаяся функцией нормально распределенных случайных величин, называется безразмерной дробью Стьюдента.

Плотность распределения случайной величины t имеет вид:
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 (5.5),
 где ( - число слагаемых в подкоренном выражении дроби Стьюдента, т.е.

 ( = n. Такое обозначение числа степеней свободы общепринято в математической статистике.

Из формулы (5.5) видно, что распределение СВ t зависит только от одного параметра – числа степеней свободы (, равного числу слагаемых в подкоренном выражении дроби Стьюдента (5.4).

Известно, что математическое ожидание и дисперсия СВ t соответственно равны 
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На рис. 8 изображен график плотности распределения Стьюдента при различных степенях свободы. Замечаем, что при увеличении числа степеней свободы ( он приближается к кривой Гаусса.

В статистических расчетах используются квантили t – распределения 
[image: image38.wmf]n
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. Значения квантилей находятся из решения уравнения:
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С геометрической точки зрения, нахождение квантилей 
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 заключается в том выборе значения t = 
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 , при котором суммарная площадь заштрихованных на рис. 9 криволинейных трапеций была бы равна (.

VI. Точечные оценки параметров нормального распределения

Пусть СВ Х имеет нормальное распределение: Х(N (a, (). Параметры а, ( нормального распределения, как правило, неизвестны. С целью их определения производится эксперимент, в результате которого фиксируется n значений случайной величины Х: х1, х2, ..., хn.

Результаты измерения х1, х2, ..., хn рассматривают как выборку объема n из бесконечной генеральной совокупности. На основании этой выборки необходимо «оценить» (найти приближенные значения) двух параметров – математического ожидания а и среднего квадратического отклонения (.

Вообще говоря, по результатам выборки, какого бы большого размера она ни была, нельзя определить точные значения неизвестных параметров а и (, но можно найти их приближенные значения 
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Для нахождения приближенных значений 
[image: image43.wmf]Ù

Ù

s

,

a

, неизвестных параметров а и ( нормального закона будем рассматривать функции вида:
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, которые называются выборочными функциями или статистиками.


Задача оценки неизвестных параметров а и ( сводится к нахождению таких статистик 
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, которые могут быть использованы для приближенного определения значений неизвестных параметров а и (.

Оценки параметров подразделяются на точечные и интервальные. Точечная оценка параметра ( (где под ( будем понимать либо а, либо () определяется одним числом   
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Интервальной оценкой называют оценку, которая определяется двумя числами 
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 - концами интервала, накрывающего оцениваемый параметр (.

Можно показать, что если СВ Х(N (a, (), то точечные оценки неизвестных параметров a и ( находятся по формулам:
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Эти оценки обладают свойствами несмещенности, состоятельности и эффективности.

VII. Интервальные оценки параметров нормального распределения

Пусть  Х(N (a,(), причем а и ( неизвестны. Для нахождения точечных оценок а и ( из генеральной совокупности извлечена выборка объемом n. Пусть на основании этой выборки найдены точечные несмещенные оценки неизвестных параметров а и ( по формулам (6.1) и (6.2). 

Точечные оценки, найденные по выборке объемом n, не позволяют непосредственно ответить на вопрос, какую ошибку мы допускаем, принимая вместо точного значения неизвестного параметра а или ( его приближенные значения 
[image: image54.wmf]Ù

Ù

s

,

a

. 

Поэтому во многих случаях выгоднее пользоваться интервальной оценкой, основанной на определении некоторого интервала, внутри которого с определенной вероятностью находится неизвестное значение параметра а (или ().

Пусть найденная по результатам выборки объема n статистическая характеристика 
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 является точечной оценкой неизвестного параметра (. Чем меньше разность 
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, тем лучше качество оценки, тем она точнее. Таким образом, положительное число ( характеризует точность оценки
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(7.1)

Однако статистический метод не позволяет категорически утверждать, что оценка удовлетворяет неравенству (7.1) в смысле математического анализа. Можно только говорить о вероятности (1-(), с которой это неравенство выполняется.

Доверительной вероятностью оценки называют вероятность (1-() выполнения неравенства 
[image: image58.wmf]e
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. Обычно доверительная вероятность оценки задается заранее. Наиболее часто полагают (1-() = 0,95; 0,99; 0,9973. Доверительная вероятность точечной оценки показывает, что при извлечении выборки объема n из одной и той же генеральной совокупности в (1-() 100% случаях параметр ( будет накрываться данным интервалом.

Пусть вероятность того, что 
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Преобразуем формулу (7.2)
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Последняя формула показывает, что неизвестный параметр ( заключен внутри интервала 
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. Этот интервал называется доверительным.

Итак, доверительный интервал  
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накрывает неизвестный параметр ( с заданной надежностью (1-().

В практических приложениях важную роль играет длина доверительного интервала. Чем меньше длина доверительного интервала 
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, тем точнее оценка.

Из формулы (7.3) длина доверительного интервала равна 2(. Из этой формулы видно, что длина доверительного интервала   2( определяется двумя величинами: доверительной вероятностью (1-() и объемом выборки n. Таким образом, (, (1-() и n тесно взаимосвязаны и, задавая определенные значения двум из них, можно определить величину третьей.

Если ( известно, то доверительный интервал, накрывающий неизвестное математическое ожидание с заданной доверительной вероятностью (1-(), имеет следующий вид:


[image: image65.wmf]n

u

x

a

n

u

x

s

s

a

a

2

_

2

_

+

<

<

-

 ,
(7.4)

где 
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 - средняя арифметическая результатов измерений; 
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n – объем выборки;
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квантиль нормированного нормального распределения, определяемый по доверительной вероятности (1-();
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 точность (предельная погрешность) точечной оценки математического ожидания. 


Для наиболее употребительных значений доверительной вероятности (1-() квантили стандартизованного нормального распределения приведены в сокращенной таблице:
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Анализируя формулу доверительного интервала, задаваемого системой неравенств (7.4), можно заметить, что:

а) увеличение объема выборки n приводит к уменьшению длины доверительного интервала;

б) увеличение доверительной вероятности (1-() приводит к увеличению длины доверительного интервала, т.е. к уменьшению точности 
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в) если задать точность ( и доверительную вероятность (1-(), то из соотношения 
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 можно найти минимальный объем выборки, который обеспечивает заданную точность.


Если же ( неизвестно, тогда доверительный интервал, накрывающий неизвестное математическое ожидание а  СВ Х(N (a, (), имеет следующий вид:
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где 
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- квантиль распределения Стьюдента, определяемый по таблицам 

по заданной доверительной вероятности P = (1-()  и числу степеней свободы ( = n-1 (n – объем выборки);
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Доверительный интервал для среднего квадратического отклонения ( задается системой неравенств 
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где 
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- квантили (2 распределения, определенные по таблице распределения (2 по заданной доверительной вероятности (1-() и числу степеней свободы ( = n-1.


Значение величин 
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приведены в таблице. 

VIII. Примеры обработки результатов эксперимента


 Измерена максимальная емкость шести конденсаторов, выбранных из большого числа конденсаторов.

Получены следующие результаты (в пф) 4,45; 4,40; 4,42; 4,45; 4,38; 4,42. Предполагая, что результаты измерений имеют нормальное распределение, требуется:

1) найти точечные несмешанные оценки математического ожидания и среднего квадратического отклонения;

2) записать плотность вероятности и функцию распределения СВ Х (емкости конденсаторов);

3) найти доверительный интервал, накрывающий математическое ожидание емкости конденсаторов с заданной доверительной вероятностью (1-() = 0,95, считая ( неизвестной;

4) найти доверительный интервал, накрывающий неизвестное среднее квадратичное отклонение ( с заданной доверительной вероятностью (1-() = 0,95;

5) принимая доверительную вероятность Р = 1-( = 0,99, найти предельную погрешность, с которой 
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 оценивает математическое ожидание а емкости конденсаторов;

6) найти минимальное число конденсаторов, емкость которых надо измерить, чтобы с доверительной вероятностью (1-() = 0,95 можно было бы утверждать, что, принимая  среднее арифметическое 
[image: image83.wmf]_
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  за математическое ожидание емкости конденсаторов, мы совершаем погрешность , не превышающую ( = 0,5(, считая

     ( = S;

7) вычислить Р(4,41 < x < 4.43).

Решение:

1) 
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и 
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2) Следовательно, плотность вероятности СВ Х (емкость конденсаторов) имеет вид:
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Функция распределения емкости конденсаторов имеет вид:
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Используя нормированную функцию Лапласа 
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e

x

x

t

ò

-

=

0

2

2

π

2

2

)

(

Φ

,

можно записать
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3) Найдем интервальные оценки параметров нормального распределения емкости конденсаторов. Для нахождения доверительного интервала, накрывающего математическое ожидание, найдем по таблице квантилей распределение Стьюдента по заданной доверительной вероятности Р = 1-( = 0,95 и числу степеней свободы ( = n-1 = 6-1 = 5 квантиль 
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Вычислим предельную погрешность интервального оценивания математического ожидания
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Искомый доверительный интервал, накрывающий математическое ожидание емкости конденсаторов с заданной доверительной вероятностью Р = 0,95, равен:
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4,42 - 0,029 < a < 4,42 + 0,029;

4,391 < a < 4.449.

Смысл полученного результата:

если будет произведено достаточно большое число выборок по 6 конденсаторов из бесконечно большой по численности партии конденсаторов, то в 95% случаев из них доверительный интервал накроет неизвестное математическое ожидание и только в 5% математическое ожидание может выйти за границы доверительного интервала.

4) Для нахождения доверительного интервала, накрывающего неизвестное среднее квадратическое отклонение ( с заданной доверительной вероятностью (1-() = 0,95, найдем по заданной доверительной вероятности 0,95 и числу степеней свободы 

( = n-1= 6-1 = 5 два числа (1 и (2, т.е. (1 = 0,624 и (2 = 2,45. Искомый доверительный интервал равен:

(1S < ( < (2S;
0.624*0.028 < ( < 2.45*0.028;

0.017 < ( < 0.068.

5) Если задать доверительную вероятность Р = 1-( = 0,99, то предельная погрешность, с которой среднее арифметическое емкости конденсаторов 
[image: image93.wmf]_

x

 оценивает неизвестное математическое ожидание, равна:


[image: image94.wmf].
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6) Найдем минимальное число конденсаторов, емкость которых необходимо измерить, чтобы с доверительной вероятностью Р = 1-( = 0,95 можно было бы утверждать, что, принимая среднее арифметическое 
[image: image95.wmf]_

x

 за математическое ожидание емкости конденсаторов,  мы совершаем погрешность, не превышающую 0,2( = 0,0056, считая ( известным и равны 0,028 .

Искомый объем выборки найдем из соотношения
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 конденсаторов.

7) 
[image: image97.wmf]=
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Задания для самостоятельного решения


Ниже приводятся результаты измерений некоторой физической величины, которые будут рассматриваться как n реализаций случайной величины X. Предполагая, что СВ Х имеет нормальное распределение, требуется:

1. Найти точечные несмещенные оценки математического ожидания а и среднего квадратического отклонения (.

2. Записать плотность вероятности и функцию распределения СВ Х.

3. Найти доверительный интервал, накрывающий математическое ожидание СВ Х с заданной доверительной вероятностью Р = 1-( = 0,95, считая ( неизвестным.

4. Найти доверительный интервал, накрывающий среднее квадратическое отклонение ( с заданной вероятностью Р = 1-( = 0,95.

5. Принимая Р = 1-( = 0,99, найти предельную погрешность, с которой среднее арифметическое оценивает неизвестное математическое ожидание СВ Х.

6. Найти минимальное число измерений, которое нужно произвести, чтобы с доверительной вероятностью Р = 1-( = 0,95 можно было бы утверждать, что, принимая М (Х) = 
[image: image99.wmf]_

x

 , мы совершаем погрешность, не превышающую ( = 0,2S.

7.  Вычислить:
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Задачи для самостоятельного решения


Задача 1.

СВ Х – сопротивление резистора в кило омах.

	i – номер 

резистора
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15

	xi – сопротивление 

резистора (ком)
	4,8
	6,2
	6,0
	5,9
	5,6
	4,9
	6,0
	6,1
	5,5
	5,8
	5,7
	5,1
	5,5
	6,2
	5,4


Р (Х < 5) = ?

Задача 2.

СВ Х – еженедельные затраты времени ( в часах) на посещение библиотеки, определяемые путем анкетирования:

	i – номер анкеты
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	xi – затраты времени (ч)
	2,2
	4,5
	3,8
	5,0
	3,0
	6,0
	12,0
	8,0
	16,2
	15,0
	2,0
	1,0


Р (8 < X < 14) = ?

Задача 3.

СВ Х – индуктивность катушки в мгн.

	i – номер катушки
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	xi – индуктивность (мгн)
	8,345
	8,346
	8,348
	8,342
	8,343
	8,345
	8,343
	8,347
	8,344
	8,347


Р (8,345 < X < 8,349) = ?

IX.Критерий согласия (2

Предположим, что по виду гистограммы или полигона частостей или из каких - либо других соображений удается выдвинуть гипотезу о множестве функций определенного вида (нормальных, показательных, биномиальных и т. п.), к которому может принадлежать функция распределения исследуемой СВ Х. Критерий (2 Пирсона позволяет производить проверку согласия     эмпирической функции распределения F*(x) с гипотетической функцией распределения F(x).

Для этого придерживаются следующей последовательности действий:

1) на основании гипотетической функции F(x) вычисляют вероятность попадания СВ Х в  частичные интервалы 
[image: image101.wmf][
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; i =1, 2, ..., k;

2) умножая полученные вероятности pi на объем выборки n, получают теоретические     частоты npi частичных интервалов 
[image: image103.wmf][
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,т.е. частоты, которые следует ожидать, если   гипотеза справедлива;

3) вычисляют выборочную статистику (критерий) (2:

(2набл. = 
[image: image104.wmf]å
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Можно показать, что если гипотеза верна, то при 
[image: image105.wmf]¥
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 распределение выборочной статистики, независимо от вида функции F(x), стремится к распределению (2 с ( = k-r-1 степенями свободы ( k – число частичных интервалов, r - число параметров гипотетической функции F(x), оцениваемых по данным выборки).

Критерий (2 сконструирован таким образом, что чем ближе к нулю наблюдаемое значение критерия (2, тем вероятнее, что гипотеза справедлива. Поэтому для проведения гипотезы применяется критерий (2 с правосторонней критической областью. Необходимо найти по таблицам квантилей (2 – распределения по заданному уровню значимости ( и числу степеней свободы ( = k-r-1 критическое значение 
[image: image106.wmf]2
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Если (2набл. ((2(,(, то считается, что гипотетическая функция F(x)  не согласуется с результатами эксперимента. Если (2набл. ((2(,(, то считается, что гипотетическая функция F(x) согласуется с результатами эксперимента.

Замечание. При применении критерия (2 необходимо, чтобы в каждом частичном интервале было не менее 5 элементов. Если число элементов (частота) меньше 5,то рекомендуется объединять такие частичные интервалы с соседними.
X. Курсовая работа

Каждому студенту в соответствии со своим номером варианта требуется:

1) записать исходную выборку в виде таблицы;

2) построить статистический ряд;

3) записать сгруппированную выборку в виде таблицы;

4) построить график эмпирической функции распределения;

5) построить гистограмму;

6) проверить гипотезу о нормальном законе распределения случайной величины Х и записать вычисления в таблицу;

7) построить график плотности случайной величины Х.

При выполнении работы принять уровень значимости ( = 0,05, отрезок [24,5; 54,5], число интервалов k = 10. Варианты индивидуальных заданий приведены в таблице.

i – му варианту соответствуют элементы выборки, расположенные в 

15 – ти следующих строчках таблицы, начиная с i – й (объем выборки при этом n = 150).

	1
	48
	39
	43
	44
	34
	34
	32
	43
	40
	46

	2
	25
	31
	34
	49
	39
	37
	45
	49
	31
	49

	3
	43
	46
	34
	35
	42
	32
	41
	34
	42
	42

	4
	38
	40
	46
	47
	34
	42
	38
	40
	38
	36

	5
	30
	43
	41
	40
	40
	35
	35
	41
	38
	45

	6
	37
	42
	38
	36
	44
	39
	32
	48
	43
	39

	7
	43
	30
	32
	36
	42
	34
	49
	48
	49
	50

	8
	37
	30
	44
	48
	44
	35
	45
	34
	33
	41

	9
	43
	45
	50
	34
	33
	39
	41
	39
	46
	31

	10
	40
	52
	44
	39
	35
	45
	33
	42
	42
	36

	11
	44
	51
	45
	39
	34
	44
	40
	37
	43
	32

	12
	33
	42
	40
	35
	37
	43
	48
	48
	50
	32

	13
	40
	48
	45
	43
	36
	36
	42
	40
	37
	30

	14
	44
	50
	46
	39
	41
	48
	44
	42
	36
	51

	15
	44
	50
	47
	37
	33
	34
	42
	43
	43
	47

	16
	33
	48
	38
	42
	45
	32
	34
	44
	39
	45

	17
	48
	26
	31
	34
	38
	36
	46
	49
	40
	48

	18
	42
	47
	35
	34
	41
	33
	41
	35
	43
	42

	19
	39
	37
	47
	47
	33
	42
	37
	39
	39
	37

	20
	43
	41
	30
	39
	38
	36
	36
	34
	42
	46

	21
	39
	44
	37
	35
	43
	38
	33
	47
	45
	38

	22
	37
	48
	38
	52
	40
	45
	44
	42
	38
	40

	23
	44
	46
	37
	34
	41
	37
	41
	39
	30
	38

	24
	32
	41
	48
	36
	51
	36
	33
	39
	45
	40

	25
	34
	41
	38
	34
	33
	27
	51
	45
	27
	38

	26
	42
	37
	46
	41
	47
	36
	30
	45
	41
	40

	27
	37
	37
	39
	42
	48
	41
	36
	39
	33
	47

	28
	43
	49
	27
	31
	41
	46
	40
	36
	36
	42

	29
	41
	46
	33
	37
	47
	35
	31
	29
	30
	36

	30
	48
	38
	37
	34
	40
	34
	36
	50
	48
	39

	31
	30
	38
	43
	41
	44
	45
	38
	37
	46
	50

	32
	41
	48
	41
	43
	47
	37
	42
	34
	32
	44

	33
	37
	48
	46
	41
	41
	37
	37
	48
	49
	46

	34
	38
	44
	50
	37
	47
	27
	48
	37
	46
	38

	35
	48
	47
	38
	52
	34
	36
	34
	41
	41
	32

	36
	31
	43
	34
	46
	37
	40
	41
	39
	32
	42

	37
	47
	33
	51
	41
	40
	45
	37
	36
	27
	36

	38
	37
	42
	46
	35
	34
	38
	45
	36
	20
	40

	39
	34
	48
	30
	51
	33
	41
	44
	42
	39
	39

	40
	45
	45
	41
	40
	36
	27
	50
	44
	41
	48

	41
	36
	36
	32
	32
	36
	49
	27
	45
	30
	35

	42
	40
	38
	45
	40
	40
	50
	42
	37
	50
	39

	43
	43
	38
	30
	59
	42
	41
	33
	42
	38
	44

	44
	44
	41
	47
	52
	51
	38
	50
	39
	50
	48

	45
	49
	43
	52
	50
	30
	30
	26
	50
	27
	49

	46
	27
	49
	46
	39
	47
	26
	49
	52
	29
	44

	47
	51
	53
	48
	49
	53
	45
	27
	43
	48
	44


Порядок выполнения работы

1. По данной выборке объема n строится статистический ряд

	y1
	y2
	...
	ye

	 n1
	n2
	...
	ne


где y1 < y2 < ... <ye элементы выборки, записанные в порядке возрастания, ni – частоты появления одинаковых значений СВ Х.

2. На основе статистического ряда строится сгруппированная выборка. Для этого задается определенный отрезок [а, в], внутри которого расположены все элементы исследуемой выборки, число интервалов k, на которое делится этот отрезок. Находятся длины интервалов 
[image: image108.wmf]k
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и соответствующие эмпирические частоты mi (mi – число элементов выборки, попавших в i – й интервал), i = 1, 2, ... k. Результаты вычислений заносятся в таблицу:

	номер интервала
	границы интервала
	середины интервалов
	эмпирические частоты

	i
	xi, xi+1
	zi
	mi

	1

2

.

.

.

k
	
	
	


3. Строится график эмпирической функции распределения
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4. Строится гистограмма – фигура, состоящая из прямоугольников с основаниями 
[image: image114.wmf][

]

1

,

+

i

i

x

x

 и высотами 
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5. Находится выборочное среднее 
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, исправленная выборочная дисперсия 
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; исправленное выборочное среднее квадратическое отклонение 
[image: image118.wmf]2

S

S

=

.

6. Проверяется гипотеза о нормальном распределении СВ Х с математическим ожиданием 
[image: image119.wmf]_
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 и средним квадратическим отклонением 
[image: image120.wmf]S
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 с помощью критерия (2 Пирсона.

Для этого вычисляют теоретические частоты попадания СВ Х в i – й интервал 
[image: image121.wmf]i
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Значения функции Лапласа 
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 EMBED Equation.3  [image: image124.wmf]находятся по таблице.

Если при некотором i эмпирическая или теоретическая частота меньше 5, тогда этот интервал объединяют с соседним, при этом теоретические и эмпирические частоты суммируются. После объединения получают r интервалов (r ( k).

Составляется статистика (2 Пирсона

(2набл. = 
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Затем по закону уровня значимости ( и числу степеней свободы ( = r-3 находится критическая точка 
[image: image126.wmf]2
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 по таблице квантилей распределения (2. Если (2набл. >(2(,(, то гипотеза отвергается. Если (2набл. ((2(,(, гипотеза принимается.

7. Строится график плотности вероятности  
[image: image127.wmf]2
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случайной величины Х, распределенной по нормальному закону.

Пример выполнения курсовой работы

	1
	37
	30
	44
	48
	44
	35
	45
	34
	33
	41

	2
	43
	45
	50
	34
	33
	39
	41
	39
	46
	31

	3
	40
	52
	44
	39
	35
	45
	33
	42
	42
	36

	4
	44
	51
	45
	39
	34
	44
	40
	37
	43
	32

	5
	33
	42
	40
	35
	37
	43
	48
	48
	50
	32

	6
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Для данной выборки объема n = 150 построим статистический ряд, где Y1<Y2<...<Ym – элементы выборки, записанные в порядке возрастания, ni – число повторений элемента Yi в выборке.
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X = 40.34
     
XH = 2.465


k = 4

S = 5.51
     
XH ((, k) = 9.5


r = 7

Так как XH ((, k) (  XH, то гипотеза о нормальном распределении принимается, результаты занесены в таблицу.
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