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Решение нелинейных уравнений

1. Постановка задачи. Основные этапы ее решения  


Пусть задано нелинейное уравнение 
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где 
[image: image2.wmf]()
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 – функция одной переменной  
[image: image3.wmf]x

. Требуется найти корни (или решения) этого уравнения, то есть те значения  
[image: image4.wmf]x

, при подстановке которых уравнение обращается в тождество 
[image: image5.wmf]()0
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.  Геометрически корень  
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  уравнения (1) соответствует точке пересечения графика функции 
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 с осью ОХ (см. рис. 1).
Корень 
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 уравнения (1) называется простым, если  
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. График функции 
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 пересекает в этом случае ось абсцисс в точке  
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  под ненулевым углом (см. пример 1, рис. 1).  
Корень  
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  называется корнем кратности  
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  пересекает в этом случае ось абсцисс в точке 
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  под нулевым углом, т.е. касается в этой точке оси абсцисс. 


Пример 1.  Рассмотрим уравнение вида  
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. Отсюда следует, что оно имеет единственный действительный корень  
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  приведен на рис. 1. Производная 
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  записывается следующим образом  
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[image: image27.wmf]()

yfx

=

 пересекает ось абсцисс в точке  
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[image: image29.wmf] 10

arctg

a

=

. 
[image: image30.wmf]y

x

(

)

x

3

2

x

×

-

4

-

:=


[image: image31.wmf]y1

x

(

)

10

x

2

-

(

)

×

:=


[image: image32.wmf]5

4

3

2

1

0

1

2

3

4

5

25

20

15

10

5

5

10

15

20

25

y

x

(

)

y1

x

(

)

x


                                           Рис. 1

2. Уточнение постановки задачи.  Основные этапы решения. 


Под задачей решения уравнения (1) будем понимать задачу вычисления корней этого уравнения с заданной точностью (. Приближенное решение нелинейного уравнения осуществляется в два этапа: 


1) отделение (локализация) корней; 

2) итерационное уточнение корней. 

2.1. Отделение корней 

         Отрезок 
[image: image33.wmf][,]

ab

, содержащий только один корень 
[image: image34.wmf]x

 уравнения
  (1), называют отрезком локализации корня 
[image: image35.wmf]x

. Можно указать некоторые типичные приемы отделения корней: 


1) в некоторых задачах отрезок локализации известен из физических соображений (физической сущности задачи); 


2) графический способ, когда уравнение (1) представляется в виде 
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, строятся графики функций  
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 и отрезки, содержащие точки пересечения этих графиков, могут приниматься за отрезки локализации корней; 


3) табличный способ, когда строится таблица значений функции 
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, а о наличии корня на отрезке  
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  судят по перемене знака функции на концах этого отрезка, опираясь на следующую теорему. 


Теорема 1. Если функция 
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 непрерывна на отрезке 
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, и на его концах принимает значения разных знаков, то есть  
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, то отрезок 
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 содержит, по крайней мере, один корень уравнения (1). 


Для отделения всех корней уравнения (1) отрезок 
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 разбивается на более мелкие отрезки, например, с равным шагом  
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– заданное число мелких отрезков и на каждом из них проверяется условие 
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. Если это неравенство обращается в равенство, то это говорит о наличии корня на одном из концов отрезка 
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Решению задачи отделения корней в этих условиях может способствовать использование следующей теоремы.

Теорема 2. Если функция 
[image: image51.wmf]()
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 непрерывна и дифференцируема на отрезке 
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,  ее производная сохраняет знак внутри 
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, функция 
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 на концах отрезка принимает значения разных знаков 
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, то на отрезке 
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 находится только один 
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 корень уравнения (1).  


Блок-схема алгоритма отделения корней приведена на рис.2. В алгоритме использован табличный способ отделения корней. Рассмотрим отделение корней на примере решения уравнения 
[image: image60.wmf]3
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.


Программа  otd  на языке Pascal,  реализующая этот алгоритм для уравнения, приведена ниже. 

program otd;

uses crt;

const a=-10;

      b=10;

      h=0.7;

function f(x:real):real;

      begin

          f:=2*arctan(x)-0.5*x*x*x

       end;

var a1,b1:real;

      y1,y2:real;

begin

clrscr;

a1:=a;

y1:=f(a1);

while a1<=b do

     begin

     b1:=a1+h;

     y2:=f(b1);

       if y1*y2<=0 then writeln(' Корень находится на отрезке' [',a1:4:6,',',b1:4:6,']');

       a1:=b1;

       y1:=y2;

    end;

readln

end.

Ответ:

Корень находится на отрезках [-1.60000,-0.900000],
 [-0.200000,0.500000],   [1.200000,1.900000]

2.2. Итерационное уточнение корней


Итерационный процесс состоит в последовательном уточнении начального приближения  х(0). Каждый такой шаг называется итерацией. 

         На этом этапе для вычисления каждого из корней с точностью 
[image: image61.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image62.wmf]0
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 используется тот или иной итерационный метод, позволяющий построить последовательность 
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 приближений к корню 
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. Если последовательность 
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 сходится к корню  
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, т.е.  
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    то итерационный метод называется сходящимся. 

         Введем несколько определений. 

         Итерационный метод называется одношаговым, если для вычисления очередного приближения 
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 используется одно предыдущее приближение 
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Для построения итерационной последовательности одношаговым методом требуется знание только одного начального приближения 
[image: image74.wmf](0)
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, а при построении 
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-шаговым методом – 
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 начальных приближений 
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Одной из важнейших характеристик итерационных методов является скорость сходимости. Говорят, что метод сходится со скоростью геометрической прогрессии со знаменателем  
[image: image78.wmf]1
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, если для всех  
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   имеет место оценка 
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где 
[image: image81.wmf]0
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 – некоторая постоянная величина. 


Отсюда следует сходимость метода, так как при  
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Если для одношагового итерационного метода существует такая 
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-окрестность корня 
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, что имеет место оценка 
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где 
[image: image87.wmf]1
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 – постоянные (приближение 
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 принадлежит 
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 называется порядком сходимости. 


Говорят, что метод обладает линейной скоростью сходимости в указанной 
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-окрестности, если  
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. Говорят о сверхлинейной скорости сходимости, если 
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. В частности, 
если 
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, имеем квадратичную скорость сходимости, а если  
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Сформулируем лемму, которая позволяет свести исследование сходимости итерационных методов к получению оценки (3). 


Лемма 1. Если одношаговый итерационный метод обладает линейной скоростью сходимости в некоторой 
[image: image96.wmf]s

-окрестности корня 
[image: image97.wmf]x

, то при любом выборе начального приближения 
[image: image98.wmf](0)

x

 из этой 
[image: image99.wmf]s

-окрестности итерационная последовательность 
[image: image100.wmf]()
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 не выходит за пределы этой 
[image: image101.wmf]s

-окрестности, метод сходится со скоростью геометрической прогрессии со знаменателем 
[image: image102.wmf]1
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 и справедлива оценка погрешности   
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Аналогично определяется скорость сходимости многошаговых методов. Сравнение различных итерационных методов следует проводить по числу вычислительных операций при реализации одной итерации и по скорости сходимости. При прочих равных условиях тот метод уточнения корней будет более эффективен, в котором результат с той же самой погрешностью найден за меньшее число раз вычисления функции f(x).  

2.2.1. Метод деления отрезка пополам.  

         Пусть требуется найти с заданной точностью 
[image: image104.wmf]0
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 корень 
[image: image105.wmf]x

 уравнения (1). Будем считать, что корень отделен, т.е. известен отрезок локализации 
[image: image106.wmf][,]
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, содержащий только один корень 
[image: image107.wmf]x

. Кроме того, здесь и всюду в дальнейшем полагаем, что функция 
[image: image108.wmf]()
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 непрерывна на отрезке 
[image: image109.wmf][,]: f(x)C[,]
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 и на его концах принимает значения разных знаков, что означает выполнение соотношения 
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fafb

<

.                                                                                 (5)           
Пусть для определенности, как показано на рис. 3, 
[image: image111.wmf]()0,()0
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.  Обозначим 
[image: image112.wmf](0)(0)
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. Примем за приближенное значение корня    середину отрезка 
[image: image113.wmf].
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[image: image114.png]v




   Рис. 3. Геометрическая иллюстрация метода деления отрезка пополам  


Положение корня 
[image: image115.wmf]x

 на 
[image: image116.wmf](0)(0)
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 неизвестно и можно утверждать, что погрешность приближения не превышает половины длины отрезка: 
[image: image117.wmf].
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Уточним отрезок локализации, заменяя начальный отрезок 
[image: image118.wmf](0)(0)
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 отрезком 
[image: image119.wmf](1)(1)
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 вдвое меньшей длины. Согласно методу деления отрезка пополам (дихотомии, бисекции и т.п.) выбирается тот из отрезков 
[image: image120.wmf](0)(0)
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[image: image121.wmf](0)(0)

[,]

xb

, на концах которого выполняется условие 
[image: image122.wmf](1)(1)
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. Этот отрезок содержит искомый корень. Если 
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[image: image124.wmf]x

  следует из теоремы 1. Если 
[image: image125.wmf](1)(1)
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, то корнем является один из концов отрезка. 


Середина этого отрезка  
[image: image126.wmf]2
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  дает следующее приближение к корню, оценка погрешности которого составляет       
[image: image127.wmf].
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За следующее уточнение отрезка локализации 
[image: image128.wmf](2)(2)

[,]

ab

 берут один из отрезков 
[image: image129.wmf](1)(1)
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, на концах которого выполняется условие  
[image: image131.wmf](2)(2)
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Очередная (n+1)-я итерация метода. Пусть уже найден отрезок 
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 и вычислены значения 
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Производятся следующие действия: 


1) вычисляется 
[image: image136.wmf]()

()

n

fx

; 


2) если 
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[image: image138.wmf](1)(1)

[,]

nn

ab

++
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3) вычисляется 
[image: image143.wmf].
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Середина отрезка 
[image: image144.wmf]()()
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[image: image145.wmf]2
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 дает приближение к корню 
[image: image146.wmf]x

 с оценкой погрешности 
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                                                      (6) 
Отсюда видно, что метод деления отрезка пополам сходится
со скоростью геометрической прогрессии, знаменатель        которой 
[image: image148.wmf]1
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Итерации нужно вести до тех пор, пока не будет выполнено неравенство 
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Тогда в силу (6) можно принять 
[image: image150.wmf]()

n

x

 за приближение к корню с точностью  
[image: image151.wmf]e
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Используя соотношение (6) в виде 
[image: image152.wmf]n
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  и условие окончания итерационного процесса 
[image: image153.wmf]()()

2

nn

ba

e

-<

, получим оценку количества итераций 
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, требуемого для достижения заданной точности, которая определяется из неравенства
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и зависит лишь от длины отрезка локализации 
[image: image156.wmf][,]
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 и требуемой точности нахождения корня 
[image: image157.wmf]e

. В качестве требуемого числа итераций  
[image: image158.wmf]k

 возьмем наименьшее из натуральных чисел  
[image: image159.wmf]n

, удовлетворяющих условию (8), 
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где 
[image: image161.wmf][]

x

- целая часть числа х. 


В качестве условия окончания итерационного процесса, альтернативного условию (7), можно использовать условие
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которое имеет смысл невязки, полученной на n-ой итерации.


Метод деления отрезка пополам всегда сходится, прост и предъявляет к функции 
[image: image163.wmf]()

fx

 минимальные требования: для его применения достаточно непрерывности функции 
[image: image164.wmf]()

fx

, выполнения неравенства (5) и верного определения знака 
[image: image165.wmf]()

fx

. Его недостатком является медленная сходимость по сравнению с другими методами. Этот метод очень надежен. Он гарантирует точность приближения, примерно равную радиусу интервала неопределенности 
[image: image166.wmf],

e

 устойчив к ошибкам округления. 


 Блок-схема алгоритма метода деления отрезка пополам приведена на рис. 4. 


Далее  приводится программа dichot на языке Pascal, реализующая этот алгоритм. В качестве критерия окончания итераций используется 
[image: image167.wmf].
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Вычисление абсциссы середины отрезка, содержащего корень, по формуле 
[image: image168.wmf](1)(1)(1)
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 позволяет избегать выхода средней точки за пределы отрезка 
[image: image169.wmf](1)(1)

[,]

ab

 при округлении по дополнению в последнем разряде.  


Критерии (7) и (10) окончания итерационного процесса полностью эквивалентны, если функция  
[image: image170.wmf]()

fx

 непрерывно дифференцируема на отрезке локализации и 
[image: image171.wmf]x

 является простым корнем уравнения (1). 


Работа алгоритма метода деления отрезка пополам показана на примере уравнения 
[image: image172.wmf]3
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. Выбираем  
[image: image173.wmf]0.00001
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. Программа dichot, реализующая рассмотренный алгоритм метода деления отрезка пополам, приведена ниже.

program dichot;

uses crt;

const a=-1.6;

          b=-0.9;

         eps=0.00001;

function f(x:real):real;

              begin

              f:=2*arctan(x)-0.5*x*x*x

            end;

var x,a1,b1:real;

     y1,y2,y:real;

begin

clrscr;

a1:=a;

b1:=b;

y1:=f(a1);

y2:=f(b1);

x:=a1+(b1-a1)/2;

while abs(b1-a1)>eps do

 begin

 x:=a1+(b1-a1)/2;

 y:=f(x);

 If y1*y<0 then b1:=x

                  else if y=0 then 

                                        begin

                                               a1:=x;

                                               b1:=x

                                        end

                                    else a1:=x;

 end;

writeln (' корень уравнения x=',x:2:6);

readln

end.

Ответ:

на отрезке 
[image: image174.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image175.wmf][1.600000,-0.900000]

-

 корень уравнения 
[image: image176.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image177.wmf]=-1.592757
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;
на отрезке 
[image: image178.wmf][-0.200000,0.500000]

 корень уравнения 
[image: image179.wmf]0.000000

x

=

;
на отрезке 
[image: image180.wmf][1.200000,1.900000] 

корень уравнения 
[image: image181.wmf]1.592757

x

=

.
2.2.2. Метод сканирования 

       В методе сканирования используется табличный способ отделения корней. Отрезок локализации 
[image: image182.wmf][,]

ab

 делится на малые отрезки длиной, равной заданной погрешности нахождения корня 
[image: image183.wmf]e

, на концах этих отрезков вычисляются значения функции 
[image: image184.wmf]()
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. На каждом из этих отрезков проверяется условие (5) и в случае его выполнения выбирается отрезок, где функция меняет знак (или точно равна нулю). В качестве решения можно взять любую точку выделенного отрезка 
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 границу этого отрезка или середину отрезка 
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В любом из этих случаев погрешность решения не будет превышать заданную величину (, даже если точное значение решения неизвестно. 

Часто весь отрезок разбивается на маленькие отрезки длиной 2
[image: image189.wmf]e

. За приближение к искомому корню берется середина того отрезка, где функция 
[image: image190.wmf]()
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 меняет знак. Эта разница не принципиальна, так как результаты поиска полностью совпадают по значению корня и по затратам на его поиск, если в первом варианте сразу взять погрешность вдвое больше необходимой. 


С целью повышения эффективности метода уточнение корня проводится в несколько этапов: 

1) сначала задается большое значение 
[image: image191.wmf]e

, находится отрезок, где функция меняет знак (грубое нахождение корня); 

2) найденный отрезок делится на части с более мелким шагом и корень находится более точно и т.д. 

Действия п.2 повторяются несколько раз, после чего находится корень с заданной точностью в целом за меньшее число раз вычисления функции 
[image: image192.wmf]()

fx

. 

Блок-схема алгоритма метода сканирования приведена на рис. 2.

2.2.3. Метод простой итерации  

2.2.3.1. Описание метода 

   Использование метода  простой итерации для решения уравнения (1) связано с преобразованием его к равносильному уравнению вида 

         
[image: image193.wmf]()
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Такое преобразование называется приведением уравнения к виду, удобному для итерации, и может быть выполнено различными способами. Функция 
[image: image194.wmf]()
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 называется итерационной функцией. 

          Выбирая начальное приближение к корню 
[image: image195.wmf](0)
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 и подставляя его в правую часть (12), получим  
[image: image196.wmf](1)(0)
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. Подставив 
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 в правую часть (12), получим 
[image: image198.wmf](2)(1)
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. Продолжая неограниченно этот процесс, получим последовательность приближений к корню, вычисляемую по формуле
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Метод простой итерации является одношаговым. Если существует предел этой последовательности  
[image: image200.wmf]()
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 то, переходя к пределу в равенстве (13) и полагая функцию 
[image: image201.wmf]()
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 непрерывной, получим равенство 
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которое означает, что 
[image: image203.wmf]x

 - корень уравнения (12).

2.2.3.2. Геометрическая интерпретация 

Геометрическая интерпретация метода простой итерации приведена на рис. 5. Построим графики функций 
[image: image204.wmf]yx
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 и  
[image: image205.wmf]()
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. Корень 
[image: image206.wmf]x

 уравнения (12) является абсциссой точки пересечения графиков этих функций. Возьмем некоторое начальное приближение 
[image: image207.wmf](0)
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. Ему соответствует точка 
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, координаты которой связаны соотношением 
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 отрезком прямой  
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. Продолжая этот процесс, получим ломаную линию 
[image: image219.wmf]01122

...

MNMNM

, для которой абсциссы точек 
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 представляют собой последовательные приближения 
[image: image221.wmf]()
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 к решению 
[image: image222.wmf]x

.

2.2.3.3. Сходимость метода простой итерации 


Условия сходимости метода простой итерации определяются следующей теоремой. 
Теорема 3. Если в некоторой 
[image: image223.wmf]s

- окрестности корня 
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  уравнения (1) функция 
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 - постоянная, то независимо от выбора начального приближения 
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  не выходит из этой окрестности, метод сходится со скоростью геометрической прогрессии со знаменателем 
[image: image231.wmf]q

 и справедлива следующая оценка погрешности
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       Рис.4.Блок-схема алгоритма метода деления отрезка пополам

    Соотношение (15) не используется для практической оценки погрешности, так как значение 
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, входящее в правую часть оценки, неизвестно. Кроме того, соотношение (15) приводит к завышенной оценке погрешности. 

Условие сходимости метода простой итерации 
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 является только достаточным. Его выполнение гарантирует сходимость итерационного процесса (13), при этом все приближения должны

[image: image1125.emf]начало

n=0

конец

           1

       2

        3

          4

       5

      6

       7

Ввод

(0)

a,b,x

,,



Вывод

(n)

x

          нет

    да

n=n+1

x

(n+1) (n)

=(

x)

x

(n+1)

-x

(n)

<

                                                                                                        
[image: image236.wmf]x

y

=

                                                           

                                      
[image: image237.wmf]y

                                                                   

[image: image1126.png]M;

/ X(z) X(l)

x=b



[image: image1127.png]y=7(




[image: image1128.png]


[image: image1129.wmf][image: image1130.wmf]начало

конец

                 1

     2

       

 3

    5

    6

  7

 8

    9

нет

  нет

да

4

Ввод

h

b

a

,

,

)

0

(

)

0

(

()()

()

nn

1

n0

yfa

=

=

()()

()()

()

nn

nn

2

bah

yfb

=+

=

0

*

)

(

2

)

(

1

£

n

n

y

y

интервал

]

;

[

)

(

)

(

n

n

b

a

содержит

корень

)

1

(

2

)

(

1

)

1

(

)

(

;

1

-

-

=

=

+

=

n

n

n

n

y

y

b

a

n

n

)

0

(

)

(

b

a

n

£

Рис

. 

2

. 

Блок

-

схема алгоритма отделения корней

да

                                                                                                                                       
[image: image238.wmf])

(

x

y

j

=

                

                                                                     
[image: image239.wmf])

,

(

)

1

(

)

1

(

1

x

x

N

                        

[image: image1131.png]Yy

*=F()
£
y=7(x)
167
At
] x ol o x-2)
¥ =R©




[image: image1132.png]S [[(.)D

N




[image: image1133.png]


                                                                                                                            
[image: image240.wmf])

,

(

)

1

(

)

0

(

0

x

x

M

   
[image: image241.wmf]          

[image: image1134.png]v




[image: image1135.emf]НАЧАЛО

ввод

интервал  не

содержит

корня или со-

держит четное

число

корней

КОНЕЦ

    нет

да

     да

нет

   нет

      2

1

3

   4

5

         6

8

   10

12

7

11

) (

); (

0

)0( )0(

2

)0( )0(

1

b F y

a F y

n







0 * )0(

2

)0(

1



y y

) (

2/) (

1

)( )(

)1( )1( )(

n n

n n n

x f y

b a x

n n



 

 =

 

0 * )(

1

)(  n n

y y

)( )( n n x a



 

)( )( n n a b

Вывод )(n

x

)( )( n n x b



            9

, ,

)0( )0(

b a

да

                                            
[image: image242.wmf])

,

(

)

2

(

)

2

(

2

x

x

N

               

[image: image1136.emf]начало

n=0

конец

           1

       2

        3

          4

       5

      6

       7

Ввод

(0)

a,b,x

,,



Вывод

(n)

x

          нет

    да

n=n+1

x

(n+1) (n)

=(

x)

x

(n+1)

-x

(n)

<

                                                                                          
[image: image243.wmf])

,

(

)

2

(

)

1

(

1

x

x

M



                                                                       
[image: image244.wmf])

,

(

)

3

(

)

2

(

2

x

x

M

         

                                                                                                                                                  
[image: image245.wmf]x


                                                   
[image: image246.wmf]x

              
[image: image247.wmf])

2

(

x

             
[image: image248.wmf])

1

(

x

                        
[image: image249.wmf])

0

(

x


Рис. 5. Геометрическая интерпретация метода простой итерации.

попадать в отрезок локализации корня. Невыполнение условия ((((x)(<1 в общем случае не означает, что итерационный процесс расходится. 

2.2.3.4. Апостериорная оценка погрешности 


Апостериорная оценка погрешности, пригодная для практического применения, строится на основе теоремы 4.


Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 3 и 
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. Тогда верна следующая апостериорная оценка погрешности
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Согласно теореме 4 вычисления следует вести до выполнения неравенства 
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или равносильного ему неравенства 
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Если это условие выполняется, то можно считать, что 
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 является приближением к корню с точностью 
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Замечание. В практике вычислений вместо (17) часто используется критерий вида 
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При 
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 использование критерия (18) оправдано, так как 
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 и выполнение неравенства (17) влечет выполнение неравенства (18).  
При 
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 использование критерия (18) может привести к преждевременному окончанию итераций.  При определенных условиях можно использовать следующий практический критерий окончания итерационного процесса 
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2.2.3.5. Алгоритм метода простой итерации 


1. Ввод концов отрезка локализации корней 
[image: image262.wmf][,]

ab

, начального приближения 
[image: image263.wmf](0)

x

  и требуемой точности решения 
[image: image264.wmf]e
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2. Вычисление текущего приближения по формуле 
[image: image265.wmf](1)()
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3. Проверка условия окончания итераций 
[image: image266.wmf](1)()
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. Если оно выполняется, итерационный процесс заканчивается и полученное решение выводится на экран дисплея. В противном случае итерационный процесс продолжается и осуществляется переход к п.2 настоящего алгоритма. 


В большинстве случаев в качестве начального приближения выбирается один из концов отрезка локализации корня 
[image: image267.wmf][,]
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Блок – схема алгоритма метода простой итерации приведена на рис. 6. 

Программа iteratio, реализующая алгоритм метода простой итерации, для уравнения 
[image: image268.wmf]3

2 x-0.5x0

arctg

=

 приведена ниже.

program iteratio;

uses crt;

function f(x:real):real;

begin

f:= 2*arctan(x)-0.5*x*x*x

end;

const a=-1.6;

b=-0.9;

eps=0.000001;

var x,xp:real;

begin

clrscr;

x:=a;

repeat 
xp:=x;

x:=xp+0.0769*f(xp);

until abs(x-xp)<=eps;

writeln (‘корень уравнения x=’,x:4:6);

readln
end.

Ответ:

на отрезке 
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 корень уравнения 
[image: image270.wmf]-1.592757
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 при 
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на отрезке 
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 корень уравнения 
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 при 
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на отрезке 
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 корень уравнения 
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2.2.3.6. Выводы и рекомендации 


Достоинствами методами простой итерации являются его простота, общность и самоисправляемость, т.е. его способность компенсировать ошибки, возникающие в результате вычислений или сбоев ЭВМ. Ошибка вычислений эквивалентна некоторому ухудшению очередного приближения, что приводит к росту числа итераций, но не влияет на точность результата. Недостатком этого метода является его сходимость в малой окрестности корня и вытекающая отсюда необходимость выбора начального приближения к корню из этой малой окрестности. В противном случае итерационный процесс расходится или сходится к другому корню этого уравнения. 
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          Рис.6 . Блок-схема алгоритма метода простой итерации

2.2.4. Метод Ньютона  


Метод Ньютона является одним из самых эффективных методов решения нелинейных задач. Расчетная формула может быть получена с помощью различных подходов. 

2.2.4.1. Геометрическая интерпретация.


Выведем расчетную формулу метода Ньютона для решения уравнения (1) из простых геометрических соображений.   Рассмотрим геометрическую интерпретацию, приведенную на рис. 7. Пусть 
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В точке 
[image: image288.wmf](1)(1)
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 проведем касательную к графику функции 
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, которая пересекает ось ОХ в точке 
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, абсцисса которой находится из соотношения 
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при условии 
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. Продолжая этот процесс аналогично, получим последовательность 
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 приближений к корню 
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. В итоге получаем расчетную формулу метода Ньютона 
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В силу изложенной здесь геометрической интерпретации этот метод называется методом касательных.


Рис 7. Геометрическая интерпретация метода касательных (метода Ньютона)

 2.2.4.2. Основная теорема о сходимости метода Ньютона 


Теорема 5. Пусть 
[image: image296.wmf]x

 - простой корень уравнения (1). В некоторой окрестности корня 
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 функция 
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 дважды непрерывно дифференцируема, т.е. 
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- окрестность корня 
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, что при произвольном выборе начального приближения 
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 из этой окрестности итерационная последовательность метода Ньютона не выходит за пределы окрестности и справедлива оценка 
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где 
[image: image304.wmf],
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 означающая, что метод сходится с квадратичной скоростью. 


Следствием оценки (20) является априорная оценка 
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где 
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Итак, при выборе начального приближения из достаточно малой окрестности корня метод Ньютона сходится квадратично. Это означает, что на каждой итерации число верных цифр приближения примерно удваивается. Оценки погрешности (20), (21) являются априорными и их использование в практике вычислений для количественной оценки погрешности неэффективно и чаще всего невозможно. 

 2.2.4.3. Критерий окончания 


Введем простой апостериорный критерий окончания итераций,  справедливость которого обосновывается следующей теоремой. 


Теорема 6. Пусть выполнены условия теоремы 5 и 
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Эта оценка позволяет сформулировать следующий простой критерий окончания итераций метода Ньютона. 


При заданной точности 
[image: image309.wmf]0
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 вычисления нужно вести до тех пор, пока не окажется выполненным неравенство 
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Блок-схема алгоритма метода Ньютона приведена  на рис. 6. Программа newton на языке Pascal, реализующая этот алгоритм для уравнения 
[image: image311.wmf]3
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, приводится ниже.

program newton;

uses crt;

function f(x:real):real;

begin

f:= 2*arctan(x)-0.5*x*x*x

end;

function df(x:real):real;

begin

df:=2/(1+x*x)-1.5*x*x

end;

const a=-1.6;

b=-0.9;

eps=0.000001;

var x,xp:real;

n:integer;

begin

clrscr;

x:=a;

repeat

xp:=x;

x:=xp-f(xp)/df(xp);

until abs(x-xp)<=eps;

writeln (‘Корень уравнения x=’,x:2:6);

readln
end.

Ответ:

на отрезке 
[image: image312.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image313.wmf][1.600000,-0.900000]

-

 корень уравнения 
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на отрезке 
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 корень уравнения 
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на отрезке 
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корень уравнения 
[image: image319.wmf]1.592757
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.

2.2.4.5. Связь с методом простой итерации

     Метод Ньютона можно рассматривать как частный случай метода простой итерации с итерационной функцией  
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, которая получается в результате приведения уравнения (1) 
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 к виду, удобному для итераций. Легко видеть, что производная итерационной функции определяется выражением 
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2.2.5. Метод хорд

2.2.5.1. Связь метода хорд с методом Ньютона

Метод хорд является частным случаем метода Ньютона. Рассмотрим приближенное равенство
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Это равенство верно при условии 
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 - фиксированная точка в окрестности простого корня 
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. Заменим в расчетной формуле метода Ньютона (19) производную 
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2.2.5.2. Геометрическая интерпретация метода хорд

Соединим точки 
[image: image334.wmf](,())

Mcfc

 и 
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. Выведем итерационное соотношение (25) из геометрических соображений. Уравнение прямой    
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или 
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Так как в точке 
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   Рис. 7.  Геометрическая интерпретация метода хорд.
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. Запишем уравнение прямой 
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. Абсциссу точки  
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 Тогда  находим 
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что полностью совпадает с соотношением (25).
Метод хорд обладает линейной скоростью сходимости. Его можно рассматривать как метод простой итерации с итерационной функцией
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Метод хорд применим только для монотонных функций 
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 слева. Если же 
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, то текущая хорда имеет левый закрепленный конец и итерационная последовательность 
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 приближается к корню 
[image: image371.wmf]x

 справа. В качестве критерия окончания итераций, как и в методе Ньютона, принимаем 
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. Блок-схема алгоритма метода хорд приведена на рис. 6.
Программа hord, реализующая этот алгоритм для уравнения 
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, приведена ниже.  Здесь будем считать  ε = 10-6.

program hord;

uses crt;

function f(x: real): real;

         begin

              f:=2*arctan(x)-x*x*x*0.5

         end;

const a=-1.6;

          b=-0.9;

          eps=0.000001;

var   x, xp, c: real;

begin
clrscr;

x:=(a+b)/2;

c:=a;

repeat

       xp:=x;

       x:=xp-f(xp)*(xp-c)/(f(xp)-f(c));

until abs(x-xp)<=eps;

writeln('Корень уравнения x=', x: 11: 6);

readln
end.

Ответ:

на отрезке 
[image: image374.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image375.wmf][1.600000,-0.900000]

-

 корень уравнения 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image377.wmf]=-1.592757
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на отрезке 
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 корень уравнения 
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;

на отрезке 
[image: image380.wmf][1.200000,1.900000] 

корень уравнения 
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.

2.2.6. Метод секущих

2.2.6.1. Связь  метода секущих с методом Ньютона

 
Заменим производную 
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 в формуле метода Ньютона (19)  приближением 
[image: image383.wmf])

(

)

1

(

)

(

)

1

(

)

(

)

(

)

(

)

(

n

n

n

n

n

x

x

x

f

x

f

x

f

-

-

»

¢

-

-

 (левая производная) и получим расчетную формулу метода секущих
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Этот метод двухшаговый, так как для нахождения очередного приближения 
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 требуется знание двух предыдущих приближений 
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. Для того чтобы начать вычисления, надо задать два начальных приближения 
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. Все ранее рассмотренные методы были одношаговыми, так как требовали для вычисления 
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 только знание 
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2.2.6.2. Геометрическая интерпретация  метода секущих 

Геометрическая интерпретация метода секущих приведена на рис. 8 . Очередное приближение 
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 получается как абсцисса точки пересечения с осью ОХ секущей, соединяющей точки 
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 графика функции 
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Выведем итерационное соотношение (26) из геометрических соображений. Запишем уравнение прямой, проходящей через точки 
[image: image396.wmf]0
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 и 
[image: image397.wmf]1
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,
             Рис. 8. Геометрическая интерпретация метода секущих
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 или  
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. Так как в точке 
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 пересечения этой прямой с осью ОХ  
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Отсюда видим, что абсцисса 
[image: image405.wmf](2)
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 точки 
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 находится по абсциссам 
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,
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 известных точек 
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,
[image: image410.wmf]1
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. Проведем секущую 
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 и запишем её уравнение
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С помощью аналогичных преобразований найдем отсюда абсциссу х(3) точки 
[image: image413.wmf]3

M

 пересечения секущей 
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 с осью ОХ
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. Продолжая этот процесс, получим расчетное соотношение метода секущих (26). Метод секущих является частным случаем метода простой итерации с итерационной функцией 
[image: image416.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image417.wmf](1)
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. Метод секущих сохраняет свойство сверхлинейной сходимости метода Ньютона при нахождении простых корней.  Блок-схема алгоритма метода секущих приведена на рис. 6. 
   Программа secuch, реализующая этот алгоритм для уравнения 
[image: image418.wmf]3
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, приведена ниже.

program sekuch;

uses crt;

function f(x:real):real;

begin

f:= 2*arctan(x)-0.5*x*x*x
end;

const a=-1.6;

b=-0.9;

eps=0.000001;

var x,xp,c:real;

begin

clrscr;

x:=a;

c:=x+(b-a)/100;

repeat

xp:=c-f (c)*(c-x)/(f( c)-f(x));

x:=c;

c:=xp;

until abs(x-xp)<=eps;

writeln (‘Корень уравнения x=’,x:11:6);

readln
end.

Ответ:

на отрезке 
[image: image419.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image420.wmf][1.600000,-0.900000]

-

 корень уравнения 
[image: image421.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image422.wmf]=-1.592757
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на отрезке 
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 корень уравнения 
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на отрезке 
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корень уравнения 
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2.2.6. Метод обратной квадратичной интерполяции

  Пусть, как и ранее, корень 
[image: image427.wmf]x

 уравнения 
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 отделен на отрезке 
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. Функция 
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 предполагается строго монотонной. Предположим, что приближения 
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 уже найдены и различны, а в силу этого соответствующие значения  
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 функции 
[image: image434.wmf]()
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 различны.
Рассмотрим обратную задачу интерполяции. В качестве независимой переменной будем рассматривать значения функции 
[image: image435.wmf]()
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, а в качестве зависимой переменной - соответствующие им значения 
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. Построим интерполяционный многочлен второго порядка 
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Решение этой системы  записывается следующим образом
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Здесь вычисление корней квадратного уравнения не требуется. Очередное приближение к корню 
[image: image450.wmf]x

 находится следующим образом 
[image: image451.wmf](1)
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. Метод обратной квадратичной интерполяции является трехшаговым. Для начала его работы надо задать три начальных приближения 
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. Геометрическая интерпретация метода обратной  квадратичной интерполяции приведена на рис. 9.
  Этот метод обладает локальной сходимостью с порядком 
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где 
[image: image455.wmf]0,1.839
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. В качестве критерия окончания итерационного процесса используется соотношение вида (23)  
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Блок-схему алгоритма метода обратной квадратичной интерполяции см.  на рис. 10.

Программа obrparabolinterp, реализующая этот алгоритм для уравнения 
[image: image457.wmf]3

2 x-0.5x0

arctg

=

, приведена ниже.

program obrparabolinterp;

uses crt;

const n=100;

      a=-1.6;

      b=-0.9;

      eps=0.000001;

label 10;

var

    x,y0,y1,y2,a1,b1,c1:real;

    i:integer;

    x0:array[0..n] of real;

function f(x:real):real;

begin

   f:=2*arctan(x)-0.5*x*x*x;

end;

begin

clrscr;

x0[0]:=a;x0[1]:=(a+b)/2;x0[2]:=b;

y0:=f(x0[0]); y1:=f(x0[1]); y2:=f(x0[2]);

i:=0;

while  abs(x0[i+2]-x0[i+1])>=eps dо
begin

if (y0=y1)or(y1=y2)or(y2=y0) then

Рис. 9. Геометрическая интерпретация метода обратной  квадратичной интерполяции
                                 begin
writeln('Уравнение не имеет решений, так как y0=y1 или y1=y2 или y2=y0');

                                      goto 10;

                                 end;

a1:=x0[i]/((y0-y1)*(y0-y2))+x0[i+1]/((y1-y0)*(y1-y2))+

    x0[i+2]/((y2-y0)*(y2-y1));

b1:=(x0[i+1]-x0[i])/(y1-y0)-a1*(y1+y0);

c1:=x0[i]-b1*y0-a1*sqr(y0);

x0[i+3]:=c1;

i:=i+1;

if (x0[i+2]<a)or(x0[i+2]>b) then

                                begin
writeln('Корень находится вне отрезка [a,b]: уравнение не имеет решений');

                                      goto 10;

                                end;

y0:=f(x0[i]); y1:=f(x0[i+1]); y2:=f(x0[i+2]);

end;

writeln('Корень уравнения x0[',i+2,']=',x0[i+2]:11:6);

readln;

10:end.

Ответ:
на отрезке 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image459.wmf][1.600000,-0.900000]
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Рис. 10. Блок-схема алгоритма метода обратной квадратичной интерполяции.

3. РЕШЕНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ С ПОМОЩЬЮ СТАНДАРТНЫХ ПРОЦЕДУР МATHCAD

3.1. Графическое решение
   3.1.1. Строим график функции y=f(x)=[image: image467.wmf]2
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, набирая с клавиатуры f(x),Shift+ ;(или с панели "Арифметика" :=), 2,*, atan(x) выбираем в меню функция "f(x)=" категорию Тригонометрические в окне "Имя" , - , [image: image469.wmf]x
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 , / , 2 на панели "Арифметика".  Выбираем с помощью левой кнопки мыши(ЛКМ) в меню "Вид" подменю "Панели инструментов", в котором ставим галочку в позиции "Графики". На панели "Графики" щелкаем ЛКМ по иконке "Декартов график" и в появившемся квадрате записываем в нижнем черном прямоугольнике x, а в прямоугольнике слева - f(x). В черных прямоугольниках нижней строки записываем слева -   -10, а справа -  10, т.е. указываем максимально возможный диапазон изменения аргумента. В черных прямоугольниках левой колонки записываем снизу -   -10, а вверху - 10, т.е. интервал возможных значений переменной y выбираем симметричным относительно оси OX для отображения положения корней на оси OX. Затем наносим координатную сетку с помощью панели "Formatting Currently Selected X-Y Plot", в которой выбираем подменю  "Оси X-Y" и ставим галочки в квадратиках "Линии Сетки", "Нумерация", "Автомасштабирование", "Показать метки", а также числа 10 в квадратиках "Размер сетки"  для обеих  осей X и Y. В рамке "Стиль оси" поставим точку в кружочке "Ограничения".  После этого надо 2  раза щёлкнуть ЛКМ вне поля графика. Полученный график отображает топологию функции  [image: image470.wmf]f
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Из графика видно, что корни находятся на отрезках [-2,-1], [-1,1], [1,2]. Строим более подробные графики на этих отрезках.
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3.1.2. Находим корень на отрезке [-2,-1]. Значения корней на графике находятся с помощью трассировки. Щелкаем ЛКМ по графику. Затем на  панели "Графики"  - по иконке "Слежение". Появляется панель X-Y Trace. (Тоже самое достигается нажатием правой кнопки мыши и щёлканьем  ЛКМ по подменю "Трассировка".). Устанавливаем остриё курсора  в точку пересечения графика и оси OX. В окне X-Value панели X-Y Trace пояляется приближенное значение корня "-1.592", а в окне Y-Value панели X-Y Trace - погрешность отклонения указанной точки от оси OY. Копируя содержимое окна X-Value, фиксируем значение корня x=-1.592.
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3.1.3. Повторяя действия п. 1.2, находим корень на [-1,1]    x=0.004
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3.1.4. Повторяя действия п. 1.2, находим корень на [1,2]    x=1.593     

3.2. Решение с помощью стандартной процедуры ROOT(f(x),x,a,b)
3.2.1. Решение на интервале 
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3.2.2. Решение с начальным приближением
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3.3. Решение с помощью стандартной процедуры find(x) и решающего блока given
3.3.1. Решение на отрезке [-2,-1]
Задаем начальное значение переменной [image: image485.wmf]x
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В следующей строке набираем ключевое слово given. Далее записываем [image: image486.wmf]f
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 нажатием ЛКМ на булевской панели инструментов на кнопку [image: image488.wmf]. 

В левый черный  квадрат записываем [image: image489.wmf]f
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, а в правый - 0. На оставшихся отрезках действуем аналогично.
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3.3.2. Решение на отрезке [-1,1]
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3.3.3. Решение на отрезке [1,2]
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3.4. Приближенное решение с помощью стандартной процедуры minerr(x) и решающего блока given
Приближенное решение с помощью стандартной процедуры minerr(x) и решающего блока given осуществляется аналогично п. 3.3.
3.4.1. Решение на отрезке [-2,-1]
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3.4.2. Решение на отрезке [-1,1]
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3.4.3. Решение на отрезке [1,2]
[image: image510.wmf]x

1

:=


[image: image511.wmf]Given


[image: image512.wmf]f

x

(

)

0


[image: image513.wmf]Minerr

x

(

)

1.592757

=


4. Задания для лабораторных и курсовых работ

                                                                                               Таблица 1

	Номер варианта
	Уравнение
	Интервал
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                                                                                                                           Таблица 2
	Номер варианта
	Уравнение
	Интервал
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                                                                                                                                Таблица 3
	Номер варианта
	Уравнение
	Интервал
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                                                                                                                                 Таблица 4
	Номер варианта
	Уравнение
	Интервал

	1
	
[image: image604.wmf]25

.

0

sin

=

-

x

x


	[-10;10]

	2
	
[image: image605.wmf]2

)

1

.

0

58

.

0

(

x

x

tg

=

+


	[-10;10]

	3
	
[image: image606.wmf]0

)

387

.

0

cos(

=

-

x

x


	[-10;10]

	4
	
[image: image607.wmf]2

)

4

.

0

4

.

0

(

x

x

tg

=

+


	[-10;10]

	5
	
[image: image608.wmf]0

6

2

7

lg

=

+

-

x

x


	[-10;10]

	6
	
[image: image609.wmf]2

)

2

.

0

5

.

0

(

x

x

tg

=

+


	[-10;10]

	7
	
[image: image610.wmf]0

1

cos

3

=

-

-

x

x


	[-10;10]

	8
	
[image: image611.wmf]5

.

0

lg

=

+

x

x


	[-10;10]

	9
	
[image: image612.wmf]2

)

1

.

0

5

.

0

(

x

x

tg

=

+


	[-10;10]

	10
	
[image: image613.wmf]0

sin

4

2

=

+

x

x


	[-10;10]

	11
	
[image: image614.wmf]0

05

.

1

2

=

-

x

x

ctg


	[-10;10]

	12
	
[image: image615.wmf]2

)

3

.

0

4

.

0

(

x

x

tg

=

+


	[-10;10]

	13
	
[image: image616.wmf]0

2

.

1

lg

=

-

x

x


	[-10;10]

	14
	
[image: image617.wmf]0

10

sin

8

.

1

2

=

-

x

x


	[-10;10]

	15
	
[image: image618.wmf]0

4

=

-

x

ctgx


	[-10;10]

	16
	
[image: image619.wmf]2

)

4

.

0

3

.

0

(

x

x

tg

=

+


	[-10;10]

	17
	
[image: image620.wmf]0

sin

20

2

=

-

x

x


	[-10;10]

	18
	
[image: image621.wmf]0

3

=

-

x

ctgx


	[-10;10]

	19
	
[image: image622.wmf]2

)

2

.

0

47

.

0

(

x

x

tg

=

+


	[-10;10]

	20
	
[image: image623.wmf]0

sin

4

2

=

+

x

x


	[-10;10]

	21
	
[image: image624.wmf]0

2

=

-

x

ctgx


	[-10;10]

	22
	
[image: image625.wmf]0

7

lg

2

=

-

-

x

x


	[-10;10]

	23
	
[image: image626.wmf]2

)

3

.

0

44

.

0

(

x

x

tg

=

+


	[-10;10]

	24
	
[image: image627.wmf]0

1

cos

3

=

-

-

x

x


	[-10;10]

	25
	
[image: image628.wmf]0

10

=

-

x

ctgx


	[-10;10]

	26
	
[image: image629.wmf]0

sin

4

2

=

+

x

x


	[-10;10]

	27
	
[image: image630.wmf]2

)

4

.

0

36

.

0

(

x

x

tg

=

+


	[-10;10]

	28
	
[image: image631.wmf]5

.

0

lg

=

+

x

x


	[-10;10]

	29
	
[image: image632.wmf]0

5

=

-

x

ctgx


	[-10;10]

	30
	
[image: image633.wmf]0

1

2

lg

2

=

+

-

x

x


	[-10;10]


                                                                                                                             Таблица 5

	  Номер варианта
	                                 Уравнение
	       Интервал
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                                                                                                          Продолжение таблицы 5
	  Номер варианта
	                                 Уравнение
	       Интервал
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                                                                                                                            Таблица 6
	  Номер варианта
	                                   Уравнение
	      Интервал
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                                                                                                                              Таблица 7
	Номер варианта 
	Уравнение
	Интервал
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                                                                                                                             Таблица 8
	Номер варианта 
	Уравнение
	Интервал
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                                                                                                                              Таблица 9
	Номер варианта
	Уравнение
	Интервал

	1. 
	x3+2x2+2=0
	[-10;10]

	2. 
	x3 - 3x2+9x - 10=0
	[-10;10]

	3. 
	x3 - 2x+2=0
	[-10;10]

	4. 
	x3 + 3x - 1=0
	[-10;10]

	5. 
	x3+x - 3=0
	[-10;10]

	6. 
	x3+0,4x2+0,6x – 1,6=0
	[-10;10]

	7. 
	x3 – 0,2x2+0,4x – 1,4=0
	[-10;10]

	8. 
	x3 – 0,1x2+0,4x+2=0
	[-10;10]

	9. 
	x3+3x2+12x+3=0
	[-10;10]

	10. 
	x3 – 0,2x2+0,5x - 1=0
	[-10;10]

	11. 
	x3 – 0,1x2+0,4x+1,2=0
	[-10;10]

	12. 
	x3 - 3x2+6x - 5=0
	[-10;10]

	13. 
	x3 – 0,2x2+0,5x – 1,4=0
	[-10;10]

	14. 
	x3+2x+4=0
	[-10;10]

	15. 
	x3 - 3x2+12x - 12=0
	[-10;10]

	16. 
	x3+0,2x2 +0,5x + 0,8=0
	[-10;10]

	17. 
	x3+4x – 6=0
	[-10;10]

	18. 
	x3 + 0,1x2+0,4x – 1,2=0
	[-10;10]

	19. 
	x3 + 3x2+6x – 1=0
	[-10;10]

	20. 
	x3 – 0,1x2 + 0,4x – 1,5=0
	[-10;10]

	21. 
	x3 - 3x2+6x – 2=0
	[-10;10]

	22. 
	x3 – 0,2x2+0,3x – 1,2=0
	[-10;10]

	23. 
	x3 - 3x2+12x – 9=0
	[-10;10]

	24. 
	x3 +0,2x2 +0,5x -  2=0
	[-10;10]

	25. 
	x3+3x+1=0
	[-10;10]

	26. 
	x3 + 0,2x2+0,5x 1,2=0
	[-10;10]

	27. 
	x3-3x2+9x + 2=0
	[-10;10]

	28. 
	x3 – 0,1x2+0,4x – 1,5=0
	[-10;10]

	29. 
	x3 - 3x2+6x + 3=0
	[-10;10]

	30. 
	x3 – 0,1x2+0,3x – 0,6=0
	[-10;10]


                                                                                                                           Таблица 10
	Номер варианта
	Уравнение
	Интервал

	1. 
	lnx+(x+1)3=0
	[-10;10]

	2. 
	xּ2x=1
	[-10;10]

	3. 
	
[image: image816.wmf]1

1

x

x

+=


	[-10;10]

	4. 
	x – cosx+1=0
	[-10;10]

	5. 
	3x+cosx+1=0
	[-10;10]

	6. 
	x+lnx=0,5
	[-10;10]

	7. 
	2 – x=lnx
	[-10;10]

	8. 
	
[image: image817.wmf]2

1

(1)

2

x

xe

-=


	[-10;10]

	9. 
	(2 – x)ex=0,5
	[-10;10]

	10. 
	2,2x – 2x=0
	[-10;10]

	11. 
	x2+4sinx=0
	[-10;10]

	12. 
	2x – lgx=7
	[-10;10]

	13. 
	5x – 8lnx=8
	[-10;10]

	14. 
	3x - ex=0
	[-10;10]

	15. 
	x(x+1)2=1
	[-10;10]

	16. 
	x=(x+1)3
	[-10;10]

	17. 
	x2=sinx
	[-10;10]

	18. 
	x3=sinx
	[-10;10]

	19. 
	x=
[image: image818.wmf])

2

lg(

+

x


	[-10;10]

	20. 
	x2=ln(x+1)
	[-10;10]

	21. 
	2x+lgx= - 0,5
	[-10;10]

	22. 
	2x+cosx=0,5
	[-10;10]

	23. 
	sin0,5x+1= x2; x>0
	(0;10]

	24. 
	0,5x+lg(x – 1)=0,5
	[-10;10]

	25. 
	sin(0,5+x)=2x – 0,5
	[-10;10]

	26. 
	lg(2+x)+2x – 0,5
	[-10;10]

	27. 
	lg(1+2x)=2 – x
	[-10;10]

	28. 
	2sin(x – 0,6)=1,5 – x
	[-10;10]

	29. 
	x+lg(1+x)=1,5
	[-10;10]

	30. 
	x+cosx=1
	[-10;10]


                                                                                                                            Таблица 11
	Номер варианта
	Уравнение


	Интервал

	1
	2x + 5x + 3 =0
	
[image: image819.wmf]]

10

,

10

[

-



	2
	arctg x – [1/(3x3)]=0
	
[image: image820.wmf]]

10

,

10

[

-



	3
	5x + 3x=0
	
[image: image821.wmf]]

10

,

10

[

-



	4
	2ex=5x + 2
	
[image: image822.wmf]]

10

,

10

[

-



	5
	3x-1 – 2 – x =0
	
[image: image823.wmf]]

10

,

10

[

-



	6
	2 arctg x – 1/2x3 =0
	
[image: image824.wmf]]

10

,

10

[

-



	7
	e-2x – 2x +1=0
	
[image: image825.wmf]]

10

,

10

[

-



	8
	5x – 6x – 3=0
	
[image: image826.wmf]]

10

,

10

[

-



	9
	arctg(x – 1) + 2x =0
	
[image: image827.wmf]]

10

,

10

[

-



	10
	2 arcctg x – x +3 =0
	
[image: image828.wmf]]

10

,

10

[

-



	11
	3x + 2x – 2 =0
	
[image: image829.wmf]]

10

,

10

[

-



	12
	2 arctg x – 3x +2 =0
	
[image: image830.wmf]]

10

,

10

[

-



	13
	3x + 2x – 5=0
	
[image: image831.wmf]]

10

,

10

[

-



	14
	2ex + 3x + 1 =0
	
[image: image832.wmf]]

10

,

10

[

-



	15
	3x-1 – 4 – x =0
	
[image: image833.wmf]]

10

,

10

[

-



	16
	arctg x – [1/(3x3)]=0
	
[image: image834.wmf]]

10

,

10

[

-



	17
	ex + x + 1=0
	
[image: image835.wmf]]

10

,

10

[

-



	18
	3x – 2x + 5 =0
	
[image: image836.wmf]]

10

,

10

[

-



	19
	arctg(x – 1) + 3x – 2 =0
	
[image: image837.wmf]]

10

,

10

[

-



	20
	2 arcctg x – x +3 =0
	
[image: image838.wmf]]

10

,

10

[

-



	21
	2x – 3x – 2 =0
	
[image: image839.wmf]]

10

,

10

[

-



	22
	arcctg x + 2 – 1 =0
	
[image: image840.wmf]]

10

,

10

[

-



	23
	3x + 2x – 3 =0
	
[image: image841.wmf]]

10

,

10

[

-



	24
	2ex – 2x – 3 =0
	
[image: image842.wmf]]

10

,

10

[

-



	25
	3x + 2 + x =0
	
[image: image843.wmf]]

10

,

10

[

-



	26
	arcctg(x – 1) + 2x – 3 =0
	
[image: image844.wmf]]

10

,

10

[

-



	27
	e-2x – 2x + 1 =0
	
[image: image845.wmf]]

10

,

10

[

-



	28
	3x – 2x – 5  =0
	
[image: image846.wmf]]

10

,

10

[

-



	29
	arctg(x – 1) + 2x =0
	
[image: image847.wmf]]

10

,

10

[

-



	30
	3x + 5x – 2  =0
	
[image: image848.wmf]]

10

,

10

[

-




                                                                                                                            Таблица 12
	Номер варианта
	Уравнение
	Интервал

	1
	3x4 + 4x3 – 12x2 – 5 =0
	
[image: image849.wmf]]

10

,

10

[

-



	2
	2x3 – 9x2  - 60x + 1 =0
	
[image: image850.wmf]]

10

,

10

[

-



	3
	x4 – x – 1 =0
	
[image: image851.wmf]]

10

,

10

[

-



	4
	2x4 – x2 – 10 =0
	
[image: image852.wmf]]

10

,

10

[

-



	5
	3x4 + 8x3 +6x2 – 10 =0
	
[image: image853.wmf]]

10

,

10

[

-



	6
	x4 - 18x2 + 6 =0
	
[image: image854.wmf]]

10

,

10

[

-



	7
	x4 + 4x3 – 8x2– 17 =0
	
[image: image855.wmf]]

10

,

10

[

-



	8
	x4 – x3 – 2x2 +3x – 3 =0
	
[image: image856.wmf]]

10

,

10

[

-



	9
	3x4 + 4x3 – 12x2+ 1 =0
	
[image: image857.wmf]]

10

,

10

[

-



	10
	3x4 – 8x3– 18x2 +2 =0
	
[image: image858.wmf]]

10

,

10

[

-



	11
	2x4 – 8x3 +8x2 – 1 =0
	
[image: image859.wmf]]

10

,

10

[

-



	12
	2x4 + 8x3 +8x2 – 1 =0
	
[image: image860.wmf]]

10

,

10

[

-



	13
	x4 - 4x3 – 8x2 +1 =0
	
[image: image861.wmf]]

10

,

10

[

-



	14
	3x4 + 4x3 – 12x2 – 5 =0
	
[image: image862.wmf]]

10

,

10

[

-



	15
	2x3 – 9x2  - 60x + 1 =0
	
[image: image863.wmf]]

10

,

10

[

-



	16
	x4 – x – 1 =0
	
[image: image864.wmf]]

10

,

10

[

-



	17
	2x4 – x2 – 10 =0
	
[image: image865.wmf]]

10

,

10

[

-



	18
	3x4 + 8x3 +6x2 – 10 =0
	
[image: image866.wmf]]

10

,

10

[

-



	19
	x4 - 18x2 + 6 =0
	
[image: image867.wmf]]

10

,

10

[

-



	20
	x4 + 4x3 – 8x2– 17 =0
	
[image: image868.wmf]]

10

,

10

[

-



	21
	x4 – x3 – 2x2 +3x – 3 =0
	
[image: image869.wmf]]

10

,

10

[

-



	22
	3x4 + 4x3 – 12x2+ 1 =0
	
[image: image870.wmf]]

10

,

10

[

-



	23
	3x4 – 8x3– 18x2 +2 =0
	
[image: image871.wmf]]

10

,

10

[

-



	24
	3x4 + 4x3 – 12x2 – 5 =0
	
[image: image872.wmf]]

10

,

10

[

-



	25
	2x3 – 9x2  - 60x + 1 =0
	
[image: image873.wmf]]

10

,

10

[

-



	26
	x4 – x – 1 =0
	
[image: image874.wmf]]

10

,

10

[

-



	27
	2x4 – x2 – 10 =0
	
[image: image875.wmf]]

10

,

10

[

-



	28
	3x4 + 8x3 +6x2 – 10 =0
	
[image: image876.wmf]]

10

,

10

[

-



	29
	x4 - 18x2 + 6 =0
	
[image: image877.wmf]]

10

,

10

[

-



	30
	3x4 + 4x3 – 12x2+ 1 =0
	
[image: image878.wmf]]

10

,

10

[

-




                                                                                                                           Таблица 13
	Номер варианта
	Уравнение
	     Интервал

	1.
	x4 – 3x – 20 = 0    (x>0)
	[-10;10]

	2.
	x3 - 2x - 5 = 0    (x>0)
	[-10;10]

	3.
	x3  + 3x  + 5 = 0
	[-10;10]

	4.
	x4 + 5x – 7 = 0    (x>0)
	[-10;10]

	5.
	x3 – 12x – 5 = 0    (x>0)
	[-10;10]

	6.
	x3 – 2x2  - 4x + 5 = 0    (x>0)
	[-10;10]

	7.
	x + ex = 0
	[-10;10]

	8.
	x5 – x – 2 = 0
	[-10;10]

	9.
	x3 – 10x + 5 = 0    (x<0)
	[-10;10]

	10.
	2 – lnx – x = 0
	[-10;10]

	11.
	x3 + 2x – 7 = 0
	[-10;10]

	12.
	x3 + x2 – 11 = 0    (x>0)
	[-10;10]

	13.
	x4 – 2x – 4 = 0    (x>0)
	[-10;10]

	14.
	2ex + x – 1 = 0
	[-10;10]

	15.
	x4 – 2x – 4 = 0     (x<0)
	[-10;10]

	16.
	2x3 + x2 – 4 = 0     (x>0)
	[-10;10]

	17.
	ex – x – 2 = 0
	[-10;10]

	18.
	(½)ex – x – 1 = 0    (x>0)
	[-10;10]

	19.
	x2 – cosx = 0       (x>0)
	[-10;10]

	20.
	x2 + lnx = 0
	[-10;10]

	21.
	lnx + 0,5x – 1 = 0
	[-10;10]

	22.
	lnx – 0,5x + 1 = 0      (x>1)
	[-10;10]

	23.
	
[image: image879.png]— —Ih(x)
14

0




	[-10;10]

	24.
	
[image: image880.png]



	[-10;10]

	25.
	
[image: image881.png]X

2+x7]n(x):0




	[-10; 10]


                                                                                                 Таблица 14
	Номер варианта
	Уравнение
	     Интервал

	1.
	arccosx2 – x = 0
	[-10; 10]

	2.
	lnx – 1/(1+x2) = 0
	[-10; 10]

	3.
	
[image: image882.png]Inlnx




	[-10; 10]

	4.
	arctg(1/x) – x2 = 0
	[-10; 10]

	5.
	
[image: image883.wmf]

 EMBED PBrush  [image: image884.png]



	[-10; 10]

	6.
	x4 – 13x2 + 36 – 1/x = 0
	[-10; 10]

	7.
	2x2 – x4 – 1 – lnx = 0
	[-10; 10]

	8.
	x – (arctgx)-1 = 0
	[-10; 10]

	9.
	x3 – 3x – 2e-x = 0
	[-10; 10]

	10.
	x – arctg(1/x) = 0
	[-10; 10]

	11.
	
[image: image885.png]s -tlx-14 -1 =0




	[-10; 10]

	12.
	sinx2 – 6x + 1 = 0
	[-10; 10]

	13.
	cosx2 – 10x = 0
	[-10; 10]

	14.
	arccos(ex-3) – x = 0
	[-10; 10]

	15.
	
[image: image886.png]arcsin

2x

1+x




	[-10; 10]

	16.
	ex - arccos√x = 0
	[-10; 10]

	17.
	
[image: image887.png]



	[-10; 10]

	18.
	ln2x – 1/x = 0
	[-10; 10]

	19.
	lglnx – 1/(1+x2) = 0
	[-10; 10]

	20.
	arctgx – 1/x = 0
	[-10; 10]

	21.
	
[image: image888.png]1+x

1-x

j el =0




	[-10; 10]

	22.
	
[image: image889.png]



	[-10; 10]

	23.
	arctgx – lnx = 0
	[-10; 10]

	24.
	
[image: image890.png]



	[-10; 10]

	25.
	
[image: image891.png]



	[-10; 10]


                                                                                           Продолжение таблицы 14
	Номер варианта
	Уравнение
	 Интервал

	26
	
[image: image892.png]21
¢




	[-10; 10]

	27.
	ex – 3 – cosx = 0
	[-10; 10]

	28.
	ex – arctgx = 0
	[-10; 10]

	29.
	
[image: image893.png]1+x

1-x

el




	[-10; 10]

	30.
	arccosx2 – x3 = 0
	[-10; 10]


5. КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ
1. Что дает отделение корней?

 2. Можно ли аналитически отделить корень функции с разры​вами?

3. Можно ли произвольно задавать значения на отрезке по оси х для отделения корней?

         4. Что при отделении корней называют критическими точками?

5. Сколько корней может быть у функции, если у нее существу​ет лишь одна критическая точка?

6. Какие основные проблемы могут встретиться при аналитиче​ском отделении корней?

7. В чем заключается геометрический смысл метода  деления отрезка пополам?

8. Всегда ли позволяет метод деления отрезка пополам вычислить отделенный корень уравнения с заданной погрешностью?

9. Как выбираются концы отрезка следующего интервала в ме​тоде деления отрезка пополам?

10.   Какими свойствами должна обладать функция 
[image: image894.wmf]()

fx

, чтобы методом деления отрезка пополам можно было гарантированно решить уравнение 
[image: image895.wmf]()0

fx

=

?

11.  Что необходимо для нахождения хотя бы одного действи​тельного корня уравнения 
[image: image896.wmf]()0

fx

=

 методом деления отрезка пополам?

12.  Можно ли найти корень методом деления отрезка пополам, если он находится на границе интервала?

13. Какие корни позволяет определить метод хорд?

14.  В чем заключается геометрический смысл метода хорд?

15.  Всегда ли метод хорд позволяет вычислить отделенный ко​рень с заданной погрешностью?

16.  Как выбираются концы отрезка интервала в методе хорд?

17.  Какими свойствами должна обладать функция 
[image: image897.wmf]()

fx

 для того, чтобы методом хорд можно решить уравнение 
[image: image898.wmf]()0

fx

=

?

18.  Какой конец хорды неподвижен при реализации метода?

19.  В чем заключается геометрическая интерпретация метода Ньютона?

20.  Исходя из чего выбирается в методе Ньютона первое прибли​жение 
[image: image899.wmf](0)

x

?

21.  Как выбираются концы "закрепленного" отрезка интервала в методе Ньютона при 
[image: image900.wmf]0

ff

¢¢

<

g

 на концах интервала?

22.  Как выбираются концы "закрепленного" отрезка интервала в методе Ньютона при 
[image: image901.wmf]0

ff

¢¢

>

g

 на концах интервала?

23.  Что необходимо для того, чтобы уравнение 
[image: image902.wmf]()0

fx

=

 решалось методом Ньютона?

24.  В каких случаях применение метода Ньютона не рекоменду​ется?

25. В чем заключается геометрический смысл метода параболи​ческой аппроксимации?

26. Последовательность каких процессов представляет собой ме​тод параболической аппроксимации?

27. Как выбираются концы отрезка интервала в методе параболи​ческой аппроксимации на втором и  последующих шагах?

28. В каких ситуациях метод параболической аппроксимации не найдет корень?

29. Можно ли  утверждать, что в методе парабол последователь​ные приближения могут лежать» по одну сторону от корня?

30. Может ли метод параболической аппроксимации найти ко​рень, если на начальном участке находится несколько кор​ней?

31. Какой функцией заменяется левая часть уравнения 
[image: image903.wmf]()0

fx

=

 в методе итераций?

 32. Что называется сходимостью метода итераций?

 33. С какой стороны может осуществляться приближение к кор​ню в процессе итераций - слева или справа?

 34. Если на заданном отрезке имеется два корня, то что можно сказать о сходимости метода итераций на этом отрезке?

 35.  Что означает несходимость процесса итераций?

36. Есть ли отличие условий окончания поиска при "монотон​ном" и при "колебательном" приближении к корню?

6. Образец оформления курсового проекта по курсу «Вычислительная математика (Информатика)» по теме «Методы решения нелинейных уравнений»    приведён ниже.                                                                                                   
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Найти все корни уравнения  
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 1. Постановка задачи:

Значение переменной х, при котором уравнение 
[image: image908.wmf]()0

fx

=

 является тождеством, называется решением уравнения или корнем уравнения.  Большое прикладное значение имеют методы приближенного решения уравнения с заданной точностью. Решение задачи можно разбить на 2 этапа:

1) отделение корней, т.е. выделение промежутков внутри которых содержится только один корень уравнения;

2) вычисление корня, принадлежащего выделенному промежутку с заданной точностью.

 2. Отделение корней  
 Решение задачи отделения корней для непрерывной функции основано на том, что если функция на концах отрезка 
[image: image909.wmf][,]

ab

 имеет значение разных знаков, то внутри этого отрезка функция проходит через нуль, т.е. содержится корень этого уравнения. Для отделения корней используется табличный метод. Область предполагаемого нахождения корней разбивается на равные отрезки длиной 
[image: image910.wmf]h

 и вычисляются значения функции на концах отрезка.  Если  выполняется условие 
[image: image911.wmf]()()0

fxfxh

+£

, то корень находится внутри или на концах отрезка 
[image: image912.wmf][,]

xxh

+

. Геометрическая интерпретация процедуры отделения корней приведена на рис.1. Блок-схему алгоритма отделения корней см. на рис.2. Программа отделения корней otd приводится ниже. 
program otd;
uses crt;

const a=-10;

 b=10;

 h=0.7;


Рис.1. Геометрическая интерпретация метода отделения корней
function f(x:real):real;

begin

f:=2*arctan(x)-0.5*x*x*x

end;

var a1,b1:real;

y1,y2:real;
begin

clrscr;

a1:=a;

y1:=f(a1);

while a1<=b do begin

b1:=a1+h;

y2:=f(b1);

if y1*y2<=0 then Writeln(‘Корень находится на отрезке [‘,a1:4:6,’,’,b1:4:6,’]’);

a1:=b1;

y1:=y2;

end;

readln
end.


Ответ: 

Корни находятся на отрезках [-1.600000,-0.900000];   

[-0.200000,0.500000];  [1.200000,1.900000].

3. Итерационное уточнение корней.

Будем далее считать, что корень 
[image: image913.wmf]x

 отделен на отрезке 
[image: image914.wmf][,]

ab

. Итерационный процесс состоит в последовательном уточнении начального приближения 
[image: image915.wmf](0)

x

. Каждый такой шаг называется итерацией. На этом этапе для вычисления каждого из корней с точностью 
[image: image916.wmf]0

e

>

 используется тот или иной итерационный метод, позволяющий построить последовательность 
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3.1. Метод деления отрезка пополам.
Метод деления отрезка пополам заключается в последовательном делении отрезка локализации 
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Этот метод всегда сходится, прост и предъявляет к функции 
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   Рис.3.  Геометрическая интерпретация метода деления отрезка пополам.
program dichot;

uses crt;

const a=-1.6;

b=-0.9;

eps=0.000001;

function f(x:real):real;

begin

f:= 2*arctan(x)-0.5*x*x*x

end;

var x,a1,b1:real;

y1,y2,y:real;

begin

clrscr;

a1:=a;

b1:=b;

y1:=f(a1);


             Рис. 4. Блок-схема алгоритма метода деления отрезка пополам

y2:=f(b1);

x:=a1+(b1-a1)/2;

while abs(b1-a1)>eps do

begin

x:=a1+(b1-a1)/2;

y:=f(x);

if y1*y<0 then b1:=x

else if y=0 then begin

a1:=x;

b1:=x

end

else a1:=x;

end;

x:=a1+(b1-a1)/2;

writeln (' корень уравнения  x=',x:2:6);

readln
end.

Ответ:

на отрезке
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       3.2. Метод простой итерации
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Рис. 5. Геометрическая интерпретация метода простой итерации.

Достаточным условием сходимости метода простой итерации является выполнение соотношения  
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Условием окончания итерационного процесса является соотношение 
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. Блок-схему алгоритма метода простой итерации см. на рис. 6. Далее приводится программа iteratio, реализующая этот алгоритм.
 
program iteratio;

uses crt;

function f(x:real):real;

begin

f:= 2*arctan(x)-0.5*x*x*x

end;

const a=-1.6;

b=-0.9;

eps=0.000001;

var x,xp:real;

begin

clrscr;

x:=a;

repeat xp:=x;

x:=xp+0.0769*f(xp);

until abs(x-xp)<=eps;

writeln (‘корень уравнения x=’,x:4:6);

readln
end.

Ответ:

на отрезке 
[image: image984.wmf][-1.600000,-0.900000]

 корень уравнения 
[image: image985.wmf]-1.592757
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      Рис. 6. Блок-схема алгоритма метода простой итерации

3.3. Метод Ньютона.
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Проводя касательную к графику функции
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Продолжая этот процесс, приходим к расчетной формуле метода Ньютона  
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Геометрическая интерпретация метода Ньютона приведена на рис.7. Критерием окончания итераций является условие
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[image: image1009.wmf](

)

(

)

(

)

fx

xx

fx

j

=-

¢

. Блок-схему алгоритма метода Ньютона см.  на рис. 6.
Далее приводится программа newton решения уравнения методом Ньютона.
program newton;

uses crt;

function f(x:real):real;

begin

f:= 2*arctan(x)-0.5*x*x*x

end;

function df(x:real):real;

begin

df:=2/(1+x*x)-1.5*x*x

end;

const a=-1.6;

b=-0.9;

eps=0.000001;

var x,xp:real;

n:integer;

begin

clrscr;

x:=a;

repeat

xp:=x;

x:=xp-f(xp)/df(xp);

until abs(x-xp)<=eps;

writeln (‘корень уравнения x=’,x:2:4);

readln

end.

Ответ:

на отрезке
[image: image1010.wmf][-1.600000,-0.900000]

 корень уравнения 
[image: image1011.wmf]-1.592757
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на отрезке 
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 корень уравнения 
[image: image1015.wmf]1.592757

x

=

.

    Рис.7. Геометрическая интерпретация метода Ньютона

3.4. Метод хорд.
Метод  хорд  является  частным  случаем метода Ньютона. Рассмотрим приближённое равенство 
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Метод обладает линейной скоростью сходимости. Применим только для монотонных функций. Геометрическая интерпретация метода хорд приведена на рис.8. Условием окончания итерационного процесса является соотношение 
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. Метод хорд является частным случаем метода простой итерации с итерационной функцией 
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. Блок-схему алгоритма метода хорд см.  на рис. 6.


                 Рис.8. Геометрическая интерпретация метода хорд 
Ниже приведена программа hord, реализующая рассмотренный алгоритм.
program hord;

uses crt;

function f(x:real):real;

begin

f:= 2*arctan(x)-0.5*x*x*x
end;

const a=-1.6;

b=-0.9;

eps=0.000001;

var x,xp,c:real;

begin

clrscr;

x:=a;

repeat

xp:=x;

x:=xp-f(xp)*(xp-c)/(f(xp)-f(c));

until abs(x-xp)<=eps;

writeln (‘корень уравнения x=’,x:11:6);

readln

end.

Ответ:
на отрезке
[image: image1026.wmf][-1.600000,-0.900000]

 корень уравнения 
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3.5. Метод секущих.

Заменим производную 
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 (левая производная) и получим расчетную формулу метода секущих 
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, n≥1.   

Этот метод двухшаговый, так как для нахождения очередного приближения 
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 получается как абсцисса точки пересечения с осью ОХ секущей, соединяющей точки 
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[image: image1043.wmf]()

yfx

=

. Геометрическая интерпретация метода секущих приведена на рис. 9. Условием окончания итерационного процесса является соотношение 
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. Метод секущих является частным случаем метода простой итерации с итерационной функцией 
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.  Блок-схему алгоритма метода секущих см. на рис. 6. Ниже приводится программа sekuch, реализующая этот алгоритм.
program sekuch;

uses crt;

function f(x:real):real;

begin

f:= 2*arctan(x)-0.5*x*x*x
end;

const a=-1.6;

b=-0.9;

eps=0.000001;

var x,xp,c:real;

begin

clrscr;

x:=a;

c:=x+(b-a)/100;


      Рис. 9. Геометрическая интерпретация метода секущих

repeat
xp:=c-f (c)*(c-x)/(f( c)-f(x));

x:=c;

c:=xp;

until abs(x-xp)<=eps;

writeln (‘корень уравнения x=’,x:11:6);

readln

end.

Ответ:

на отрезке
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 корень уравнения 
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3.6. Метод обратной квадратичной интерполяции.

 Пусть, как и ранее, корень 
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 уравнения  
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 отделен на отрезке 
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 предполагается строго монотонной. Предположим, что приближения 
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 уже найдены и различны, а в силу этого соответствующие значения  
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 функции  
[image: image1059.wmf]()

fx

 различны.
Рассмотрим обратную задачу интерполяции. В качестве независимой переменной будем рассматривать значения функции 
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, а в качестве зависимой переменной - соответствующие им значения 
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. Построим интерполяционный многочлен второго порядка 
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. За очередное приближение к корню 
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 принимается 
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. Естественно предположить, что многочлен 
[image: image1068.wmf]2

()

Py

 записывается в виде 
[image: image1069.wmf]2

2111

()

Pyaybyc

=++

. Коэффициенты этого полинома 
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 определяются из системы линейных уравнений
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Решение этой системы  записывается следующим образом
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Здесь вычисление корней квадратного уравнения не требуется. Очередное приближение к корню 
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 находится следующим образом 
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. Метод обратной квадратичной интерполяции является трехшаговым. Для начала его работы надо задать три начальных приближения 
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         Рис.10. Геометрическая интерпретация метода обратной квадратичной интерполяции

Блок-схему алгоритма метода обратной квадратичной интерполяции см.  на рис. 11.

Программа obrparabolinterp реализующая этот алгоритм для уравнения 
[image: image1082.wmf]3

2 x-0.5x0
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, приведена ниже.

program obrparabolinterp;

uses crt;

const n=100;

      a=-1.6;

      b=-0.9;

      eps=0.000001;

label 10;

var

    x,y0,y1,y2,a1,b1,c1:real;

    i:integer;

    x0:array[0..n] of real;

function f(x:real):real;

begin

   f:=2*arctan(x)-0.5*x*x*x;

end;

begin

clrscr;

x0[0]:=a;x0[1]:=(a+b)/2;x0[2]:=b;

y0:=f(x0[0]); y1:=f(x0[1]); y2:=f(x0[2]);

i:=0;

while  abs(x0[i+2]-x0[i+1])>=eps dо
begin

if (y0=y1)or(y1=y2)or(y2=y0) then

                                 begin
writeln('Уравнение не имеет решений, так как y0=y1 или y1=y2 или y2=y0');

                                      goto 10;

                                 end;

a1:=x0[i]/((y0-y1)*(y0-y2))+x0[i+1]/((y1-y0)*(y1-y2))+

    x0[i+2]/((y2-y0)*(y2-y1));

b1:=(x0[i+1]-x0[i])/(y1-y0)-a1*(y1+y0);

c1:=x0[i]-b1*y0-a1*sqr(y0);

x0[i+3]:=c1;

i:=i+1;

if (x0[i+2]<a)or(x0[i+2]>b) then

                                begin
writeln('Корень находится вне отрезка [a,b]: уравнение не имеет решений');

                                      goto 10;

                                end;

y0:=f(x0[i]); y1:=f(x0[i+1]); y2:=f(x0[i+2]);

end;

writeln('Корень уравнения x0[',i+2,']=',x0[i+2]:11:6);

readln;

10:end.

Ответ: 

на отрезке
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 Рис. 11. Блок-схема алгоритма метода обратной квадратичной интерполяции
4. РЕШЕНИЕ В MATHCAD
4.1. Графическое решение
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4.2. Решение с помощью стандартной процедуры ROOT(f(x),x,a,b)
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4.3. Решение с помощью стандартной процедуры find(x) и решающего блока given
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4.4. Приближенное решение с помощью стандартной процедуры minerr(x) и решающего блока given
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Рис. 2. Блок-схема алгоритма отделения корней
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