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Аннотация. Изучаются оптимальные методы восстановления
функций и их производных из соболевского класса по неточно
заданному в среднеквадратичной норме на конечном отрезке
преобразованию Фурье. Построено семейство оптимальных ме-
тодов, в котором каждый метод точен на некотором подпро-
странстве целых функций. Строятся оптимальные методы вос-
становления для более широких классов функций, представля-
ющих сумму исходного соболевского класса и подпространства
целых функций.

Введение

Работа посвящена вопросам восстановления функций и их про-
изводных на прямой по приближенно известному на конечном от-
резке преобразованию Фурье этих функций. В предположении, что
функции принадлежат некоторому классу, можно поставить задачу
о выборе наилучшего (оптимального) метода восстановления. В [1]
для функций из соболевского класса такие методы были найдены.
Они устроены так, что за пределами некоторого отрезка инфор-
мация о преобразовании Фурье оказывается лишней, а та инфор-
мация, которая используется, определенным образом фильтруется
(сглаживается).

В данной работе формулируется результат, из которого вытека-
ет, что, на самом деле, существуют целые серии оптимальных ме-
тодов восстановления функций и их производных, отличающиеся
различными способами фильтрации исходной информации. Каж-
дый из этих методов является точным на некотором подпростран-
стве целых функций, и в этом смысле среди них есть “наилучший”,
а именно тот, который точен на наиболее широком из таких под-
пространств.

Эти результаты согласуется с практикой: при восстановлении
сигнала по неточной информации о гармониках высокочастотные
компоненты отбрасывают, а остальные тем или иным способом
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сглаживают (фильтруют), чтобы нивелировать естественные по-
грешности измерения.

1. Постановка задачи

Пусть n — натуральное число. Обозначим через Wn
2 (R) соболев-

ское пространство функций x(·) ∈ L2(R), у которых (n− 1)-ая про-
изводная локально абсолютно непрерывна и x(n)(·) ∈ L2(R).

Пусть σ > 0, ∆σ = [−σ, σ], 0 ≤ k ≤ n − 1, δ ≥ 0 и W ∈ Wn
2 (R)

— некоторый класс функций. Поставим следующую задачу. Допу-
стим, что про функцию x(·) ∈ W известно ее преобразование Фурье
Fx(·) на ∆σ с точностью до δ в метрике L2(∆σ), т. е. известна функ-
ция y(·) ∈ L2(∆σ) такая, что ‖Fx(·)− y(·)‖L2(∆σ) ≤ δ (если δ = 0, то
Fx(·) на ∆σ известно точно). Как наилучшим образом воспользо-
ваться этой информацией, чтобы восстановить саму функцию или
ее k-ую производную в метрике L2(R)?

Введем следующие обозначения. Пусть Iσ : Wn
2 (R) → L2(∆σ)

— отображение, сопоставляющее x(·) сужение Fx(·) на ∆σ, а
Iδ
σ : Wn

2 (R) → L2(∆σ) — многозначное отображение, определенное
по формуле: Iδ

σx(·) = { y(·) ∈ L2(∆σ) | ‖Iσx(·) − y(·)‖L2(∆σ) ≤ δ }
(I0

σ = Iσ). Тогда информация об x(·) ∈ W заключается в том, что
известна функция y(·) ∈ Iδ

σx(·).
Под задачей оптимального восстановления k-ой (0 ≤ k ≤ n −

1) производной функции из класса W в метрике L2(R) по ука-
занной информации понимается следующее. Любое отображение
m : L2(∆σ) → L2(R) объявляется методом восстановления. Погреш-
ностью этого метода называем величину

e(Dk,W, Iδ
σ,m) = sup

x(·)∈W, y(·)∈Iδ
σx(·)

‖x(k)(·)−m(y(·))(·)‖L2(R),

где Dk символизирует оператор k-кратного дифференцирования
(D0 — тождественный оператор).

Нас интересует величина

E(Dk,W, Iδ
σ) = inf

m : L2(∆σ)→L2(R)
e(Dk,W, Iδ

σ,m),

которую назовем погрешностью оптимального восстановления и
метод m̂ = m̂(k, σ, δ), на котором нижняя грань достигается, т. е.
для которого

E(Dk,W, Iδ
σ) = e(Dk,W, Iδ

σ, m̂),

называемый оптимальным методом восстановления.
Задачу нахождения величины E(Dk,W, Iδ

σ) и соответствующего
оптимального метода назовем (Dk,W, Iδ

σ)-задачей.
Скажем, что метод m точен на x(·) ∈ Wn

2 (R), если x(k)(·) =
m(Iσx(·))(·). Если L — подмножество Wn

2 (R) и метод m точен на
каждой функции из L, то говорим, что метод m точен на L.
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При построении методов приближений часто от методов требует-
ся их точность на как можно более широком множестве функций
(такова ситуация, например, с квадратурными формулами, где в
качестве таких множеств рассматриваются алгебраические полино-
мы, а в периодическом случае — тригонометрические полиномы).

Приведенный выше подход к определению оптимального мето-
да восстановления, как наилучшего метода для всех функций из
данного класса, идеологически восходит к работам А. Н. Колмо-
горова 30-х годов о нахождении наилучших средств приближения
для классов функций. Сама задача оптимального восстановления
(но для линейных функционалов по точной информации и в конеч-
номерной ситуации) впервые была рассмотрена С. А. Смоляком [2].
Различным ее обобщениям посвящена достаточно обширная лите-
ратура. В монографиях [3]–[6] можно найти множество конкретных
результатов и дополнительные ссылки.

Первые результаты, касающиеся оптимального восстановления
линейных операторов по неточной информации, были получены в
работе [7]. Дальнейшее развитие эта тематика получила в работах
авторов [8] и [9], где используются подходы, основанные на методах
теории экстремума. Рассмотрение задач оптимального восстанов-
ления именно с этих позиций для линейных функционалов впервые
было предпринято в [10].

2. Формулировка результатов

Пусть σ > 0. Обозначим через Bσ,2(R) подпространство в L2(R),
образованное сужениями на R целых функций экспоненциального
типа σ. Как хорошо известно, x(·) ∈ Bσ,2(R) тогда и только тогда,
когда носитель Fx(·) принадлежит отрезку [−σ, σ]. По определе-
нию, B0,2(R) = {0}.

Если x(·) ∈ Bσ,2(R), то x(m)(·) ∈ Bσ,2(R) для любого m ∈ N (по
неравенству Бернштейна для целых функций экспоненциального
типа), в частности, Bσ,2(R) ⊂ Wn

2 (R).
Рассмотрим задачу оптимального восстановления k-ой производ-

ной (0 ≤ k < n) на соболевском классе

W n
2 (R) = { x(·) ∈ Wn

2 (R) | ‖x(n)(·)‖L2(R) ≤ 1 }.

Пусть 1 ≤ k < n и δ ≥ 0. Положим

σ̂1 =





(n

k

) 1
2(n−k)

(
2π

δ2

) 1
2n

, δ > 0,

+∞, δ = 0
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и

σ̂2 =





(
n− k

n

) 1
2k

(
2π

δ2

) 1
2n

, δ > 0,

+∞, δ = 0.

Величина σ̂2/σ̂1 определена при δ > 0 и не зависит от δ. Доопре-
делим ее тем же числом и при δ = 0.

Теорема 1. Пусть k, n — целые, 0 ≤ k < n, σ > 0 и δ ≥ 0.
1) Если k ≥ 1 и σ0 = min(σ, σ̂1), то

E(Dk,W n
2 (R), Iδ

σ) =





σk

√
n− k

2πn

(
k

n

) k
n−k

δ2 +
1

σ2n
, σ ≤ σ̂1,

(
δ√
2π

)1−k/n

, σ ≥ σ̂1,

и для каждого σ′ такого, что

(1) 0 ≤ σ′ ≤ σ̂2

σ̂1

σ0

метод

m̂(σ, σ′, y(·))(t) =
1

2π

∫

|ξ|≤σ′
(iξ)ky(ξ)eiξt dξ

+
1

2π

∫

σ′≤|ξ|≤σ0

(iξ)k

(
1 +

n

n− k

(n

k

) k
n−k

(
ξ

σ0

)2n
)−1

y(ξ)eiξt dξ

является оптимальным в (Dk,W n
2 (R), Iδ

σ)-задаче и точным на
подпространстве Bσ′,2(R).

2) Если k = 0, то

E(D0, W n
2 (R), Iδ

σ) =

√
δ2

2π
+

1

σ2n
,

и для каждого σ′ ≥ 0 такого, что σ′ ≤ σ метод

m̂(σ, σ′, y(·))(t) =
1

2π

∫

|ξ|≤σ′
y(ξ)eiξt dξ

+
1

2π

∫

σ′≤|ξ|≤σ

(
1 +

(
ξ

σ

)2n
)−1

y(ξ)eiξt dξ

является оптимальным в (D0,W n
2 (R), Iδ

σ)-задаче и точным на
подпространстве Bσ′,2(R).

Сделаем несколько замечаний по поводу сформулированной тео-
ремы.

В части 1), если δ > 0, то, как видно из выражения для погрешно-
сти оптимального восстановления, информация о преобразовании
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Фурье (измеренном с точностью δ) за пределами отрезка [−σ̂1, σ̂1]
оказывается лишней, поскольку ее наличие не уменьшает величи-
ну погрешности. Иными словами, объем полезной информации σ и
погрешность ее измерения δ должны быть связаны соотношением
σ ≤ σ̂1, т. е.

δ2σ2n ≤ 2π
(n

k

) n
n−k

.

При этом, каждый из оптимальных методов, используя инфор-
мацию только на отрезке [−σ0, σ0], фильтрует ее на множестве
{ ξ | σ′ ≤ |ξ| ≤ σ0 } и не фильтрует на [−σ′, σ′], если σ′ > 0.

Пространство Bσ′,2(R) при σ′ = (σ̂1/σ̂2) min(σ, σ̂1), очевидно, мак-
симально широкое из тех, на которых оптимальный метод точен.

Если δ = 0, то чем больше σ, тем меньше погрешность опти-
мального восстановления, и информация фильтруется на множе-
стве { ξ | σ′ ≤ |ξ| ≤ σ } (σ0 = σ) и не фильтруется на [−σ′, σ′], если
σ′ > 0.

Во второй части теоремы, когда восстанавливается сама функ-
ция, погрешность оптимального восстановления убывает с ростом
σ независимо от того δ > 0 или δ = 0. Среди оптимальных методов
есть “естественный” (при σ′ = σ), сопоставляющий y(·) функцию,
преобразование Фурье которой равно y(·) на [−σ, σ] и нулю вне это-
го отрезка.

Из того, что построенные оптимальные методы точны на под-
пространствах целых функций вытекает, что эти методы являются
оптимальными на более широких классах функций. Точнее, име-
ет место следующее утверждение: если m̂ — оптимальный линей-
ный метод в (Dk,W n

2 (R), Iδ
σ)-задаче, точный на подпространстве

L ⊂ Wn
2 (R), то он является оптимальным и в (Dk,W n

2 (R)+L, Iδ
σ)-

задаче.
Действительно, пусть x(·) ∈ W n

2 (R) + L, x(·) = x1(·) + x2(·), где
x1(·) ∈ W n

2 (R), x2(·) ∈ L и пусть y(·) ∈ L2(∆σ) такое, что ‖Iσx(·)−
y(·)‖L2(∆σ) ≤ δ. Положим y1(·) = y(·)− Iσx2(·). Тогда y1(·) ∈ L2(∆σ)
и

(2) ‖Iσx1(·)− y1(·)‖L2(∆σ) = ‖Iσx(·)− y(·)‖L2(∆σ) ≤ δ.

Из линейности и точности m̂ на L следует равенство

(3) ‖x(k)(·)− m̂(y(·))(·)‖L2(R) = ‖x(k)
1 (·)− m̂(y1(·))(·)‖L2(R).

Величина справа в (3) в силу (2) не превосходит

e(Dk,W n
2 (R), Iδ

σ, m̂) = E(Dk,W n
2 (R), Iδ

σ).

Переходя в левой части (3) к верхней грани по всем указанным x(·)
и y(·), получаем, что

e(Dk,W n
2 (R) + L, Iδ

σ, m̂) ≤ E(Dk,W n
2 (R), Iδ

σ).
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Поскольку W n
2 (R) ⊂ W n

2 (R) + L, имеем

E(Dk,W n
2 (R), Iδ

σ) ≤ E(Dk, W n
2 (R) + L, Iδ

σ)

≤ e(Dk,W n
2 (R) + L, Iδ

σ, m̂) ≤ E(Dk,W n
2 (R), Iδ

σ).

Отсюда видно, что m̂ — оптимальный метод в (Dk,W n
2 (R) +

L, Iδ
σ)-задаче и значение погрешности оптимального восстановле-

ния в этой задаче совпадает с соответствующим значением для
(Dk,W n

2 (R), Iδ
σ)-задачи.

Таким образом, при 1 ≤ k < n для всех σ′, удовлетворяющих
неравенству (1), и при k = 0 для всех σ′ ≤ σ

E(Dk,W n
2 (R) + Bσ′,2(R), Iδ

σ) = E(Dk,W n
2 (R), Iδ

σ).

В связи с этим естественно поставить более общую задачу о нахож-
дении оптимального метода в (Dk,W n

2 (R) + Bσ2,2(R), Iσ1 , δ)-задаче
для любых 0 < σ1 ≤ ∞ и 0 ≤ σ2 < ∞.

Перед формулировкой соответствующего результата введем
некоторые обозначения. Пусть 1 ≤ k ≤ n − 1, δ > 0 и σ̂1, σ̂2 —
те же, что и в теореме 1. Положим

Σ1 =

{
(σ1, σ2) ∈ R2 | 0 <

σ̂2

σ̂1

σ1 ≤ σ2 ≤ σ1

}
,

Σ2 =

{
(σ1, σ2) ∈ R2 | 0 ≤ σ2 ≤ σ̂2

σ̂1

σ1, 0 < σ1 ≤ σ̂1

}
,

Σ3 =
{

(σ1, σ2) ∈ R2 | σ1 ≥ σ̂1, 0 ≤ σ2 ≤ σ̂2

}
,

Σ4 =

{
(σ1, σ2) ∈ R2 | σ̂2 ≤ σ2 ≤ σ̂2

σ̂1

σ1

}
.

На рисунке эти области выглядят так

-

6
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Положим, кроме того,
(4)

2π(λ̂1, λ̂2) =





(σ2k
2 , σ

2(k−n)
1 ), (σ1, σ2) ∈ Σ1,

(
n− k

n

(
k

n

) k
n−k

σ2k
1 , σ

2(k−n)
1

)
, (σ1, σ2) ∈ Σ2,

(
n− k

n

(
2π

δ2

) k
n

,
k

n

(
2π

δ2

) 2(k−n)
n

)
, (σ1, σ2) ∈ Σ3,

(
σ2k

2 ,
k

n

(
n− k

n

)n−k
k

σ
2(k−n)
2

)
, (σ1, σ2) ∈ Σ4,

и

(σ′1, σ
′
2) =





(σ1, σ2), (σ1, σ2) ∈ Σ1,

(
σ1,

σ̂2

σ̂1

σ1

)
, (σ1, σ2) ∈ Σ2,

(σ̂1, σ̂2), (σ1, σ2) ∈ Σ3,

(
σ̂1

σ̂2

σ2, σ2

)
, (σ1, σ2) ∈ Σ4.

Теорема 2. Пусть k, n — целые, 0 ≤ k < n и δ ≥ 0.
1) Если σ2 > σ1, то E(Dk,W n

2 (R) + Bσ2,2(R), Iδ
σ1

) = ∞.
2) Если k ≥ 1 и δ ≥ 0, то для всех σ1 > 0, σ2 ≥ 0 таких, что

σ2 ≤ σ1

E(Dk,W n
2 (R) + Bσ2,2(R), Iδ

σ1
) =

√
λ̂1δ2 + 2πλ̂2,

и при всех σ̃1 ∈ [σ′1, σ1] и σ̃2 ∈ [σ2, σ
′
2] методы

m̂eσ1,eσ2(σ1, σ2, y(·))(t) =
1

2π

∫

|ξ|≤eσ2

(iξ)ky(ξ)eiξt dξ

+
1

2π

∫

eσ2≤|ξ|≤eσ1

(iξ)k λ̂1

λ̂1 + λ̂2ξ2n
y(ξ)eiξt dξ

являются оптимальными.
3) Если k = 0 и δ ≥ 0, то для всех σ1 > 0, σ2 ≥ 0 таких, что

σ2 ≤ σ1

E(D0,W n
2 (R) + Bσ2,2(R), Iδ

σ1
) =

√
δ2

2π
+

1

σ2n
1

,
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и при всех σ̃2 ∈ [σ2, σ1] методы

m̂eσ2(σ1, σ2, y(·))(t) =
1

2π

∫

|ξ|≤eσ2

y(ξ)eiξt dξ

+
1

2π

∫

eσ2≤|ξ|≤σ1

(
1 +

(
ξ

σ1

)2n
)−1

y(ξ)eiξt dξ

являются оптимальными.
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