
ВОССТАНОВЛЕНИЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ ПО
НЕТОЧНЫМ ИЗМЕРЕНИЯМ

Г. Г. МАГАРИЛ-ИЛЬЯЕВ, К. Ю. ОСИПЕНКО

Рассматривается задача об оптимальном восстановлении температуры бесконечного стержня
в момент времени τ по ее приближенным измерениям в моменты t1, . . . , tn.

Приведем точную постановку. Распространение тепла в бесконечном стержне (т. е. на прямой
R) описывается уравнением

(1)
∂u

∂t
=

∂2u

∂x2

с заданным начальным распределением температуры

(2) u(0, x) = u0(x).

Мы предполагаем, что u0(·) ∈ L2(R). Единственным решением задачи (1)–(2) при t > 0 является
интеграл Пуассона

u(t, x) = u(t, x; u0(·)) =
1

2
√

πt

∫

R
e−

(x−ξ)2

4t u0(ξ) dξ

и при этом u(t, ·) → u0(·) при t → 0 в метрике L2(R).
Пусть в моменты времени 0 ≤ t1 < . . . < tn приближенно известны распределения температур

u(t1, ·), . . . , u(tn, ·), т. е. известны функции yi(·) ∈ L2(R) такие, что ‖u(ti, ·)− yi(·)‖L2(R) ≤ δi, где
δi > 0, i = 1, . . . , n. Любое отображение m : (L2(R))n = L2(R)× . . .×L2(R) → L2(R) объявляется
методом восстановления(температуры в L2(R) в момент времени τ по данной информации).
Погрешность метода m определяется равенством

e(τ, δ,m) = sup
u0(·),y1(·),...,yn(·)∈L2(R)

‖u(ti,·)−yi(·)‖L2(R)≤δi, i=1,...,n

‖u(τ, ·)−m(y)(·)‖L2(R),

где y = (y1(·), . . . , yn(·)), а δ = (δ1, . . . , δn). Нас интересует величина

E(τ, δ) = inf
m

e(τ, δ,m),

где нижняя грань берется по всем методам m : (L2(R))n → L2(R)), которую назовем погреш-
ностью оптимального восстановления, и метод m̂, на котором нижняя грань достигается,
называемый оптимальным методом восстановления (температуры в L2(R) в момент времени
τ по данной информации).

Отметим, что такой подход к определению оптимального метода идеологически восходит к
работам А. Н. Колмогорова тридцатых годов прошлого века, посвященных нахождению наи-
лучшего средства приближения сразу для всех функций из данного класса.

Перед формулировкой теоремы сделаем некоторые построения. На плоскости с координатами
(t, x) обозначим M = co{(tj, ln(1/δj)), 1 ≤ j ≤ n}+{(t, 0) | t ≥ 0}, где co A — выпуклая оболочка
множества A. Пусть функция θ(·) на [0,∞) определена равенством: θ(t) = max{x | (t, x) ∈ M}
(причем θ(t) = +∞, если (t, x) 6= M ни для какого x). Ясно, что θ(·) — ломаная на [t1,∞). Пусть
ts1 < . . . < tsk

— ее точки излома (s1 = 1), которые, очевидно, являются подмножеством точек
{t1, . . . , tn} (если θ(·) — прямая, то считаем, что излом только один в точке t1, т. е. k = 1).

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (гранты
№07-01-90102, №06-01-00530).
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Теорема. При всех τ > t1
E(τ, δ) = e−θ(τ).

Если τ ∈ (tsj
, tsj+1

) для некоторого 1 ≤ j ≤ k − 1, то

m̂(y)(·) = u(τ, ·; K(·) ∗ (λ1u(tsj
, ·; ysj

(·)) + λ2u(tsj+1, ·; ysj+1(·)))),
— оптимальный метод, где

λ1 =
tsj+1

− τ

tsj+1
− tsj

(
δsj+1

δsj

) 2(τ−tsj )

tsj+1−tsj

, λ2 =
τ − tsj

tsj+1
− tsj

(
δsj+1

δsj

) 2(tsj+1−τ)

tsj+1−tsj

,

K(·) ∈ L2(R) и преобразование Фурье функции K(·) имеет вид

FK(ξ) =
1

λ1e
−2ξ2tsj + λ2e

−2ξ2tsj+1

.

Если τ > tsk
, то

m̂(y)(x) =
1

2
√

π(τ − tsk
)

∫

R
e
− (x−ξ)2

4(τ−tsk
) ysk

(ξ) dξ

— оптимальный метод.

Из выражения для оптимального метода видно, что при τ ∈ (tsj
, tsj+1

) из всего наблюдае-
мого набора функций y1(·), . . . , yn(·) используются только две (и выбор их зависит от величин
погрешности δi). Далее происходит их некоторое усреднение и сглаживание (свертка с ядром
K(·)) и полученная таким образом функция воспринимается как первоначальное распределение
температур.

Рассматриваемая задача является частным случаем общей задачи об оптимальном восста-
новлении линейного оператора по неточной информации, которая изучалась в работах [1]–[3].
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