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Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, Èíñòèòóò ïðîáëåì ïåðåäà÷è
èíôîðìàöèè èì. À. À. Õàðêåâè÷à ÐÀÍ, Ìîñêîâñêèé àâèàöèîííûé èíñòèòóò (íàöèîíàëüíûé

èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò)

Âîññòàíîâëåíèå ñèãíàëà ïî åãî ñïåêòðó (ò. å. ïî åãî ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå èëè, êàê ãîâî-
ðÿò, ïî åãî ÷àñòîòàì), êîòîðûé çàäàí íåïîëíî è/èëè íåòî÷íî, � îäíà èç îñíîâíûõ ïðîáëåì
âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ. Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ñïîñîáû âîññòàíîâëåíèÿ, íî íàè-
áîëåå ðàñïðîñòðàíåííûé èç íèõ � ýòî ðåãóëÿðèçàöèÿ ïî À. Í. Òèõîíîâó. Îíà çàêëþ÷àåòñÿ
â ïðåäúÿâëåíèè íåêîòîðîãî àëãîðèòìà âîññòàíîâëåíèÿ è äîêàçàòåëüñòâó åãî ñõîäèìîñòè ê
èñõîäíîìó ñèãíàëó (ñêàæåì, â äàííîé òî÷êå) ïðè ñòðåìëåíèè ê íóëþ ïîãðåøíîñòè èçìåðå-
íèÿ. Ïðè ýòîì îñòàþòñÿ áåç âíèìàíèÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, ñëåäóþùèå âîïðîñû: âîçìîæåí ëè
ëó÷øèé ñïîñîá âîññòàíîâëåíèÿ? Ìîæíî ëè äîêàçàòü ýôôåêòèâíîñòü ïðåäúÿâëåííîãî àëãî-
ðèòìà, íå óñòðåìëÿÿ ïîãðåøíîñòü ê íóëþ, âåäü îíà îáóñëîâëåíà íåòî÷íîñòÿìè èçìåðåíèÿ è
íå ìîæåò áûòü ñäåëàíà ñêîëü óãîäíî ìàëîé?
Â äàííîé ðàáîòå ìû õîòèì ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, íà ðÿäå ñîâñåì ïðîñòûõ ïðèìåðîâ, ïîä-

õîä ê çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà ïî ñïåêòðó, îñíîâàííûé íà èäåÿõ À. Í. Êîëìîãîðîâà.
Ýòîò ïîäõîä ïðåäñòàâëÿåò îïðåäåëåííóþ àëüòåðíàòèâó ðåãóëÿðèçàöèîííîìó ïîäõîäó â òîì
ñìûñëå, ÷òî îí ïîçâîëÿåò ñòðîèòü íàèëó÷øèå ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ìåòîäû âîññòàíîâëå-
íèÿ ñèãíàëà, è ñ ó÷åòîì òîé ïîãðåøíîñòè, êîòîðàÿ åñòü íà ñàìîì äåëå. Ïðè ýòîì âàæíî
îòìåòèòü, ÷òî îïòèìàëüíûå ìåòîäû âûïèñûâàþòñÿ ÿâíî è èñïîëüçóþò äàëåêî íå âñþ èìå-
þùóþñÿ èíôîðìàöèþ î ñïåêòðå (äàæå åñëè îíà èçìåðåíà òî÷íî), è åñëè ýòà èíôîðìàöèÿ
èçâåñòíà ñ ïîãðåøíîñòüþ, òî óêàçûâàåòñÿ ïîðîã (çàâèñÿùèé îò ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèÿ),
çà ïðåäåëàìè êîòîðîãî èíôîðìàöèÿ î ñïåêòðå âîîáùå íå íóæíà � îïòèìàëüíûé ìåòîä
åå íå èñïîëüçóåò. Ïîëåçíàÿ æå èíôîðìàöèÿ, ò. å. òà, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ, ïîäâåðãàåòñÿ
îïðåäåëåííîìó �ñãëàæèâàíèþ�. Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî ýòî âïîëíå ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî
ïðîèñõîäèò íà ïðàêòèêå � âûñîêèå ÷àñòîòû îòáðàñûâàþòñÿ, à íèçêèå ñãëàæèâàþòñÿ.
Êðàòêèé êîììåíòàðèé ïî ïîâîäó ñôîðìóëèðîâàííûõ çäåñü óòâåðæäåíèé ïðèâåäåí â êîí-

öå ðàáîòû.
Ìû íà÷èíàåì ñ ïðèìåðà èç ó÷åáíèêà Â. À. Èëüèíà è Ý. Ã. Ïîçíÿêà [1], äåìîíñòðèðóþùåãî

âîçìîæíîñòè ðåãóëÿðèçàöèè ïî Òèõîíîâó.
Ïóñòü 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ x(·) òàêîâà, ÷òî åå ðÿä Ôóðüå

x(t) =
a0
2

+
∞∑
k=1

(ak cos kt+ bk sin kt),

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàí-
òû � � 14-01-00456, 14-01-00744).

1



2 Ã. Ã. ÌÀÃÀÐÈË-ÈËÜßÅÂ, Ê. Þ. ÎÑÈÏÅÍÊÎ

ãäå

ak =ak(x(·)) =
1

π

∫ π

−π
x(t) cos kt dt, k = 0, 1, 2, . . . ,

bk =bk(x(·)) =
1

π

∫ π

−π
x(t) sin kt dt, k = 1, 2, . . . ,

ñõîäèòñÿ ê x(·) ðàâíîìåðíî.
Âìåñòî òî÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè èçâåñòíû èõ ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ãk,

b̃k òàêèå, ÷òî

(1)
(a0 − ã0)

2

2
+

∞∑
k=1

((ak − ãk)
2 + (bk − b̃k)

2) ≤ δ2.

Ïî ýòîé èíôîðìàöèè òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè x(·) â íåêîòîðîé òî÷êå τ .
Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî êàê áû áûñòðî íå ñõîäèëñÿ èñõîäíûé ðÿä ê x(τ) è êàê áû íå áûëî

ìàëî δ > 0, ìîæíî óêàçàòü òàêèå ÷èñëà ãk, b̃k, óäîâëåòâîðÿþùèå (1), ÷òî ñóììà ðÿäà

ã0
2

+
∞∑
k=1

(ãk cos kt+ b̃k sin kt)

áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò x(τ) íà ëþáîå íàïåðåä çàäàííîå ÷èñëî èëè äàæå ðÿä áóäåò ðàñõîäèòüñÿ.
Ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïðîöåäóðà âîññòàíîâëåíèÿ. Â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî çíà÷å-

íèÿ ôóíêöèè â òî÷êå τ ðàññìàòðèâàåòñÿ ðÿä

ã0
2

+
∞∑
k=1

1

1 + k2α
(ãk cos kτ + b̃k sin kτ),

ãäå α òîãî æå ïîðÿäêà ìàëîñòè, ÷òî è δ (íàïðèìåð, ìîæíî ïîëîæèòü α = δ).
Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ x(·) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L2(T) (T � îòðåçîê

[−π, π] ñ èäåíòèôèöèðîâàííûìè êîíöàìè) ñ íîðìîé

∥x(·)∥L2(T) =

(
1

π

∫ π

−π
|x(t)|2 dt

)1/2

.

è x(·) íåïðåðûâíà â τ , òî äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ ê x(τ) ïðè δ → 0.
Ïðè ýòîì àâòîðû â çàêëþ÷èòåëüíîì çàìå÷àíèè ïèøóò (âûäåëåíî æèðíûì øðèôòîì íà-

ìè):
... äîëæíû ëè ìû, æåëàÿ ïîëó÷èòü êàê ìîæíî áîëåå òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå îá èíòå-

ðåñóþùåì íàñ ôèçè÷åñêîì ïðîöåññå, íåîãðàíè÷åííî ñîâåðøåíñòâîâàòü òî÷íîñòü ïðèáîðà

èëè ïóòü ê ýòîìó ëåæèò ÷åðåç ðàçâèòèå òàêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ îáðàáîòêè

ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïðè èìåþùåéñÿ òî÷íîñòè èçìåðåíèÿ ÷à-

ñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê èçâëå÷ü ìàêñèìàëüíóþ èíôîðìàöèþ îá èçó÷àåìîì ïðîöåññå.

Ïîäõîä, êîòîðûé ïðåäëàãàåòñÿ çäåñü ê èññëåäîâàíèþ ïîäîáíîãî ðîäà çàäà÷, ïðåäïîëàãàåò
íàëè÷èå íåêîòîðîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î ôóíêöèè x(·). Íî òîãäà ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæ-
íîñòü ó÷èòûâàòü èìåþùóþñÿ òî÷íîñòü èçìåðåíèÿ è ñòàâèòü âîïðîñ î íàõîæäåíèè íàèëó÷-
øåãî ìåòîäà ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ.
Àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ î ôóíêöèè áóäåò ñîñòîÿòü â òîì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ïðèíàäëå-

æèò íåêîòîðîìó êëàññó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç W1
2 (T) ïðîñòðàíñòâî 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ àáñîëþò-

íî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé x(·), ó êîòîðûõ ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ẋ(·) ïðèíàäëåæèò L2(T). Â
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äàííîé ðàáîòå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèé êëàññ ôóíêöèé

W 1
2 (T) = {x(·) ∈ W1

2 (T) : ∥ẋ(·)∥L2(T) ≤ 1 }.

Åñëè x(·) ∈ W1
2 (T), òî äëÿ êàæäîãî t ∈ T ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

x(t) =
a0
2

+

∞∑
k=1

(ak cos kt+ bk sin kt).

Ïðèâåäåì òåïåðü íåñêîëüêî ïðèìåðîâ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ
ôóíêöèé èç êëàññà W 1

2 (T).

1. Âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèè â òî÷êå, êîãäà âñå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå èçâåñòíû

ïðèáëèæåííî â ìåòðèêå l2. Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì ïðèìåð, ïðèâåäåííûé âûøå, íî ñ
ïîçèöèé îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç l2 ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì âåùåñòâåííûõ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

⟨y, y′⟩ = y0y
′
0

2
+

∞∑
k=1

yky
′
k,

ãäå y = (y0, y1, . . .), y
′ = (y′0, y

′
1, . . .) è ñ ñîîòâåòñòâóþùåé íîðìîé

∥y∥l2 =

(
y20
2

+

∞∑
k=1

y2k

)1/2

.

Åñëè ôóíêöèÿ x(·) ïðèíàäëåæèò W1
2 (T), òî åå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ïðèíàäëåæàò l2. Ïóñòü

F : W1
2 (T) → l2 � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå x(·), ò. å. Fx(·) = (a0(x(·)), a1(x(·)), b1(x(·)), . . . ) �

íàáîð êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè x(·).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî î êàæäîé ôóíêöèè x(·) ∈ W 1

2 (T) íàì èçâåñòíû ïðèáëèæåííî åå êîýô-
ôèöèåíòû Ôóðüå, à èìåííî, èçâåñòåí âåêòîð

y = (ã0, ã1, b̃1 . . .) ∈ l2

òàêîé, ÷òî
∥Fx(·)− y∥l2 ≤ δ,

ãäå δ > 0.
Ëþáîé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ x(τ) äîëæåí ñîïîñòàâëÿòü âåêòîðó (íàáëþäåíèþ) y ÷èñëî,

êîòîðîå, ñîãëàñíî äàííîìó ìåòîäó, åñòü íåêîòîðîå ïðèáëèæåíèå ê x(τ). Òàêèì îáðàçîì,
ëþáîé ìåòîä � ýòî íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ φ : l2 → R. Ïîãðåøíîñòüþ äàííîãî ìåòîäà íàçîâåì
âåëè÷èíó

e(W 1
2 (T), F, δ, φ) = sup

x(·)∈W 1
2 (T), y∈l2

∥Fx(·)−y∥l2≤δ

|x(τ)− φ(y)|.

Íàñ èíòåðåñóåò âåëè÷èíà

E(W 1
2 (T), F, δ) = inf

φ : l2→R
e(W 1

2 (T), F, δ, φ),

íàçûâàåìàÿ ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ è ìåòîä φ̂, íà êîòîðîì äîñòèãà-
åòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, íàçûâàåìûé îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ, ò. å. òàêîé ìåòîä
φ̂, ÷òî

E(W 1
2 (T), F, δ) = e(W 1

2 (T), F, δ, φ̂).



4 Ã. Ã. ÌÀÃÀÐÈË-ÈËÜßÅÂ, Ê. Þ. ÎÑÈÏÅÍÊÎ

Òåîðåìà 1 ([2]). Äëÿ ëþáîãî δ > 0

E(W 1
2 (T), F, δ) = (â+ δ2)

( ∞∑
k=1

k2

(1 + âk2)2

)1/2

,

ãäå â = â(δ) � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

1

2
+

∞∑
k=1

1

(1 + ak2)2

∞∑
k=1

k2

(1 + ak2)2

= δ2.

Ìåòîä φ̂, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó

φ̂(y) =
ã0
2

+
∞∑
k=1

1

1 + âk2
(ãk cos kτ + b̃k sin kτ),

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Êàê âèäíî èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû, äëÿ ëþáîãî δ > 0 ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè, ïðåäëî-
æåííûé â [1], ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì íà êëàññåW 1

2 (T) ïðè α = â(δ). Êðîìå òîãî, ìèíèìàëü-
íàÿ îøèáêà îöåíèâàíèÿ x(τ) äàåòñÿ âåëè÷èíîé E(W 1

2 (T), F, δ), êîòîðàÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ
ïðè δ → 0.

2. Âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèè â òî÷êå ïî íåòî÷íî çàäàííîìó êîíå÷íîìó íàáîðó åå

êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå. Çäåñü òàêæå ìîäåëèðóåòñÿ ñèòóàöèÿ, ðàññìîòðåííàÿ âûøå, íî â
áîëåå åñòåñòâåííîé, íà íàø âçãëÿä, ïîñòàíîâêå: ìû ðàñïîëàãàåì ëèøü êîíå÷íûì íàáîðîì
êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, èçâåñòíûõ ïî ìîäóëþ ñ òî÷íîñòüþ äî íåêîòîðîãî δ.
Èòàê, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè x(·) ∈ W 1

2 (T) â òî÷êå τ ∈ T ïî

ñëåäóþùåé èíôîðìàöèè: èçâåñòíû ÷èñëà ãk, b̃k, äëÿ êîòîðûõ

|ak − ãk| ≤ δ, k ∈ A, |bk − b̃k| ≤ δ, k ∈ B,

ãäå A è B � íåêîòîðûå êîíå÷íûå ìíîæåñòâà èç N. Ïîëîæèì N = cardA+ cardB è

FA,Bx(·) = ({ak}k∈A, {bk}k∈B).
×åðåç lN∞ îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ y = (y1, . . . , yN ) ñ íîðìîé

∥y∥lN∞ = max
1≤k≤N

|yk|.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî èíôîðìàöèÿ î ôóíêöèè x(·) ∈ W 1
2 (T) ñîñòîèò â

òîì, ÷òî âìåñòî íàáîðà åå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå FA,Bx(·) íàì èçâåñòíû èõ ïðèáëèæåííûå
çíà÷åíèÿ

y = ({ãk}k∈A, {b̃k}k∈B)
òàêèå, ÷òî

∥FA,Bx(·)− y∥lN∞ ≤ δ.

Êàê è âûøå, äëÿ êàæäîãî ìåòîäà φ : lN∞ → R åãî ïîãðåøíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ òàê

e(W 1
2 (T), FA,B, δ, φ) = sup

x(·)∈W 1
2 (T), y∈lN∞

∥FA,Bx(·)−y∥
lN∞

≤δ

|x(τ)− φ(y)|.
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Ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

E(W 1
2 (T), FA,B, δ) = inf

φ : lN∞→R
e(W 1

2 (T), FA,B, δ, φ).

Ìåòîä φ̂ íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

E(W 1
2 (T), FA,B, δ) = e(W 1

2 (T), FA,B, δ, φ̂).

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè 0 /∈ A, òî ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ðàâ-
íà áåñêîíå÷íîñòè (äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ëèøü êîíñòàíòû èç êëàññà W 1

2 (T)). Ïîýòîìó â
äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 0 ∈ A.

Ïîëîæèì Ã = A \ {0} è ðàññìîòðèì âåêòîð({
cos kτ

k2

}
k∈Ã

,

{
sin kτ

k2

}
k∈B

)
.

Ïóñòü

(2) |γ2| ≥ . . . ≥ |γN |

� ìîäóëè êîìïîíåíòîâ ýòîãî âåêòîðà, óïîðÿäî÷åííûå ïî óáûâàíèþ. Åñëè γs = k−2
s cos ksτ ,

òî ñîîòâåòñòâóþùèé èíäåêñ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ks(A), à åñëè γs = k−2
s sin ksτ , òî �

÷åðåç ks(B). Äëÿ êàæäîãî 2 ≤ s ≤ N îáîçíà÷èì ÷åðåç As è Bs ïîäìíîæåñòâà èíäåêñîâ
k2(C), . . . , ks(C) ïðè C = A è C = B, ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíèé áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî A1 = B1 = ∅ (ñóììà ïî ïóñòîìó ìíîæåñòâó èíäåêñîâ áóäåò ñ÷èòàòüñÿ ðàâíîé
íóëþ).
Ïîëîæèì

p = p(δ) = max

{
s : γ2ks

(
1− δ2

∑
k∈As∪Bs

k2
)

> δ2
∑

k∈N\As

cos2 kτ

k2
+ δ2

∑
k∈N\Bs

sin2 kτ

k2
, 2 ≤ s ≤ N

}
(ñ÷èòàÿ p = 1, åñëè ìíîæåñòâî â ñêîáêàõ ïóñòî),

λ =


∑

k∈N\Ap

cos2 kτ

k2
+

∑
k∈N\Bp

sin2 kτ

k2

1− δ2
∑

k∈Ap∪Bp

k2


1/2

è

λs = k2s(C)(|γs| − λδ), c̃s =

{
sign γs ãks(C), C = A,

sign γs b̃ks(C), C = B.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî δ > 0

E(W 1
2 (T), FA,B, δ) =

δ

2
+ δ

p∑
s=2

λs + λ
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è îïòèìàëüíûé ìåòîä èìååò âèä

(3) φ̂(y) =
ã0
2

+

p∑
s=2

λsc̃s.

Îòìåòèì, ÷òî, âî-ïåðâûõ, îïòèìàëüíûé ìåòîä èñïîëüçóåò, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âñþ èìå-
þùóþñÿ èíôîðìàöèþ (ñóììèðîâàíèå èäåò äî p, êîòîðîå ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ìàëûì,
åñëè δ äîñòàòî÷íî áîëüøîå), âî-âòîðûõ, èñïîëüçóåìàÿ èíôîðìàöèÿ �ñãëàæèâàåòñÿ� êîýô-
ôèöèåíòàìè λs è íàêîíåö, êîýôôèöèåíòû Ôóðüå, êîòîðûå âûáèðàåò îïòèìàëüíûé ìåòîä,
èäóò, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïîäðÿä. Ýòî ñâîéñòâî õàðàêòåðíî äëÿ òàê íàçûâàåìûõ �æàäíûõ�
àëãîðèòìîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âk è b̂k ïî ïðàâèëó

âk =


δ sign cos kτ, k ∈ Ap ∪ 0 ;

cos kτ

λk2
, k /∈ Ap ∪ 0 .

b̂k =


δ sign sin kτ, k ∈ Bp ;

sin kτ

λk2
, k /∈ Bp .

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(4)
∞∑
k=1

k2(â2k + b̂2k) = 1.

Ïîêàæåì, ÷òî |âk| ≤ δ äëÿ âñåõ k ∈ A è |̂bk| ≤ δ äëÿ âñåõ k ∈ B. Ïðè p = N ýòî î÷åâèäíî.
Ïóñòü p < N . Åñëè ïðè íåêîòîðîì k > 0 è k ∈ A \Ap âûïîëíÿëîñü áû íåðàâåíñòâî |âk| > δ

èëè ïðè íåêîòîðîì k ∈ B \Bp âûïîëíÿëîñü áû íåðàâåíñòâî |̂bk| > δ, òî íàøåëñÿ áû ýëåìåíò
γs, 2 ≤ s ≤ N , äëÿ êîòîðîãî èìåëî áû ìåñòî íåðàâåíñòâî

γ2s > δ2λ2.

Â ñèëó (2) îòñþäà âûòåêàëî áû íåðàâåíñòâî

(5) γ2p+1 > δ2λ2.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

γ2p+1 =
cos2 kp+1(A)τ

k4p+1(A)
.

Òîãäà íåðàâåíñòâî (5) ìîæíî çàïèñàòü òàê

cos2 kp+1(A)τ

k4p+1(A)

(
1− δ2

∑
k∈Ap∪Bp

k2
)

> δ2
∑

k∈N\Ap

cos2 kτ

k2
+ δ2

∑
k∈N\Bp

sin2 kτ

k2
.

Ïîñêîëüêó Ap+1 = Ap ∪{kp+1}, à Bp+1 = Bp, òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

cos2 kp+1(A)τ

k4p+1(A)

(
1− δ2

∑
k∈Ap+1∪Bp+1

k2
)

> δ2
∑

k∈N\Ap+1

cos2 kτ

k2
+ δ2

∑
k∈N\Bp+1

sin2 kτ

k2
.

Íî òàêîå íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ p. Ñëó÷àé, êîãäà

γ2p+1 =
sin2 kp+1(B)τ

k4p+1(B)
,

ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {ak}, k = 0, 1, . . ., è {bk}, k = 1, 2, . . .,
òàêèõ, ÷òî

∞∑
k=1

k2(a2k + b2k) < ∞,

èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

(6)
∞∑
k=1

(ak cos kτ + bk sin kτ) =

p∑
s=2

λscs + λ

∞∑
k=1

k2(âkak + b̂kbk),

ãäå

cs =

{
sign γs aks(C), C = A,

sign γs bks(C), C = B.

Äåéñòâèòåëüíî, èìååì

p∑
s=2

λscs + λ

∞∑
k=1

k2(âkak + b̂kbk) =

p∑
s=2

k2s |γks |cs − λδ

p∑
s=2

k2scs

+ λδ

p∑
s=2

k2scs + λ
∑

k∈N\Ap

k2
cos kτ

λk2
ak + λ

∑
k∈N\Bp

k2
sin kτ

λk2
bk

=
∞∑
k=1

(ak cos kτ + bk sin kτ).

Çàìåòèì, ÷òî λp > 0 â ñèëó îïðåäåëåíèÿ p, à λs > 0 â ñèëó (2) äëÿ âñåõ s = 2, . . . , p− 1.
Íàéäåì òåïåðü âåëè÷èíó ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ è ïîêàæåì, ÷òî ìå-

òîä (3) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Îöåíèì åãî ïîãðåøíîñòü. Ïóñòü ôóíêöèÿ x(·) ∈ W r
2 (T).

Èñïîëüçóÿ (6) è íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷èì

|x(τ)− φ̂(y)| =
∣∣∣∣a02 +

∞∑
k=1

(ak cos kτ + bk sin kτ)−
ã0
2

−
p∑

s=2

λsc̃s

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣a0 − ã0
2

+

p∑
s=2

λs(cs − c̃s) +

∞∑
k=1

(ak cos kτ + bk sin kτ)−
p∑

s=2

λscs

∣∣∣∣
≤ δ

2
+ δ

p∑
s=2

λs + λ

∞∑
k=1

k2(â2k + b̂2k)

∞∑
k=1

k2(a2k + b2k) ≤
δ

2
+ δ

p∑
s=2

λs + λ.

Òåì ñàìûì

e(W 1
2 (T), FA,B, δ, φ̂) ≤

δ

2
+ δ

p∑
s=2

λs + λ.

Îòñþäà âûòåêàåò îöåíêà ñâåðõó äëÿ îïòèìàëüíîé ïîãðåøíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ

(7) E(W 1
2 (T), FA,B, δ) ≤

δ

2
+ δ

p∑
s=2

λs + λ.



8 Ã. Ã. ÌÀÃÀÐÈË-ÈËÜßÅÂ, Ê. Þ. ÎÑÈÏÅÍÊÎ

Ïîëó÷èì òåïåðü îöåíêó ñíèçó. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

x̂(t) =
â0
2

+

∞∑
k=1

(âk cos kt+ b̂k sin kt).

Èç (4) âûòåêàåò, ÷òî x̂(·) ∈ W 1
2 (T). Êðîìå òîãî, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ∥FA,Bx̂(·)∥lN∞ ≤ δ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ φ èìååì

2|x̂(τ)| = |x̂(τ)− φ(0)− (−x̂(τ)− φ(0))| ≤ |x̂(τ)− φ(0)|+ | − x̂(τ)− φ(0)|
≤ 2e(W 1

2 (T), FA,B, δ, φ).

Âñëåäñòâèå ïðîèçâîëüíîñòè φ ïîëó÷àåì

E(W 1
2 (T), FA,B, δ) ≥ |x̂(τ)| =

∣∣∣∣ â02 +
∞∑
k=1

(âk cos kτ + b̂k sin kτ)

∣∣∣∣.
Ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâî (6), èìååì

E(W 1
2 (T), FA,B, δ) ≥

δ

2
+ δ

p∑
s=2

λs + λ.

Îòñþäà è (7) ñëåäóåò, ÷òî

E(W 1
2 (T), FA,B, δ) =

δ

2
+ δ

p∑
s=2

λs + λ,

à ìåòîä φ̂ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. �

3. Âîññòàíîâëåíèå ïî òî÷íûì çíà÷åíèÿì êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå â ìåòðèêå L2.

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, àíàëîãè÷íóþ ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ, íî âîññòàíàâëèâàòü ôóíêöèþ
áóäåì íå â òî÷êå, à â ìåòðèêå L2. Ïðè÷åì ñíà÷àëà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû
Ôóðüå ôóíêöèè âîîáùå èçâåñòíû òî÷íî.
Èòàê, ïóñòü A ⊂ Z+ = {0, 1, 2, . . .} è B ⊂ N = {1, 2, . . .} � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà (îäíî èç

íèõ ìîæåò áûòü ïóñòûì) è î êàæäîé ôóíêöèè x(·) ∈ W 1
2 (T) íàì èçâåñòíû åå êîýôôèöèåíòû

Ôóðüå {ak}k∈A è {bk}k∈B, ò. å. x(·) ñîîòâåòñòâóåò íàáîð FA,Bx(·) = ({ak}k∈A, {bk}b∈B) èç
N ÷èñåë, ãäå N = cardA + cardB. Áóäåì ñ÷èòàòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî FA,Bx(·) =
(ak1 , . . . , akN1

, bl1 , . . . , blN2
), ãäå k1 < . . . < kN1 è l1 < . . . < lN2 .

Ëþáîé ìåòîä φ, ïðèçâàííûé âîññòàíîâèòü x(·) ïî íàáîðó FA,Bx(·), ñîïîñòàâëÿåò ýòîìó
íàáîðó ôóíêöèþ φ(FA,Bx(·))(·) ∈ L2(T), ò. å. φ åñòü îòîáðàæåíèå èç RN â L2(T). Ïîãðåø-
íîñòüþ ýòîãî ìåòîäà íàçîâåì âåëè÷èíó

e(W 1
2 (T), FA,B, φ) = sup

x(·)∈W 1
2 (T)

∥x(·)− φ(FA,Bx(·))(·)∥L2(T).

Êàê è ðàíüøå, íàñ èíòåðåñóåò òîò ìåòîä, ïîãðåøíîñòü êîòîðîãî ìèíèìàëüíà. Òî÷íåå ãîâîðÿ,
íàñ èíòåðåñóåò âåëè÷èíà ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ:

E(W 1
2 (T), FA,B) = inf

φ : RN→L2(T)
e(W 1

2 (T), FA,B, φ)

è îïòèìàëüíûå ìåòîäû, ò. å. òàêèå ìåòîäû φ̂, ÷òî

E(W 1
2 (T), FA,B) = e(W 1

2 (T), FA,B, φ̂).
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Ñâÿæåì ñî ìíîæåñòâàìè A è B ÷èñëî

(8) k0 = k0(A,B) = min{ min
k∈N\A

k, min
k∈N\B

k }.

Òåîðåìà 3.

E(W 1
2 (T), FA,B) =


+∞, 0 /∈ A,

1

k0
, 0 ∈ A.

Äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ ÷èñåë α = (α1, . . . , αk0−1) è β = (β1, . . . , βk0−1) òàêèõ, ÷òî

|αk − 1| ≤ k

k0
, |βk − 1| ≤ k

k0
, k = 1, . . . , k0 − 1,

ìåòîä

φ̂α,β(FA,Bx(·))(t) =
a0
2

+

k0−1∑
k=1

(αkak cos kt+ βkbk sin kt)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Îòìåòèì, ÷òî îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ �ìíîãî�. Â ÷àñòíîñòè, ïîäõîäÿò ÷èñëà αk = βk = 1,
k = 1, . . . , k0 − 1, è òîãäà ìû ïîëó÷àåì òàê íàçûâàåìûé åñòåñòâåííûé ìåòîä: ïîäñòàâëÿåì
òî, ÷òî íàáëþäàåì. Åñëè äîáàâèòü ñþäà âñå îñòàëüíûå íàáëþäåíèÿ, òî ëåãêî ïîêàçàòü,
÷òî ìåòîä îñòàíåòñÿ îïòèìàëüíûì. Íî ïðèíöèïèàëüíî âàæíî òî, ÷òî äàæå òîãäà, êîãäà
êîýôôèöèåíòû Ôóðüå èçâåñòíû òî÷íî, äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ìåòîäà äîñòàòî÷íî
ëèøü 2k0 − 1 êîýôôèöèåíòîâ.
Ïîñòàâèì òåïåðü òàêîé âîïðîñ. Ïóñòü èìååòñÿ âîçìîæíîñòü èçìåðèòü N êîýôôèöèåíòîâ

Ôóðüå. Êàêèå êîýôôèöèåíòû ëó÷øå âñåãî âçÿòü, ÷òîáû ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòà-
íîâëåíèÿ áûëà ìèíèìàëüíîé. Èç òåîðåìû 3 âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü N ∈ N. Òîãäà

inf
cardA+cardB≤N

E(W 1
2 (T), FA,B) =


2

N
, N ÷åòíîå,

2

N + 1
, N íå÷åòíîå .

Åñëè N ÷åòíî, òî ìíîæåñòâà A1 è B1, íà êîòîðûõ íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ è äëÿ

êîòîðûõ âåëè÷èíà cardA+ cardB ìèíèìàëüíà, òàêîâû

A1 = {0, 1, . . . , N/2− 1}, B1 = {1, . . . , N/2− 1},

ïðè÷åì B1 = ∅, åñëè N = 2.
Åñëè N íå÷åòíî, òî ìíîæåñòâà A2 è B2, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü èìå-

þò âèä

A2 = {0, 1, . . . , [N/2]}, B2 = {1, . . . , [N/2]},
ïðè÷åì B2 = ∅, åñëè N = 1.

Çàìåòèì, ÷òî cardA1 + cardB1 = N − 1.
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4. Âîññòàíîâëåíèå ïî íåòî÷íûì çíà÷åíèÿì êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå â ìåòðèêå L2.

Çäåñü ìû èìååì òî÷íî òó æå ñèòóàöèþ, ÷òî è â ïóíêòå 2, íî âîññòàíàâëèâàåì ôóíêöèþ â
ìåòðèêå L2.
Â äàííîì ñëó÷àå ïîãðåøíîñòü ìåòîäà φ : lN∞ → L2(T) è ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîñ-

ñòàíîâëåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ, åñòåñòâåííî, ôîðìóëàìè

e(W 1
2 (T), FA,B, δ, φ) = sup

x(·)∈W 1
2 (T), y∈lN∞

∥FA,Bx(·)−y∥
lN∞

≤δ

∥x(·)− φ(y)(·)∥L2(T)

è
E(W 1

2 (T), FA,B, δ) = inf
φ : lN∞→L2(T)

e(W 1
2 (T), FA,B, δ, φ).

Îïòèìàëüíûå ìåòîäû φ̂ � ýòî òå ìåòîäû, äëÿ êîòîðûõ

E(W 1
2 (T), FA,B, δ) = e(W 1

2 (T), FA,B, δ, φ̂).

Ïîëîæèì
p̂ = p̂(δ) = max{ p ∈ Z+ : δ2p(p+ 1)(2p+ 1) < 3 }

è p0 = p0(A,B, δ) = min{ p̂, k0 − 1 }, ãäå k0 îïðåäåëåíî â ïðåäûäóùåì ïóíêòå.

Òåîðåìà 5.

E(W 1
2 (T), FA,B, δ) =


+∞, 0 /∈ A,

1

p0 + 1

√
1 +

δ2

6
(p0 + 1)(8p20 + 13p0 + 3) , 0 ∈ A.

Ìåòîä

φ̂(({ãk}k∈A, {b̃k}k∈B))(t) =
ã0
2

+

p0∑
k=1

(
1−

(
k

p0 + 1

)2
)
(ãk cos kt+ b̃k sin kt)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Îòìåòèì, ÷òî îïòèìàëüíûé ìåòîä, êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, èñïîëüçóåò íå âñå äî-
ñòóïíûå äëÿ èçìåðåíèÿ êîýôôèöèåíòû Ôóðüå, à òå, êîòîðûå èñïîëüçóåò, �ñãëàæèâàåò�. Ïðè
ýòîì, ÷åì õóæå èçìåðåíèÿ (δ áîëüøîå), òåì ìåíüøå p0.
Îòìåòèì åùå, ÷òî åñëè â ýòîé òåîðåìå ôîðìàëüíî ïîëîæèòü δ = 0 (ò. å. êîýôôèöèåí-

òû Ôóðüå èçâåñòíû òî÷íî), òî p0 = k0 − 1, è ìû ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3, íî ñ
îïòèìàëüíûì ìåòîäîì, êîãäà αk = βk = 1− (k/k0), k = 1, . . . , k0 − 1,

Êîììåíòàðèé. Òåîðåìà 2 ÿâëÿåòñÿ, ôàêòè÷åñêè, ðàñøèôðîâêîé áîëåå îáùåãî ðåçóëüòàòà
èç ðàáîòû [3]. Òåîðåìû 3 è 5 äîêàçàíû â [2], íî â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè. Ðÿä ðåçóëüòàòîâ
î âîññòàíîâëåíèè ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ ïî ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå ìîæíî íàéòè â
ðàáîòàõ [4]�[8].
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