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1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü, ðåàëèçîâàííóþ êàê
îòðåçîê [−π, π] c èäåíòèôèöèðîâàííûìè êîíöàìè. ×åðåç H2(D)
îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â D = {z ∈ C :
|z| < 1} ôóíêöèé x(·), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ:

∥x(·)∥H2(D) = sup
0<p<1

(
1

2π

∫
T

|x(peit)|2dt
)1/2

< ∞.

×åðåç Hr
2(D) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ôóíêöèé x(·), àíàëèòè÷åñêèõ â

D, äëÿ êîòîðûõ ∥x(r)(·)∥H2(D) ≤ 1.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ïåðâîé ïðîèç-

âîäíîé íà êëàññå H2
2 (D) ïî èíôîðìàöèè î êîýôôèöèåíòàõ ñòåïåí-

íîãî ðÿäà ñàìîé ôóíêöèè, çàäàííûõ ñ ïîãðåøíîñòüþ δ â íîðìå ïðî-
ñòðàíñòâà l2. Èíûìè ñëîâàìè, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíê-
öèè x(·) ∈ H2

2 (D) òàêîé, ÷òî

x(z) =
∑
j∈Z+

ajz
j,

èçâåñòíû ÷èñëà {yj}j∈Z+ òàêèå, ÷òî∑
j∈Z+

|aj − yj|2 ≤ δ2.

Ïîãðåøíîñòüþ äàííîãî ìåòîäà íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

e(x′(·), H2
2 (D), δ,m) = sup

x(·)∈H2
2 , y∈l2

∥Λx(·)−y∥l2≤δ

∥x′(·)−m(y)(·)∥H2(D),

ãäå Λx(·) = {aj}j∈Z+ � êîýôôèöèåíòû ñòåïåííîãî ðÿäà x(·). Çàäà÷à
çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

E(x′(·), H2
2 (D), δ) = inf

m : l2→H2(D)
e(x′(·), H2

2 (D), δ,m)

è ñîîòâåòñòâóþùåãî îïòèìàëüíîãî ìåòîäà, ò.å. ìåòîäà, íà êîòîðîì
ýòà íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ.

2. Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Ëåììà 1.

(1) E(x′(·), H2
2 (D), δ) ≥ sup

∥Λx(·)∥l2≤δ

∥x′(·)∥H2(D).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî ìåòîäà m ïðè âñåõ x(·) ∈ H2
2 òàêèõ,

÷òî ∥Λx(·)∥l2 ≤ δ, èìååì

2||x′(·)||H2(D) ≤ ||x′(·)+m(0)||H2(D)+||x′(·)−m(0)||H2(D) ≤ 2e(x′(·),m)
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ìåòîäà m

e(x′(·),m) ≥ sup
∥Λx(·)∥l2≤δ

||x′(·)||H2(D),

îòêóäà ñðàçó âûòåêàåò òðåáóåìàÿ îöåíêà.
�

Òàê êàê x(·) - àíàëèòè÷åñêàÿ â D, èìååì

x(·) =
∞∑
j=0

ajz
j, x′(·) =

∞∑
j=1

jajz
j−1, x′′(·) =

∞∑
j=2

j(j − 1)ajz
j−2.

Èç îïðåäåëåíèÿ íîðìû â H2(D) âûòåêàåò, ÷òî

∥x(·)∥2H2(D) =
∞∑
j=0

|aj|2.

Òîãäà ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (1) ñâî-
äèòñÿ ê ñëåäóþùåé

∞∑
j=0

j2|aj|2 → max,
∞∑
j=0

|aj|2 ≤ δ,
∞∑
j=0

j2(j − 1)2|aj|2 ≤ 1.

3. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Òåîðåìà 1. Ïóñòü δ > 0 òàêîâî, ÷òî
1

(s+ 1)s
≤ δ ≤ 1

s(s− 1)
,

ãäå s ∈ N è óäîâëåòâîðÿåò äàííûì íåðàâåíñòâàì (åñëè δ ≥ 1

2
, òî

s ïîëîæèì ðàâíûì 1), à

λ1 =
4s3 − (2s+ 1)(s− 1)2

4s
, λ2 =

2s+ 1

4s3
.

Òîãäà

E(x′(·), H2
2 (D), F ) =

√
λ1 + δ2λ2,

à ìåòîä

m̂(y)(t) =
∞∑
j=0

jαjyjz
j

äëÿ âñåõ αj òàêèõ ÷òî∣∣∣∣αj −
λ2

λ2 + j2(j − 1)2λ1

∣∣∣∣2 ≤ λ2 + j2(j − 1)2λ1 − j2

(j − 1)2λ1λ2

.

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
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4. Äîêàçàòåëüñòâî

Èç Ëåììû 1 âûòåêàåò, ÷òî äëÿ îöåíêè ñíèçó ïîãðåøíîñòè îïòè-
ìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ íàì íåîáõîäèìî ðåøèòü ýêñòðåìàëüíóþ
çàäà÷ó

sup
∥Λx(·)∥l2≤δ

∥x′(·)∥H2(D)

èëè
∞∑
j=0

j2|aj|2 → max,
∞∑
j=0

|aj|2 ≤ δ,

∞∑
j=0

j2(j − 1)2|aj|2 ≤ 1.

Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòîì.
Ïóñòü X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî è íà íåì çàäàíû ôóíêöèè

fj : X → R, j = 0, 1, . . . , n. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

(2) f0(x) → max, fj(x) ≤ 0, x ∈ X.

Ëåììà 2. Ïóñòü x̂ ∈ X è λ, λj ≥ 0, j = 1, . . . , n, òàêîâû ÷òî

1)

min
x∈X

L(x, λ) = L(x̂, λ),

2)

λjfj(x̂) = 0, j = 1, . . . , n,

ãäå

L(x, λ) = −f0(x) +
n∑

j=1

λjfj(x)

� íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà çàäà÷è (2). Òîãäà x̂ � ðåøåíèå
(2).

Äîêàçàòåëüñòâî.

−f0(x) = L(x, λ)−
n∑

j=1

λjfj(x)

Òîãäà

sup
x∈X

f0(x) = inf
x∈X

(L(x, λ)−
n∑

j=1

λjfj(x)) = L(x̂, λ) = f0(x̂).

Ñëåäîâàòåëüíî x̂ � ðåøåíèå (2).
�

Â íàøåé çàäà÷å èìååì

L =
∑∞

j=0(−j2|aj|2 + λ1|aj|2 + λ2 j
2(j − 1)2|aj|2) =

=
∞∑
j=0

(−j2 + λ1 + λ2 j
2(j − 1)2)|aj|2.
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Òîãäà ïî ëåììå 2, åñëè λ1, λ2 è âj òàêèå, ÷òî

1)min
aj

L({aj}, λ1, λ2) = L({âj}, λ1, λ2),

2)λ1(
∞∑
j=0

|aj|2 − δ2) = 0,

3)λ2(
∞∑
j=0

j2(j − 1)2|aj|2 − 1) = 0,

òî âj ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è.
Íà÷íåì ñ ïîèñêà âj. Ïóñòü íåíóëåâûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî âs, âs+1.

Òîãäà èç óñëîâèé 2 è 3 èìååì{
|âs|2 + |âs+1|2 = δ2.

s2(s− 1)2|âs|2 + (s+ 1)2s2|âs+1|2 = 1.

Òîãäà |as|2 =
δ2(s+ 1)2s2 − 1

4s3
, |as+1|2 =

1− δ2s2(s− 1)2

4s3
. ×òî-

áû äàííûå ðàâåíñòâà èìåëè ìåñòî, íåîáõîäèìî, ÷òîáû{
1− s2(s− 1)2δ2 ≥ 0.

δ2(s+ 1)2s2 − 1 ≥ 0.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
1

(s+ 1)2s2
≤ δ2 ≤ 1

s2(s− 1)2
.

Ïîëó÷èëè ÷òî äëÿ çàäàííîãî δ íàì íóæíî ïîäîáðàòü òàêîå s,
÷òîáû δ ïîïàëî â çàäàííûé âûøå èíòåðâàë (çàìåòèì, ÷òî åñëè δ ≥
1

2
, òî s ìîæíî ïðèíÿòü ðàâíûì 1).

Îñòàëîñü íàéòè òàêèå λ1, λ2, óäîâëåòâîðÿþùèå 1-îìó ïóíêòó ëåì-
ìû 2. Äëÿ ýòîãî íàðèñóåì ãðàôèê{

x = j2(j − 1)2.

y = j2.

Ïîêàæåì ÷òî ýòîò ãðàôèê âîãíóò ïðè x ≥ 1. Äëÿ ýòîãî íàéäåì
âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ x = y(

√
y − 1)2 :

x′ = (
√
y − 1)2 + 2(

√
y − 1)

1

2
√
y
y = 2y − 3

√
y + 1

x′′ = 2− 3

2
√
y

Òîãäà òî÷êà ïåðåãèáà (x, y) = (9/256, 9/16).
Ïðîâåäåì ïðÿìóþ ÷åðåç òî÷êè, îòâå÷àþùèå ïàðàìåòðàì s è s+1,

ïîëó÷èëè ïðÿìóþ λ2x+ λ1 = y.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè òàêèõ λ1 è λ2 ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà L({âj}, λ1, λ2)
ðàâíà íóëþ, à L({aj}, λ1, λ2) ≥ 0, òàê êàê ãðàôèê ÿâëÿåòñÿ âîãíó-
òûì äëÿ s ≥ 1. Äåéñòâèòåëüíî, òî÷êà ïåðåãèáà äîñòèãàåòñÿ ïðè
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çíà÷åíèè ïàðàìåòðà s =
3

4
, à ïðè s ≥ 3

4
èìååì x′′ ≥ 0 Çíà÷èò 1-ûé

ïóíêò ëåììû 2 âûïîëíåí.
Ïóòåì íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷èì, ÷òî

λ1 =
4s3 − (2s+ 1)(s− 1)2

4s
, λ2 =

2s+ 1

4s3
.

Îñòàëîñü ïîäñòàâèòü as è as+1 â
∑∞

j=0 j
2|aj|2, ðåøèâ òåì ñàìûì

íàøó ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó îêîí÷àòåëüíî. Ïîäñòàâèâ è ïðîâåäÿ
ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷èì, ÷òî

s2|as|2 + (s+ 1)2|as+1|2

=
δ2(4s3 − (s− 1)2(2s+ 1))

4s
+

2s+ 1

4s3
= λ1δ

2 + λ2.

Èëè îêîí÷àòåëüíî

E(x′(·), H2
2 (D), δ) ≥ sup

x(·)∈H2
2 (D)

|x(·)|≤δ

∥x′(·)∥H2(D) =
√

λ1δ2 + λ2.

Çàéìåìñÿ òåïåðü ïîñòðîåíèåì îïòèìàëüíîãî ìåòîäà. Áóäåì èñ-
êàòü åãî â âèäå

m̂(y)(t) =
∞∑
j=0

jαjyjz
j,

ãäå αj íåêîòîðûå ÷èñëà (ñãëàæèâàþùèå ìíîæèòåëè). Òîãäà, ÷òî-
áû íàéòè ïîãðåøíîñòü äàííîãî ìåòîäà, íåîáõîäèìî ðåøèòü ýêñòðå-
ìàëüíóþ çàäà÷ó

∞∑
j=0

j2|aj − αjyj|2 → max,
∞∑
j=0

(j − 1)2j2|aj|2 ≤ 1,
∞∑
j=0

|aj − yj|2 ≤ δ2.

Ïîëîæèâ zj = aj − yj, ýòó çàäà÷ó ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäó

∞∑
j=0

j2|aj(1−αj)+αjzj|2 → max,
∞∑
j=0

j2(j−1)2|aj|2 ≤ 1,
∞∑
j=0

|zj|2 ≤ δ2.

Èç íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî èìååì

|(1− αj)aj + αjzj|2

≤
(

|1− αj|2

(j − 1)2λ1

+
j2|αj|2

λ2

)
(λ1(j − 1)2|aj|2 + j−2λ2|zj|2).

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå αj, ÷òî ∀j âûïîëíÿåòñÿ(
|1− αj|2

(j − 1)2λ1

+
j2|αj|2

λ2

)
≤ 1.
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Äëÿ ýòîãî èçâëå÷åì â ýòîì íåðàâåíñòâå ïîëíûé êâàäðàò. Ïóñòü

A =
1

(j − 1)2λ1

, B =
j2

λ2

.

Òîãäà íåðàâåíñòâî âûãëÿäèò êàê

A|1− αj|2 +B|αj|2 ≤ 1.

Âûäåëÿÿ â íåì ïîëíûé êâàäðàò ìîæíî ïðèéòè ê âèäó∣∣∣∣αj −
A

A+B

∣∣∣∣2 ≤ A+B − AB

(A+B)2
.

Èëè ïîñëå ïîäñòàíîâêè∣∣∣∣αj −
λ2

λ2 + j2(j − 1)2λ1

∣∣∣∣2 ≤ λ2 + j2(j − 1)2λ1 − j2

(j − 1)2λ1λ2

.

Òîãäà äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåîáõîäèìûõ αj äîñòàòî÷íî áóäåò äîêà-
çàòü, ÷òî

λ2 + j2(j − 1)2λ1 − j2

(j − 1)2λ1λ2

≥ 0 ∀j.

Íî çíàìåíàòåëü ≥ 0, à ÷èñëèòåëü ≥ 0 ïîòîìó ÷òî ãðàôèê{
x = j2(j − 1)2.

y = j2.

Âîãíóò, à âñå åãî òî÷êè ëåæàò íèæå ïðÿìîé λ2x+ λ1 = y

Âîçâðàùàÿñü ê íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî èìååì

|(1− αj)aj + αjzj|2 ≤ (λ1(j − 1)2|aj|2 + j−2λ2|zj|2).

Âñïîìèíàÿ íàøó ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó, ïîëó÷àåì

∞∑
j=0

j2|aj(1− αj) + αjzj|2 ≤
∞∑
j=0

λ1j
2(j − 1)2|aj|2 + λ2|zj|2 ≤ λ1 + δ2λ2.

Èëè

e(x′(·), H2
2 (D), F,m) ≤

√
λ1 + δ2λ2.

Ó÷èòûâàÿ îöåíêó ñâåðõó ïîëó÷àåì, ÷òî

E(x′(·), H2
2 (D), F ) =

√
λ1 + δ2λ2,

à ìåòîä

m̂(y)(t) =
∞∑
j=0

jαjyjz
j

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
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