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Введение

Данная работа посвящена задачам оптимального восстановления
значений линейных операторов на классах элементов по неточной
информации о самих элементах. Основное место в работе занимают
конкретные результаты, и они касаются двух типов задач, которые
на содержательном уровне можно сформулировать следующим об-
разом.

1. Пусть про периодическую функцию (или функцию на пря-
мой) из некоторого функционального класса известны приближен-
но какие-то ее коэффициенты Фурье (или ее преобразование Фурье
на некотором подмножестве прямой). Как наилучшим образом вос-
пользоваться этой информацией, чтобы восстановить саму функ-
цию и ее производные в той или иной метрике?

2. Пусть в моменты времени t1 < . . . < tn приближенно известно
решение некоторого эволюционного уравнения (скажем, уравнения
теплопроводности). Как наилучшим образом воспользоваться этой
информацией, чтобы восстановить решение этого уравнения в дру-
гой момент времени?

Мы отвечаем на эти вопросы в задачах оптимального восста-
новления функций и их производных из соболевских классов по
неточно заданному спектру и в задачах о распространении теп-
ла на d-мерной сфере и на d-мерном пространстве. Точнее говоря,
формулируются соответствующие задачи оптимального восстанов-
ления и приводятся явные выражения для оптимальных методов
восстановления и их погрешностей.

Следует отметить, что в каждой задаче оптимальный метод ис-
пользует вполне определенный объем имеющейся информации и
при этом используемая информация “сглаживается”. В задачах вос-
становления функций по неточно заданному спектру это согласу-
ется с практикой: при восстановлении сигнала по доступным изме-
рениям гармоникам высокочастотные компоненты отбрасывают, а
остальные тем или иным способом сглаживают, чтобы нивелиро-
вать естественные погрешности измерения.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда-
ментальных исследований (гранты №08-01-00450, №08–01–90001) и Програм-
мы государственной поддержки ведущих научных школ Российской Федерации
(НШ-3233.2008.1).
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Работа носит обзорный характер. Доказательства формулируе-
мых утверждений не приводятся (большая часть их опубликована
и соответствующие ссылки даются), но формулируется общий ре-
зультат, на котором базируются доказательства всех теорем. Нам
представляется, что результаты, подобные тем, которые представ-
лены в этой работе, могут оказаться полезными при разработке
численных алгоритмов восстановления функций и решений диффе-
ренциальных уравнений по неточной и/или неполной информации
об исходных данных.

1. Постановка задачи и общий результат

Пусть X,Y — векторные пространства, W — непустое множество
(класс элементов) в X и Z — нормированное пространство. Мы хо-
тим восстановить линейный оператор T : X → Z на классе W , рас-
полагая о каждом элементе x ∈ W информацией о приближенном
значении оператора I : X → Y на элементе x. Точнее говоря, для
каждого x ∈ W вместо элемента Ix известен элемент y ∈ Y такой,
что Ix − y ∈ Ω, где Ω ⊂ Y — некоторое фиксированное множе-
ство (как правило, выпуклое и уравновешенное). Если Ω = {0}, то
говорят, что информация задана точно.

В качестве методов восстановления рассматриваются произволь-
ные отображения m : Y → Z. Погрешностью метода m назовем
величину

e(T,W, I, Ω,m) = sup
x∈W, y∈Y
Ix−y∈Ω

‖Tx−m(y)‖Z .

Нас будет интересовать величина

E(T,W, I, Ω) = inf
m : Y→Z

e(T, W, I, Ω,m),

называемая погрешностью оптимального восстановления и метод
m̂, на котором эта нижняя грань достигается (если таковой суще-
ствует), называемый оптимальным методом восстановления.

Впервые задача оптимального восстановления была поставлена
С. А. Смоляком [1] для случая, когда Z = R, информация задана
точно и dim Y < ∞. Он доказал, что в этой ситуации среди опти-
мальных методов есть линейный. Впоследствии проблематика оп-
тимального восстановления интенсивно развивалась в самых раз-
ных направлениях (см. [2]–[7]). Ряд конкретных задач оптимально-
го восстановления линейных операторов впервые был рассмотрен
в [8]. Подход к решению задач восстановления, базирующийся на
принципах теории экстремума, развивался в работах [9]–[14].

Приведем теперь один общий результат, касающийся спосо-
ба нахождения оптимального метода восстановления. Для этого
несколько детализируем исходную постановку. Пусть, по-прежнему,
X — векторное пространство и Z — нормированное пространство.
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Пусть, далее, Y1, . . . , Yn — пространства со скалярными произведе-
ниями (·, ·)Yj

и соответствующими нормами ‖ · ‖Yj
, Ij : X → Yj —

линейные операторы и δj > 0, 1 ≤ j ≤ n. Рассматривается задача
оптимального восстановления линейного оператора T : X → Z на
классе

Wk = { x ∈ X : ‖Ijx‖Yj
≤ δj, 1 ≤ j ≤ k, 0 ≤ k < n }

(при k = 0 считаем, что W0 = X) по информации о значениях
операторов Ik+1, . . . , In, заданных неточно, т. е. для каждого x ∈ Wk

известен вектор y = (yk+1, . . . , yn) ∈ Yk+1 × . . .× Yn такой, что

‖Ijx− yj‖Yj
≤ δj, j = k + 1, . . . , n.

В соответствии с общей постановкой, здесь Y = Yk+1× . . .×Yn (с
нормой, равной сумме норм сомножителей), W = Wk и

Ω = { (yk+1, . . . , yn) ∈ Yk+1× . . .× Yn : ‖yj‖Yj
≤ δj, j = k + 1, . . . , n }.

Погрешностью метода восстановления m : Yk+1 × . . . × Yn → Z
называется величина

e(T,Wk, I, δ,m) = sup
x∈Wk

sup
y=(yk+1,...,yn)∈Yk+1×...×Yn

‖Ijx−yj‖Yj
≤δj , j=k+1,...,n

‖Tx−m(y)‖Z ,

где I = (I1, . . . , In) и δ = (δ1, . . . , δn), а погрешность оптимального
восстановления определяется равенством

E(T, Wk, I, δ) = inf
m : Yk+1×...×Yn→Z

e(T,Wk, I, δ,m).

При этом метод m̂, на котором достигается нижняя грань (если
таковой существует), называется оптимальным методом восста-
новления.

Отметим, что в задаче оптимального восстановления об элементе
x ∈ X имеется информация двух типов : априорная, заключающа-
яся в принадлежности x классу Wk и апостериорная, заданной в
виде набора элементов yk+1, . . . , yn, которые являются приближен-
ными значениями для Ik+1x, . . . , Inx. Таким образом, операторы
I1, . . . Ik вместе с величинами δ1, . . . , δk, определяющие класс Wk,
задают априорную информацию, а операторы Ik+1, . . . , In вместе с
величинами δk+1, . . . , δn — апостериорную информацию. Некоторое
единообразие в обозначениях этих двух различных типов инфор-
мации дает возможность по разному интерпретировать данную за-
дачу восстановления, считая ту или иную информацию априорной
или апостериорной.

Свяжем с поставленной задаче оптимального восстановления
следующую экстремальную задачу

(1) ‖Tx‖2
Z → max, ‖Ijx‖2

Yj
≤ δ2

j , j = 1, . . . , n, x ∈ X,

которая, как мы видим “не различает” априорную и апостериорную
информации.
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Основным результатом, на котором базируются построения оп-
тимальных методов восстановления является следующая

Теорема 1. Пусть существуют такие числа λ̂j ≥ 0, j = 1, . . . , n,
что значения задачи

‖Tx‖2
Z → max,

n∑
j=1

λ̂j‖Ijx‖2
Yj
≤

n∑
j=1

λ̂jδ
2
j , x ∈ X

и задачи (1) совпадают. Предположим, кроме того, что для всех
y = (yk+1, . . . , yn) ∈ Yk+1 × . . .× Yn существует решение xy задачи

k∑
j=1

λ̂j‖Ijx‖2
Yj

+
n∑

j=k+1

λ̂j‖Ijx− yj‖2
Yj
→ min, x ∈ X.

Тогда
E(T, Wk, I, δ) = sup

‖Ijx‖Yj
≤δj , j=1,...,n

‖Tx‖Z

и метод
m̂(y) = Txy

является оптимальным.

2. Оптимальное восстановление функций и их
производных по неточно заданному спектру

Рассмотрим данную задачу отдельно для функций на прямой и
для периодических функций.

Функции на прямой. Одна из возможных и вполне естествен-
ных постановок здесь такова. Обозначим через Wr

2(R) соболевское
пространство функций на прямой R, т. е.
Wr

2(R) = {x(·) ∈ L2(R) : x(r−1)(·) ∈ LAC(R), x(r)(·) ∈ L2(R) },
где r ∈ N и LAC(R) — совокупность всех локально абсолютно
непрерывных функций на R. Пусть

W r
2 (R) = { x(·) ∈ Wr

2(R) : ‖x(r)(·)‖L2(R) ≤ 1 }
— соболевский класс функций на R, 0 < σ ≤ ∞, ∆σ = [−σ, σ]
(∆σ = R, если σ = ∞), 0 ≤ k ≤ r − 1 и δ > 0. Ставится задача об
оптимальном восстановлении k-ой производной (самой функции,
если k = 0) на соболевском классе функций W r

2 (R) по следующей
неточной информации: о каждой функции x(·) ∈ W r

2 (R) известно
ее преобразование Фурье Fx(·) на ∆σ с точностью до δ в метрике
L2(∆σ), т. е. известна функция y(·) ∈ L2(∆σ) такая, что ‖Fx(·) −
y(·)‖L2(∆σ) ≤ δ.

В терминах общей постановки из п. 2 здесь X = Wr
2(R), W =

W r
2 (R), Y1 = L2(R), Y2 = L2(∆σ), I1x(·) = x(n)(·), I2x(·) = Fx(·)|∆σ

— сужение преобразования Фурье на ∆σ, δ1 = 1, δ2 = δ.
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В соответствии с введенными определениями погрешность опти-
мального восстановления в этой задаче определяется следующим
образом

Eσ(Dk,W r
2 (R), δ) = inf

m
sup

x(·)∈W r
2 (R), y(·)∈L2(∆σ)

‖Fx(·)−y(·)‖L2(∆σ)≤δ

‖x(k)(·)−m(y(·))(·)‖L2(R),

где нижняя грань берется по всем методам m : L2(∆σ) → L2(R).
Задачу нахождения величины Eσ(Dk,W r

2 (R), δ) и соответству-
ющего оптимального метода будем называть (Dk,W r

2 (R), δ, σ)-
задачей.

Следующий результат доказан в [13].

Теорема 2. Пусть k, r ∈ N, 0 < k < r, 0 < σ ≤ ∞, δ > 0 и

σ̂ =
( r

k

) 1
2(r−k)

(
2π

δ2

) 1
2r

.

Тогда

Eσ(Dk,W r
2 (R), δ) =





σk

√
r − k

2πr

(
k

r

) k
r−k

δ2 +
1

σ2r
, σ < σ̂,

(
δ√
2π

)1−k/r

, σ ≥ σ̂,

а метод

m̂(y)(t) =
1

2π

∫ σ0

−σ0

(iτ)k

(
1 +

r

r − k

( r

k

) k
r−k

(
τ

σ0

)2r
)−1

y(τ)eiτt dτ,

где σ0 = min(σ, σ̂), является оптимальным.
Если k = 0 и 0 < σ < ∞, то

Eσ(D0,W r
2 (R), δ) =

√
δ2

2π
+

1

σ2r
,

а метод

m̂(y)(t) =
1

2π

∫ σ

−σ

(
1 +

(τ

σ

)2r
)−1

y(τ)eiτt dτ

является оптимальным.

Из теоремы 2 вытекает, что, начиная с σ̂, дальнейшее увеличение
интервала, на котором преобразование Фурье функции из W r

2 (R)
задано с погрешностью δ в метрике L2(∆σ), не приводит к уменьше-
нию погрешности восстановления. Иными словами, при нарушении
соотношения

(2) δ2σ2r ≤ 2π
( r

k

) r
r−k

между погрешностью задания исходных данных и размером интер-
вала, на котором эти данные измеряются, доступная информация
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оказывается излишней. Соотношение (2) может рассматриваться
как своего рода “принцип неопределенности”.

Дальнейшие исследования (Dk, W r
2 (R), δ, σ)-задачи показали, что

наряду с методом m̂ из формулировки теоремы существует целое
семейство оптимальных методов, и наряду с информационной ха-
рактеристикой σ̂ появляется еще одна характеристика σ̂1. Другими
словами, справедлива следующая

Теорема 3. Пусть k, r ∈ N, 0 < k < r, 0 < σ ≤ ∞, δ > 0, σ̂ и σ0

— те же, что и в теореме 2 и

σ̂1 =
( r

k

) 1
2(r−k)

(
2π

δ2

) 1
2r

.

Тогда при всех

0 ≤ σ1 ≤ σ̂1

σ̂
σ0

методы

(3) m̂(y)(t) =
1

2π

∫ σ1

−σ1

(iτ)ky(τ)eiτt dτ+

+
1

2π

∫

σ1≤|τ |≤σ0

(iτ)k

(
1 +

r

r − k

( r

k

) k
r−k

(
τ

σ0

)2r
)−1

y(τ)eiτt dτ

являются оптимальными в (Dk,W r
2 (R), δ, σ)-задаче.

Метод (3) отличается от изначально построенного оптимального
метода тем, что в последнем неточная информация о преобразова-
нии Фурье сглаживается на всем промежутке [−σ0, σ0], а в методе
(3) — только на множестве σ1 ≤ |τ | ≤ σ0. Тем самым информаци-
онный смысл величины σ̂′ заключается в том, что она определяет
промежуток, на котором полученная неточная информация о пре-
образовании Фурье не требует сглаживания.

Возникает естественный вопрос: как сравнивать методы (3), ка-
ким из них лучше пользоваться? Вот один из возможных подходов.

Важной характеристикой методов аппроксимации (например, та-
ких как интерполяционные или квадратурные формулы) является
их точность на тех или иных множествах функций (обычно это
подпространства алгебраических или тригонометрических полино-
мов). При этом размерность соответствующих подпространств ста-
раются сделать как можно больше. Например, квадратурная фор-
мула Гаусса строится как квадратура, точная на полиномах мак-
симально возможной степени.

Для каждого σ > 0 обозначим через Bσ,2(R) подпространство в
L2(R), образованное сужениями на R целых функций экспоненци-
ального типа σ. Как хорошо известно, x(·) ∈ Bσ,2(R) тогда и толь-
ко тогда, когда носитель Fx(·) принадлежит отрезку [−σ, σ]. Эти
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пространства функций на прямой являются аналогом тригономет-
рических полиномов.

Будем говорить, что в (Dk,W r
2 (R), δ, σ)-задаче метод m̂ : L2(∆σ) →

L2(R) точен на Bσ1,2(R), если при всех x(·) ∈ Bσ1,2(R) справедливо
равенство

m̂(Fx(·)|∆σ)(·) = x(k)(·).
Из предыдущей теоремы сразу следует, что для каждого 0 <

σ ≤ ∞ оптимальный метод точен на пространстве Bσ1,2(R) для
всех 0 ≤ σ1 ≤ σ̂′ = σ̂1σ0/σ̂ и Bbσ′,2(R) — максимальное простран-
ство, обладающее этим свойством. Таким образом, наилучшим сре-
ди оптимальных методов (3) можно считать метод, отвечающий
σ1 = σ̂1σ0/σ̂, поскольку он точен на максимально широком подпро-
странстве целых функций экспоненциального типа.

Периодические функции. Пусть r ∈ N и T — отрезок [−π, π] с
идентифицированными концами. Обозначим

Wr
2(T) = {x(·) ∈ L2(R) : x(r−1)(·) — абс. непр. , x(r)(·) ∈ L2(T) }

и

W r
2 (T) = { x(·) ∈ Wr

2(R) : ‖x(r)(·)‖L2(T) ≤ 1 }.
Как и в предыдущем случае, нас будет интересовать задача об

оптимальном восстановлении k-ой производной (0 ≤ k < r) функ-
ции из класса W r

2 (T) по ее приближенно заданным коэффициен-
там Фурье. Точнее, мы предполагаем, что для всякой функции
x(·) ∈ W r

2 (T) нам известен вектор y = {yj}|j|≤N такой, что

‖xN − y‖l2 ≤ δ,

где xN = {xj}|j|≤N , xj — коэффициенты Фурье функции x(·), т. е.

xj =
1

2π

∫

T
x(t)e−ijt dt, j ∈ Z,

а ‖ · ‖l2 — евклидова норма в C2N+1.
Погрешность оптимального восстановления в этой задаче опре-

деляется следующим образом

EN(Dk,W r
2 (T), δ) = inf

m
sup

x(·)∈W r
2 (T), y∈l2

‖xN−y‖l2
≤δ

‖x(k)(·)−m(y)(·)‖L2(T),

где нижняя грань берется по всем методам m : l2 → L2(T).
Эта задача рассматривалась в работе [12] и результат вполне ана-

логичен теореме 2. Но, как и в случае функций на прямой, здесь
также существует целое семейство оптимальных методов восста-
новления и снова возникает вопрос о разумном выборе из них ме-
тода, который обладал бы некоторыми преимуществами по сравне-
нию с остальными. Аналогично предыдущему, будем искать среди
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оптимальных методов те, которые были бы точны на тригономет-
рических полиномах как можно более высокой степени. Обозначим
через Tn пространство тригонометрических полиномов степени не
выше n. Под точностью метода m на пространстве Tn понимается
выполнение равенства

m(xN)(·) = x(k)(·)
для всех x(·) ∈ Tn. Максимальное из n, при которых существует оп-
тимальный метод, точный на подпространстве Tn обозначим через
n̂′.

Для каждого N ∈ N положим

s0 = s0(N) = min

{
s ∈ N :

(s + 1)2k − s2k

(s + 1)2r − s2r
≤ 1

(N + 1)2(r−k)

}
.

При δ > s−r
0 определим s1 ≤ s0 из условия

(s1 − 1)r ≤ 1

δ
< sr

1.

Введем следующие обозначения:

N̂ = min

{
N ∈ N : sr

0 ≥
1

δ

}
, a(N) = s0

(
1−

(
s0

N + 1

)2(r−k)
) 1

2k

,

n̂ = s1(s1 − 1)

(
s
2(r−k)
1 − (s1 − 1)2(r−k)

s2r
1 − (s1 − 1)2r

) 1
2k

.

Справедлива следующая

Теорема 4. Пусть k, r ∈ N, 0 < k < r и N ∈ N. Тогда

n̂′ =

{
a(N), 1 ≤ N ≤ N̂ ,

n̂, N ≥ N̂ .

Для погрешности оптимального восстановления имеет место ра-
венство

EN(Dk,W r
2 (T), δ) =





(
a2k(N)δ2 +

1

(N + 1)2(r−k)

)1/2

, 1 ≤ N ≤ N̂ ,

(
n̂2kδ2 +

s2k
1 − (s1 − 1)2k

s2r
1 − (s1 − 1)2r

)1/2

, N ≥ N̂ ,

а метод

m̂(y)(t) =
∑

|j|≤bn′
(ij)kyje

ijt +
∑

bn′<|j|≤N ′
(ij)k yj

(1 + γj2r)
eijt,
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где N ′ = min{N, N̂},

γ =





1

(N + 1)2(r−k)n̂2k
, 1 ≤ N ≤ N̂ ,

s2k
1 − (s1 − 1)2k

(s2r
1 − (s1 − 1)2r)n̂2k

, N ≥ N̂ ,

является оптимальным.

Очевидно, что метод m̂ точен на подпространстве Tbn′ .

3. Оптимальное восстановление решений
эволюционных уравнений (дискретный случай)

Начнем с некоторой абстрактной постановки задач оптимального
восстановления.

Пусть H — гильбертово пространство, {ej}j∈N — ортонормиро-
ванный базис в H, {µj}J∈N — монотонно возрастающая числовая
последовательность такая, что limj→+∞ µj = +∞,

H0 =

{
x ∈ H :

∑

j∈N
µ2

j |cj(x)|2 < ∞
}

, cj(x) = (x, ej)H ,

A : H0 → H — линейный оператор, определенный равенством

Ax =
∑

j∈N
µjcj(x)ej

и x0 ∈ H.
Рассмотрим следующую абстрактную задачу Коши:

dx

dt
+ Ax = 0,(4)

xt=0 = x0.(5)

Под решением этой задачи понимается непрерывная функция
x(·) : [0,∞) → H0, дифференцируемая при каждом t > 0 и удо-
влетворяющая условиям (4) и (5). Нетрудно убедиться, что един-
ственным решением данной задачи является функция

(6) x(t) =
∑

j∈N
e−µjtcj(x0)ej.

Предположим, что известны приближенные решения x̂k, k = 1, 2,
этой задачи в моменты времени 0 ≤ t1 < t2. Требуется по этим двум
элементам наилучшим образом восстановить ее решение в момент
времени τ , t1 < τ < t2.

Перейдем к точной постановке. Предположим, что известны та-
кие x̂k ∈ H, что

‖x(tk)− x̂k‖H ≤ δk, δk > 0, k = 1, 2.
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В качестве методов восстановления будем рассматривать произ-
вольные отображения m : H × H → H. Погрешностью метода m
назовем величину

e(τ, A, δ1, δ2,m) = sup
x0,bx1,bx2∈H

‖x(tk)−bxk‖H≤δk, k=1,2

‖x(τ)−m(x̂1, x̂2)‖H ,

где x(·) определено равенством (6). Погрешностью оптимального
восстановления называется величина

E(τ, A, δ1, δ2) = inf
m : H×H→H

e(τ, A, δ1, δ2,m),

а метод m̂, на котором достигается нижняя грань, называется оп-
тимальным методом.

Перед формулировкой теоремы определим некоторые величины.
Пусть

µ1 = . . . = µj1 < µj1+1 = . . . = µj2 < µj2+1 = . . . = µj3 < . . . .

При

e−µjs+1
(t2−t1) ≤ δ2

δ1

< e−µjs (t2−t1), s ∈ N,

положим

λ̂1 =
e2µjs+1

(t2−τ) − e2µjs(t2−τ)

e2µjs+1
(t2−t1) − e2µjs(t2−t1)

,

λ̂2 =
e−2µjs(τ−t1) − e−2µjs+1

(τ−t1)

e−2µjs(t2−t1) − e−2µjs+1
(t2−t1)

.

В случае, если δ2/δ1 ≥ e−µ1(t2−t1) положим λ̂1 = e−2µ1(τ−t1), а λ̂2 = 0.
Справедлива следующая

Теорема 5. При всех 0 ≤ t1 < τ < t2 и всех δ1, δ2 > 0 имеет место
равенство

E(τ, A, δ1, δ2) =

√
λ̂1δ2

1 + λ̂2δ2
2,

а метод

m̂(x̂1, x̂2) =
∑

j∈N
e−µjτ λ̂1e

−µjt1cj(x̂1) + λ̂2e
−µjt2cj(x̂2)

λ̂1e−2µjt1 + λ̂2e−2µjt2
ej

является оптимальным.

Число приложений этой теоремы огромно. Ограничимся здесь
задачей о распространении тепла на d-мерной сфере.

Пусть

Sd =

{
x = (x1, . . . , xd+1) ∈ Rd+1 :

d+1∑
j=1

x2
j = 1

}
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— единичная d-мерная сфера. Известно (см. [15]), что L2(Sd) =∑∞
j=0 Hj, где Hj — множество сферических гармоник порядка j,

dim H0 = n0 := 1,

dim Hj = nj :=
2j + d− 1

j

(
j + d− 2

j − 1

)
, j = 1, 2, . . . .

Кроме того, для всех x(·) ∈ Hj, j = 0, 1, . . ., имеет место равенство

∆x(·) = −µjx(·),
где µj = j(j + d− 1), а ∆ — оператор Лапласа–Бельтрами. Обозна-
чим через {Y j

k (·)}nj

k=1 ортонормированный базис в Hj. Для α > 0
оператор (−∆)α/2 определяется равенством

(−∆)α/2x(·) =
∑

j∈N
µ

α/2
j

nk∑

k=1

ckjY
j
k (·),

где

x(·) =
∞∑

j=0

nk∑

k=1

ckjY
j
k (·).

Рассмотрим задачу Коши для обобщенного уравнения теплопро-
водности на Sd

dx

dt
+ (−∆)α/2x = 0,

x∣∣t=0
= x0(·), x0(·) ∈ L2(Sd).

Для задачи оптимального восстановления решения этого урав-
нения в момент времени τ по его решениям, заданным с погрешно-
стями δ1 и δ2 в моменты t1 и t2 из теоремы 5 получаем

Следствие. Положим

λ̂1 =
e2µ

α/2
s+1(t2−τ) − e2µ

α/2
s (t2−τ)

e2µ
α/2
s+1(t2−t1) − e2µ

α/2
s (t2−t1)

,

λ̂2 =
e−2µ

α/2
s (τ−t1) − e−2µ

α/2
s+1(τ−t1)

e−2µ
α/2
s (t2−t1) − e−2µ

α/2
s+1(t2−t1)

при

e−µ
α/2
s+1(t2−t1) ≤ δ2

δ1

< e−µ
α/2
s (t2−t1), s ∈ Z+,

и λ̂1 = 1, λ̂2 = 0 в случае, если δ2 ≥ δ1. Тогда при всех 0 ≤ t1 < τ <
t2 и всех δ1, δ2 > 0 имеет место равенство

E(τ, (−∆)α/2, δ1, δ2) =

√
λ̂1δ2

1 + λ̂2δ2
2,



ОПТИМАЛЬНОЕ ВОССТАНОВЛЕНИЕ ОПЕРАТОРОВ 12

а метод

m̂(x̂1, x̂2)(·)

=
∞∑

j=0

e−µ
α/2
j τ

nj∑

k=1

λ̂1e
−µ

α/2
j t1cjk(x̂1) + λ̂2e

−µ
α/2
j t2cjk(x̂2)

λ̂1e
−2µ

α/2
j t1 + λ̂2e

−2µ
α/2
j t2

Y j
k (·),

где
cjk(x) =

∫

Sd

x(ξ)Y j
k (ξ) dξ,

является оптимальным.

Рассмотренная здесь задача относится к операторам с дискрет-
ным спектром. Аналогичная постановка возможна и для операто-
ра, скажем, с непрерывным спектром. В следующем параграфе мы
приводим частную постановку такой задачи, но с произвольным
конечным набором измерений.

4. Распространение тепла на Rd

Распространение тепла в Rd описывается, как хорошо известно,
уравнением

(7)
∂u

∂t
= ∆u

(где ∆ — оператор Лапласа в Rd и u(·, ·) — функция на [0,∞)×Rd)
с заданным начальным распределением температуры

(8) u(0, ·) = u0(·).
Мы предполагаем, что u0(·) ∈ L2(Rd). Единственным решением

задачи (7)–(8) при t > 0 является интеграл Пуассона

(9) u(t, x) = u(t, x; u0(·)) =
1

2
√

πt

∫

Rd

e−
|x−ξ|2

4t u0(ξ) dξ,

где x = (x1, . . . , xd), ξ = (ξ1, . . . , ξd), |x− ξ|2 =
∑d

i=1(xi − ξi)
2, и при

этом u(t, ·) → u0(·) при t → 0 в метрике L2(Rd).
Ставится следующая задача, аналогичная тем, которые уже ста-

вились ранее. Пусть в моменты времени 0 ≤ t1 < . . . < tn при-
ближенно известны распределения температур u(t1, ·), . . . , u(tn, ·).
Точнее говоря, известны функции yi(·) ∈ L2(Rd) такие, что

‖u(ti, ·)− yi(·)‖L2(Rd) ≤ δi, i = 1, . . . , n,

где δi > 0, i = 1, . . . , n. Мы хотим каждому такому набору функ-
ций сопоставить функцию из L2(Rd), которая бы в некотором смыс-
ле наилучшим образом аппроксимировала истинное распределение
температуры в Rd в фиксированный момент времени τ .

Под этим понимается следующее. Любое отображение m из
(L2(Rd))n = L2(Rd) × . . . × L2(Rd) в L2(Rd) объявляется методом
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восстановления (температуры в Rd в момент времени τ по данной
информации). Погрешностью этого метода называем величину

e(τ, δ, m) = sup
u0(·), y(·)∈(L2(Rd))n

‖u(ti,·)−yi(·)‖L2(Rd)
≤δi, i=1,...,n

‖u(τ, ·)−m(y(·))(·)‖L2(Rd),

где y(·) = (y1(·), . . . , yn(·)) и δ = (δ1, . . . , δn).
Нас интересует величина

E(τ, δ) = inf
m : (L2(Rd))n→L2(Rd)

e(τ, δ, m),

которую назовем погрешностью оптимального восстановления и
метод m̂, на котором нижняя грань достигается, т. е. для которого

E(τ, δ) = e(τ, δ, m̂),

называемый оптимальным методом восстановления (температу-
ры в Rd в момент времени τ по данной информации).

Перед формулировкой теоремы сделаем некоторые построения.
На двумерной плоскости (t, x) построим множество

M = co { (tj, ln(1/δj)), 1 ≤ j ≤ n }+ { (t, 0) | t ≥ 0 },
где co A обозначает выпуклую оболочку множества A.

Определим функцию θ(·) на [0,∞) равенством: θ(t) = max{x |
(t, x) ∈ M }, причем θ(t) = −∞, если (t, x) /∈ M ни для какого x.
Ясно, что на [t1,∞) функция θ(·) — вогнутая ломаная. Обозначим
через ts1 < . . . < tsk

ее точки излома (считая t1 также точкой из-
лома, т. е. ts1 = t1), которые, очевидно, являются подмножеством
точек {t1, . . . , tn} (см. рисунок, на котором изображенные точки
имеют координаты (ti, ln(1/δi)).

-
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Формула (9) для каждого t > 0 определяет линейный непрерыв-
ный оператор в L2(Rd),1 который обозначим Pt и если через P0

обозначить тождественный оператор, то u(t, ·; u0(·)) = Ptu0(·) для
всех t ≥ 0.

Следующий результат доказан в [16].

Теорема 6. Для любого τ ≥ 0 справедливо равенство

E(τ, δ) = e−θ(τ).

(1) Если t1 > 0 и 0 ≤ τ < t1, то любой метод является опти-
мальным;

(2) если τ = tsj
, 1 ≤ j ≤ k, то метод m̂, определенный равен-

ством m̂(y(·))(·) = ysj
(·), является оптимальным;

(3) если k ≥ 2 и τ ∈ (tsj
, tsj+1

), 1 ≤ j ≤ k − 1, то метод m̂,
определенный равенством

m̂(y(·))(·) = (Ksj
∗ ysj

)(·) + (Ksj+1
∗ ysj+1

)(·),
где Ksj

(·) и Ksj+1
(·) — функции из L2(Rd), преобразования

Фурье которых имеет вид

FKsj
(ξ) =

λ̂sj
e−|ξ|

2(τ−tsj )

λ̂sj
+ λ̂sj+1

e−2|ξ|2(tsj+1−tsj )
,

FKsj+1
(ξ) =

λ̂sj+1
e−|ξ|

2(τ+tsj+1−2tsj )

λ̂sj
+ λ̂sj+1

e−2|ξ|2(tsj+1−tsj )
,

и

λ̂sj
=

tsj+1
− τ

tsj+1
− tsj

(
δsj+1

δsj

) 2(τ−tsj )

tsj+1−tsj

,

λ̂sj+1
=

τ − tsj

tsj+1
− tsj

(
δsj

δsj+1

) 2(tsj+1−τ)

tsj+1−tsj

,

является оптимальным;
(4) если τ > tsk

, то метод m̂, определенный равенством

m̂(y(·))(·) = Pτ−tsk
ysk

(·),
является оптимальным.

Сделаем несколько замечаний по поводу сформулированной тео-
ремы.

1. Если t1 > 0 и 0 ≤ τ < t1, то θ(τ) = −∞ и значит, E(τ, δ) = +∞
— прошлое нельзя восстановить по неточному настоящему. В этом
случае любой метод можно считать оптимальным.

2. Отметим, что оптимальный метод линеен, “сглаживает” на-
блюдения (свертка — бесконечно дифференцируемая функция) и

1Это следует, например, из неравенства Юнга, так как интеграл Пуассона
есть свертка ограниченной функции и функции из L2(Rd).
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использует информацию не более чем о двух измерениях до и по-
сле времени τ , либо только до времени τ (если τ > tsk

).
3. Если τ = ti и ti не является точкой излома функции θ(·), то

оптимальный метод позволяет данное измерение уточнить.
4. Случай τ > tsk

означает, что самое точное измерение темпера-
туры было произведено раньше времени τ . В этой ситуации опти-
мальный метод — решение уравнения теплопроводности в момент
времени τ − tsk

с начальным распределением температуры ysk
(·).
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