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Ââåäåíèå.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèé îïåðàòîðà ïî èíôîðìàöèè,

çàäàííîé ñ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ïîãðåøíîñòüþ. Âåäåòñÿ ïîèñê îïòèìàëüíîãî ëèíåéíîãî

ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ, ïðåäëàãàåòñÿ ïðèìåð íåëèíåéíîãî ìåòîäà è èùåòñÿ åãî ïîãðåøíîñòü.

Â êîíöå ðàáîòû ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ïîãðåøíîñòåé îïòèìàëüíîãî ëèíåéíîãî è ïðåäëîæåííîãî

íåëèíåéíîãî ìåòîäîâ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ

Ïóñòü äàíî íåêîòîðîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî W è W ∈ W � êëàññ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå.

Ðàññìîòðèì çàäàííûé îïåðàòîð T : W → U , ãäå U � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî.

Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó î âîññòàíîâëåíèè çíà÷åíèé îïåðàòîðà T íà ýëåìåíòàõ W ïî íåòî÷íîé

èíôîðìàöèè îá ýòèõ ýëåìåíòàõ. Èìåþòñÿ èíôîðìàöèîííûå îïåðàòîðû I0 : W → RN ,

I : W → RN , ãäå N ∈ N. Çíà÷åíèå èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà I0 ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíîé, ðàñïðåäåëåííîé ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî I0f = If + X, ãäå

M(I0f) = If ; à X � ñëó÷àéíûé âåêòîð ïîãðåøíîñòè, X∼ N (0, σ2Σ).

Σ � êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà âåêòîðà X.

Çàäà÷à ñîñòîèò â îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè çíà÷åíèé îïåðàòîðà T íà êëàññå W ïî

çíà÷åíèÿì îïåðàòîðà I0.

Ïóñòü çàäàí ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ � îòîáðàæåíèå φ : RN → U .

Ïîãðåøíîñòü ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ � ýòî âåëè÷èíà

e(T,W, I, φ) =

(
sup

f∈W,X∼N (0,σ2Σ)

M(∥Tf − φ(If +X)∥U)

)1/2

.

Òðåáóåòñÿ íàéòè ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ

E(T,W, I) = inf
φ:RN→U

e(T,W, I, φ). (1)

Èññëåäîâàíèå 1-ìåðíîãî ñëó÷àÿ

Â 1-ìåðíîì ñëó÷àå W = R,W = {x ∈ R : |x| ≤ ν}. X = ξ ∼ N (0, σ2). Tx = µx, Ix = x.

Îöåíèì ëèíåéíûå ìåòîäû φ(y) = αy, α ∈ R � òî åñòü âåëè÷èíó

Elin(T,W, I) = inf
φ(y)=αy,α∈R

e(T,W, I, φ).

Òåîðåìà 1. ([1]). Ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî ëèíåéíîãî ìåòîäà: Elin(T,W, I) = µνσ√
ν2+σ2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûðàæåíèå äëÿ ïîãðåøíîñòè èìååò âèä:

e2(T,W, I, φ) = sup
x∈W, ξ∼N (0,σ2)

M(|Tx− φ(y(x))|2) = sup
x∈W, ξ∼N (0,σ2)

M(|µx− α(x+ ξ)|2) =

= sup
x∈W,ξ∼N (0,σ2)

((µ− α)2x2 + α2M(ξ2)− 2x(µ− α)αM(ξ)) = (µ− α)2ν2 + α2σ2.
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Ìèíèìèçèðóåì ïîãðåøíîñòü ïî α. Ïîëó÷àåì, ÷òî α = µν2/(ν2 + σ2). Ïîäñòàâëÿÿ, íàõîäèì

ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî ëèíåéíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ:

E2
lin(T,W, I) =

(
µ− µν2

ν2 + σ2

)2
ν2+

( µν2

ν2 + σ2

)2
σ2 =

µ2ν2σ2

ν2 + σ2
=> Elin(T,W, I) =

µνσ√
ν2 + σ2

. (2)

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Òåïåðü ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé ìåòîä φ0(y) =

αy, |y| ≤ β

µν sgn y, |y| ≥ β
; β := ν + σ2/ν > 0. (3)

Äëÿ |y| ≥ β çíà÷åíèå ìåòîäà φ0 íå ïîïàäàåò íà îòðåçîê [−µν, µν], ïîýòîìó ìåòîä φ0(y) áóäåò

äàâàòü ëó÷øóþ ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ. Íàéäåì åå.

Îöåíêà ïîãðåøíîñòè íåëèíåéíîãî ìåòîäà

Òåîðåìà 2. Ïîãðåøíîñòü íåëèíåéíîãî ìåòîäà φ0, çàäàííîãî ïî ôîðìóëå (3), èìååò âèä:

e2(T,W, I, φ0) ≤
µ2ν2σ2

ν2 + σ2

[
1−
(

ν2

ν2 + σ2
+

3

2
ν

)(
1 + 2ν +

σ2

ν

)−2

exp

{
−
(
1 + 2ν +

σ2

ν

)2

/(2σ2)

}]
.

Äîêàçàòåëüñòâî.

e2(T,W, I, φ0) = sup
x∈W, ξ∼N (0,σ2)

M(|Tx− φ0(y(x))|2) = sup
x∈W, ξ∼N (0,σ2)

[M(|Tx− φ(y(x))|2)− f(x)].

f(x) =
1√
2πσ

∫
|x+ξ|≥β

(|µx− φ(x+ ξ)|2 − |µx− φ0(x+ ξ)|2)e
−ξ2

2σ2 dξ.

Çàìåòèì, ÷òî f(x) > 0 ∀x ∈ W . Ñäåëàåì çàìåíó y = x+ ξ:

f(x) =
µ2

√
2πσ

∫
|y|≥β

(∣∣∣x− ν2

ν2 + σ2
y
∣∣∣2−|x− ν sgn y|2

)
e

−(y−x)2

2σ2 dy.

f(x) = f1(x) + f2(x), ãäå

f1(x) =
µ2

√
2πσ

∫
y≥β

(∣∣∣x− ν2

ν2 + σ2
y
∣∣∣2−|x− ν|2

)
e

−(y−x)2

2σ2 dy,

f2(x) =
µ2

√
2πσ

∫
y≤−β

(∣∣∣x− ν2

ν2 + σ2
y
∣∣∣2−|x+ ν|2

)
e

−(y−x)2

2σ2 dy.
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Ñäåëàåì çàìåíó y = β + z:

f1(x) =
µ2

√
2πσ

+∞∫
0

(∣∣∣x− ν − ν2

ν2 + σ2
z
∣∣∣2−|x− ν|2

)
e

−(z+β−x)2

2σ2 dz =

=
µ2

√
2πσ

+∞∫
0

( ν4

(ν2 + σ2)2
z2 + 2(ν − x)

ν2

ν2 + σ2
z
)
e

−(z+β−x)2

2σ2 dz =

=
µ2

√
2πσ

ν2

ν2 + σ2

+∞∫
0

( ν2

ν2 + σ2
z2 + 2(ν − x)z

)
e

−(z+β−x)2

2σ2 dz =

=
µ2

√
2πσ

ν4

(ν2 + σ2)2

+∞∫
0

z2e
−(z+β−x)2

2σ2 dz +
µ2

√
2πσ

ν2

ν2 + σ2
2(ν − x)

+∞∫
0

ze
−(z+β−x)2

2σ2 dz.

Âî âòîðîì èíòåãðàëå � çàìåíó y = −β + z:

f2(x) =
µ2

√
2πσ

0∫
−∞

(∣∣∣x+ ν − ν2

ν2 + σ2
z
∣∣∣2−|x+ ν|2

)
e

−(z−β−x)2

2σ2 dz =

=
µ2

√
2πσ

0∫
−∞

( ν4

(ν2 + σ2)2
z2 − 2(x+ ν)

ν2

ν2 + σ2
z
)
e

−(z−β−x)2

2σ2 dz =

=
µ2

√
2πσ

ν2

ν2 + σ2

0∫
−∞

( ν2

ν2 + σ2
z2 − 2(x+ ν)z

)
e

−(z−β−x)2

2σ2 dz =

=
µ2

√
2πσ

ν4

(ν2 + σ2)2

0∫
−∞

z2e
−(z−β−x)2

2σ2 dz − µ2

√
2πσ

ν2

ν2 + σ2
2(ν + x)

0∫
−∞

ze
−(z−β−x)2

2σ2 dz.

Îòäåëüíî îöåíèì ñíèçó ýêñïîíåíòó. Èìååì ν > 0, β = ν + σ2/ν > 0,−ν ≤ x ≤ ν.

Ïîýòîìó −ν − β ≤ x− β,−ν − β ≤ x+ β. À òàêæå e
−(ν+β)2

2σ2 ≤ e
−(x+β)2

2σ2 , e
−(ν+β)2

2σ2 ≤ e
−(x−β)2

2σ2 .

Òîãäà ïîëó÷àåì:

e
−(z+β−x)2

2σ2 = e
−z2

2σ2 e
z(x−β)

σ2 e
−(x−β)2

2σ2 ≥ e
−z2

2σ2 e
−z(ν+β)

σ2 e
−(ν+β)2

2σ2 , z ≥ 0;

e
−(z−β−x)2

2σ2 = e
−z2

2σ2 e
z(x+β)

σ2 e
−(x+β)2

2σ2 ≥ e
−z2

2σ2 e
z(ν+β)

σ2 e
−(ν+β)2

2σ2 , z ≤ 0.

Çàìåòèì, ÷òî − 1
σ2 − z2

2σ2 < − z sgn z
σ2 . Ïîýòîìó e−

1
σ2−

z2

2σ2 < e−
z sgn z

σ2 . Òîãäà îöåíêà äëÿ ýêñïîíåíòû

ïðèìåò âèä:
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e
−(z+β−x)2

2σ2 ≥ e
−z2(1+ν+β)

2σ2 e
−(ν+β)

σ2 e
−(ν+β)2

2σ2 , z ≥ 0;

e
−(z−β−x)2

2σ2 ≥ e
−z2(1+ν+β)

2σ2 e
−(ν+β)

σ2 e
−(ν+β)2

2σ2 , z ≤ 0.

f1(x) ≥
µ2

√
2πσ

ν4

(ν2 + σ2)2
e

−(ν+β)

σ2 e
−(ν+β)2

2σ2

+∞∫
0

z2e
−z2(1+ν+β)

2σ2 dz+

+
µ2

√
2πσ

2(ν − x)ν2

ν2 + σ2
e

−(ν+β)

σ2 e
−(ν+β)2

2σ2

+∞∫
0

ze
−z2(1+ν+β)

2σ2 dz,

f2(x) ≥
µ2

√
2πσ1

ν4

(ν2 + σ2)2
e

−(ν+β)

σ2 e
−(ν+β)2

2σ2

0∫
−∞

z2e
−z2(1+ν+β)

2σ2 dz−

− µ2

√
2πσ

2(ν + x)ν2

ν2 + σ2
e

−(ν+β)

σ2 e
−(ν+β)2

2σ2

0∫
−∞

ze
−z2(1+ν+β)

2σ2 dz.

Ïðèìåì îáîçíà÷åíèå A = 1 + ν + β. Ñ ó÷åòîì íàéäåííûõ îöåíîê äëÿ f1(x), f2(x), ïîëó÷àåì:

f(x) ≥ µ2

√
2πσ

ν4

(ν2 + σ2)2
e

−(ν+β)

σ2 e
−(ν+β)2

2σ2

+∞∫
−∞

z2e
−z2

2σ2 A dz−

−2x
µ2

√
2πσ

ν2

ν2 + σ2
e

−(ν+β)

σ2 e
−(ν+β)2

2σ2

+∞∫
−∞

ze
−z2

2σ2 A dz+

+2ν
µ2

√
2πσ

ν2

ν2 + σ2
e

−(ν+β)

σ2 e
−(ν+β)2

2σ2

[ +∞∫
0

ze
−z2

2σ2 A dz −
0∫

−∞

ze
−z2

2σ2 A dz

]
. (4)

Îöåíêà èíòåãðàëîâ

Íàéäåì ñëåäóþùèé íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë äëÿ A > 0:

1√
2πσ

∫
z2e−

z2

2σ2A dz = 1√
2πσ

[
− σ2ze

−Az2

2σ2

A
+
∫

σ2e
−Az2

2σ2

A
dz
]
= 1√

2πσ

[
− σ2ze

−Az2

2σ2

A
+

√
πσ3

√
2A3/2

∫
2√
π
e−u2

du
]
=

= 1√
2πσ

[
− σ2ze

−Az2

2σ2

A
+

√
πσ3

√
2A3/2 erf

( √
Az√
2σ1

)]
= σ2

2A3/2 erf
(√

Az√
2σ

)
− 1√

2π
zσ
A
e−

Az2

2σ2 + C.

Çäåñü erf(w) = 2√
π

w∫
0

e−t2 dt - ôóíêöèÿ îøèáîê Ãàóññà. erf(+∞) = 1, erf(−∞) = −1. Ïîýòîìó

1√
2πσ

+∞∫
−∞

z2e−
z2

2σ2A dz =
σ2

A3/2
. (I)
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Íàéäåì íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë äëÿ A > 0:
1√
2πσ

∫
ze−

z2

2σ2A dz = − σ√
2πA

∫
ev dv = − σ√

2πA
e−

Az2

2σ2 + C.

1√
2πσ

+∞∫
−∞

ze−
z2

2σ2A dz = 0, (II)

1√
2πσ

+∞∫
0

ze−
z2

2σ2A dz − 1√
2πσ

0∫
−∞

ze−
z2

2σ2A dz =
σ√
2πA

+
σ√
2πA

=
2σ√
2πA

. (III)

Çàâåðøåíèå ïîèñêà îöåíêè ïîãðåøíîñòè íåëèíåéíîãî ìåòîäà

Èòàê, ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíûé âàðèàíò îöåíêè ïîãðåøíîñòè ìåòîäà (3). Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì

íàéäåííûå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ (I), (II), (III) â âûðàæåíèå (4):

f(x) ≥ µ2 ν4

(ν2 + σ2)2
e

−(ν+β)

σ2 e
−(ν+β)2

2σ2
σ2

A3/2
+ 2νµ2 ν2

ν2 + σ2
e

−(ν+β)

σ2 e
−(ν+β)2

2σ2 · 2σ√
2πA

>

> µ2 ν4

(ν2 + σ2)2
e

1
σ2 e

−A2

2σ2
σ2

A2
+ νµ2 ν2

ν2 + σ2
e

1
σ2 e

−A2

2σ2 · 4√
2π

· σ
A

>

> µ2 ν4

(ν2 + σ2)2
e

−A2

2σ2
σ2

A2
+ νµ2 ν2

ν2 + σ2
e

−A2

2σ2 · 3
2
· σ
A
.

Ñðàâíèì äðîáè σ2

A2 è
σ
A
. Ýòî ðàâíîñèëüíî ñðàâíåíèþ σ

A
è 1, à ýòî ðàâíîñèëüíî ñðàâíåíèþ 1+ν+ σ2

ν

è σ. Ïîäåëèì íà σ è ïîëó÷èì ñðàâíåíèå 1
σ
+ ν

σ
+ σ

ν
ñ 1. Ïðàâàÿ ÷àñòü âñåãäà ìåíüøå, ïîñêîëüêó

ν
σ
+ σ

ν
≥ 2. Ïîýòîìó A ≥ σ => σ2

A2 ≤ σ
A
. Òîãäà

f(x) ≥ σ2

A2
e

−A2

2σ2

[
µ2 ν4

(ν2 + σ2)2
+

3

2
νµ2 ν2

ν2 + σ2

]
=:

σ2

A2
e

−A2

2σ2 B,B > 0.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ôóíêöèè f(x) âûïîëíåíî:

f(x) ≥ σ2

A2
Be

−A2

2σ2 , A = 1 + 2ν + σ2/ν,B =
µ2ν2

ν2 + σ2

( ν2

ν2 + σ2
+

3

2
ν
)
.

Òîãäà îöåíêà ïîãðåøíîñòè ìåòîäà φ0 (5) òàêîâà:

e2(T,W, I, φ0) = E2
lin(T,W, I)− f(x) ≤ µ2ν2σ2

ν2 + σ2
− σ2

A2
Be

−A2

2σ2 . (5)

Òåîðåìà 2 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
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Îöåíêà îòíîøåíèÿ ïîãðåøíîñòåé äëÿ ìåòîäîâ, ðàññìàòðèâàåìûõ â ðàáîòå

Íàïîìíèì, ÷òî èìåëîñü ðàñïðåäåëåíèå N (x, σ2). W = {x ∈ R : |x| ≤ ν}.
Ix = x � èíôîðìàöèîííûé îïåðàòîð, Tx = µx � âîññòàíàâëèâàåìûé îïåðàòîð íà êëàññå W .

Áûëà ïîëó÷åíà ôîðìóëà (2) äëÿ ïîãðåøíîñòè íàèëó÷øåãî ëèíåéíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ:

E2
lin(T,W, I) = µ2ν2σ2

ν2+σ2 . Ïîñëå ýòîãî áûë âçÿò ìåòîä φ0 (3) è áûëà íàéäåíà îöåíêà äëÿ åãî

ïîãðåøíîñòè � ôîðìóëà (5):

e2(T,W, I, φ0) ≤
µ2ν2σ2

ν2 + σ2
− σ2

A2
Be

−A2

2σ2 ,

e2(T,W, I, φ0) ≤
µ2ν2σ2

ν2 + σ2

[
1−
(

ν2

ν2 + σ2
+

3

2
ν

)(
1 + 2ν +

σ2

ν

)−2

exp

{
−
(
1 + 2ν +

σ2

ν

)2

/(2σ2)

}]
.

Ðàññìîòðèì χ = Elin(T,W,I)
e(T,W,I,φ0)

= χ(ν, σ2).

Ïóñòü ν = 1. Îöåíèì ñâåðõó âåëè÷èíó χ∗ = sup
σ>0

χ(1, σ2).

Òåîðåìà 3. Ïðè ν = 1 âûïîëíåíî: e(T,W, I, φ0) ≤ Elin(T,W, I) < 1, 00035 · e(T,W, I, φ0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêà ñíèçó î÷åâèäíà. Äîêàæåì îöåíêó ñâåðõó

χ(ν, σ2) =

[
1−

(
ν2

ν2 + σ2
+

3

2
ν

)
∗
(
1 + 2ν +

σ2

ν

)−2

∗ exp

{
−
(
1 + 2ν +

σ2

ν

)2

/(2σ2)

}]−1/2

. (6)

χ(1, σ2) =

[
1−

(
1

1 + σ2
+

3

2

)
∗
(
3 + σ2

)−2 ∗ exp
{
−
(
3 + σ2

)2
/(2σ2)

}]−1/2

.

Òðåáóåòñÿ îöåíèòü ýòî âûðàæåíèå ñâåðõó. Èìååì χ(1, σ2) = 1√
1−h(σ2)

. Èñêîìàÿ îöåíêà

ïîëó÷àåòñÿ ïðè îöåíêå ñâåðõó h(σ2) =
(

1
1+σ2 +

3
2

)
1

(3+σ2)2
e−(3+σ2)2/(2σ2). Îöåíèì:

h(σ2) ≤ 5
2
∗ 1

9
e−(3+σ2)2/(2σ2). Ìàêñèìóì ýêñïîíåíòû ñ÷èòàåì ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé:(

e−(3+σ2)2/(2σ2)
)′
= e−(3+σ2)2/(2σ2)∗

(
9

2σ4 − 1
2

)
, îòêóäà êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà σ2 = 3, îíà ÿâëÿåòñÿ

òî÷êîé ìàêñèìóìà. Çíà÷èò, h(σ2) ≤ 5
18
e−6. Òî åñòü, χ(1, σ2) ≤

[
1− 5

18
e−6
]−1/2

< 1, 00035.

Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] L. Plaskota �Noisy Information and Computational Complexity� � Cambrige University

Press, 1996.

6


