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� 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü d � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë è h > 0. Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç l2(Zdh) ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé f , îïðåäåëåííûõ íà ðåøåòêå

Zdh = {h(k1, . . . , kd) : k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd}

ñ íîðìîé

∥f∥l2(Zd
h)

=

√
hd

∑
k∈Zd

f2(hk) .

×åðåç Tdh îáîçíà÷àåì d-ìåðíûé òîð, êîòîðûé áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ êóáîì

[−π/h, π/h]× . . .× [−π/h, π/h] (d ðàç).
Òàê êàê Zdh � ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ àáåëåâà ãðóïïà, òî îïðåäåëåíî ïðåîá-

ðàçîâàíèå Ôóðüå F : l2(Zdh) → L2(Tdh), êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àå äåéñòâóåò ïî

ïðàâèëó

F [f ](ξ) =
∑
k∈Zd

f(hk)e−i⟨ξ, hk⟩,

ãäå ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξd), ξj ∈ [−π/h, π/h], j = 1, 2, . . . , d, è ⟨ξ, hk⟩ =
∑d
j=1 ξjhkj , è

ñïðàâåäëèâà òåîðåìà Ïëàíøåðåëÿ

1

(2π)d

∫
Td
h

|F [f ](ξ)|2dξ = hd
∑
k∈Zd

f2(hk).

Îïðåäåëèì òåïåðü ðàçíîñòíûé àíàëîã îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà Rd è åãî äðîá-

íûå ñòåïåíè.

cO Å.Î. Ñèâêîâà, 2024
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Âòîðàÿ ðàçäåëåííàÿ ðàçíîñòü ôóíêöèè f ∈ l2(Zdh), íàïðèìåð ïî ïåðâîé ïå-

ðåìåííîé, êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, èìååò âèä

∆2
k1, hf =

{
f((k1 + 2)h, k2h, . . . , kdh)

−2f((k1 + 1)h, k2h, . . . , kdh) + f(k1h, k2h, . . . , kdh)

h2

}
k∈Z

.

Àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû ñïðàâåäëèâû è äëÿ îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Ëåãêî ïðî-

âåðèòü, ÷òî ∆2
kj , h

f ∈ l2(Zdh), j = 1, . . . , d.

Îïåðàòîð ∆h : l2(Zdh) → l2(Zdh), äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó

∆hf =

d∑
j=1

∆2
kj , hf, f ∈ l2(Zdh),

íàçîâåì ðàçíîñòíûì îïåðàòîðîì Ëàïëàñà ñ øàãîì h.

Íàéäåì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè ∆hf . Ñíà÷àëà íàéäåì ïðåîáðàçîâà-

íèå Ôóðüå, íàïðèìåð, ôóíêöèè ∆2
k1, h

f . Íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò,

÷òî

F [∆2
k1, hf ] =

∑
k∈Zd

f((k1 + 2)h, k2h, . . . , kdh)− 2f((k1 + 1)h, k2h, . . . , kdh)

h2

+f(k1h, k2h, . . . , kdh)
e−i⟨ξ, hk⟩ =

e2iξ1h

h2

∑
k∈Zd

f(k1h, k2h, . . . , kdh)e
−i⟨ξ,kh⟩

− 2eiξ1h

h2

∑
k∈Zd

f(k1h, k2h, . . . , kdh)e
−i⟨ξ, hk⟩ +

1

h2

∑
k∈Zd

f(k1h, k2h, . . . , kdh)e
−i⟨ξ, hk⟩

=
e2iξ1h − 2eiξ1h + 1

h2
F [f ](ξ) =

(1− eiξ1h)2

h2
F [f ](ξ).

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿþòñÿ F [∆2
k2, h

f ], . . . , F [∆2
kd, h

f ], è ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

F [∆hf ](ξ) =

 1

h2

d∑
j=1

(1− eiξjh)2

F [f ](ξ).

Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì

ψ(ξ) =
1

h2

d∑
j=1

(1− eiξjh)2, ξ = (ξ1, . . . , ξd) ∈ Tdh.

Ïóñòü α ⩾ 0. Ïîëîæèì

(ψ(ξ))α/2 = |ψ(ξ)|α/2ei(α/2) argψ(ξ), −π < argψ(ξ) ⩽ π.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆
α/2
h îïåðàòîð, ñîïîñòàâëÿþùèé ôóíêöèè f ∈ l2(Zdh) ôóíê-

öèþ ∆
α/2
h f ∈ l2(Zdh), ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå êîòîðîé èìååò âèä

F [∆
α/2
h f ](ξ) = (ψ(ξ))

α/2
F [f ](ξ). (1.1)
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Îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, ïîñêîëüêó ìíîæèòåëü ïåðåä F [f ](ξ) � îãðàíè÷åííàÿ

ôóíêöèÿ è çíà÷èò, ôóíêöèÿ ñïðàâà â (1.1) ïðèíàäëåæèò L2(Tdh), à òàê êàê F

� èçîìîðôèçì, òî ôóíêöèÿ ∆
α/2
h f îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî.

Îïåðàòîð ∆
α/2
h íàçîâåì α/2-îé ñòåïåíüþ ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà

Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè α = 2 ìû ïîëó÷àåì ðàçíîñòíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà.

Ïåðåéäåì ê ïîñòàíîâêå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ. Îïðåäåëèì

ñëåäóþùèé êëàññ ôóíêöèé

Wα
2 (Zdh) = {f ∈ l2(Zdh) : ∥∆

α/2
h f∥l2(Zd

h)
⩽ 1}.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèè èç ýòîãî êëàññà èçâåñòíû ïðèáëèæåííî. Òî÷íåå

ãîâîðÿ, î êàæäîé ôóíêöèè f ∈Wα
2 (Zdh) èçâåñòíà ôóíêöèÿ g ∈ l2(Zdh) òàêàÿ, ÷òî

∥f − g∥l2(Zd
h)

⩽ δ,

ãäå δ > 0.

Ïî ýòîé èíôîðìàöèè ìû õîòèì âîññòàíîâèòü (ïî âîçìîæíîñòè, íàèëó÷øèì

îáðàçîì) β/2-óþ ñòåïåíü ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà (0 ⩽ β < α) íà êëàññå

Wα
2 (Zdh).
Äàëåå, äëÿ êðàòêîñòè, ïèøåì W âìåñòî Wα

2 (Zdh).
Ëþáîå îòîáðàæåíèå m : l2(Zdh) → l2(Zdh) ðàññìàòðèâàåì êàê ìåòîä âîññòàíîâ-

ëåíèÿ è ïîãðåøíîñòüþ ýòîãî ìåòîäà íàçûâàåì âåëè÷èíó

e(β,W, δ,m) = sup
f∈W, g∈l2(Zd

h),

∥f−g∥
l2(Zd

h
)
⩽δ

∥∆β/2
h f −m(g)∥l2(Zd

h)
.

Íàñ èíòåðåñóåò âåëè÷èíà

E(β,W, δ) = inf
m : l2(Zd

h)→l2(Zd
h)
e(β,W, δ,m),

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ è ìåòîäû

m̂, íà êîòîðûõ íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ, íàçûâàåìûå îïòèìàëüíûìè ìåòî-

äîìè âîññòàíîâëåíèÿ.

� 2. Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

Ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü 0 <

β < α è δ > 0. Ïðè δ ⩾

(
h2

4d

)α/2
îáîçíà÷èì

ξ∗ = (ξ∗1 , . . . , ξ
∗
d) ∈ Tdh : ξ∗j =

2

h
arcsin

h

2
√
dδ1/α

, j = 1, . . . , d;

λ1 =
α− β

α
δ−

2β
α , λ2 =

β

α
δ

2(α−β)
α .

Ïðè δ <

(
h2

4d

)α/2
îáîçíà÷èì

ξ∗ ∈ Td : ξ∗j =
π

h
, j = 1, . . . , d, λ1 =

(
4d

h2

)β
, λ2 = 0.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü δ > 0 è 0 < β < α. Òîãäà

1)

E(β,W, δ) =


δ

α−β
α , δ ⩾

(
h2

4d

)α/2
;(

4d

h2

)β/2
δ, δ <

(
h2

4d

)α/2
.

2) Åñëè δ ⩾

(
h2

4d

)α/2
, òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè ω(·) ∈ L∞(Tdh), äëÿ êîòîðîé

|ω(ξ)|2

λ1
+

∣∣∣(ψ(ξ))β/2 − ω(ξ)
∣∣∣2

λ2 |ψ(ξ)|α
⩽ 1, (2.1)

ìåòîä m̂ω : l2(Zdh) → l2(Zdh), äåéñòâóþùèé â îáðàçàõ Ôóðüå ïî ôîðìóëå

Fm̂ω(g)(ξ) = ω(ξ)F [g](ξ), äëÿ ï. â. ξ ∈ Tdh,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

3) Åñëè δ <

(
h2

4d

)α/2
, òî ìåòîä m̂ : l2(Zdh) → l2(Zdh), äåéñòâóþùèé ïî

ïðàâèëó

m̂(g) = ∆
β/2
h g,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Ðåøàåìàÿ â äàííîé ðàáîòå çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòíûì àíàëîãîì çàäà÷è

îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ äðîáíûõ ñòåïåíåé îáû÷íîãî îïåðàòîðà Ëàïëà-

ñà íà Rd (ñì. [1], [2]). Òåìàòèêà, ñâÿçàííàÿ ñ îïòèìàëüíûì âîññòàíîâëåíèåì

ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ è îïåðàòîðîâ íà êëàññàõ ìíîæåñòâ ïî ïðèáëèæåí-

íîé èíôîðìàöèè îá ýëåìåíòàõ ýòèõ ìíîæåñòâ, àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ ñ 60-õ ãî-

äîâ ïðîøëîãî âåêà. Ïîäõîä ê èçó÷åíèþ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ,

îñíîâàííûé íà ìåòîäàõ òåîðèè ýêñòðåìóìà è âûïóêëîé äâîéñòâåííîñòè, áûë

âûðàáîòàí íà ñåìèíàðå Â. Ì. Òèõîìèðîâà �Òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé è òåîðèÿ ýêñ-

òðåìàëüíûõ çàäà÷� â ÌÃÓ. Îòìåòèì çäåñü íåñêîëüêî ðàáîò, à èìåííî, ðàáîòû

[3]�[8], ãäå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû íà îñíîâå òàêîãî ïîäõîäà. Îïðåäåëåííûé èòîã

äåÿòåëüíîñòè, ñâÿçàííûé ñ çàäà÷àìè îïòèìàëüíûì âîññòàíîâëåíèÿ ïîäâåäåí â

êíèãå [9]. Îòìåòèì åùå ðàáîòó [10], ãäå ðåøàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòà-

íîâëåíèÿ ðàçíîñòíûõ àíàëîãîâ ïðîèçâîäíûõ.

� 3. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà äëÿ ïîãðåøíîñòè îï-

òèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ:

E(β,W, δ) ⩾ sup
f∈W, ∥f∥

l2(Zd
h
)
⩽δ

∥∆β/2f∥l2(Zd
h)
. (3.1)
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Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü f0 ∈ W è ∥f0∥l2(Zd
h)

⩽ δ. Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ −f0
òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ýòèì ñîîòíîøåíèÿì, è òîãäà äëÿ ëþáîãî m : l2(Zdh) →
l2(Zdh)

2∥∆β/2f0∥l2(Zd
h)

= ∥∆β/2f0 −m(0)− (∆β/2(−f0)−m(0)∥l2(Zd
h)

⩽ 2 sup
f∈W,

∥f∥
l2(Zd

h
)
⩽δ

∥∆β/2f −m(0)∥l2(Zd
h)

⩽ 2 sup
f∈W, g∈l2(Zd

h)

∥f−g)∥
l2(Zd

h
)
⩽δ

∥∆β/2f −m(g)∥l2(Zd
h)

= 2e(β,W, δ,m).

Ïåðåõîäÿ ñëåâà ê âåðõíåé ãðàíè ïî âñåì ôóíêöèÿì f òàêèì, ÷òî f ∈ W è

∥f∥l2(Zd
h)

⩽ δ, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

sup
f∈W,

∥f∥
l2(Zd

h
)
⩽δ

∥∆β/2f∥l2(Zd
h)

⩽ e(β,W, δ,m).

Ìåòîä m áûë âûáðàí ïðîèçâîëüíî è ïîýòîìó ïåðåõîäÿ ñïðàâà ê íèæíåé ãðàíè

ïî âñåì ìåòîäàì m, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå (3.1).

Âåëè÷èíà ñïðàâà â (3.1) åñòü çíà÷åíèå ñëåäóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

∥∆β/2f∥l2(Zd
h)

→ max, ∥f∥l2(Zd
h)

⩽ δ, ∥∆α/2f∥l2(Zd
h)

⩽ 1, (3.2)

ò. å. òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ìàêñèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà ïðè äàííûõ îãðà-

íè÷åíèÿõ.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ äðîáíîé ñòåïåíè ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà è

òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ, êâàäðàò çíà÷åíèÿ çàäà÷è (3.2) ðàâåí çíà÷åíèþ òàêîé çà-

äà÷è

1

(2π)d

∫
Td
h

|ψ(ξ)|β |F [f ](ξ)|2 dξ → max,

1

(2π)d

∫
Td
h

|F [f ](ξ)|2 dξ ⩽ δ2,

1

(2π)d

∫
Td
h

|ψ(ξ)|α |F [f ](ξ)|2 dξ ⩽ 1. (3.3)

Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷ó íà ìíîæåñòâå êîíå÷íûõ ïîëîæè-

òåëüíûõ ìåð âèäà dµf (E) = (2π)−d
∫
E
|F [f ](ξ)|2 dξ íà σ-àëãåáðå Σ èçìåðèìûõ

ïî Ëåáåãó ïîäìíîæåñòâ Tdh, êîãäà f ïðîáåãàåò âñå äîïóñòèìûå ôóíêöèè. Íî

óäîáíî ðàññìîòðåòü åå ðàñøèðåííûé âàðèàíò, êîãäà ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ
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âñå êîíå÷íûå ïîëîæèòåëüíûå ìåðû íà Σ:

∫
Td
h

|ψ(ξ)|β dµ(ξ) → max,

∫
Td
h

dµ(ξ) ⩽ δ2,

∫
Td
h

|ψ(ξ)|α dµ(ξ) ⩽ 1, dµ(·) ⩾ 0. (3.4)

Çíà÷åíèå ýòîé çàäà÷è, î÷åâèäíî, íå ìåíüøå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (3.3).

Çàäà÷à (3.4) � ýòî âûïóêëàÿ çàäà÷à íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå âñåõ êîíå÷-

íûõ ìåð íà Σ. Òåîðåìà Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà (ñì. [11]) äàåò íåîáõîäèìûå è

äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìàêñèìóìà äëÿ òàêèõ çàäà÷. Èñïîëüçóÿ äàííóþ òåîðåìó,

ìîæíî íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è (3.4). Ýòî áóäåò δ-ôóíêöèÿ Äèðàêà â òî÷êå ξ∗,

îïðåäåëåííîé ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû. Äàëåå ìîæíî ïîñòðîèòü ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé φn, äîïóñòèìûõ â çàäà÷å (3.3), ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

êîòîðûõ àïïðîêñèìèðóþò äàííóþ δ-ôóíêöèþ. ßñíî, ÷òî çíà÷åíèå ìàêñèìèçè-

ðóåìîãî ôóíêöèîíàëà íà êàæäîé ôóíêöèè φn â çàäà÷å (3.3) íå áîëüøå çíà÷å-

íèÿ ñàìîé çàäà÷è. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n→ ∞, ìû ïîëó÷àåì îöåíêó ñíèçó

äëÿ çíà÷åíèÿ çàäà÷è (3.3), à òåì ñàìûì è äëÿ çàäà÷è (3.2). Ñëåäîâàòåëüíî, â

ñèëó (3.1), ïîëó÷åíà îöåíêà ñíèçó äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâ-

ëåíèÿ. Ýòà îöåíêà îêàçûâàåòñÿ òî÷íîé. Îïóñêàÿ äîâîëüíî-òàêè ðóòèííûå ïî-

ñòðîåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïðèìåíåíèåì òåîðåìû Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà, ìû ñðàçó

ïðåäúÿâèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, äàþùóþ íóæíóþ îöåíêó ñíèçó äëÿ

ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ.

Äëÿ êàæäîãî n ∈ N îáîçíà÷èì ÷åðåç □n êóá, îáðàçîâàííûé âåêòîðàìè ξ =

(ξ1, . . . , ξd) ∈ Tdh, äëÿ êîòîðûõ ξ∗j − 1/n ⩽ ξj ⩽ ξ∗j , j = 1, . . . , d. Î÷åâèäíî, ÷òî

□n ⊂ Tdh ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé,

φn ∈ l2(Zdh), n ∈ N, òàêèõ, ÷òî èõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èìåþò âèä

F [φn](ξ) =

δ(2πn)
d/2 , ξ ∈ □n,

0, ξ /∈ □n.

ßñíî, ÷òî F [φn](·) ∈ L2(Tdh) è ïîýòîìó ôóíêöèè φn îïðåäåëåíû êîððåêòíî.

Ïîêàæåì, ÷òî îíè äîïóñòèìû â çàäà÷å (3).

Ïî îïðåäåëåíèþ φn:

1

(2π)d

∫
Td
h

|F [φn](ξ)|2 dξ =
1

(2π)d

∫
□n

|δ(2πn)d/2|2 dξ = δ2nd
∫
□n

dξ = δ2.
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Äàëåå, äëÿ âñåõ ξ ∈ □n, ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ξ∗j , j = 1, . . . , d, èìååì

|ψ(ξ)| ⩽ 1

h2

d∑
j=1

|1− eiξjh|2 =
1

h2

d∑
j=1

((1− cos ξjh)
2 + sin2 ξjh)

=
1

h2

d∑
j=1

4 sin2
ξjh

2
⩽

1

h2

d∑
j=1

4 sin2
ξ∗j h

2
=


δ−2/α, δ ⩾

(
h2

4d

)α/2
,

4d

h2
, δ <

(
h2

4d

)α/2
,

(3.5)

îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî

1

(2π)d

∫
Td
h

|ψ(ξ)|α |F [φn](ξ)|2 dξ =
1

(2π)d

∫
□n

|ψ(ξ)|α (δ(2πn)d/2)2 dξ

= δ2nd
∫
□n

|ψ(ξ)|α dξ ⩽


nd

∫
□n

dξ = 1, δ ⩾

(
h2

4d

)α/2
,

(
4d

h2

)α
δ2nd

∫
□n

dξ < 1, δ <

(
h2

4d

)α/2
,

è òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü φn äîïóñòèìà â çàäà÷å (3.3).

Îöåíèì òåïåðü çíà÷åíèå ìàêñèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà â (3.3) íà ôóíêöè-

ÿõ φn.

Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî åñëè ai ⩾ 0, i = 1, . . . , d, òî ñïðàâåäëèâî î÷åâèäíîå

íåðàâåíñòâî

a1 + a2 + . . .+ ad ⩾ dmin{a1, a2, . . . , ad},

èç êîòîðîãî ñëåäóåò òàêîå íåðàâåíñòâî

(a1 + a2 + . . .+ ad)
2 ⩾ d2 min{a21, a22, . . . , a2d}, (3.6)

ñïðàâåäëèâîå äëÿ ai îäíîãî çíàêà.

Ïóñòü ξ ∈ □n ⊂ Tdh. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âûðà-

æåíèÿ

(1− cos ξjh) sin ξjh, j = 1, . . . , d,

îäíîãî çíàêà, à òàêæå îäíîãî çíàêà è âûðàæåíèÿ

(1− cos ξjh)
2 − sin2 ξjh, j = 1, . . . , d.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (3.6) ê ñóììàì

d∑
j=1

((1− cos ξjh)
2 − sin2 ξjh),

d∑
j=1

2(1− cos ξjh) sin ξjh,
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áóäåì èìåòü

|ψ(ξ)|2 =
1

h4

∣∣∣∣∣∣
d∑
j=1

((1− cos ξjh)
2 − sin2 ξjh)− 2i

d∑
j=1

(1− cos ξjh) sin ξjh

∣∣∣∣∣∣
2

=
1

h4

 d∑
j=1

((1− cos ξjh)
2 − sin2 ξjh)

2

+
1

h4

 d∑
j=1

2(1− cos ξjh) sin ξjh

2

⩾
d2

h4

(
min(((1− cos ξ1h)

2 − sin2 ξ1h)
2, . . . , ((1− cos ξdh)

2 − sin2 ξdh)
2)

+ 4min((1− cos ξ1h)
2 sin2 ξ1h, . . . , (1− cos ξdh)

2 sin2 ξdh)

)
Îáîçíà÷èì ÷åðåç K(ξ), ξ ∈ □n, ôóíêöèþ â ñêîáêàõ â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåí-

ñòâà. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà. Òîãäà, ïî òåîðåìå î ñðåäíåì

äëÿ èíòåãðàëîâ, èìååì

1

(2π)d

∫
Td
h

|ψ(ξ)|β |F [φn](ξ)|2 dξ =
1

(2π)d

∫
□n

|ψ(ξ)|β (δ(2πn)d/2)2 dξ

⩾
δ2nddβ

h2β

∫
□n

(K(ξ))β/2 dξ =
δ2dβ

h2β
(K(ξ0))

β/2,

ãäå ξ0 ∈ □n. ßñíî, ÷òî K(ξ0) ïðè n→ ∞ ñòðåìèòñÿ ê âåëè÷èíå

K(ξ∗) = (1− cos ξ∗δh)
2 − sin2 ξ∗δh)

2 + 4(1− cos ξ∗δh)
2 sin2 ξ∗δh,

ãäå ξ∗δ � çíà÷åíèå ïðè äàííîì δ ðàâíûõ äðóã äðóãó êîîðäèíàò âåêòîðà ξ∗,

îïðåäåëåííîãî ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû. Òàêèì îáðàçîì,

δ2dβ

h2β
(K(ξ∗))β/2 =

δ2dβ

h2β

(
4 sin2

ξ∗δh

2

)β
=


δ

2(α−β)
α , δ ⩾

(
h2

4d

)α/2
;

(
4d

h2

)β
δ2, δ <

(
h2

4d

)α/2
.

Èòàê, çíà÷åíèå çàäà÷è (3.3) íå ìåíüøå âåëè÷èíû ñïðàâà â ýòîì ðàâåíñòâå è

çíà÷èò, äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ

îöåíêà

E(β,W, δ) ⩾


δ

α−β
α , δ ⩾

(
h2

4d

)α/2
;

(
4d

h2

) β
2

δ, δ <

(
h2

4d

)α/2
.

(3.7)

Òåïåðü äîêàæåì îöåíêó ñâåðõó äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëå-

íèÿ è îïòèìàëüíîñòü óêàçàííûõ â òåîðåìå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ.
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Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé δ ⩾

(
h2

4d

)α/2
. Ïóñòü ÷èñëà λ1 è λ2, îïðåäåëåí-

íûå ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû, ñîîòâåòñòâóþò ýòîìó ñëó÷àþ. Äîêàæåì,

÷òî ìíîæåñòâî ôóíêöèé ω(·), óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó (2.1) íå ïóñòî.
Íà îòðåçêå [0, 4d/h2] îïðåäåëèì ôóíêöèþ h(·) ïî ïðàâèëó

h(t) = −tβ + λ1 + λ2t
α.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî h(·) íåîòðèöàòåëüíà íà ýòîì îòðåçêå.

Ìîäóëü ôóíêöèè ψ(·) ñâîè çíà÷åíèÿ ïðèíèìàåò èç îòðåçêà [0, 4d/h2]. Äåé-

ñòâèòåëüíî,

0 ⩽ |ψ(ξ)| ⩽ 1

h2

d∑
j=1

|1− eiξjh|2 =
1

h2

d∑
j=1

((1− cos ξjh)
2 + sin2 ξjh)

=
1

h2

d∑
j=1

4 sin2
ξjh

2
⩽

1

h2

d∑
j=1

4 sin2
π

2
=

4d

h2
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

−|ψ(ξ)|β + λ1 + λ2|ψ(ξ)|α ⩾ 0, ∀ ξ ∈ Tdh.

Âûäåëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò, íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî (2.1)

ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ

∣∣∣∣ω(ξ)− λ1(ψ(ξ))
β/2

λ1 + λ2|ψ(ξ)|α

∣∣∣∣ ⩽ √
λ1λ2 |ψ(ξ)|α/2

λ1 + λ2 |ψ(ξ)|α
√
λ1 + λ2 |ψ(ξ)|α − |ψ(ξ)|β

äëÿ ï. â. ξ ∈ Tdh, ïðè÷åì, êàê ïîêàçàíî âûøå, âûðàæåíèå ïîä çíàêîì êîð-

íÿ íåîòðèöàòåëüíî. Îòñþäà, î÷åâèäíî, ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî ôóíêöèé ω(·),
óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó (2.1), íå ïóñòî.

Ïåðåéäåì òåïåðü íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó îöåíêè ñâåðõó äëÿ ïî-

ãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ è äîêàçàòåëüñòâó îïòèìàëüíîñòè ìå-

òîäîâ, óêàçàííûõ â òåîðåìå.

Ïóñòü ôóíêöèÿ ω(·) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (2.1). Îöåíèì ïîãðåøíîñòü

ìåòîäà m̂ω. Ïî îïðåäåëåíèþ, ïîãðåøíîñòü ýòîãî ìåòîäà ðàâíà çíà÷åíèþ ñëå-

äóþùåé çàäà÷è

∥∆β/2f − m̂ω(g)∥l2(Zd
h)

→ max,

∥f − g∥l2(Zd
h)

⩽ δ, ∥∆α/2f∥l2(Zd
h)

⩽ 1, g ∈ l2(Zdh).
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Ïåðåõîäÿ ê îáðàçàì Ôóðüå, ïîëó÷èì ïî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ, ÷òî êâàäðàò

çíà÷åíèÿ ýòîé ðàâåí çíà÷åíèþ òàêîé çàäà÷è

1

(2π)d

∫
Td
h

∣∣∣(ψ(ξ))β/2 F [f ](ξ)− ω(ξ)F [g](ξ)
∣∣∣2 dξ → max,

1

(2π)d

∫
Td
h

|F [f ](ξ)− F [g](ξ)|2 dξ ⩽ δ2,

1

(2π)d

∫
Td
h

|ψ(ξ)|α |F [f ](ξ)|2 dξ ⩽ 1, g ∈ l2(Zdh). (3.8)

Ïóñòü ñíà÷àëà δ ⩾

(
h2

4d

)α/2
. Îöåíèì âûðàæåíèå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà â

ìàêñèìèçèðóåìîì ôóíêöèîíàëå â (3.8). Ïóñòü λ1 è λ2 � òå, ÷òî îïðåäåëå-

íû ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ. Èìååì ïî íåðàâåíñòâó

Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî

|(ψ(ξ))β/2F [f ](ξ)− ω(ξ)F [g](ξ)|2

= |(ψ(ξ))β/2F [f ](ξ)− ω(ξ)F [f ](ξ) + ω(ξ)F [f ](ξ)− ω(ξ)F [g](ξ)|2

= |ω(ξ)(F [f ](ξ)− F [g](ξ)) + F [f ](ξ)((ψ(ξ))β/2 − ω(ξ))|2

=

∣∣∣∣ω(ξ)√
λ1

√
λ1(F [f ](ξ)− F [g](ξ)) +

(ψ(ξ))β/2 − ω(ξ)√
λ2((ψ(ξ))α/2

√
λ2(ψ(ξ))

α/2F [f ](ξ)

∣∣∣∣2

⩽

(
|ω(ξ)|2

λ1
+

|(ψ(ξ))β/2 − ω(ξ)|2

λ2|ψ(ξ)|α

)(
λ1|F [f ](ξ)− F [g](ξ)|2 + λ2|ψ(ξ)|α|F [f ](ξ)|2

)
⩽

(
λ1|F [f ](ξ)− F [g](ξ)|2 + λ2|ψ(ξ)|α|F [f ](ξ)|2

)
Èíòåãðèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì, ÷òî ìàêñèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë â

çàäà÷å (3.8) íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû

λ1δ
2 + λ2 = δ

2(α−β)
α

è çíà÷èò,

e(β,W, δ, m̂ω) ⩽ δ
α−β
α .

Îòñþäà è èç îöåíêè (3.7) ñëåäóåò, ÷òî

δ
α−β
α ⩾ e(β,W, δ, m̂ω) ⩾ E(β,W, δ) ⩾ δ

α−β
α

è çíà÷èò, åñëè δ ⩾

(
h2

4d

)α/2
, òî m̂ω � îïòèìàëüíûé ìåòîä è ïîëó÷åíà íóæíàÿ

îöåíêà ñâåðõó äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ.
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Ïóñòü òåïåðü δ <

(
h2

4d

)α/2
. Îöåíèì ïîãðåøíîñòü ìåòîäà m̂. Â ýòîì ñëó÷àå

îöåíêà âûðàæåíèÿ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà â ìàêñèìèçèðóåìîì ôóíêöèîíàëå çà-

äà÷è (3.8), ó÷èòûâàÿ (3.5), èìååò âèä∣∣∣(ψ(ξ))β/2 F [f ](ξ)− (ψ(ξ))
β/2

F [g](ξ)
∣∣∣2

= |ψ(ξ)|β |F [f ](ξ)− F [g](ξ)|2 ⩽

(
4d

h2

)β
|F [f ](ξ)− F [g](ξ)|2,

îòêóäà

1

(2π)d

∫
Td
h

∣∣∣(ψ(ξ))β/2 F [f ](ξ)− (ψ(ξ))
β/2

F [g](ξ)
∣∣∣2 dξ

⩽
1

(2π)d

∫
Td
h

(
4d

h2

)β
|F [f ](ξ)− F [g](ξ)|2dξ ⩽

(
4d

h2

)β
δ2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì îöåíêè (6) äëÿ ñëó÷àÿ δ <

(
h2

4d

)α/2
, ïîëó÷àåì, ÷òî

ìåòîä m̂ îïòèìàëåí è ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî

âîññòàíîâëåíèÿ, óêàçàííîå â òåîðåìå. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ âñåõ f ∈ l2(Zdh), òàêèõ, ÷òî

∥f∥l2(Zd
h)

⩾

(
h2

4d

)α/2
∥∆α/2

h f∥l2(Zd
h)

(3.9)

ñïðàâåäëèâî òî÷íîå íåðàâåíñòâî

∥∆β/2
h f∥l2(Zd

h)
⩽ ∥f∥1−

β
α

l2(Zd
h)
∥∆α/2

h f∥
β
α

l2(Zd
h)
. (3.10)

Äëÿ âñåõ f ∈ l2(Zdh), òàêèõ, ÷òî

∥f∥l2(Zd
h)

⩽

(
h2

4d

)α/2
∥∆α/2

h f∥l2(Zd
h)

ñïðàâåäëèâî òî÷íîå íåðàâåíñòâî

∥∆β/2
h f∥l2(Zd

h)
⩽

(
4d

h2

)β/2
∥f∥l2(Zd

h)
. (3.11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì íåðàâåíñòâî (3.10). Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ l2(Zdh)
òàêîâà, ÷òî âûïîëíåíî (3.9). ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ f1 = ∥∆α/2

h f∥−1
l2(Zd

h)
f äîïóñòèìà

â çàäà÷å (3.2) ñ

δ =
∥f∥l2(Zd

h)

∥∆α/2
h f∥l2(Zd

h)

. (3.12)
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Çíà÷åíèå ìàêñèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà â çàäà÷å (3.2) íà ýòîé ôóíêöèè íå

áîëüøå çíà÷åíèÿ ñàìîé çàäà÷è, ðàâíîãî âåëè÷èíå ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî

âîññòàíîâëåíèÿ. Òàê êàê δ ⩾
(
h2/4d

)α/2
â ñèëó (3.9), òî çíà÷åíèå ìàêñèìèçè-

ðóåìîãî ôóíêöèîíàëà íà f1 íå áîëüøå δ
(α−β)/α, ò .å.

∥∆β/2
h f∥l2(Zd

h)

∥∆α/2
h f∥l2(Zd

h)

⩽ δ(α−β)/α.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèå äëÿ δ èç (3.12), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (3.10).

Íåðàâåíñòâî (3.11) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
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