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r³|:Ï/ÐTÏ#ÑyÒyÏ
^6Ó/Ô�Õ/Ö/ÓX×3Õ�Ø�Ù�Ú'Û³Ü�Ý:Ó2Þ�Ó�ß�Ó�à3Ü�Ý:Ó�á'â3ã�à	ä³Ü�å�ÕXÙ�Õ�Ø�Ø�Ö/Ó�Ý3Õ/Ù/â:Ü�Ý	á	Ú!æ3Ü�ä³Ü�Ý	á	Ú]Þ�Ó�ß�Ó�à	áJc\á	æ	á'ç�â:ÜTÙLè,Ü�Ö/é

æ	á	ê�Ü
L2

Ý:Óv×	æ#Ú	è,Õ/ëìÙ°Ù�Ü�æ�ç'Ý3Ü�ëì×3Õ�â3ã�×'â:Õ�Ø�ê�Õ�Ø�Ö�á�í�×:Ó�æ:Ó�â	â:Ü�â3î�Ý3Õ/ëïÕ�Ø�áðÓ/Ô�Ø�ñ	á3Ø�Ø�íC×3ÕºØ�â:Ü�ß3ã�òLÛ³Ü�ë
á	Ý3ó]Õ/æ3èTÓ�ñ	á	áôÕ®å�æ:Ó�Ý	á	à	Ý3Õ/ëVóJã�Ý	ê	ñ	á	á�õ6å�æ:Ó�Ý	á	à	Ý:Ó�ÚôóJã�Ý	ê	ñ	á	Úï×	æ	á	Ý:Ó�ß	â:Ü�ö©á	ÖïÝ3Ü�ê�Õ/Ö�Õ/æ3Õ�è6ã÷Ø�Õ�é
Ô�Õ�â:Ü�Ù�Ø�ê�Õ�è6ã�×	æ3Õ�Ø�Ö�æ:Ó�Ý3Ø�Ö�Ù�ã®óJã�Ý	ê	ñ	á	ë�í�ÓsÜ�Ü\×	æ3Ü�Õ�Ô/æ:Ó�Þ�Õ/Ù#Ó�Ý	á3Üsn\ã�æ	î�Ü!á	Þ�Ù�Ü�Ø�Ö�Ý3Õ°×	æ	á3Ô�â3á	ö!Ü�Ý	Ý3Õ�Üø Ù³è,Ü�Ö�æ	á	ê�Ü

L∞ ù Ý:Ó]ê�Õ/Ý3Ü�à	Ý3Õ�èúÕ/Ö�æ3Ü�Þ�ê�Ü�í	Ø�á3è,è,Ü�Ö�æ	á	à	Ý3Õ�èúÕ/Ö�Ý3Õ�Ø�á	Ö�Ü�â3î�Ý3Õ³Ý	ã�â3Ú�û�fJÕ�Ø�Ö�æ3Õ�Ü�ÝºÕ/×	Ö�á'éèTÓ�â3î�Ý	ü2ëýè,Ü�Ö�Õ�ßýÙ�Õ�Ø�Ø�Ö/Ó�Ý3Õ/Ù/â:Ü�Ý	á	ÚýáðÝ:Ó�ë'ß:Ü�Ý3ÕjÖ�Õ/à	Ý3Õ�ÜvÞ�Ý:Ó�à3Ü�Ý	á3Üv×3Õ/å�æ3Ü�ä!Ý3Õ�Ø�Ö�áúÕ/×	Ö�á3èTÓ�â3î�Ý3Õ/å�Õ
Ù�Õ�Ø�Ø�Ö/Ó�Ý3Õ/Ù/â:Ü�Ý	á	Ú�ûyYTâ:Ü�ß3ã�Ü�ÖºÕ/Ö�è,Ü�Ö�á	Ö�î3í�à	Ö�Õ°Õ/×	Ö�á3èTÓ�â3î�Ý	ü2ëìè,Ü�Ö�Õ�ß�á3Ø�×3Õ�â3î�Þ�ã�Ü�Ö�íCÙ�Õ�Õ�Ô/Û³Ü!å�Õ/Ù�Õ/æ#Ú�í
Ý3Ü2Ù�Ø�òVß:Õ�Ø�Ö�ã�×	Ý	ã�òþá	Ý3ó]Õ/æ3èTÓ�ñ	á	ò³í#ÓNÖ�ã�í�ê�Õ/Ö�Õ/æ	ã�ò_á3Ø�×3Õ�â3î�Þ�ã�Ü�Ö�í�Õ/×	æ3Ü�ß:Ü�â:Ü�Ý	Ý	üXèýÕ�Ô/æ:Ó�Þ�Õ�èþÿ�Ø�å�â�Ó�é
ö©á	Ù#Ó/Ü�Ö���û

WLÔ/Û©Ó�ÚVÞ�Ó�ß�Ó�à:ÓýÕ�ÔýÕ/×	Ö�á3èTÓ�â3î�Ý3Õ�èoÙ�Õ�Ø�Ø�Ö/Ó�Ý3Õ/Ù/â:Ü�Ý	á	á â3á	Ý3Ü�ë	Ý3Õ/å�ÕúóJã�Ý	ê	ñ	á3Õ/Ý:Ó�â�ÓðÝ:Óðê'â�Ó/Ø�Ø�Ü
óJã�Ý	ê	ñ	á	ëð×3ÕÁê�Õ/Ý3Ü�à	Ý3Õ/ëúá	Ý3ó]Õ/æ3èTÓ�ñ	á	áïÙ�×3Ü�æ	Ù�üXÜv×3Õ�Ú'Ù�á'â�Ó/Ø�î®Ù�æ:Ó/Ô�Õ/Ö�Ü�������û[U ß�Ó�â3î�Ý3Ü�ë	ä³Ü�è	��Ö/ÓÖ�Ü�èTÓ�Ö�á	ê'Ój×3Õ�â3ã�à	á'â�Óºß:Õ�Ø�Ö/Ó�Ö�Õ/à	Ý3Õ®ä!á	æ3Õ/ê�Õ�Üvæ:Ó�Þ�Ù�á	Ö�á3ÜsÙ�Ø�Ó/è6ü8çðæ:Ó�Þ�Ý	ü8çðÝ:Ó�×	æ:Ó�Ù/â:Ü�Ý	á	Ú�ç ø ã�ê'Ó�é
ö!Ü�ègâ3á	ä!î�Õ�Ô/Þ�Õ/æ	ü
� ������ ù û�WhÖ�è,Ü�Ö�á3èSÜ�Û³Üsæ:Ó/Ô�Õ/Ö�ü
� ������í6å�ß:Üºæ:Ó/Ø�Ø�èTÓ�Ö�æ	á	Ù#Ó�òLÖ�Ø�ÚôÔ�â3á	Þ�ê	á3Üº×3Õ
×3Õ�Ø�Ö/Ó�Ý3Õ/Ù�ê'Ó/èôÞ�Ó�ß�Ó�à	á�û
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∆u(x, y) = 0, (x, y) ∈ R

2, y > 0,

u(·, 0) = f(·),
ø ��û�� ù

Þ�Ó�ê'â3òLà:Ó�òLÛ!ã�òNØ�Ú°Ù³Ý:Ó�ç#Õ�ö³ß:Ü�Ý	á	áÁå�Ó�æ3è,Õ/Ý	á	à3Ü�Ø�ê�Õ/ë�óJã�Ý	ê	ñ	á	á
u(·, ·) Ù³Ù�Ü�æ�ç'Ý3Ü�ëº×3Õ�â3ã�×'â:Õ�Ø�ê�Õ�Ø�Ö�á�íß	â3Ú®ê�Õ/Ö�Õ/æ3Õ/ë

f(·) ∈ L2(R)
Ú'Ù/â3Ú	Ü�Ö�Ø�Ú�å�æ:Ó�Ý	á	à	Ý3Õ/ëðóJã�Ý	ê	ñ	á3Ü�ë�û�^6Ó�Ù�Ü�Ý3Ø�Ö�Ù�Õ

u(·, 0) = f(·) ×3Õ/Ý	á'éèTÓ/Ü�Ö�Ø�ÚÁÖ/Ó�ê�õ
u(·, y) → f(·) ×	æ	á y → 0

Ù?è,Ü�Ö�æ	á	ê�Ü
L2(R)

û
ijü Ô/ã�ß:Ü�ègÖ�æ3Ü�Ô�Õ/Ù#Ó�Ö�îðÜ�Û³Ü�í6à	Ö�Õ�Ô/ü

supy>0 ‖u(·, y)‖L2(R) < ∞ û,U ��Ö�Õ�è Ø�â3ã�à:Ó/Üºæ3Ü�ä³Ü�Ý	á3Ü
Þ�Ó�ß�Ó�à	áºc\á	æ	á'ç�â:Ü]Ü�ß3á	Ý3Ø�Ö�Ù�Ü�Ý	Ý3ÕváºÞ�Ó�ß�Ó/Ü�Ö�Ø�ÚÁá	Ý	Ö�Ü�å�æ:Ó�â:Õ�èôfNã#Ó/Ø�Ø�Õ/Ý:Ó

u(x, y) =

∫

R

P (x− t, y)f(t) dt,

å�ß:Ü
P (x, y) = y

π(x2+y2)

ø Ø�è2û¡í	Ý:Ó�×	æ	á3è,Ü�æ�í � � � ù û^6Ó/Ø�Ø�è,Õ/Ö�æ	á3èô×	æ3Õ�Ø�Ö�æ:Ó�Ý3Ø�Ö�Ù�ÕsóJã�Ý	ê	ñ	á	ë
W

r
2∞(R) =

{
f(·) ∈ L2(R) : f

(r−1)(·) ∈ LAC(R), f (r)(·) ∈ L2(R), F [f ](·) ∈ L∞(R)
}
,

å�ß:Ü
LAC(R)

Õ�Ô�Õ/Þ�Ý:Ó�à:Ó/Ü�Ö�è6Ý3Õ�ö!Ü�Ø�Ö�Ù�Õ®óJã�Ý	ê	ñ	á	ë�Ý:Ó
R
í�Ó/Ô�Ø�Õ�â3òLÖ�Ý3ÕÁÝ3Ü�×	æ3Ü�æ	ü2Ù�Ý	ü8çìÝ:Ó°ê'Ó�ö³ß:Õ�è

ê�Õ/Ý3Ü�à	Ý3Õ�èVÕ/Ö�æ3Ü�Þ�ê�Ü�í
F [f ](·) � ×	æ3Ü�Õ�Ô/æ:Ó�Þ�Õ/Ù#Ó�Ý	á3Ü©n\ã�æ	î�ÜJóJã�Ý	ê	ñ	á	á

f(·) ∈ L2(R)
û

WLÔ�Õ/Þ�Ý:Ó�à	á3èôà3Ü�æ3Ü�Þ
W r

2∞(R)
Ø�Õ�Ô�Õ�â:Ü�Ù�Ø�ê	á	ëjê'â�Ó/Ø�Ø\óJã�Ý	ê	ñ	á	ëºÝ:Ó!×	æ#Ú	è,Õ/ë

W r
2∞(R) =

{
f(·) ∈ W

r
2∞(R) :

∥∥f (r)(·)
∥∥
L2(R)

6 1
}
.

Y�Ö/Ó�Ù�á	Ö�Ø�ÚþÞ�Ó�ß�Ó�à:ÓðÕðÝ:Ó�á'â3ã�à	ä³Ü�èSÙ�Õ�Ø�Ø�Ö/Ó�Ý3Õ/Ù/â:Ü�Ý	á	á óJã�Ý	ê	ñ	á	á
u(·, Y ) �

æ3Ü�ä³Ü�Ý	á	áVÞ�Ó�ß�Ó�à	á
c\á	æ	á'ç�â:ÜvÝ:Ó°×	æ#Ú	è,Õ/ë

y = Y
í�å�ß:Ü

Y > 0
í�×3ÕjØ�â:Ü�ß3ã�òLÛ³Ü�ëðá	Ý3ó]Õ/æ3èTÓ�ñ	á	áïÕÁå�æ:Ó�Ý	á	à	Ý3Õ/ëýóJã�Ý	ê'é

ñ	á	á
f(·) ∈ W r

2∞(R)
õ,Þ�Ó�ß�Ó�Ý3Õ�×	æ	á3Ô�â3á	ö!Ü�Ý	Ý3ÕðÜ�Üº×	æ3Ü�Õ�Ô/æ:Ó�Þ�Õ/Ù#Ó�Ý	á3Ü®n\ã�æ	î�Ü

F [f ](·) Ý:Ó®Õ/Ö�æ3Ü�Þ�ê�Ü
[−σ, σ] í σ > 0

í�Ù�è,Ü�Ö�æ	á	ê�Ü
L∞([−σ, σ]) í[Ö�û[Ü�û�á	Þ�Ù�Ü�Ø�Ö�Ý:ÓjóJã�Ý	ê	ñ	á	Ú g(·) ∈ L∞([−σ, σ]) Ö/Ó�ê'Ó�Ú�íà	Ö�Õ ‖F [f ](·)− g(·)‖L∞([−σ,σ]) 6 δ

í	å�ß:Ü
δ > 0

û
a�Ó�ß�Ó�à:Ó\Õ/×	Ö�á3èTÓ�â3î�Ý3Õ/å�Õ\Ù�Õ�Ø�Ø�Ö/Ó�Ý3Õ/Ù/â:Ü�Ý	á	Ú

u(·, Y )
×3Õ/Ý	á3èTÓ/Ü�Ö�Ø�ÚsØ�â:Ü�ß3ã�òLÛ!á3èðÕ�Ô/æ:Ó�Þ�Õ�è2û�MJòNÔ�Õ�ÜÕ/Ö�Õ�Ô/æ:Ó�ö!Ü�Ý	á3Ü

m : L∞[−σ, σ] → L2(R)
Õ�Ô���Ú'Ù/â3Ú	Ü�Ö�Ø�Ú������������������� ! !��"�#$���!%���#$&(':û*)���+-,.��/�0

#$�� !��1 ��Ö�Õ/å�Õ?è,Ü�Ö�Õ�ß�Ó?Õ/×	æ3Ü�ß:Ü�â3Ú	Ü�Ö�Ø�ÚÁÙ�Ü�â3á	à	á	Ý3Õ/ë
e
(
Y,W r

2∞(R), δ, σ,m
)
= sup

f(·)∈W r
2∞

(R),
g(·)∈L∞[−σ, σ],

‖F [f ](·)−g(·)‖L∞[−σ,σ]6δ

∥∥u(·, Y )−m(g(·))
∥∥
L2(R)

.

H]Ó/ØJá	Ý	Ö�Ü�æ3Ü�Ø�ã�Ü�ÖvÙ�Ü�â3á	à	á	Ý:Ó
E
(
Y,W r

2∞(R), δ, σ
)
= inf

m:L∞[−σ,σ]→L2(R)
e
(
Y,W r

2∞(R), δ, σ,m
)
,

ê�Õ/Ö�Õ/æ:Ó�ÚïÝ:Ó�Þ�ü2Ù#Ó/Ü�Ö�Ø�Ú32$��+-,.��/�#$�� !��1
45��2$��&(�6"7%$1
#$��+8�9���� ! !��"�#$���!%���#$&(':í[áðÖ�Üvè,Ü�Ö�Õ�ß3ü
m̂
í�Ý:Ó

ê�Õ/Ö�Õ/æ	ü8çÁÝ	á	ö©Ý	Ú'Úºå�æ:Ó�Ý	î©ß:Õ�Ø�Ö�á	å�Ó/Ü�Ö�Ø�Ú�õ
E
(
Y,W r

2∞(R), δ, σ
)
= e
(
Y,W r

2∞(R), δ, σ, m̂
)
.

: Ö�ájè,Ü�Ö�Õ�ß3üdè6ü Ý:Ó�Þ�ü2Ù#Ó/Ü�è;��2$��&(�6"7%$1
#$<=�6&>����������"7�6&?���� ! !��"�#$���!%���#$&(':û
pJÜ�â3î�ò æ:Ó/Ô�Õ/Ö�üþÚ'Ù/â3Ú	Ü�Ö�Ø�Úv×3Õ�Ø�Ö�æ3Õ�Ü�Ý	á3ÜNÕ/×	Ö�á3èTÓ�â3î�Ý3Õ/å�Õ©è,Ü�Ö�Õ�ß�Ó\ávÝ:Ó�ç#Õ�ö³ß:Ü�Ý	á3ÜJØ�Õ�Õ/Ö�Ù�Ü�Ö�Ø�Ö�Ù�ã#éòLÛ³Ü�ëº×3Õ/å�æ3Ü�ä!Ý3Õ�Ø�Ö�á�Õ/×	Ö�á3èTÓ�â3î�Ý3Õ/å�ÕvÙ�Õ�Ø�Ø�Ö/Ó�Ý3Õ/Ù/â:Ü�Ý	á	ÚjÙ©×3Õ�Ø�Ö/Ó�Ù/â:Ü�Ý	Ý3Õ/ë�Þ�Ó�ß�Ó�à3Ü�û



�\���	�� ����v���h
 - ��������$ - 
��C��$	�C�X"[���v��$	���Á��������/�v=©�#"����'�C� �

� E
	®{:w6z���,Òywy{:|���x�{���Ñy{:|:Ñy{���{ìwyÏ
������ 	�x 	�x
��Ï#{:wyÏ�zLx B:E��h 3�����

δ > 0
*
σ > 0

*
σ̂ =

(
π(2r+1)

δ2

)1/(2r+1) *
σ0 = min{σ, σ̂} 7�� ��� - �

m̂ : L∞[−σ, σ] → L2(R)
* �[���C����
� ����!�	�Á
 - ��"���������2 #" �'�h1 - 1#"���
��	�� 

F
[
m̂(g(·))

]
(ξ) =




e−Y |ξ|

(
1− e−2Y (σ0−|ξ|)

(
ξ
σ0

)2r)
g(ξ), |ξ| 6 σ0,

0, |ξ| > σ0,

�'
����������!� - 1C���3��������$	0X� 7 � -�" "[���!$ - ����� - 1C���3��������$ -�"/- 
 - ��������$ - 
��C��$	���j�3�������\
��#�

E
(
Y,W r

2∞(R), δ, σ
)
=

√
δ2

2πY

(
1− e−2Y σ0

)
+ e−2Y σ0

(
1

σ2r0
− δ2σ0
π(2r + 1)

)
.

# E%$®{���x �#x 	'Ï&����
	'|:{ 	'Ï#{:wyÏ�z�' B
(*) Ï#Ñ ��x ��ÑyÒ=����+y{���wyÏ-,�Ñy{��
	'Ò÷{�+ 	'Ò6zLx���:Ñy{���{�|:{��
�
	�x	Ñy{:|�,Ï#ÑyÒ%.TE�fJÕ/ê'Ó�ö!Ü�è2í3à	Ö�Õ³×3Õ�é

å�æ3Ü�ä!Ý3Õ�Ø�Ö�îºÕ/×	Ö�á3èTÓ�â3î�Ý3Õ/å�Õ°Ù�Õ�Ø�Ø�Ö/Ó�Ý3Õ/Ù/â:Ü�Ý	á	Ú
E(Y,W r

2∞(R), δ, σ)
Ý3Ü!è,Ü�Ý	î�ä³Ü!Þ�Ý:Ó�à3Ü�Ý	á	Ú�Ø�â:Ü�ß3ã#é

òLÛ³Ü�ë ��ê�Ø�Ö�æ3Ü�èTÓ�â3î�Ý3Õ/ë�Þ�Ó�ß�Ó�à	á�õ
∥∥u(·, Y )

∥∥
L2(R)

→ max, f(·) ∈W r
2∞(R),

∥∥F [f ](·)
∥∥
L∞([−σ,σ])

6 δ,
ø0/ û�� ù

Ö�û3Ü�û'Ù�Ü�æ�ç'Ý3Ü�ëjå�æ:Ó�Ý	ájèTÓ�ê�Ø�á3è6á	Þ�á	æ	ã�Ü�è,Õ/å�Õ°óJã�Ý	ê	ñ	á3Õ/Ý:Ó�â�Ó³×	æ	áºß�Ó�Ý	Ý	ü8çÁÕ/å�æ:Ó�Ý	á	à3Ü�Ý	á	Ú�ç�û
fNã�Ø�Ö�î

f(·) � ß:Õ/×	ã�Ø�Ö�á3èTÓ�Ú!óJã�Ý	ê	ñ	á	ÚJÙhÞ�Ó�ß�Ó�à3Ü ø0/ û�� ù û�a�Ó/è,Ü�Ö�á3è2í�à	Ö�ÕhÜ�Ø�â3á f(·) ß:Õ/×	ã�Ø�Ö�á3èTÓ'í�Ö�Õá −f(·) Ö�Õ�ö!Ü�ß:Õ/×	ã�Ø�Ö�á3èTÓNá³Ü�ë©Ø�Õ�Õ/Ö�Ù�Ü�Ö�Ø�Ö�Ù�ã�Ü�Ö]æ3Ü�ä³Ü�Ý	á3Ü −u(·, Y )
û/Z[Õ/å�ß�Óhß	â3Ú\â3òNÔ�Õ/å�ÕNè,Ü�Ö�Õ�ß�Ó

má3è,Ü�Ü�è
2
∥∥u(·, Y )

∥∥
L2(R)

=
∥∥u(·, Y )−m(0)− (−u(·, Y )−m(0))

∥∥
L2(R)

6
∥∥u(·, Y )−m(0)

∥∥
L2(R)

+
∥∥− u(·, Y )−m(0)

∥∥
L2(R)

6 2 sup
f(·)∈W r

2∞(R),

‖F [f ](·)‖L∞([−σ,σ])6δ

∥∥u(·, Y )−m(0)
∥∥
L2(R)

6 2 sup
f(·)∈W r

2∞(R),

g(·)∈L∞([−σ,σ]),

‖F [f ](·)−g(·)‖L∞([−σ,σ])6δ

∥∥u(·, Y )−m(g(·))
∥∥
L2(R)

= 2 e
(
Y,W r

2∞(R), δ, σ,m
)
.

ZyÓ�ê	á3èôÕ�Ô/æ:Ó�Þ�Õ�è2í
∥∥u(·, Y )

∥∥
L2(R)

6 e
(
Y,W r

2∞(R), δ, σ,m
)
.

fJÜ�æ3Ü�ç#Õ�ß3Ú°Ø�â:Ü�Ù#Ó\êsÙ�Ü�æ�ç'Ý3Ü�ë°å�æ:Ó�Ý	á°×3Õ\Ù�Ø�Ü�èìß:Õ/×	ã�Ø�Ö�á3è6üXèúóJã�Ý	ê	ñ	á	Ú	è
f(·) í'Ó\Ø�×	æ:Ó�Ù#Ó\êsÝ	á	ö©Ý3Ü�ëå�æ:Ó�Ý	áÁ×3Õ©Ù�Ø�Ü�è÷è,Ü�Ö�Õ�ß�Ó/è

m : L∞

(
[−σ, σ]

)
→ L2(R)

í	×3Õ�â3ã�à:Ó/Ü�è
E
(
Y,W r

2∞(R), δ, σ
)
> sup

f(·)∈W r
2∞(R),

‖F [f ](·)‖L∞([−σ,σ])6δ

∥∥u(·, Y )
∥∥
L2(R)

,

Ö�û3Ü�û
E
(
Y,W r

2∞(R), δ, σ
)
> S,

ø0/ û � ù
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å�ß:Ü

S �
Þ�Ý:Ó�à3Ü�Ý	á3Ü]Þ�Ó�ß�Ó�à	á ø0/ û�� ù ûH]Ó�ë'ß:Ü�èjÙ�Ü�â3á	à	á	Ý	ã

S
í�æ3Ü�ä!á	ÙXÞ�Ó�ß�Ó�à	ã ø0/ û�� ù û�ZyÓ�ê!ê'Ó�ê F [u(·, Y )](ξ) = e−Y |ξ| F [f ](ξ)

ß	â3ÚJÙ�Ø�Ü�ç
ξ ∈ R

ø Ø�è2û¡í[Ý:Ó�×	æ	á3è,Ü�æ�í � � � ù í�Ö�ÕjØ�Õ/å�â�Ó/Ø�Ý3ÕjÖ�Ü�Õ/æ3Ü�è,ÜsfLâ�Ó�Ý	ä³Ü�æ3Ü�â3Ú�í[ê	Ù#Ó�ß3æ:Ó�Ö�Þ�Ý:Ó�à3Ü�Ý	á	ÚðÞ�Ó�ß�Ó�à	áø0/ û�� ù æ:Ó�Ù�Ü�ÝÁÞ�Ý:Ó�à3Ü�Ý	á	òSØ�â:Ü�ß3ã�òLÛ³Ü�ëÁÞ�Ó�ß�Ó�à	á�õ
1

2π

∫

R

e−2Y |ξ|
∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ → max,

∣∣F [f ](ξ)
∣∣2 6 δ2

ß	â3Ú°×�û�Ù3û
ξ ∈ [−σ, σ], 1

2π

∫

R

ξ2r
∣∣F [f ](ξ)

∣∣2dξ 6 1.

ø0/ û / ù

Y�Õ/×3Õ�Ø�Ö/Ó�Ù�á3è÷ß�Ó�Ý	Ý3Õ/ëÁÞ�Ó�ß�Ó�à3Ü\óJã�Ý	ê	ñ	á	òdM\Ó�å�æ:Ó�Ý	ö³Ó

L
(
f(·), λ1(·), λ2

)
= − 1

2π

∫

R

e−2Y |ξ|
∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ

+

σ∫

−σ

λ1(ξ)
(∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 − δ2
)
dξ + λ2


 1

2π

∫

R

ξ2r
∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ − 1


 .

ø0/ û � ù

�jÏ�zNzLxbB:E �8���	�ô$����#�3 C���!���2 	$	���	���
λ̂1(·) ∈ L∞([−σ, σ]) * λ̂1(·) > 0

* �/�C��� -
λ̂2 > 0

�
� - 1� 3�����3��� �Á
v���������� ø0/ û / ù �2 	$	���	��� f̂(·) �����	�C� * ��� -

(a) L
(
f̂(·), λ̂1(·), λ̂2

)
= min

f(·)∈L2(R)
L
(
f(·), λ̂1(·), λ̂2

) *

(b)

σ∫

−σ

λ̂1(ξ)
(∣∣F [f̂ ](ξ)

∣∣2 − δ2
)
dξ = 0

*

(c) λ̂2


 1

2π

∫

R

ξ2r
∣∣F [f̂ ](ξ)

∣∣2 dξ − 1


 = 0,

� -
f̂(·) � "[���v��$	�C�L��������/� ø0/ û / ù 7
C
fNã�Ø�Ö�î

f(·) � ß:Õ/×	ã�Ø�Ö�á3èTÓ�ÚôóJã�Ý	ê	ñ	á	ÚïÙ ø0/ û / ù û,Z[Õ/å�ß�Ó'íTã�à	á	Ö�ü2Ù#Ó�Ú ��Ö�ÕìÕ�Ô�Ø�Ö�Õ�Ú'Ö�Ü�â3î�Ø�Ö�Ù�Õ	í
Ó³Ö/Ó�ê	ö!Ü]Ý3Ü�Õ/Ö�æ	á	ñ:Ó�Ö�Ü�â3î�Ý3Õ�Ø�Ö�î

λ1(·)
á
λ2
í'ã�Ø�â:Õ/Ù�á	Ú

(a), (b), (c)
í�×3Õ�â3ã�à	á3è

− 1

2π

∫

R

e−2Y |ξ|
∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ > − 1

2π

∫

R

e−2Y |ξ|
∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ +
σ∫

−σ

λ̂1(ξ)
(∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 − δ2
)
dξ

+ λ̂2


 1

2π

∫

R

ξ2r
∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ − 1


 = L

(
f(·), λ̂1(·), λ̂2

) (a)

> L
(
f̂(·), λ̂1(·), λ̂2

)

= − 1

2π

∫

R

e−2Y |ξ|
∣∣F [f̂ ](ξ)

∣∣2 dξ +
σ∫

−σ

λ̂1(ξ)
(∣∣F [f̂ ](ξ)

∣∣2 − δ2
)
dξ

+ λ̂2


 1

2π

∫

R

ξ2r
∣∣F [f̂ ](ξ)

∣∣2 dξ − 1


 (b), (c)

= − 1

2π

∫

R

e−2Y |ξ|
∣∣F [f̂ ](ξ)

∣∣2 dξ,

Ö�û3Ü�û
f̂(·) � æ3Ü�ä³Ü�Ý	á3ÜJÞ�Ó�ß�Ó�à	á ø0/ û / ù û B



�\���	�� ����v���h
 - ��������$ - 
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U8Õ�Ø�×3Õ�â3î�Þ�ã�Ü�è,Ø�ÚÁÖ�Ü�×3Ü�æ	î©â:Ü�è,è,Õ/ë ��í'à	Ö�Õ�Ô/ü Ý:Ó�ë	Ö�áÁæ3Ü�ä³Ü�Ý	á3ÜJÞ�Ó�ß�Ó�à	á ø0/ û / ù û	^6Ó/Ø�Ø�è,Õ/Ö�æ	á3è÷ß3Ù#ÓØ�â3ã�à:Ó�Ú�û
��û	fNã�Ø�Ö�î

σ > σ̂
û3fJÕ�â:Õ�ö©á3è

λ̂1(ξ) =





1
2π

(
e−2Y |ξ| − e−2Y σ̂

(
ξ
σ̂

)2r)
, |ξ| 6 σ̂,

0, |ξ| > σ̂,

λ̂2 =
e−2Y σ̂

σ̂2r
,

óJã�Ý	ê	ñ	á	Ú
f̂(·) Ö/Ó�ê�Õ/Ù#Ó'í:à	Ö�Õ©Ü�ÜJ×	æ3Ü�Õ�Ô/æ:Ó�Þ�Õ/Ù#Ó�Ý	á3Ü©n\ã�æ	î�ÜJá3è,Ü�Ü�Ö?Ù�á'ß

∣∣F [f̂ ](ξ)
∣∣ =

{
δ, |ξ| 6 σ̂,

0, |ξ| > σ̂.

fNæ3Õ/Ù�Ü�æ	á3èdÙ�ü2×3Õ�â3Ý3Ü�Ý	á3Ü°ã�Ø�â:Õ/Ù�á	ëïâ:Ü�è,è6ü]ûTWhà3Ü�Ù�á'ß3Ý3Õ	í6à	Ö�Õ
λ̂1(·) > 0

í
λ̂2 > 0

í[áï×	æ3Õ�Ø�Ö/Ó�Ú
×	æ3Õ/Ù�Ü�æ	ê'Óý×3Õ/ê'Ó�Þ�ü2Ù#Ó/Ü�Ö�íhà	Ö�ÕýóJã�Ý	ê	ñ	á	Ú

f̂(·) ß:Õ/×	ã�Ø�Ö�á3èTÓýÙúÞ�Ó�ß�Ó�à3Ü ø0/ û / ù áþÙ�ü2×3Õ�â3Ý3Ü�Ý	ü ã�Ø�â:Õ�é
Ù�á	Ú

(b)
á
(c)

â:Ü�è,è6ü]û6fNæ3Õ/Ù�Ü�æ	á3èdÙ�ü2×3Õ�â3Ý3Ü�Ý	á3Üsã�Ø�â:Õ/Ù�á	Ú
(a)
û�c]â3Ú ��Ö�Õ/å�ÕjÞ�Ó�×	á	ä³Ü�ègóJã�Ý	ê	ñ	á	ò

M\Ó�å�æ:Ó�Ý	ö³Ó ø0/ û � ù Ù?Ù�á'ß:Ü

L (f(·), λ1(·), λ2) = − 1

2π

∫

R

e−2Y |ξ|
∣∣∣F [f ](ξ)

∣∣∣
2
dξ

+

σ∫

−σ

λ1(ξ)
(∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 − δ2
)
dξ + λ2


 1

2π

∫

R

ξ2r
∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ − 1




=
1

2π

∫

R

(
− e−2Y |ξ| + 2πλ1(ξ)χ[−σ, σ](ξ) + λ2 ξ

2r
)∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ −


δ2

σ∫

−σ

λ1(ξ) dξ + λ2


 ,

å�ß:Ü
χ[−σ, σ](·) � ç�Ó�æ:Ó�ê	Ö�Ü�æ	á3Ø�Ö�á	à3Ü�Ø�ê'Ó�Ú®óJã�Ý	ê	ñ	á	ÚºÕ/Ö�æ3Ü�Þ�ê'Ó

[−σ, σ] ûWhñ3Ü�Ý	á3è÷×3Ü�æ	Ù�Õ�Ü]Ø�â�Ó�å�Ó/Ü�è,Õ�Ü]×3Õ�â3ã�à3Ü�Ý	Ý3Õ/å�Õ?Ù�ü2æ:Ó�ö!Ü�Ý	á	ÚjØ
λ1(·) = λ̂1(·)

á
λ2 = λ̂2

õ
1

2π

∫

R

(
− e−2Y |ξ| + 2πλ̂1(ξ) · χ[−σ, σ](ξ) + λ̂2 ξ

2r
)∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ

=
1

2π

σ̂∫

−σ̂

(
− e−2Y |ξ| +2πλ̂1(ξ)+λ̂2 ξ

2r
)∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ+ 1

2π

∫

R\[−σ̂;σ̂]

(
− e−2Y |ξ| +λ̂2ξ

2r
)∣∣F [f ](ξ)

∣∣2dξ

=
1

2π

σ̂∫

−σ̂

(
− e−2Y |ξ| + 2π

1

2π

(
e−2Y |ξ| − λ̂2 ξ

2r
)
+ λ̂2 ξ

2r

)∣∣F [f ](ξ)
∣∣2 dξ

+
1

2π

∫

R\[−σ̂; σ̂]

(
− e−2Y |ξ| + λ̂2ξ

2r
) ∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ

=
1

2π

∫

R\[−σ̂; σ̂]

e−2Y σ̂

((
ξ

σ̂

)2r

− e−2Y (|ξ|−σ̂)

)
∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ > 0.
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HJÕ?Ü�Ø�â3á

f(·) = f̂(·) í	Ö�Õ
1

2π

∫

R

(
− e−2Y |ξ| + 2πλ̂1(ξ)χ[−σ, σ](ξ) + λ̂2 ξ

2r

) ∣∣F [f̂ ](ξ)
∣∣2 dξ

=
1

2π

σ̂∫

−σ̂

(
−e−2Y |ξ| + 2π

1

2π

(
e−2Y |ξ| − λ̂2 ξ

2r
)
+ λ̂2 ξ

2r

)
δ2 dξ = 0.

YTâ:Ü�ß:Õ/Ù#Ó�Ö�Ü�â3î�Ý3Õ	í�Ù�ü2×3Õ�â3Ý3Ü�Ý3Õhá]ã�Ø�â:Õ/Ù�á3Ü
(a)

â:Ü�è,è6ü]í�á]Ö�Ü�èÁØ�Ó/è6üXè
f̂(·) � æ3Ü�ä³Ü�Ý	á3Ü,Þ�Ó�ß�Ó�à	á ø0/ û / ù ûZyÓ�ê	á3èôÕ�Ô/æ:Ó�Þ�Õ�è2í

S2 =
1

2π

∫

R

e−2Y |ξ|
∣∣F [f̂ ](ξ)

∣∣2 dξ = −L
(
f̂(·), λ̂1(·), λ̂2

)

= δ2
σ∫

−σ

λ̂1(ξ) dξ + λ̂2 =
δ2

2πY

(
1− e−2Y σ̂

)
.

U8è,Ü�Ø�Ö�Ü]Ø]ó]Õ/æ3è6ã�â:Õ/ë ø0/ û � ù ��Ö�Õ?Õ/Þ�Ý:Ó�à:Ó/Ü�Ö�í:à	Ö�Õ³Ù?æ:Ó/Ø�Ø�èTÓ�Ö�æ	á	Ù#Ó/Ü�è,Õ�èVØ�â3ã�à:Ó/Ü

E
(
Y,W r

2∞(R), δ, σ
)
>

√
δ2

2πY

(
1− e−2Y σ̂

)
.

ø0/ û � ù
�'û3fNã�Ø�Ö�î

σ < σ̂
û	fJÕ�â:Õ�ö©á3è

λ̂1(ξ) =





1
2π

(
e−2Y |ξ| − e−2Y σ

(
ξ
σ

)2r)
, |ξ| 6 σ,

0, |ξ| > σ,

λ̂2 =
e−2Y σ

σ2r
,

∣∣F [f̂ ](ξ)]
∣∣ =





δ, |ξ| < σ,

C δ(ξ ± σ), |ξ| = σ,

0, |ξ| > σ,

å�ß:Ü
C2 = π

σ2r − δ2 σ
2r+1

í3Ó
δ(·) � ß:Ü�â3î�Ö/Ó�é�óJã�Ý	ê	ñ	á	ÚÁÙ?Ö�Õ/à	ê�Ü

ξ0
û

fNæ3Õ/Ù�Ü�æ	á3è_Ù�ü2×3Õ�â3Ý3Ü�Ý	á3Ü?ã�Ø�â:Õ/Ù�á	ë�â:Ü�è,è6ü ��û[Whà3Ü�Ù�á'ß3Ý3Õ	í�à	Ö�Õ
λ̂1(·) >0

á
λ̂2 > 0

û[n\ã�Ý	ê	ñ	á	Ú
f(·) ß:Õ/×	ã�Ø�Ö�á3èTÓ©Ù ø0/ û / ù û#c!Ü�ë3Ø�Ö�Ù�á	Ö�Ü�â3î�Ý3Õ	í |F [f̂ ](ξ)|2 6 δ2

ß	â3Úº×�û�Ù3û
ξ ∈ [−σ, σ] û#c³Ó�â:Ü�Ü�í

1

2π

∫

R

ξ2r
∣∣F [f̂ ](ξ)

∣∣2 dξ = 1

2π

(
2δ2

σ2r+1

2r + 1
+ 2C2σ2r

)

=
1

2π

(
2δ2

σ2r+1

2r + 1
+ 2

(
π

σ2r
− δ2σ

2r + 1

)
σ2r
)

= 1.

Whà3Ü�Ù�á'ß3Ý3Õ	í�à	Ö�ÕJã�Ø�â:Õ/Ù�á	Ú
(b)

á
(c)

â:Ü�è,è6ü÷Ù�ü2×3Õ�â3Ý	Ú'òLÖ�Ø�Ú�û#fNæ3Õ/Ù�Ü�æ	á3èìÙ�ü2×3Õ�â3Ý3Ü�Ý	á3ÜXã�Ø�â:Õ/Ù�á	Ú
(a)
û

k]Ó�êÁáÁæ:Ó�Ý	î�ä³Ü�í	×	æ3Ü�Õ�Ô/æ:Ó�Þ�ã�Ü�èôóJã�Ý	ê	ñ	á	òdM\Ó�å�æ:Ó�Ý	ö³Ó©êºÙ�á'ß3ã
L
(
f(·), λ1(·), λ2

)
=

1

2π

∫

R

(
− e−2Y |ξ| + 2πλ1(ξ)χ[−σ, σ](ξ) + λ2 ξ

2r
)∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ

−


δ2

σ∫

−σ

λ1(ξ) dξ + λ2


 .
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Whñ3Ü�Ý	á	Ù#Ó�Úº×3Ü�æ	Ù�Õ�Ü\Ø�â�Ó�å�Ó/Ü�è,Õ�Ü]×3Õ�â3ã�à3Ü�Ý	Ý3Õ/å�Õ?Ù�ü2æ:Ó�ö!Ü�Ý	á	ÚjØ
λ1(·) = λ̂1(·)

á
λ2 = λ̂2

í	×3Õ�â3ã�à:Ó/Ü�è
1

2π

∫

R

(
− e−2Y |ξ| + 2πλ̂1(ξ)χ[−σ, σ] + λ̂2 ξ

2r
)∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ

=
1

2π

∫

|ξ|>σ

e−2Y σ

((
ξ

σ

)2r

− e−2Y (|ξ|−σ)

)
∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ > 0.

fNæ	á ��Ö�Õ�ègÞ�Ý:Ó�à3Ü�Ý	á3Ü ��Ö�Õ/å�Õ�Ø�â�Ó�å�Ó/Ü�è,Õ/å�Õ�Ý:Ó®óJã�Ý	ê	ñ	á	á
f̂(·) í,ê'Ó�êúÝ3Ü�Ö�æ	ã�ß3Ý3Õ®×	æ3Õ/Ù�Ü�æ	á	Ö�î3í,æ:Ó�Ù�Ý3ÕÝ	ã�â3ò³û:YTâ:Ü�ß:Õ/Ù#Ó�Ö�Ü�â3î�Ý3Õ	í

f̂(·) � æ3Ü�ä³Ü�Ý	á3ÜJÞ�Ó�ß�Ó�à	á ø0/ û / ù í'á�í	Þ�Ý:Ó�à	á	Ö�í

S2 =
1

2π

∫

R

e−2Y |ξ|
∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ = −L
(
f̂(·), λ̂1(·), λ̂2

)

= δ2
σ∫

−σ

λ̂1(ξ) dξ + λ̂2 =
δ2

2πY

(
1− e−2Y σ

)
+ e−2Y σ

(
1

σ2r
− σ

σ̂2r+1

)
.

WhÖ�Ø�ò8ß�Ó³áÁá	Þ]ó]Õ/æ3è6ã�â3ü ø0/ û � ù Ø�â:Ü�ß3ã�Ü�Ö�í:à	Ö�Õ³Ù?æ:Ó/Ø�Ø�èTÓ�Ö�æ	á	Ù#Ó/Ü�è,Õ�èVØ�â3ã�à:Ó/Ü

E
(
Y,W r

2∞(R), δ, σ
)
>

√
δ2

2πY

(
1− e−2Y σ

)
+ e−2Y σ

(
1

σ2r
− σ

σ̂ 2r+1

)
.

ø0/ û � ù
(*) Ï#Ñ ��x?��|:Ï#w�� �ýÒú{�+ 	'Ò6zLx���:Ñ '��÷zLÏ�	'{�Ð2ECfJÕ/ê'Ó�ö!Ü�è2í3à	Ö�Õ³è,Ü�Ö�Õ�ß

m̂
á	ÞJó]Õ/æ3è6ã�â3á	æ3Õ/Ù�ê	á

Ö�Ü�Õ/æ3Ü�è6ü Ú'Ù/â3Ú	Ü�Ö�Ø�ÚjÕ/×	Ö�á3èTÓ�â3î�Ý	üXè2û�Y�Ý3Õ/Ù#Ó³æ:Ó/Ø�Ø�è,Õ/Ö�æ	á3èúß3Ù#Ó©Ø�â3ã�à:Ó�Ú�û
��û�fNã�Ø�Ö�î

σ > σ̂
û�U�ü2ä³ÜTß	â3Ú]ß�Ó�Ý	Ý3Õ/å�ÕNØ�â3ã�à:Ó�Ú!Ô/ü8â3á³Õ/×	æ3Ü�ß:Ü�â:Ü�Ý	ü÷óJã�Ý	ê	ñ	á	Ú

λ̂1(·)
á!à	á3Ø�â:Õ

λ̂2
ûWLÔ�Õ/Þ�Ý:Ó�à	á3è

a1(ξ) =




1− e−2Y (σ̂−|ξ|)

(
ξ
σ̂

)2r
, |ξ| 6 σ̂,

0, |ξ| > σ̂.fJÕ/å�æ3Ü�ä!Ý3Õ�Ø�Ö�îvè,Ü�Ö�Õ�ß�Ó
m̂
æ:Ó�Ù�Ý:Ó'í	×3Õ³Õ/×	æ3Ü�ß:Ü�â:Ü�Ý	á	ò³í	Þ�Ý:Ó�à3Ü�Ý	á	ò Ø�â:Ü�ß3ã�òLÛ³Ü�ë ��ê�Ø�Ö�æ3Ü�èTÓ�â3î�Ý3Õ/ë

Þ�Ó�ß�Ó�à	á�õ
∥∥u(·, Y )− m̂(g)(·)

∥∥
L2(R)

→ max,
∥∥F [f ](·)− g(·)

∥∥
L∞([−σ,σ])

6 δ,
∥∥f (r)(·)

∥∥
L2(R)

6 1.

fNæ	á3è,Ü�Ý	Ú'Ú°Ö�Ü�Õ/æ3Ü�è6ã°fLâ�Ó�Ý	ä³Ü�æ3Ü�â3Ú�í'×3Õ�â3ã�à	á3è2í	à	Ö�Õ!ê	Ù#Ó�ß3æ:Ó�Ö©Þ�Ý:Ó�à3Ü�Ý	á	Ú ��Ö�Õ/ëºÞ�Ó�ß�Ó�à	áÁæ:Ó�Ù�Ü�ÝºÞ�Ý:Ó�é
à3Ü�Ý	á	ò Ø�â:Ü�ß3ã�òLÛ³Ü�ëºÞ�Ó�ß�Ó�à	á�õ

1

2π

∫

R

∣∣e−Y |ξ|
(
F [ft](ξ)− a1(ξ)g(ξ)

)∣∣2 dξ → max,

∣∣F [f ](ξ)− g(ξ)
∣∣2 6 δ2

×	æ	áº×�û�Ù3û |ξ| 6 σ,
1

2π

∫

R

ξ2r
∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ 6 1.

ø0/ û � ù

i®Ó�ê�Ø�á3è6á	Þ�á	æ	ã�Ü�è6ü2ë�Ù ø0/ û � ù óJã�Ý	ê	ñ	á3Õ/Ý:Ó�âÁ×	æ3Ü�ß:Ø�Ö/Ó�Ù�á3èôÙ©Ù�á'ß:Ü]Ø�ã'è,è6ü_ß3Ù�ã#ç°á	Ý	Ö�Ü�å�æ:Ó�â:Õ/Ù3õ
1

2π

∫

R

e−2Y |ξ|
∣∣F [f ](ξ)− a1(ξ)g(ξ))

∣∣2 dξ

=
1

2π

σ̂∫

−σ̂

e−2Y |ξ|
∣∣F [f ](ξ)− a1(ξ)g(ξ)

∣∣2 dξ + 1

2π

∫

|ξ|>σ̂

e−2Y |ξ|
∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ.
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Whñ3Ü�Ý	á3èS×3Õ�ß3ü2Ý	Ö�Ü�å�æ:Ó�â3î�Ý3Õ�Ü®Ù�ü2æ:Ó�ö!Ü�Ý	á3ÜjÙì×3Ü�æ	Ù�Õ�èAØ�â�Ó�å�Ó/Ü�è,Õ�è2í�á3Ø�×3Õ�â3î�Þ�ã�Ú÷Ý3Ü�æ:Ó�Ù�Ü�Ý3Ø�Ö�Ù�ÕïkJÕ�é
ä!á

��� ã�Ý	Ú'ê�Õ/Ù�Ø�ê�Õ/å�Õ	õ
e−2Y |ξ|

∣∣(F [f ](ξ)− a1(ξ)g(ξ)
)∣∣2 = e−2Y |ξ|

∣∣(1− a1(ξ)
)
F [f ](ξ) + a1(ξ)

(
F [f ](ξ)− g(ξ)

)∣∣2

= e−2Y |ξ|

∣∣∣∣∣∣
1− a1(ξ)√

λ̂2 ξr

√
λ̂2 ξ

rF [f ](ξ) +
a1(ξ)√
2π λ̂1(ξ)

√
2π λ̂1(ξ)

(
F [f ](ξ)− g(ξ)

)
∣∣∣∣∣∣

2

6 e−2Y |ξ|

(
|1− a1(ξ)|2

λ̂2 ξ2r
+

|a1(ξ)|2

2π λ̂1(ξ)

)(
λ̂2 ξ

2r
∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 + 2π λ̂1(ξ)
∣∣F [f ](ξ)− g(ξ)

∣∣2
)
.

HJÜ�×3Õ�Ø�æ3Ü�ß:Ø�Ö�Ù�Ü�Ý	Ý	ü2ë®×3Õ�ß:Ø�à3Ü�Öv×3Õ/ê'Ó�Þ�ü2Ù#Ó/Ü�Ö�í:à	Ö�Õ

e−2Y |ξ|

(
|1− a1(ξ)|2

λ̂2 ξ2r
+

|a1(ξ)|2

2π λ̂1(ξ)

)
= 1.

KNÝ	Ö�Ü�å�æ	á	æ	ã�Új×3Õ�â3ã�à3Ü�Ý	Ý3Õ�Ü]Ý3Ü�æ:Ó�Ù�Ü�Ý3Ø�Ö�Ù�ÕsØNã�à3Ü�Ö�Õ�è ��Ö�Õ/å�Õ?Õ�Ô�Ø�Ö�Õ�Ú'Ö�Ü�â3î�Ø�Ö�Ù#ÓváÁã�à	á	Ö�ü2Ù#Ó�ÚÁÕ/å�æ:Ó�Ý	á'é
à3Ü�Ý	á	ÚºÙ©Þ�Ó�ß�Ó�à3Ü ø0/ û � ù í'×	æ	á'ç#Õ�ß3á3èôêÁØ�â:Ü�ß3ã�òLÛ³Ü�ëjÕ/ñ3Ü�Ý	ê�ÜJß	â3Ú°á	Ý	Ö�Ü�å�æ:Ó�â�Ó?Ø�â:Ü�Ù#Ó³Ù ø �'û � ù õ

1

2π

∫

R

e−2Y |ξ|
∣∣F [f ](ξ)− a1(ξ)g(ξ))

∣∣2 dξ

6
λ̂2
2π

σ̂∫

−σ̂

ξ2r
∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ +
σ̂∫

−σ̂

λ̂1(ξ)
∣∣F [f ](ξ)− g(ξ)

∣∣2 dξ + 1

2π

∫

|ξ|>σ̂

e−2Y |ξ|

ξ2r
ξ2r
∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ

6
λ̂2
2π

σ̂∫

−σ̂

ξ2r
∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ + δ2
σ̂∫

−σ̂

λ̂1(ξ) dξ +
1

2π

e−2Y σ̂

σ̂2r

∫

|ξ|>σ̂

ξ2r
∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ

=
λ̂2
2π

∫

R

ξ2r
∣∣F [f ](ξ)

∣∣2 dξ + δ2
σ̂∫

−σ̂

λ̂1(ξ) dξ 6
e−2Y σ̂

σ̂ 2r +
δ2

2π

σ̂∫

−σ̂

(
e−2Y |ξ| − e−2Y σ̂

(
ξ

σ̂

)2r
)
dξ

=
δ2

2πY

(
1− e−2Y σ̂

)
.

YTâ:Ü�ß:Õ/Ù#Ó�Ö�Ü�â3î�Ý3Õ	í
e
(
Y,W r

2∞(R), δ, σ, m̂
)
6

√
δ2

2πY

(
1− e−2Y σ̂

)
.

U8è,Ü�Ø�Ö�Ü!Ø\Õ/ñ3Ü�Ý	ê�Õ/ë ø0/ û � ù ��Ö�ÕvÕ/Þ�Ý:Ó�à:Ó/Ü�Ö�íCà	Ö�Õ?×	æ	á σ > σ̂
è,Ü�Ö�Õ�ß

m̂
á	Þ!ó]Õ/æ3è6ã�â3á	æ3Õ/Ù�ê	á�Ö�Ü�Õ/æ3Ü�è6ü

Ú'Ù/â3Ú	Ü�Ö�Ø�ÚýÕ/×	Ö�á3èTÓ�â3î�Ý	üXèdáýØ�×	æ:Ó�Ù�Ü�ß	â3á	Ù�Õ�Ý	ã�ö©Ý3Õ�ÜvÙ�ü2æ:Ó�ö!Ü�Ý	á3Üvß	â3Úð×3Õ/å�æ3Ü�ä!Ý3Õ�Ø�Ö�áúÕ/×	Ö�á3èTÓ�â3î/é
Ý3Õ/å�Õ©Ù�Õ�Ø�Ø�Ö/Ó�Ý3Õ/Ù/â:Ü�Ý	á	Ú�û

�'û3fNã�Ø�Ö�î
σ < σ̂

û:WLÔ�Õ/Þ�Ý:Ó�à	á3è

a2(ξ) =




1− e−2Y (σ−|ξ|)

(
ξ
σ

)2r
, |ξ| 6 σ,

0, |ξ| > σ.

^6Ó/Ø�Ø�ã�ö³ß:Ü�Ý	á	Ú�Ø�Õ/Ù�Ü�æ	ä³Ü�Ý	Ý3ÕsÓ�Ý:Ó�â:Õ/å�á	à	Ý3Õ?×	æ3Ü�ß3ü8ß3ã�Û³Ü�è6ãºØ�â3ã�à:Ó�ò³í'×3Õ�â3ã�à:Ó/Ü�è2í3à	Ö�Õ
1

2π

∫

R

e−2Y |ξ|
∣∣(F [f ](ξ)− a2(ξ)g(ξ)

)∣∣2 dξ 6 δ2

2πY

(
1− e−2Y σ

)
+ e−2Y σ

(
1

σ2r
− σ

σ̂ 2r+1

)
,
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áº×3Õ���Ö�Õ�è6ã

e
(
Y,W r

2∞(R), δ, σ, m̂
)
6

√
δ2

2πY

(
1− e−2Y σ

)
+ e−2Y σ

(
1

σ2r
− σ

σ̂ 2r+1

)
.

WhÖ�Ø�ò8ß�Ó°á ø0/ û � ù Ø�â:Ü�ß3ã�Ü�Ö�í�à	Ö�Õ°×	æ	á σ < σ̂
è,Ü�Ö�Õ�ß

m̂
á	Þ?ó]Õ/æ3è6ã�â3á	æ3Õ/Ù�ê	á�Ö�Ü�Õ/æ3Ü�è6üAÕ/×	Ö�á3èTÓ�é

â:Ü�Ý�á�Ø�×	æ:Ó�Ù�Ü�ß	â3á	Ù#ÓºÝ	ã�ö©Ý3Õ�Ü³Ù�ü2æ:Ó�ö!Ü�Ý	á3Ü©ß	â3Ú�×3Õ/å�æ3Ü�ä!Ý3Õ�Ø�Ö�áðÕ/×	Ö�á3èTÓ�â3î�Ý3Õ/å�ÕÁÙ�Õ�Ø�Ø�Ö/Ó�Ý3Õ/Ù/â:Ü�Ý	á	Ú�û
Z[Ü�Õ/æ3Ü�èTÓ �Lß:Õ/ê'Ó�Þ�Ó�Ý:Ó'û

�jÒ 	'Ï#wyx 	���wyx
��£��������	��
�������¤y�X~��/���/�:�������/~��v��~����������/~����/�������!�[���/�������N�\�[���/�����/~������/~��X~��2������½�¼T�/����£�£�£�£ �������'£�[�/��£ ¦ �:����£��������#£ �2¹\£ ½�¹������ ��������£
� £����  ! #"%$'& & �)(��*� +-,.�0/1& � 243�65��798#:�;'<�=?>A@1B.@�C�D'E FHG1I-;'= � @�<�=?;#>KJ0JMLNC�D'E FHG1I�O-8PD'E FHG�D'E @�QRE QS7TC	C�;'@�U�E FHG�D'E @�Q
V�W	=!@1;#>MJXOZY�8�£�[[£\7T£�]�E � � W	=!I I E¡��Vy£�^�£	_TE <`I E Q#£ �Xa�£Pb�£ ½	c-I =!Q`:	Fdc6;'=!8#8�� ��� ����£ �ec'£ �gf���h�£·�£��i$'& j`kml�2�*��*� +����  ! #"%$'& & �n(��*�1LNC�D'E FHG1I�=!8PD'E FHG�D'E @�QX@1B	I E Q	=�G�;-@�C�=?;gG�D'@1;'86E Q�oNE I p�=?;#D68#C\G � =!8�B ;'@�FqE Q\G � � :�;gG�D'=
Y	G�DgG�J0J�r`sP7t]u^�£\aN:	F�=?;�£�7TQ\G1I¡£ � ��� �1��£ �XvZ@�I¡£ ����£ �ec'£�w �!f���¸���£

h�£����  ! #"%$'& & �x(�6*� +Z,.�0/1& � 2y3�-5�6z�= � D':�;'=!8X@�Q�LNC�D'E FHG1I�_T= � @�<�=?;#>KJ0JMz�= � D�£6aN@1D'=!8�]�G�D'W#£ �e{�=?;'I E Q#½�r`C�;'E Q	|�=?; ¦
vZ=?;'I G1|�� ����w���£ �XvZ@�I¡£ ��� � ��£ �ec'£ � �gf`��·�£��£�}M~��!~!�\�\�\���t�	�����'�e�%��% +��.�'�	���#�\
	�x�e���/¤[�/���/�:�������/~��[��~����������/~����/�����/�,�[���/�������h�L���2�/��~��/����~��/������/~8�/���/�����/¬T�����/~��L�����y~����:�������J~2���/���������y�N�/���/�������/���������/�/�X�/��~��/����~��/�����MJ0J2¾T���/�����/~���£����������/�,�����~��/������£ � � ¸�¸�·�£ �eVy£�· ��£ �2§[£�� �gf`�1h�£\�xLNs�½ ��¸�£ h � ��·�J�B0G�G������£��£�}M~��!~!�\�\�\���t�	�����'�X�%`�% +��.�'�	���#�\
	�)�e����¤Á��~����������/~����/�������L~��/���/����~���~��8����������~����/~���~��������6�/~T�/����~���¦�/~��L�����y~����:��������J0J�´��#£/¹��T¨[µ8£ � � ¸��¸�£ �8´�£ � ����£ �2§[£ ��w�gf���� � £��£�}M~��!~!�\�\�\���t�	�����'���%n�% +��.�'�	���#�\
	�H�en��'¤y�N~��/���/�:�������/~��º�������3~������/������~��j�����/���������/~h�/����~����/~L����¦�������/~��	�h���/����������J0J8¾T���/�����/~���£����������/�y�N����~8�/������£ � � ¸��¸�£ �eVy£	h�h�£ �2§[£��1��f �1��£��xLNs�½ ��¸�£ h � ��·�J�B0G�G � ������£w�£��Z���#�	�M�e +��.�#�%�t�%�}:�����������/�6�8�������3~������/���������J���������/�y����������������~������X�/��~������/���/����������£ �2¹\£ ����� ��h�£

��£�}M~��!~!�\�\�\���t�	�����'���%��% +e�n�	�����6�������S�NT}A�}:�����������������������/�]�j����~?�/�����/~�¬T�����/�4J©·�¦ �\�/���'£ �2¹\£ ½²3�/�/��~����������6»�§�§[� � ¸����£��¸�£e�x���	�������!�����K��Z�e +t�)���6�	�q����N�²:�/���3���/���÷����~������°�[���/�������?�°�[���/�����/~����������/~���~³���������/���RJih�¦ ��/���'£ �2¹\£ ½�µT������������� �1��£

�6�e�1�X�1�M \¡�¢?�X£� 	¤`¥\��¦¨§H©\¡?�\ª#«��i¦�¬��®H¯!°
±X²\³�´�µ.¶n·	´¹¸�º6»�¼�´S½Nº�´%¾�¿nµ.¿n³�¶n·\¼�´¾X�nÀ�¤.�®}�¤úÂ�µT�����/~��������������L�/�����/����~��������������������L���������������/�����LÂ�¹J²��8Ã��
����~!��Á)�	�����n�#�%�#Â�~��¨~����'�	�e
	~�Ãt�ÄÂ���Å4��ÅT�gÁe�#�i��~����'��~����\
��»�¤,§�§��xÆ�������� � ��¸���¹L~���������������£�¶,�/�����/~������������3����������� �!hO	¦ÄFHG1E I¡½\Ç¨È�ÉÄÊ-ÉÌË�Í`Î¨Ë�Ï\Ð1Ê¨Ë�Ñ�Ò�Ï	Ë`Ó�È�É#Ô�Ð!Ï
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