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AIµv¶�·�¸�¹2º�»�¼v·�½2ºv¾�¿'·lÀ�·�Á�·�Â	ÃÄºv¹	¼�Ã2ÅN·�Æ2Ç�½2ºvÈ�ºl¾�º�»�»�¼v·�½2ºv¾vÆ8É�½	Ã	¸�Æ2Ã	½2É�Ê	½2ºvÈ�ºiËDÌ�½	¿	Í	Ã2ºv½8·�Æ�·�½8·
½2É�¿�ºv¼�ºvÎ2º�ÅÏ¿'Æ�·v»�»�É6¹2º\¼�ºvÂ	½2ºvÊ�Ã	½2ËMºvÎ2ÅN·�Í	Ã	Ãlº�µ\Ð�Æ8É�Å,É�½	¼v·�Ñ�Ð�¼�ºvÈ�º\¿'Æ�·v»�»�·\¾�¹2É�Î	¾�ÒBÉ1¹2º�¸'¾�Ã'Æ�·v»�ÇM¾
Á2Ã2»�»�É�Î	¼v·�Í	Ã	Ã�CIÓ	F!Ó2C�Å,º�Æ2¸'¿'·ÕÔ�Ö�×�Ø	·!¹2º�½2É�¼�ºvÂ	½2ºvÊÕÙ?¾�Î8·vµ�ºv¼�É�Ô Ú�×�ÓGXMÆ2¸iÆ2Ã	½2É�Ê	½	Ò6ÑÕºv¹2É�Î8·�¼�ºvÎ2ºv¾
Ð�¼v·!¼�É�ÅN·�¼�Ã	¿'·�µvÒ6Æ�·�Î8·�À�¾�Ã	¼v·�¾�Î8·vµ�ºv¼v·�ÑÏÔ Û�×ÝÜ�Ô Þ�×�Ó,@ßÀ�·�Á�·�Â2ÉMºv¹	¼�Ã2ÅN·�Æ2Ç�½2ºvÈ�º�¾�º�»�»�¼v·�½2ºv¾vÆ8É�½	Ã	¸�ºv¹'à
¼�Ã2ÅN·�Æ2Ç�½	ÒBÉ�Å,É�¼�º�Á2Ò^Ã	¶!Ì�¼�»�¸á»�Î8·�À�ÌÕÁ	Æ2¸á¾�»�ÉyÑáËDÌ�½	¿	Í	Ã	ÊáÃ	ÀJÁ�·�½	½2ºvÈ�ºl¿'Æ�·v»�»�·=Ã�¾lÐ�¼�º�Åâ»�Å4ÒB»yÆ8É
Á�·�½	½8·�¸ãÀ�·�Á�·�Â8·�Ã'Á8É�Ê	½2ºÄ¾�º�»�Ñ#º�Á2Ã	¼Ï¿ãÎ8·vµ�ºv¼v·vÅSF!ÓoH�Ó4äDº�Æ8Å,ºvÈ�ºvÎ2ºv¾#·ÏÛ�å�àæÑbÈ�ÈyÓÏ¹	Î2ºvçJÆ8ºvÈ�ºÄ¾�É�¿'·
ºi½8·�Ñ#º�è�Á8É�½	Ã	ÃÏ½8·�Ã'Æ2Ì�Â	ç�É�È�ºi¹2º�Á2¹	Î2º�»�¼�Î8·�½2»�¼�¾#·�»�Î2ÉyÁ2Ã�¾�»�ÉyÑá¹2º�Á2¹	Î2º�»�¼�Î8·�½2»�¼�¾�ËDÃ	¿�»�Ã	Î2ºv¾#·�½	½2ºvÊ
Î8·�À�Å,É�Î	½2º�»�¼�Ã�Ø�¹	Î	Ã2µ�Æ2Ã	è�·�éI¶�É�È�ºIÁ�·�½	½	Ò1Ê�¿'Æ�·v»�»�ËDÌ�½	¿	Í	Ã	Ê�Ó4U£·vÅ,É�¼�Ã2Å1Ø�Â	¼�ºI»�¼�ºvÂ	¿	Ã!À�Î2É�½	Ã	¸J¹	Î	Ã'à
Æ8º�è!É�½	Ã	ÊÄ¾�¹2º�Æ2½2ÉJÉ�»�¼�É�»�¼�¾�É�½	½2ºê»�Â	Ã	¼v·�¼�Ç2Ø8Â	¼�ºlÅ4ÒëÃ2Å,É�É�ÅìÁ8ÉyÆ8º=½2ÉJ»MÃ	½'Á2Ã	¾�Ã'Á2Ì#·�Æ2Ç�½	ÒBÅâÐ�Æ8É�Å,É�½'à
¼�º�Å1ØW·�Æ2Ã	ç!Çi»M¹	Î2ÉyÁ8»�¼v·�¾�Ã	¼�ÉyÆ8É�Å�½2É�¿�ºv¼�ºvÎ2ºvÈ�ºê»�É�Å,É�Ê2»�¼�¾#·'Ó_@QÁ�·�½	½2ºvÊ�Î8·vµ�ºv¼�ÉJÎ2É�ç�·vÉ�¼�»�¸�À�·�Á�·�Â8·
ºá½8·�Ã'Æ2Ì�Â	ç�É�Å^¾�º�»�»�¼v·�½2ºv¾vÆ8É�½	Ã	ÃíÎ2É�ç�É�½	Ã	¸bÀ�·�Á�·�Â	ÃbXJÃ	Î	Ã'Ñ�Æ8ÉiÁ	Æ2¸î¾�É�Î�Ñ'½2É�Êì¹2º�Æ2Ì�¹'Æ8º�»�¿�º�»�¼�Ãí½8·
¹	Î#¸	Å,ºvÊ�Ø2¹8·�Î8·�Æ	Æ8ÉyÆ2Ç�½2ºvÊ�º�»�Ã�·vµ�»�Í	Ã2»�»M¾lÅ,É�¼�Î	Ã	¿�É

L2
¹2º�½2É�¼�ºvÂ	½2º=À�·�Á�·�½	½2º�Å4ÌÕ¹	Î2É�º�µvÎ8·�À�ºv¾#·�½	Ã	é

ïJÌ�Î	Ç�ÉDÈ�Î8·�½	Ã	Â	½2ºvÊ�ËDÌ�½	¿	Í	Ã	Ã�Ø	ºv¹	Î2ÉyÁ8ÉyÆ8É�½	½2ºvÊ�½8·�º�»�Ã�·vµ�»�Í	Ã2»�»�Ó

ðÕq8ñ�ò�n	³oq8r8ó£n�ô#n#²Nn#õo´

]\Ì�»�¼�Ç
r
Ùö½8·�¼�Ì�Î8·�Æ2Ç�½2º�É!Â	Ã2»yÆ8º	ÓDAIµ�ºvÀ�½8·�Â	Ã2ÅâÂ2É�Î2É�À

W r
2 (R)

»�º�µ�º�Æ8É�¾�»�¿	Ã	ÊÄ¿'Æ�·v»�»!ËDÌ�½	¿	Í	Ã	Ê
½8·!¹	Î#¸	Å,ºvÊ

W r
2 (R) =

{
f(·) ∈ L2(R) : f

(r−1)(·) ∈ LAC(R),
∥∥∥f (r)(·)

∥∥∥
L2(R)

6 1

}
,

È�Á8É
LAC(R)

º�µ�ºvÀ�½8·�Â8·vÉ�¼áÅ4½2º�è!É�»�¼�¾�ºáËDÌ�½	¿	Í	Ã	ÊÄ½8·
R
Ø�·vµ�»�º�Æ2éI¼�½2ºê½2É�¹	Î2É�Î	Ò1¾�½	Ò6Ñ�½8·l¿'·�è�Á8º�Å

¿�ºv½2É�Â	½2º�Åßºv¼�Î2É�À�¿�É�Ó

÷
© ø�ù�ú�û1ü wytvu�~2x���u1ý£ vsG 
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∆
Ù ºv¹2É�Î8·�¼�ºvÎÏKJ·�¹'Æ�·v»�·ê½8·i¹'Æ8º�»�¿�º�»�¼�Ã

R
2 Ã f(·) ∈ W r

2 (R)
Ó!P4·v»�»�Å,ºv¼�Î	Ã2Å À�·�Á�·�Â	Ì

XJÃ	Î	Ã'Ñ�Æ8É��
{
∆u(x, y) = 0, (x, y) ∈ R

2, y > 0,

u(·, 0) = f(·),
� Ö
	

À�·�¿'Æ2éIÂ8·�éI¶!Ì�é\»�¸ê¾�½8·�Ñ#º�è�Á8É�½	Ã	Ã�È�·�Î2Å,ºv½	Ã	Â2É�»�¿�ºvÊ�ËDÌ�½	¿	Í	Ã	Ã
u(·, ·) ¾�¾�É�Î�Ñ'½2É�ÊÕ¹2º�Æ2Ì�¹'Æ8º�»�¿�º�»�¼�Ã�ØÁ	Æ2¸î¿�ºv¼�ºvÎ2ºvÊ

f(·) ¸'¾vÆ2¸	É�¼�»�¸îÈ�Î8·�½	Ã	Â	½2ºvÊìËDÌ�½	¿	Í	Ã2É�Ê�Ó�]Dº�»yÆ8ÉyÁ2½2É�Éi¹2ºv½	Ã2ÅN·vÉ�¼�»�¸b¼v·�¿�� u(·, y) →
f(·) ¹	Î	Ã y → 0

¾lÅ,É�¼�Î	Ã	¿�É
L2(R)

Ó
PoÉ�ç�É�½	Ã2É�ÅâÐ�¼�ºvÊ�À�·�Á�·�Â	Ã�Ø�¿'·�¿�Ñ#ºvÎ2ºvç�ºlÃ	À�¾�É�»�¼�½2º � »�Å1Ó�Ø8½8·�¹	Î	Ã2Å,É�Î�Ø4Ô ��×	yØ8¸'¾vÆ2¸	É�¼�»�¸áÃ	½	¼�É�È�Î8·�Æ

]\Ì#·v»�»�ºv½8·

u(x, y) =

∫

R

P (x− t, y)f(t) dt,
� Ú�	

È�Á8É
P (x, y) = y

π(x2+y2)

Ó
]\Ì�»�¼�Ç

Y > 0
Ó=C�¼v·�¾�Ã	¼�»�¸ÏÀ�·�Á�·�Â8·Õºê½8·�Ã'Æ2Ì�Â	ç�É�ÅQ¾�º�»�»�¼v·�½2ºv¾vÆ8É�½	Ã	ÃãËDÌ�½	¿	Í	Ã	Ã

u(·, Y )
Ù Î2Éyà

ç�É�½	Ã	ÃQÀ�·�Á�·�Â	ÃâXJÃ	Î	Ã'Ñ�Æ8É�½8·Ï¹	Î#¸	Å,ºvÊ
y = Y

Ù ¹2ºb»yÆ8ÉyÁ2Ì�éI¶�É�ÊQÃ	½2ËMºvÎ2ÅN·�Í	Ã	Ã��Ï½8·bºv¼�Î2É�À�¿�É
[−σ, σ] Ø σ > 0

Ã	À�¾�É�»�¼�½2ºî¹	Î2É�º�µvÎ8·�À�ºv¾#·�½	Ã2ÉÏïJÌ�Î	Ç�É
F [f ](·) ËDÌ�½	¿	Í	Ã	Ã f(·) Æ2Ã2µ�ºÏ¼�ºvÂ	½2º	Ø�Æ2Ã2µ�º¹	Î	Ã2µ�Æ2Ã	è!É�½	½2ºi¾lÅ,É�¼�Î	Ã	¿�É

L2([−σ, σ])
Ø8¼�Ó8É�ÓNÃ	À�¾�É�»�¼�½8·lËDÌ�½	¿	Í	Ã	¸

g(·) ∈ L2([−σ, σ])
¼v·�¿'·�¸£Ø8Â	¼�º

‖F [f ](·)−g(·)‖L2([−σ,σ]) 6 δ
Ø�È�Á8É

δ > 0
� »yÆ2Ì�Â8·�Ê

δ = 0
»�º�ºv¼�¾�É�¼�»�¼�¾�Ì�É�¼M¼�ºvÂ	½2º�Å4ÌJÀ�½8·�½	Ã	é

F [f ](·)½8·
[−σ, σ] 	yÓoXMÆ2¸ÕÌ�Á8º�µ�»�¼�¾#·�µvÌ�Á8É�Åí»�Â	Ã	¼v·�¼�Ç2Ø2Â	¼�º=ËDÌ�½	¿	Í	Ã	¸ g(·) = 0

¾�½2ÉMºv¼�Î2É�À�¿'·
[−σ, σ] ÓU£·�Á�·�Â8·�ºv¹	¼�Ã2ÅN·�Æ2Ç�½2ºvÈ�ºá¾�º�»�»�¼v·�½2ºv¾vÆ8É�½	Ã	¸

u(·, Y )
¹2ºÕÌ�¿'·�À�·�½	½2ºvÊîÃ	½2ËMºvÎ2ÅN·�Í	Ã	ÃÏ¹2ºv½	Ã2ÅN·vÉ�¼�»�¸

»yÆ8ÉyÁ2Ì�éI¶!Ã2Åâº�µvÎ8·�À�º�Å1ÓBKDé\µ�º�ÉJºv¼�º�µvÎ8·�è!É�½	Ã2É
m : L2 ([−σ, σ]) → L2(R)

½8·�À�Ò1¾#·vÉ�¼�»�¸��������������
� ������������� �� ����!#"8Ø8·!¾�ÉyÆ2Ã	Â	Ã	½8·

e(Y,W r
2 (R), δ, σ,m) = sup

f(·)∈W r
2 (R),

g(·)∈L2([−σ,σ]),

‖F [f ](·)−g(·)‖L2([−σ,σ])6δ

‖u(·, Y )−m(g(·))(·)‖L2(R)

Ù%$���&(')��*���������+�,-�����������
m
Ó

LN»yÆ2Ã
δ = 0

Ø'¼�º�Ð�¼�º�À�·�¹	Ã2»�Ò1¾#·vÉ�¼�»�¸�¼v·�¿��

e(Y,W r
2 (R), 0, σ,m) = sup

f(·)∈W r
2 (R)

‖u(·, Y )−m(F [f ](·))(·)‖L2(R).

HM·v»êÃ	½	¼�É�Î2É�»�Ì�É�¼îÅ,É�¼�º�ÁGØ�½8·á¿�ºv¼�ºvÎ2º�ÅS¹2ºvÈ�Î2É�ç!½2º�»�¼�ÇÏ¹	Î	Ã	½	Ã2ÅN·vÉ�¼îÅ4Ã	½	Ã2ÅN·�Æ2Ç�½2º�ÉÕÀ�½8·�Â2É�½	Ã2É�Ó
EGºvÂ	½2É�ÉMÈ�ºv¾�ºvÎ#¸£Ø2½8·v»DÃ	½	¼�É�Î2É�»�Ì�É�¼l¾�ÉyÆ2Ã	Â	Ã	½8·

E(Y,W r
2 (R), δ, σ) =∈ fm : L2([−σ,σ])→L2(R)e(Y,W

r
2 (R), δ, σ,m),

¿�ºv¼�ºvÎ8·�¸ì½8·�À�Ò1¾#·vÉ�¼�»�¸.$���&(')��*���������+�,/��$���!#�0�  +�����&1� � ������������� �� ����!#"ÏÃì¼�ÉÕÅ,É�¼�º�Á2Ò m̂
ØN½8·

¿�ºv¼�ºvÎ	Ò6Ñ�½	Ã	è�½	¸'¸ÕÈ�Î8·�½	Ç�Á8º�»�¼�Ã	È�·vÉ�¼�»�¸£Ø8¼�Ó2É�Ó

E(Y,W r
2 (R), δ, σ) = e(Y,W r

2 (R), δ, σ, m̂).

Eo·�¿	Ã2ÉJÅ,É�¼�º�Á2ÒZÅ4Ò ½8·�À�Ò1¾#·vÉ�Å2��$���!#�0�  +���34�0!5�����������6�0! � ������������� �� ����!#"8Ó
HM·�ç�É�ÊêÍ2ÉyÆ2Ç�éë¸'¾vÆ2¸	É�¼�»�¸ê¹2º�»�¼�Î2º�É�½	Ã2ÉMºv¹	¼�Ã2ÅN·�Æ2Ç�½	Ò6ÑÕÅ,É�¼�º�Á8ºv¾�Ãê½8·�Ñ#º�è�Á8É�½	Ã2ÉM»�º�ºv¼�¾�É�¼�»�¼�¾�Ì#à

éI¶�É�ÊÕ¹2ºvÈ�Î2É�ç!½2º�»�¼�Ã�ºv¹	¼�Ã2ÅN·�Æ2Ç�½2ºvÈ�ºl¾�º�»�»�¼v·�½2ºv¾vÆ8É�½	Ã	¸£Ó

7Äq8m4p98#:,´omoq8r8ó£n�q8ñ�³oq8r8³oq<;�qÏmo±�ô�8#:>='ò�n	ò�n



� - ��������$ - 
��W��$	�W�B"G���l��$	������������v�l;��#"����'�W� �

��±#q8mo±�pInWg
1) �  2���
	 δ > 0

5Ä+�-
� ���ê0 -
� "G���!$ - ���
	 - 0W���2������	�$ -
�v- 
 - ��������$ - 
��W��$	���b�2�������

��#�

E(Y,W r
2 (R), δ, σ) =

√
δ21 +

e−2Y σ

σ2r
, δ21 = δ2/2π.

;����ê��� � - ���2�����"��2� - ��1 	$	���	�	�
a1(·)

$��
R
����� - � * ��� -

∣∣∣∣a1(ξ)−
1

1 + e−2Y σ(ξ/σ)2r

∣∣∣∣
2

6
e−2Y σ(ξ/σ)2r

(1 + e−2Y σ(ξ/σ)2r)2

(
e2Y |ξ|(1 + e−2Y σ(ξ/σ)2r)− 1

)
,

�����ê0 5 
 5
ξ ∈ [−σ, σ],

�	�	$W���	$	/1�ß$W��0#"G��"�/1
�$	/1� - 0W��"���� - "
Λa1 : L2 ([−σ, σ]) → L2(R)

* �G���W����
� ����!�	�í
 - �y"�����
�
�1 #"�	'�_0 - 0#"���
��	�� 

F [Λa1g(·)](ξ) = a1(ξ)g(ξ)e
−Y |ξ|,

�'
������������ - 0W���2������	�$	/B�â����� - � - � 5
2)
�6���	�

δ = 0
* � - 0 -
� "G���!$ - ���
	 - 0W���2������	�$ -
�v- 
 - ��������$ - 
��W��$	���á�2�������J
��#���

E (Y,W r
2 (R), σ) =

e−Y σ

σr
.

;����ê��� � - ���2�����"��2� - ��1 	$	���	�	�
a2(·)

$��
R
����� - � * ��� -

|a2(ξ)− 1| 6 (ξ/σ)r · e−Y σ,
�����ê0 5 
 5

ξ ∈ [−σ, σ],
�	�	$W���	$	/1�ß$W��0#"G��"�/1
�$	/1� - 0W��"���� - "

Λa2 : L2 ([−σ, σ]) → L2(R)
* �G���W����
� ����!�	�í
 - �y"�����
�

�1 #"�	'�_0 - 0#"���
��	�� 
F [Λa2g(·)](ξ) = a2(ξ)g(ξ)e

−Y |ξ|,
�'
������������ - 0W���2������	�$	/B�â����� - � - � 5

X!ºv¿'·�À�·�¼�ÉyÆ2Ç�»�¼�¾�ºl¹	Î2ºv¾�ÉyÁ8É�Åí¾=½2É�»�¿�º�Æ2Ç�¿�º=Ð�¼v·�¹2ºv¾2Ó
� g��8g����o±#³oó£n�ñ�³o´Gô�8��oq<;�mo±! �³oq8ñ�ò'´ßq"�oò'´4pIn#:>=8³oq<;�q�r8q8ñ�ñ�ò�n	³oq8r :,±#³o´$#Ng
Ö�ÓI]\Ì�»�¼�Ç

u (·, Y )
ÙöÎ2É�ç�É�½	Ã2É!À�·�Á�·�Â	ÃáXJÃ	Î	Ã'Ñ�Æ8É

(1)
Ã
m
Ùö¹	Î2ºvÃ	À�¾�º�Æ2Ç�½	Ò1ÊÏÅ,É�¼�º�ÁÏ¾�º�»�»�¼v·�à

½2ºv¾vÆ8É�½	Ã	¸£Ó�P4·v»�»�Å,ºv¼�Î	Ã2ÅßÐ�¿�»�¼�Î2É�ÅN·�Æ2Ç�½	Ì�é À�·�Á�·�Â	Ì)�

‖u (·, Y )‖L2(R)
→ max, f(·) ∈W r

2 (R), ‖F [f ] (·)‖L2([−σ,σ]) 6 δ.
� Û�	

AIµ�ºvÀ�½8·�Â	Ã2ÅßÉ�ÉDÀ�½8·�Â2É�½	Ã2ÉMÂ2É�Î2É�À
S
Ø	¼�Ó	É�Ó

S = sup
f(·)∈W r

2 (R)
‖F [f ](·)‖L2([−σ,σ])6δ

‖u(·, Y )‖L2(R).

]Dºv¿'·�è!É�Å1ØGÂ	¼�ºê¹2ºvÈ�Î2É�ç!½2º�»�¼�Çáºv¹	¼�Ã2ÅN·�Æ2Ç�½2ºvÈ�º�¾�º�»�»�¼v·�½2ºv¾vÆ8É�½	Ã	¸Ï½2É�Å,É�½	Ç�ç�É�À�½8·�Â2É�½	Ã	¸�Ð�¼�ºvÊ�À�·�à
Á�·�Â	Ã��

E (Y,W r
2 (R), δ, σ) > S

Ó�A_Í2É�½	Ã2Åß»�¾�É�Î�Ñ'ÌêÅN·�¿�»�Ã2Å4Ã	À�Ã	Î	Ì�É�Å4Ò1Ê�ËDÌ�½	¿	Í	Ã2ºv½8·�Æá¾
(3)

�

2‖u(·, Y )‖L2(R) = ‖u(·, Y )−m(0) − (−u(·, Y )−m(0))‖L2(R)

6 ‖u(·, Y )−m(0)‖L2(R) + ‖ − u(·, Y )−m(0)‖L2(R))

6 2 sup
f(·)∈W r

2 (R),
‖F [f ](·)‖L2([−σ,σ])6δ

‖u(·, Y )−m(0)‖L2(R)

6 2 sup
f(·)∈W r

2 (R),
g(·)∈L2([−σ,σ]),

‖F [f ](·)−g(·)‖L2([−σ,σ])6δ

‖u (·, Y )−m (g(·))‖L2(R)
= 2e (Y,W r

2 (R), δ, σ,m) .



� ���y"���� - 
���� 5 � 5
Eo·�¿	Ã2Åßº�µvÎ8·�À�º�Å1Ø ‖u(·, Y )‖L2(R) 6 e (Y,W r

2 (R), δ, σ,m) .]DÉ�Î2ÉyÑ#º�Á2¸ »yÆ8É�¾#·Z¿?¾�É�Î�Ñ'½2É�Ê È�Î8·�½	ÃV¹2ºë¾�»�É�Å ËDÌ�½	¿	Í	Ã	¸	Å
f(·) ∈ W r

2 (R)
Øi¼v·�¿	Ã2Å1ØÕÂ	¼�º

‖F [f ] (·)‖L2([−σ,σ]) 6 δ
ØB·Ï»�¹	Î8·�¾#·�¿í½	Ã	è�½2É�ÊâÈ�Î8·�½	Ãß¹2ºÏ¾�»�É�Å Å,É�¼�º�Á�·vÅ

m : L2 ([−σ, σ]) →
L2(R)

Ø'¹2º�Æ2Ì�Â	Ã2Å �

E (Y,W r
2 (R), δ, σ) > sup

f(·)∈W r
2 (R)

‖F [f ](·)‖L2([−σ,σ])6δ

‖u(·, Y )‖L2(R),

¼�Ó2É�Ó
E (Y,W r

2 (R), δ, σ) > S.
Ú'ÓMHM·�Ê'Á8É�ÅQÀ�½8·�Â2É�½	Ã2É�¾�ÉyÆ2Ã	Â	Ã	½	Ò

S
ÓMEo·�¿Ä¿'·�¿

F [u(·, Y )](·) = e−Y |ξ| · F [f ](·) � »�Å1Ó�ØW½8·�¹	Î	Ã'àÅ,É�Î�Ø�Ô ��×	yØ'¼�º�»�ºvÈ�Æ�·v»�½2º�¼�É�ºvÎ2É�Å,ÉM]IÆ�·�½	ç�É�Î2ÉyÆ2¸Õ¿	¾#·�Á2Î8·�¼=À�½8·�Â2É�½	Ã	¸ÕÀ�·�Á�·�Â	Ã �
3
	�Î8·�¾�É�½�À�½8·�Â2É�½	Ã	é

»yÆ8ÉyÁ2Ì�éI¶�É�Ê�À�·�Á�·�Â	Ã��

1

2π

∫

R

e−2Y |ξ| · |F [f ](ξ)|2 dξ → max,

1

2π

∫

R

χ(−σ,σ)(ξ)|F [f ] (ξ) |2dξ 6
δ2

2π
,

1

2π

∫

R

ξ2r|F [f ] (ξ) |2 dξ 6 1,

� �#	

È�Á8É
χ(−σ,σ)(·)

ÙdÑ�·�Î8·�¿	¼�É�Î	Ã2»�¼�Ã	Â2É�»�¿'·�¸ëËDÌ�½	¿	Í	Ã	¸ßÃ	½	¼�É�Î	¾#·�Æ�·
(−σ, σ) ÓZHDÉ�¼�Î	Ì�Á2½2ºb¹2ºv¿'·�À�·�¼�Ç2ØÂ	¼�ºá¾áÐ�¼�ºvÊbÀ�·�Á�·�Â2Éi½2É�¼áÎ2É�ç�É�½	Ã	¸£Óá]DºvÐ�¼�º�Å4Ì�Ø4À�·vÅ,É�½	¸'¸bËMºvÎ2ÅN·�Æ2Ç�½2º

dµ (ξ) = 1
2π |F [f ](ξ)|2 dξ

Ø
Î8·v»�»�Å,ºv¼�Î	Ã2ÅSµ�º�Æ8É�ÉÕº�µv¶!Ì�é À�·�Á�·�Â	Ìb½8·�¹	Î2ºvÃ	À�¾�º�Æ2Ç�½	Ò6Ñíµ�ºvÎ2ÉyÆ8É�¾�»�¿	Ã'Ñã¹2º�Æ8º�è�Ã	¼�ÉyÆ2Ç�½	Ò6ÑßÅ,É�Î8·�Ñ
½8·�¹	Î#¸	Å,ºvÊ ��� Î8·v»�ç!Ã	Î2É�½	Ã2É��iÀ�·�Á�·�Â	Ã

(4)
	��

∫

R

e−2Y |ξ| dµ(ξ) → max,

∫

R

χ(−σ,σ)(ξ) dµ(ξ) 6 δ21 ,

∫

R

ξ2r dµ(ξ) 6 1, δ21 =
δ2

2π
.

� ��	

Û'ÓMP4·v»�»�Å,ºv¼�Î	Ã2Å ¾�½8·�Â8·�Æ8É�»yÆ2Ì�Â8·�Ê�Ø£¿�ºvÈ�Á�·iÃ	½2ËMºvÎ2ÅN·�Í	Ã	¸ÄÀ�·�Á�·�½8·i½2É�¼�ºvÂ	½2º
(δ > 0)

ÓMHM·�Ê'Á8É�Å
À�½8·�Â2É�½	Ã2É � Î8·v»�ç!Ã	Î2É�½	½2ºvÊ��iÀ�·�Á�·�Â	Ã

(5)
Ó���Ì�Á8É�ÅìÎ2É�ç�·�¼�Ç=Î8·�¾�½2º�»�Ã'Æ2Ç�½	Ì�é^À�·�Á�·�Â	ÌÕ½8·�Å4Ã	½	Ã2Å4Ì'Å �

−
∫

R

e−2Y |ξ|dµ(ξ) → min,

∫

R

χ(−σ,σ)(ξ)dµ(ξ) 6 δ21 ,

∫

R

ξ2rdµ(ξ) 6 1.
� � 	

� ¼�º�¾�Ò1¹	Ì�¿'Æ�·�¸ÕÀ�·�Á�·�Â8·'Ó6C�º�»�¼v·�¾�Ã2ÅßÉ�ÉMËDÌ�½	¿	Í	Ã	éZKJ·�È�Î8·�½	è�· �

L (dµ (ξ) , λ1, λ2)

= −
∫

R

e−2Y |ξ| dµ (ξ) + λ1



∫

R

χ(−σ,σ)(ξ) dµ (ξ)− δ21


+ λ2



∫

R

ξ2rdµ (ξ)− 1




=

∫

R

(
−e−2Y |ξ| + λ1χ(−σ;σ)(ξ) + λ2ξ

2r
)
dµ (ξ)−

(
λ1δ

2
1 + λ2

)
.

]DºM¼�É�ºvÎ2É�Å,É_äM·�Î	Ì�ç�·\ÙSä\Ì�½8·IÙSEo·�¿�É�Î8· � »�Å1Ó�Ø#½8·�¹	Î	Ã2Å,É�Î�ØWÔ�Ö�å�×	yØ�É�»yÆ2Ãi»�Ì�¶�É�»�¼�¾�Ì�É�¼MÁ8ºv¹	Ì�»�¼�Ã2ÅN·�¸
Å,É�Î8·

dµ̂ (·) ¾ (6) Ã�¿�ºvÐ�ËMËDÃ	Í	Ã2É�½	¼�Ò λ̂1
Ø
λ̂2
¼v·�¿	Ã2É�Ø2Â	¼�º�¾�Ò1¹2º�Æ2½	¸'éI¼�»�¸�Ì�»yÆ8ºv¾�Ã	¸ �

a) λ̂1 > 0; λ̂2 > 0 	

b) λ̂1

(∫
R

χ(−σ,σ)(ξ) dµ (ξ)− δ21

)
= 0

Ø
λ̂2

(∫
R

ξ2rdµ (ξ)− 1

)
= 0 	
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c) min
dµ(·)>0

L
(
dµ(·), λ̂1, λ̂2

)
= L

(
dµ̂ (·) , λ̂1, λ̂2

) Ø
¼�º

dµ̂ (·) ÙVÎ2É�ç�É�½	Ã2ÉDÀ�·�Á�·�Â	Ã � � 	yÓ��N»yÆ8ºv¾�Ã2É��
	�Î8·�¾�½2º�»�Ã'Æ2Ç�½2ºl»yÆ8ÉyÁ2Ì�éI¶�É�Å4Ìi½2É�Î8·�¾�É�½2»�¼�¾�Ì)�
∫

R

(
−e−2Y |ξ| + λ̂1χ(−σ;σ)(ξ) + λ̂2ξ

2r
)
dµ (ξ)

>

∫

R

(
−e−2Y |ξ| + λ̂1χ(−σ;σ)(ξ) + λ̂2ξ

2r
)
dµ̂ (ξ),

»�¹	Î8·�¾�ÉyÁ	Æ2Ã	¾�º�Å4ÌêÁ	Æ2¸êÆ2é\µ�ºvÊ�Å,É�Î	Ò
dµ(·) > 0

Ó
P4·v»�»�Å,ºv¼�Î	Ã2Åß¹2º�Á2Ò1½	¼�É�È�Î8·�Æ2Ç�½	Ì�é ËDÌ�½	¿	Í	Ã	é

q(ξ) = −e−2Y |ξ| + λ̂1χ(−σ;σ)(ξ) + λ̂2ξ
2r.

]Dº�Æ8º�è�Ã2Å
λ̂1 = 1

Ã
λ̂2 =

e−2Y σ

σ2r

ÓN]\Î	ÃÕÐ�¼�º�ÅíËDÌ�½	¿	Í	Ã	¸
q(ξ)

¹	Î	Ã2Å,É�¼=¾�Ã'Á4�

q(ξ) =





1− e−2Y |ξ| + e−2Y σ
(

ξ
σ

)2r
, ξ ∈ (−σ;σ) ;

e−2Y σ

((
ξ
σ

)2r
− e−2Y (|ξ|−σ)

)
, ξ /∈ (−σ;σ) .

KMÉ�È�¿�º!¹	Î2ºv¾�É�Î	Ã	¼�Ç2Ø'Â	¼�º�ËDÌ�½	¿	Í	Ã	¸
q(·) ¾�»�é6Á2Ì=½2É�ºv¼�Î	Ã	Í8·�¼�ÉyÆ2Ç�½8·!Ãêº�µvÎ8·�¶�·vÉ�¼�»�¸ê¾!½2º�Æ2Ç!¾!¼�ºvÂ	¿'·�Ñ

ξ = 0
Ã
ξ = σ

� ¼�Ó2É�Ó
q (0) = 0

Ã
q (σ) = 0

	yÓ
]\Ì�»�¼�Ç2Ø�Á�·�Æ8É�É�Ø

dµ̂(ξ) = Aδ (ξ) +Bδ (ξ − σ) ,
È�Á8É

δ (ξ − ξ0)
ÙSÁ8ÉyÆ2Ç�¼v·�ËDÌ�½	¿	Í	Ã	¸=¾�¼�ºvÂ	¿�É

ξ0
Ó

O\ÀDÌ�»yÆ8ºv¾�Ã	Ê
∫

R

χ(−σ,σ)(ξ) : dµ̂ (ξ) = δ21 ,

∫

R

ξ2rdµ̂ (ξ) = 1,

½8·�Ñ#º�Á2Ã2Åí¿�ºvÐ�ËMËDÃ	Í	Ã2É�½	¼�Ò��

A = δ21 , B =
1

σ2r
.

Eo·�¿	Ã2Åãº�µvÎ8·�À�º�Å1Ø	»1Á�·�½	½	ÒBÅ4Ã
λ̂1
Ø
λ̂2
Ã
dµ̂(·) Ì�»yÆ8ºv¾�Ã	¸ a) Ø b) Ã c) ¾�Ò1¹2º�Æ2½2É�½	ÒMÓ�U�½8·�Â	Ã	¼�Ø dµ̂(ξ) =

δ21 · δ(ξ) +
δ(ξ−σ)
σ2r

ÙVÎ2É�ç�É�½	Ã2ÉDÀ�·�Á�·�Â
(5)
Ø
(6).]Dº�Á8»�¼v·�¾vÆ2¸'¸�½8·�Ê'Á8É�½	½2º�É�¾�Ò1Î8·�è!É�½	Ã2É�Á	Æ2¸ÄÅ,É�Î	Ò^¾ÕÅN·�¿�»�Ã2Å4Ã	À�Ã	Î	Ì�É�Å4Ò1ÊbËDÌ�½	¿	Í	Ã2ºv½8·�Æ�À�·�Á�·�à

Â	Ã � ��	yØ	¹2º�Æ2Ì�Â	Ã2Å1Ø	Â	¼�º=É�ÉDÀ�½8·�Â2É�½	Ã2ÉM¼v·�¿�ºv¾�º �
∫

R

e−2Y |ξ| dµ̂(ξ) = δ21 +
e−2Y σ

σ2r
.

� ��	

]Dºv½	¸'¼�½2º	ØGÂ	¼�ºÕÀ�½8·�Â2É�½	Ã2É=À�·�Á�·�Â	Ã � �#	_½2É=µ�º�Æ2Ç�ç�É�À�½8·�Â2É�½	Ã	¸bÉ�É � Î8·v»�ç!Ã	Î2É�½	Ã	¸ ��Óê]Dºv¿'·�è!É�Å1Ø
Â	¼�º�½8·�»�·vÅ,º�ÅãÁ8ÉyÆ8ÉMºv½	Ãá»�ºv¾�¹8·�Á�·�éI¼�Ó

P4·v»�»�Å,ºv¼�Î	Ã2Åâ»�É�Å,É�Ê2»�¼�¾�ºlËDÌ�½	¿	Í	Ã	Ê
fn(·)

Ø	¹	Î2É�º�µvÎ8·�À�ºv¾#·�½	Ã2É�ïJÌ�Î	Ç�ÉD¿�ºv¼�ºvÎ	Ò6ÑÕÃ2Å,É�É�¼=¾�Ã'Á4�

F [fn] (ξ) =





K1(n),
É�»yÆ2Ã

ξ ∈ (0; 1/n) ;

K2(n),
É�»yÆ2Ã

ξ ∈ (σ;σ + 1/n) ;

0,
Ã	½8·�Â2É

.

]Dº�Æ8º�è�Ã2Å

K2
1 (n) = 2πnδ21 , K2

2 (n) = 2πn
1− δ21/n

2r

(σ + 1/n)2r
.
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KMÉ�È�¿�º=¹	Î2ºv¾�É�Î	Ã	¼�Ç2Ø2Â	¼�º=ËDÌ�½	¿	Í	Ã	Ã

fn(·)
Á8ºv¹	Ì�»�¼�Ã2Å4Òë¾�À�·�Á�·�Â2É � �#	yÓ

U�½8·�Â2É�½	Ã2ÉJÅN·�¿�»�Ã2Å4Ã	À�Ã	Î	Ì�É�Å,ºvÈ�ºêËDÌ�½	¿	Í	Ã2ºv½8·�Æ�·�¾ � �#	�½8·�Ð�¼�Ã'ÑÕËDÌ�½	¿	Í	Ã	¸�Ñê¼v·�¿�ºv¾�º �

1

2π

∫

R

e−2Y |ξ||F [fn] (ξ) |2dξ =
1

2π

(
K2

1 (n)

1/n∫

0

e−2Y ξdξ +K2
2 (n)

σ+1/n∫

σ

e−2Y ξdξ

)

>
e−2Y/n

2πn

(
K2

1 (n) +K2
2 (n)e

−2Y σ
)
= e−2Y/n

(
δ21 +

1− δ21/n
2r

(σ + 1/n)2r
e−2Y σ

)
.

T\»�½2º	Ø6Â	¼�º�¾�ÉyÆ2Ã	Â	Ã	½8·î»�¹	Î8·�¾#·Ï»�¼�Î2É�Å4Ã	¼�»�¸ß¿
δ21 + e−2Y σ

σ2r

Ã�Ø�¼�É�ÅS»�·vÅ4ÒBÅ1Ø6À�½8·�Â2É�½	Ã	¸ßÀ�·�Á�·�Â � �#	
Ã � ��	\»�ºv¾�¹8·�Á�·�éI¼�ÓiA_¼�¿	Ì�Á�·Õ»yÆ8ÉyÁ2Ì�É�¼�ØGÂ	¼�ºê¾�»yÆ2Ì�Â8·vÉ�½2É�¼�ºvÂ	½2ºÕÀ�·�Á�·�½	½2ºvÊÏÃ	½2ËMºvÎ2ÅN·�Í	Ã	Ã

(δ > 0)
Ø

À�½8·�Â2É�½	Ã2ÉM½	Ã	è�½2É�ÊáÈ�Î8·�½	Ã	Í	Òë¹2ºvÈ�Î2É�ç!½2º�»�¼�Ãáºv¹	¼�Ã2ÅN·�Æ2Ç�½2ºvÈ�ºl¾�º�»�»�¼v·�½2ºv¾vÆ8É�½	Ã	¸á¼v·�¿�ºv¾�º

S =

√
δ21 +

e−2Y σ

σ2r
.

Eo·�¿	Ã2Åíº�µvÎ8·�À�º�Å1Ø2¹2ºv¿'·�À�·�½2º	Ø2Â	¼�º�¾�»yÆ2Ì�Â8·vÉ
δ > 0

Á	Æ2¸ê¹2ºvÈ�Î2É�ç!½2º�»�¼�Ãáºv¹	¼�Ã2ÅN·�Æ2Ç�½2ºvÈ�º=¾�º�»�»�¼v·�à
½2ºv¾vÆ8É�½	Ã	¸á»�¹	Î8·�¾�ÉyÁ	Æ2Ã	¾#·=»yÆ8ÉyÁ2Ì�éI¶�·�¸ÕºvÍ2É�½	¿'·=»�½	Ã	À�Ì)�

E (Y,W r
2 (R), δ, σ) >

√
δ2

2π
+
e−2Y σ

σ2r
.

� Þ�	

@Q»yÆ2Ì�Â8·vÉ�Ø	¿�ºvÈ�Á�·�Ã	½2ËMºvÎ2ÅN·�Í	Ã	¸ÕÀ�·�Á�·�½8·�¼�ºvÂ	½2º
(δ = 0)

Ø2·�½8·�Æ8ºvÈ�Ã	Â	½	ÒBÉM¾�Ò1¿'Æ�·�Á2¿	Ãá¹	Î	Ã	¾�º�Á2¸'¼
¿á»yÆ8ÉyÁ2Ì�éI¶�É�Å4ÌiÎ2É�À�Ì�Æ2Ç�¼v·�¼�Ì

S =
e−Y σ

σrÃ�¼�É�Åì»�·vÅ4ÒBÅ1Ø

E (Y,W r
2 (R), σ) >

e−Y σ

σr
.

� ��	

� g � g ���o±#³oó£n ñ�r8±#m�� 8 �oq<;�mo±! �³oq8ñ�ò'´ q"�oò'´4pIn#:>=8³oq<;�q r8q8ñ�ñ�ò�n	³oq8r :,±#³o´$# ´ q"�oò'´��
pIn#:>=8³���±�pI±#ò'q�²��êg ��Ì�Á8É�ÅãÃ2»�¿'·�¼�Çiºv¹	¼�Ã2ÅN·�Æ2Ç�½	ÒBÉ!Å,É�¼�º�Á2ÒZ»�Î2ÉyÁ2ÃáÅ,É�¼�º�Á8ºv¾l¾�Ã'Á�· �

m (g (·)) = Λg (·) , � Ö�å�	
È�Á8É

Λ : L2 ([−σ, σ]) → L2 (R)
Ù Æ2Ã	½2É�Ê	½	Ò1Êã½2É�¹	Î2É�Î	Ò1¾�½	Ò1Êìºv¹2É�Î8·�¼�ºvÎ�ØoÁ8É�Ê2»�¼�¾�Ã2Él¿�ºv¼�ºvÎ2ºvÈ�º�¾

º�µvÎ8·�À�·�Ñ�ïJÌ�Î	Ç�ÉDÃ2Å,É�É�¼=¾�Ã'Á4�

F [Λg(·)](ξ) = a(ξ)g(ξ)e−Y |ξ|, a(·) ∈ L∞([−σ, σ]). � Ö�Ö
	
Ö�ÓN@�½8·�Â8·�Æ8ÉMÃ2»�»yÆ8ÉyÁ2Ì�É�Åß»yÆ2Ì�Â8·�Ê�½2É�¼�ºvÂ	½2º�À�·�Á�·�½	½2ºvÊáÃ	½2ËMºvÎ2ÅN·�Í	Ã	Ã

(δ > 0)
Ó

P4·v»�»�Å,ºv¼�Î	Ã2ÅßÐ�¿�»�¼�Î2É�ÅN·�Æ2Ç�½	Ì�éSÀ�·�Á�·�Â	Ì)�

‖u (·, Y )−m (g) (·, Y )‖L2(R)
→ max, ‖F [f ](·)− g(·)‖L2([−σ,σ]) 6 δ,

∥∥∥f (r) (·)
∥∥∥
L2(R)

6 1.

]\Î	Ã2Å,É�½	¸'¸ê¼�É�ºvÎ2É�Å4Ìê]IÆ�·�½	ç�É�Î2ÉyÆ2¸£Ø	¹2º�Æ2Ì�Â	Ã2Å1Ø'Â	¼�º�¿	¾#·�Á2Î8·�¼�À�½8·�Â2É�½	Ã	¸ÕÐ�¼�ºvÊêÀ�·�Á�·�Â	Ã�Î8·�¾�É�½ÕÀ�½8·�à
Â2É�½	Ã	é »yÆ8ÉyÁ2Ì�éI¶�É�Ê�À�·�Á�·�Â	Ã��

1

2π

∫

R

|e−Y |ξ| (F [f ] (ξ)− a(ξ)g(ξ)) |2dξ → max,

1

2π

σ∫

−σ

|F [f ] (ξ)− g(ξ)|2dξ 6 δ21 ,
1

2π

∫

R

ξ2r|F [f ] (ξ) |2dξ 6 1.
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]\Ì�»�¼�Ç
λ1 > 0

Ø
λ2 > 0

Ù ½2É�¿�ºv¼�ºvÎ	ÒBÉ�¹2º�Æ8º�è�Ã	¼�ÉyÆ2Ç�½	ÒBÉÄÂ	Ã2»yÆ�·'Ó^A_Í2É�½	Ã2Å?»�¾�É�Î�Ñ'Ìí¹2º�Á2Ò1½	¼�Éyà
È�Î8·�Æ2Ç�½2º�ÉM¾�Ò1Î8·�è!É�½	Ã2ÉJ¾lÅN·�¿�»�Ã2Å4Ã	À�Ã	Î	Ì�É�Å,º�ÅQËDÌ�½	¿	Í	Ã2ºv½8·�Æ8É�Ø2Ã2»�¹2º�Æ2Ç�À�Ì�¸�½2É�Î8·�¾�É�½2»�¼�¾�ºiäDºvç!ÃÕÙ
��Ì�½	¸'¿�ºv¾�»�¿�ºvÈ�º �

∣∣∣e−Y |ξ| (F [f ] (ξ)− a(ξ)g(ξ))
∣∣∣
2

=
∣∣∣e−Y |ξ| (F [f ] (ξ)− a(ξ)F [f ](ξ) + a(ξ)F [f ](ξ)− a(ξ)g(ξ))

∣∣∣
2

= e−2Y |ξ| |(1− a(ξ))F [f ] (ξ) + a(ξ) (F [f ] (ξ)− g(ξ))|2

= e−2Y |ξ|

∣∣∣∣
1− a(ξ)√
λ2ξr

√
λ2ξ

r
F [f ] (ξ) +

a(ξ)√
λ1

√
λ1 (F [f ] (ξ)− g(ξ))

∣∣∣∣
2

6 e−2Y |ξ|

( |1− a(ξ)|2
λ2ξ2r

+
|a(ξ)|2
λ1

)(
λ2ξ

2r |F [f ] (ξ)|2 + λ1 |F [f ] (ξ)− g(ξ)|2
)
.

AIµ�ºvÀ�½8·�Â	Ã2Å

S (ξ) = e−2Y |ξ|

( |1− a(ξ)|2
λ2ξ2r

+
|a(ξ)|2
λ1

)
, ξ ∈ [−σ, σ] .

]\Ì�»�¼�Ç
A = ess supξ∈[−σ,σ] S (ξ)

Ó,EGºvÈ�Á�·�½8·�ºv¼�Î2É�À�¿�É
[−σ, σ] »�¹	Î8·�¾�ÉyÁ	Æ2Ã	¾#·=»yÆ8ÉyÁ2Ì�éI¶�·�¸ÕºvÍ2É�½	¿'· �

1

2π

σ∫

−σ

∣∣∣e−Y |ξ| (F [f ] (ξ)− a(ξ)g(ξ))
∣∣∣
2
dξ

6
A

2π

σ∫

−σ

(
λ2ξ

2r|F [f ] (ξ) |2 + λ1 |F [f ] (ξ)− g(ξ)|2
)
dξ

6
λ2A

2π

σ∫

−σ

ξ2r |F [f ] (ξ)|2 dξ + λ1Aδ
2
1 .

LN»yÆ2Ã
ξ ∈ R\ [−σ, σ] Ø	¼�º g(ξ) = 0

Ø'¹2ºvÐ�¼�º�Å4Ì�Ø2Ì�Â	Ã	¼�Ò1¾#·�¸£Ø	Â	¼�º |ξ/σ| > 1
Ø2Å,º�è!É�ÅíÀ�·�¹	Ã2»�·�¼�Ç��

1

2π

∫

R\[−σ,σ]

∣∣∣e−Y |ξ| (F [f ] (ξ)− a(ξ)g(ξ))
∣∣∣
2
dξ

=
1

2π

∫

R\[−σ,σ]

∣∣∣e−Y |ξ|
F [f ] (ξ)

∣∣∣
2
dξ 6

e−2Y σ

2πσ2r

∫

R\[−σ,σ]

ξ2r |F [f ] (ξ)|2 dξ.

C�¿'Æ�·�Á2Ò1¾#·�¸�Ð�¼�ÃÕ½2É�Î8·�¾�É�½2»�¼�¾#·'Ø8¹2º�Æ2Ì�Â	Ã2ÅíºvÍ2É�½	¿	Ìê½8·!¾�»�É�Êáº�»�Ã��

1

2π

∫

R

∣∣∣e−Y |ξ| (F [f ] (ξ)− a(ξ)g(ξ))
∣∣∣
2
dξ

6
λ2A

2π

σ∫

−σ

ξ2r |F [f ] (ξ)|2 dξ + e−2Y σ

2π · σ2r
∫

R\[−σ,σ]

ξ2r |F [f ] (ξ)|2 dξ + λ1Aδ
2
1 .

@6»�É\¾�Ò1ç�É�»�¿'·�À�·�½	½2º�É!»�¹	Î8·�¾�ÉyÁ	Æ2Ã	¾�º=Á	Æ2¸ê¹	Î2ºvÃ	À�¾�º�Æ2Ç�½	Ò6Ñ�¹2º�Æ8º�è�Ã	¼�ÉyÆ2Ç�½	Ò6ÑáÂ	Ã2»�ÉyÆ
λ1
Ã
λ2
Ó
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]\Ì�»�¼�Ç ¼�É�¹2É�Î	Ç

λ̂1 = 1
Ø
λ̂2 = e−2Y σ

σ2r

Ó X!ºv¹2º�Æ2½	Ã	¼�ÉyÆ2Ç�½2º ¹2ºv¼�Î2É�µvÌ�É�Å1ØãÂ	¼�º�µvÒ
A =

ess supξ∈[−σ,σ] S (ξ) 6 1
Ó,EGºvÈ�Á�·'Ø8Ì�Â	Ã	¼�Ò1¾#·�¸ÕÂ	¼�º

1

2π

∫

R

ξ2r|F [f ] (ξ) |2dξ 6 1,

¹2º�Æ2Ì�Â	Ã2Å

1

2π

∫

R

∣∣∣e−Y |ξ| (F [f ] (ξ)− a(ξ)g(ξ))
∣∣∣
2
dξ 6

λ2
2π

∫

R

ξ2r |F [f ] (ξ)|2 dξ + δ21 6
e−2Y σ

σ2r
+ δ21 .

� Ö�Ú�	

Eo·�¿	Ã2Åîº�µvÎ8·�À�º�Å1Ø�É�»yÆ2ÃiÅ,É�¼�º�Ái¾�º�»�»�¼v·�½2ºv¾vÆ8É�½	Ã	¸
m
Ì�Á8ºv¾vÆ8É�¼�¾�ºvÎ#¸	É�¼JÌ�»yÆ8ºv¾�Ã	¸	Å

(10)
Ü
(11)

Ø'¹	Î	Ã	Â2É�Å
A = ess supξ∈[−σ,σ] S (ξ) 6 1

Ø	¼�º!Á	Æ2¸�É�È�º�¹2ºvÈ�Î2É�ç!½2º�»�¼�Ã�»�¹	Î8·�¾�ÉyÁ	Æ2Ã	¾#·lºvÍ2É�½	¿'·

e(Y,W r
2 (R), δ, σ,m) 6

√
δ21 +

e−2Y σ

σ2r
.

� Ö�Û�	
� ¼v·�ºvÍ2É�½	¿'·�»�ºv¾�¹8·�Á�·vÉ�¼=»�ºJÀ�½8·�Â2É�½	Ã2É�Åì½	Ã	è�½2É�ÊêÈ�Î8·�½	Ã	Í	Ò�¹2ºvÈ�Î2É�ç!½2º�»�¼�Ã�ºv¹	¼�Ã2ÅN·�Æ2Ç�½2ºvÈ�º�¾�º�»�»�¼v·�à
½2ºv¾vÆ8É�½	Ã	¸

(8)
Ó

Ú'Ó,]\Î2º�·�½8·�Æ2Ã	À�Ã	Î	Ì�É�Å1Ø2¿'·�¿�º�ÉDÌ�»yÆ8ºv¾�Ã2É\½8·!ËDÌ�½	¿	Í	Ã	é
a(ξ)

½8·�¿'Æ�·�Á2Ò1¾#·vÉ�¼=¼�Î2É�µ�ºv¾#·�½	Ã2É
S (ξ) 6

1
Ø
ξ ∈ [−σ, σ] ÓNODÅ,É�É�Å1Ø2¾�Ò6Á8ÉyÆ2¸'¸Õ¹2º�Æ2½	Ò1Ê�¿	¾#·�Á2Î8·�¼�Ø

S (ξ) = e−2Y |ξ|

( |1− a(ξ)|2
λ2ξ2r

+
|a(ξ)|2
λ1

)

= e−2Y |ξ|

(
λ1 + λ2ξ

2r

λ1λ2ξ2r

∣∣∣∣a(ξ)−
λ1

λ1 + λ2ξ2r

∣∣∣∣
2

+
1

λ1 + λ2ξ2r

)
6 1.

A_¼�¿	Ì�Á�·
∣∣∣∣a(ξ)−

λ1
λ1 + λ2 ξ2r

∣∣∣∣
2

6
λ1λ2ξ

2r
((
λ1 + λ2ξ

2r
)
e2Y |ξ| − 1

)

(λ1 + λ2ξ2r)2
.

]Dº�Á8»�¼v·�¾�Ã2Åß¾�ÒBµvÎ8·�½	½	ÒBÉM½8·vÅ4Ã�Î8·�½2É�ÉDÀ�½8·�Â2É�½	Ã	¸
λ̂1 = 1

Ø
λ̂2 =

e−2Y σ

σ2r

�

∣∣∣∣a(ξ)−
1

1 + (ξ/σ)2re−2Y σ

∣∣∣∣
2

6
e−2Y σ(ξ/σ)2r

((
1 + e−2Y σ(ξ/σ)2r

)
e2Y |ξ| − 1

)

(1 + e−2Y σ(ξ/σ)2r)2
.

CNÆ8ÉyÁ8ºv¾#·�¼�ÉyÆ2Ç�½2º	Ø£É�»yÆ2Ã�ËDÌ�½	¿	Í	Ã	¸
a(·) Ì�Á8ºv¾vÆ8É�¼�¾�ºvÎ#¸	É�¼iÁ�·�½	½2º�Å4Ì�»�º�ºv¼�½2ºvç�É�½	Ã	é�Ø�¼�º�Á	Æ2¸áÉ�È�º=¹2º�àÈ�Î2É�ç!½2º�»�¼�Ã�»�º�ºv¼�¾�É�¼�»�¼�¾�Ì�éI¶�É�È�ºlÅ,É�¼�º�Á�·�¾�º�»�»�¼v·�½2ºv¾vÆ8É�½	Ã	¸Ä»�¹	Î8·�¾�ÉyÁ	Æ2Ã	¾#·=ºvÍ2É�½	¿'·

(13)
Ó

Û'ÓNEGÉ�¹2É�Î	Çl¹2É�Î2É�Ê'Á8É�Åì¿á»yÆ2Ì�Â8·�éZ¼�ºvÂ	½2º�À�·�Á�·�½	½2ºvÊáÃ	½2ËMºvÎ2ÅN·�Í	Ã	Ã
(δ = 0)

Ó
F_½8·�Æ8ºvÈ�Ã	Â	½2º=¹	Î2ÉyÁ2Ò6Á2Ì�¶�É�Å4ÌÕ»yÆ2Ì�Â8·�é^Î8·v»�»�Å,ºv¼�Î	Ã2ÅíÐ�¿�»�¼�Î2É�ÅN·�Æ2Ç�½	Ì�é À�·�Á�·�Â	Ì)�

‖u (·, Y )−m (g) (·, Y )‖L2(R)
→ max,

∥∥∥f (r) (·)
∥∥∥
L2(R)

6 1, F [f ](·) = g(·) Á	Æ2¸ê¹�Ó ¾2Ó
ξ ∈ [−σ, σ] .

]\Î	Ã2Å,É�½	¸'¸ê¼�É�ºvÎ2É�Å4Ìê]IÆ�·�½	ç�É�Î2ÉyÆ2¸£Ø	¹2º�Æ2Ì�Â	Ã2Å1Ø'Â	¼�º�¿	¾#·�Á2Î8·�¼�À�½8·�Â2É�½	Ã	¸ÕÐ�¼�ºvÊêÀ�·�Á�·�Â	Ã�Î8·�¾�É�½ÕÀ�½8·�à
Â2É�½	Ã	é »yÆ8ÉyÁ2Ì�éI¶�É�Ê�À�·�Á�·�Â	Ã��

1

2π

∫

R

|e−Y |ξ| (F [f ] (ξ)− a(ξ)g(ξ)) |2dξ → max,

F [f ](·) = 0
Á	Æ2¸Õ¹�Ó ¾2Ó

ξ ∈ [−σ, σ] , 1

2π

∫

R

ξ2r |F [f ] (ξ)|2 dξ 6 1.

� Ö��#	
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A_Í2É�½	Ã2ÅíÅN·�¿�»�Ã2Å4Ã	À�Ã	Î	Ì�É�Å4Ò1Ê�ËDÌ�½	¿	Í	Ã2ºv½8·�ÆGÓNEo·�¿á¿'·�¿

g (·) = 0
Ø
ξ ∈ R\[−σ, σ] Ã Y > 0

Ø	¼�º �

1

2π

∫

R

e−2Y |ξ| |F [f ] (ξ)− a(ξ)g(ξ)|2

=
1

2π

σ∫

−σ

e−2Y |ξ| · |a(ξ)− 1|2 |F [f ] (ξ)|2 dξ + 1

2π

∫

R\[−σ,σ]

e−2Y |ξ| |F [f ] (ξ)|2 dξ

6
1

2π

σ∫

−σ

|a(ξ)− 1|2 |F [f ] (ξ)|2 dξ + e−2Y σ

2πσ2r

∫

R\[−σ,σ]

ξ2r |F [f ] (ξ)|2 dξ.

]Dºv¼�Î2É�µvÌ�É�Å1Ø2Â	¼�º�µvÒëËDÌ�½	¿	Í	Ã	¸
a(·) Ì�Á8ºv¾vÆ8É�¼�¾�ºvÎ#¸�Æ�·l»yÆ8ÉyÁ2Ì�éI¶�É�Å4ÌiÌ�»yÆ8ºv¾�Ã	é��

|a(ξ) − 1|2 6 e−2Y σ(ξ/σ)2r, ξ ∈ [−σ, σ] .
EGºvÈ�Á�·�½2É�Î8·�¾�É�½2»�¼�¾�º=¹	Î	Ã2Å,É�¼l¾�Ã'Á4�

1

2π

∫

R

e−2Y |ξ| |F [f ] (ξ)− a(ξ)g(ξ)|2 6 e−2Y σ

2πσ2r

∫

R

ξ2r |F [f ] (ξ)|2 6 e−2Y σ

σ2r.

U�½8·�Â	Ã	¼�Ø8É�»yÆ2Ã�Å,É�¼�º�Á�¾�º�»�»�¼v·�½2ºv¾vÆ8É�½	Ã	¸
m
Ì�Á8ºv¾vÆ8É�¼�¾�ºvÎ#¸	É�¼=Ì�»yÆ8ºv¾�Ã	¸	Å

(10)
Ü
(11)

Ø8¹	Î	Ã	Â2É�Å |a(ξ)−
1|2 6 e−2Y σ(ξ/σ)2r , ξ ∈ [−σ, σ] Ø'¼�º

e(Y,W r
2 (R), σ,m) 6

e−2Y σ

σ2r
.

]Dº�Æ2Ì�Â2É�½	½8·�¸îºvÍ2É�½	¿'·á»�½2ºv¾#·�»�ºv¾�¹8·�Á�·vÉ�¼�»�º�À�½8·�Â2É�½	Ã2É�Åë½	Ã	è�½2É�ÊîÈ�Î8·�½	Ã	Í	Ò?¹2ºvÈ�Î2É�ç!½2º�»�¼�Ãbºv¹	¼�Ã'à
ÅN·�Æ2Ç�½2ºvÈ�º=¾�º�»�»�¼v·�½2ºv¾vÆ8É�½	Ã	¸

(8)
Ó

@ë¹�Ó£Ú'Ó�Ö!Á8ºv¿'·�À�·�½2º	Ø�Â	¼�ºiÁ	Æ2¸�¹2ºvÈ�Î2É�ç!½2º�»�¼�Ãîºv¹	¼�Ã2ÅN·�Æ2Ç�½2ºvÈ�º�¾�º�»�»�¼v·�½2ºv¾vÆ8É�½	Ã	¸î»�¹	Î8·�¾�ÉyÁ	Æ2Ã	¾�Ò
»yÆ8ÉyÁ2Ì�éI¶!Ã2ÉDºvÍ2É�½	¿	Ã�»�½	Ã	À�Ì)�

E (Y,W r
2 (R), δ, σ) >

√
δ21 +

e−2Y σ

σ2r
, δ > 0,

E (Y,W r
2 (R), σ) >

e−Y σ

σr
, δ = 0.

@â¹�Ó2Ú'Ó Ú�¹2ºv¿'·�À�·�½2º	Ø8Â	¼�º�É�»yÆ2ÃáÅ,É�¼�º�Á�Ã2Å,É�É�¼=¾�Ã'Á

m (g (·)) = Λg (·) ,
È�Á8É

Λ : L2 ([−σ, σ]) → L2 (R)
Ù Æ2Ã	½2É�Ê	½	Ò1ÊQ½2É�¹	Î2É�Î	Ò1¾�½	Ò1Ê ºv¹2É�Î8·�¼�ºvÎ�ØBÁ8É�Ê2»�¼�¾�Ã2É�¿�ºv¼�ºvÎ2ºvÈ�º

¾=º�µvÎ8·�À�·�Ñ�ïJÌ�Î	Ç�ÉDÃ2Å,É�É�¼=¾�Ã'Á4�

F [Λg (·)](ξ) = a(ξ)g(ξ)e−Y |ξ|,

Ã�ËDÌ�½	¿	Í	Ã	¸
a(ξ)

Ì�Á8ºv¾vÆ8É�¼�¾�ºvÎ#¸'éI¼i»yÆ8ÉyÁ2Ì�éI¶!Ã2ÅìÌ�»yÆ8ºv¾�Ã	¸	Å �

a (·) ∈ L∞ ([−σ, σ]) ,
∣∣∣∣a(ξ)−

1

1 + (ξ/σ)2r · e−2Y σ

∣∣∣∣
2

6
e−2Y σ(ξ/σ)2r

((
1 + e−2Y σ(ξ/σ)2r

)
e2Y |ξ| − 1

)

(1 + e−2Y σ(ξ/σ)2r)2
, δ > 0;
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|a(ξ)− 1| 6 e−Y σ(ξ/σ)r,
É�»yÆ2Ã

δ = 0,
¼�º!¹2ºvÈ�Î2É�ç!½2º�»�¼�Çl»�º�ºv¼�¾�É�¼�»�¼�¾�Ì�éI¶�É�È�º�Å,É�¼�º�Á�·!½2ÉI¹	Î2É�¾�Ò1ç�·vÉ�¼�¼v·�¿	Ã'Ñêè!ÉI¾�ÉyÆ2Ã	Â	Ã	½ÕÃê¼�É�Åã»�·vÅ4ÒBÅ
ºv½áºv¹	¼�Ã2ÅN·�Æ8É�½�Ó

]\Î	Ã	¾�ÉyÁ8É�Åí¹	Î	Ã2Å,É�Î�ºv¹	¼�Ã2ÅN·�Æ2Ç�½2ºvÈ�ºlÅ,É�¼�º�Á�·'Ó
Ö�Ó�CNÆ2Ì�Â8·�Ê�½2É�¼�ºvÂ	½2º�À�·�Á�·�½	½2ºvÊáÃ	½2ËMºvÎ2ÅN·�Í	Ã	Ã

(δ > 0) .a�º�è�½2ºî¹2ºv¿'·�À�·�¼�Ç2Ø6Â	¼�ºîÅ,É�¼�º�ÁQ¾�Ã'Á�·
(10)

Ü
(11)

Ø�È�Á8É
a (ξ) = 1

1+(ξ/σ)2r ·e−2Y σ

Ø
ξ ∈ [−σ, σ] ØÌ�Á8ºv¾vÆ8É�¼�¾�ºvÎ#¸	É�¼i¾�»�É�Åì¼�Î2É�µvÌ�É�Å4ÒBÅíÌ�»yÆ8ºv¾�Ã	¸	Å1ÓNEGºvÈ�Á�·

F [m(g)] (ξ) =

{
e−Y |ξ|·g(ξ)

1+(ξ/σ)·e−2Y σ , ξ ∈ [−σ, σ] ;
0, ξ /∈ [−σ, σ] .

@âÐ�¼�º�Åí»yÆ2Ì�Â8·vÉD¾�º�»�»�¼v·�½2ºv¾vÆ8É�½	½2º�É!Î2É�ç�É�½	Ã2ÉDÃ2Å,É�É�¼=¾�Ã'Á4�

u (x, Y ) =
1

2π

σ∫

−σ

e−Y |ξ| · g (ξ)
1 + (ξ/σ)2r · e−2Y σ

eiξx dξ,

È�Á8É
C = 1

1+(ξ/σ)2r ·e−2Y σ

Ù »�È�Æ�·�è�Ã	¾#·�éI¶!Ã	ÊÄÅ4½2º�è�Ã	¼�ÉyÆ2Ç2Ó
Ú'Ó�CNÆ2Ì�Â8·�Ê�¼�ºvÂ	½2º�À�·�Á�·�½	½2ºvÊáÃ	½2ËMºvÎ2ÅN·�Í	Ã	Ã

(δ = 0) .ïJÌ�½	¿	Í	Ã	¸
a (·) = 1, ξ ∈ [−σ, σ] Ø£ºvÂ2É�¾�Ã'Á2½2º	Ø£Ì�Á8ºv¾vÆ8É�¼�¾�ºvÎ#¸	É�¼Õ¾�»�É�ÅQ¼�Î2É�µ�ºv¾#·�½	Ã	¸	ÅQ¼�É�ºvÎ2É�Å4ÒMÓEGºvÈ�Á�·�¾�º�»�»�¼v·�½2ºv¾vÆ8É�½	½2º�É!Î2É�ç�É�½	Ã2ÉDÃ2Å,É�É�¼=¾�Ã'Á

u (x, Y ) =
1

2π

σ∫

−σ

e−Y |ξ|g (ξ) eiξxdξ.

KMÉ�È�¿�ºáÀ�·vÅ,É�¼�Ã	¼�Ç2ØoÂ	¼�º�Ð�¼�ºÕÎ2É�ç�É�½	Ã2Élºv¼�½2º�»�Ã	¼�»�¸î¿Ï¿'Æ�·v»�»�ÌÏºv¹	¼�Ã2ÅN·�Æ2Ç�½	Ò6ÑîÃÏ¾á¹2É�Î	¾�º�Åë»yÆ2Ì�Â8·vÉ�Ó
EGÉ�ºvÎ2É�ÅN·�¹2º�Æ2½2º�»�¼�Ç�é^Á8ºv¿'·�À�·�½8·'Ó
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