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Пусть X и Y – нормированные пространства,
� – топологическое пространство, G – открытое
подмножество �n × X, f: G → �, hi: G → �, i = 1,
2, ..., m1, и li: G → �, i = 1, 2, ..., m2, – функции пе�
ременных ξ ∈ �n и x ∈ X, а F: G × � → Y – отобра�
жение переменных ξ, x и u ∈ �. 

Рассмотрим задачу

(1)

Допустимая в этой задаче точка ( , , ) назы�
вается сильным минимумом, если найдется такая

окрестность W ⊂ G точки ( , ), что f(ξ, x) ≥ f( , )
для всех допустимых точек (ξ, x, u) ∈ W × �. 

Положим h = (h1, ..., )T, l = (l1, ..., )T

(�n понимается как совокупность вектор�столб�
цов, T – знак транспонирования). Тройку отобра�
жений (F, h, l), задающих ограничения в задаче (1),
назовем управляемой системой. 

Наряду с задачей (1) рассмотрим также следу�
ющую постановку. Пусть k ∈ � и отображение �k:
�k × G × �k + 1 → Y определено равенством 

f ξ x,( ) min, F ξ x u, ,( )→ 0, u �,∈=

hi ξ x,( ) 0,≤

i 1 2 … m1, li ξ x,( ), , , 0,= =

i 1 2 … m2., , ,=

ξ̂ x̂ û

ξ̂ x̂ ξ̂ x̂

hm1
lm2

где u = (u0, u1, ..., uk), и пусть Σk = {α = (α1, ..., αk)
T ∈

∈ :  ≤ 1}. 

Задачу

(2)

относительно переменных α, ξ, x и u назовем ре�
лаксацией задачи (1). 

Допустимая в этой задаче точка ( , , , )
называется локальным минимумом, если найдет�
ся такая окрестность � ⊂ Σk × G × �k + 1 точки ( ,

, , ), что f(ξ, x) ≥ f( , ) для всех допустимых

точек (α, ξ, x, ) ∈ �. 
Идея рассмотрения релаксации задачи опти�

мального управления впервые была предложена
Р.В. Гамкрелидзе (см. [2, 3]). Рассматриваемая
здесь релаксационная задача имеет несколько
иной характер. 

Помимо необходимых условий минимума в за�
дачах (1) и (2) нас будут интересовать тесно свя�
занные с этими условиями вопросы управляемо�
сти управляемой системы (F, h, l).

�k α ξ x u, , ,( ) 1 αi

i 1=

k

∑–
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

F ξ x u0, ,( )= +

+ αiF ξ x ui, ,( ),

i 1=

k

∑

�+
k αi

i 1=

k

∑

f ξ x,( ) min, �k α ξ x u, , ,( )→ 0,=

u u0 u1 … uk, , ,( ) �
k 1+

,∈=

α Σk
, hi ξ x,( ) 0, i≤∈ 1 2 … m1,, , ,=

li ξ x,( ) 0, i 1 2 … m2,, , ,= =

α̂ ξ̂ x̂ û

α̂

ξ̂ x̂ û ξ̂ x̂

u
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О п р е д е л е н и е  1. Пусть ( , , ) – допу�
стимая точка в задаче (1). Скажем, что управляе�
мая система (F, h, l) л о к а л ь н о  у п р а в л я е м а

о т н о с и т е л ь н о  т о ч к и  ( , , ), если для

каждой окрестности W точки ( , ) существует

окрестность W1 нуля в  ×  такая, что для
любого y = (y1, y2) ∈ W1 найдется элемент
(ξy, xy, uy) ∈ W × �, для которого F(ξy, xy, uy) = 0,
h(ξy, xy) ≤ y1 (неравенство понимается покоорди�
натно) и l(ξy, xy) = y2. 

Задача (1) представляет собой, как уже говори�
лось, абстрактную модель задачи оптимального
управления. Предположения ниже – это аб�
страктные варианты предположений и свойств,
которые выполняются в стандартной задаче оп�
тимального управления. 

О с н о в н ы е  п р е д п о л о ж е н и я: 
1) X и Y – банаховы пространства; 
2) функция f и отображения h и l непрерывно

дифференцируемы на G, отображение F непрерыв�
но на G × � вместе со своей производной по (ξ, x); 

3) для каждого набора u = (u0, u1, ..., uk) ∈
∈ �k + 1, каждого вектора α ∈ Σk и каждого числа
ν > 0 найдется такой элемент Mν(α, u) ∈ � (кото�
рый назовем миксом элементов u0, u1, ..., uk), что
Mν(0, u) = u0 для любого ν, а отображение (α, u) �
� Mν(α, u) непрерывно на Σk × �k + 1 равномерно

по ν. Кроме того, для любой точки ( , ) ∈ G су�
ществует такая ее окрестность W0, что 

при ν → 0 равномерно по (α, ξ, x) ∈ Σk × W0. 
Последнее условие означает, в частности, что

замыкание образа отображения u � F(ξ, x, u) из
� в Y есть выпуклое множество. В задаче опти�
мального управления, где F – интегральный опе�
ратор, соответствующий дифференциальной свя�
зи, это всегда выполняется. Понятие микса впер�
вые появилось в работе В.М. Тихомирова [4] (см.
также [6]). Микс позволяет неким регулярным
образом “добраться'' до любой точки из замыка�
ния образа указанного отображения. 

Теперь приведем условия регулярности зада�
чи (1). Эти условия, как будет видно из формули�
руемых ниже утверждений, гарантируют, с одной
стороны, “содержательность'' необходимых усло�
вий минимума в этой задаче, а с другой, управля�
емость управляемой системы (F, h, l). Но сначала
некоторые обозначения. 

Пусть Y * – сопряженное к нормированному
пространству Y. Через 〈y*, y〉 обозначаем значение
линейного функционала y* ∈ Y* на элементе y ∈ Y.
Сопряженное (�n)* к �n отождествляется с век�

тор�строками; (�n  – конус положительных

ξ̂ x̂ û

ξ̂ x̂ û

ξ̂ x̂

�
m1

�
m2

ξ̂ x̂

F ξ x Mν α u,( ), ,( ) �k α ξ x u, , ,( )→

)+*

функционалов на �n (т.е. неотрицательных век�
тор�строк). Через |x | обозначаем евклидову норму
элемента из �n или (�n)*. 

Всюду ниже, если фиксирована точка ( , , ),
то для производных по ξ и x в этой точке, для

краткости записи, пишем  = Fξ( , , ),  =

= Fx( , , ),  = fξ( , ),  = fx( , ) и анало�

гично для отображений h и l;  и  – сопря�

женные операторы к операторам  и , и ана�
логичная запись для сопряженных операторов к

,  и т.д. 

О п р е д е л е н и е  2. Пусть ( , , ) – допу�
стимая точка в задаче (1). Скажем, что управляе�

мая система (F, h, l) р е г у л я р н а  в  т о ч к е  ( ,
, ), если система уравнений 

относительно переменных y* ∈ Y*, λ1 ∈  и

λ2 ∈  имеет только тривиальное решение. 

Сформулируем теперь основные результаты:
теорему о связи решений задач (1) и (2), теорему о
достаточных условиях локальной управляемости
управляемой системы (F, h, l) и теорему о необхо�
димых условиях минимума в задаче (1). Во всех
этих утверждениях предполагается, что выполне�
ны основные предположения и в соответствую�

щей точке ( , , ) оператор Fx( , , ) обратим
(что, очевидно, всегда имеет место в задаче опти�
мального управления). 

Те о р е м а  1. Пусть ( , , ) – минимум в за+
даче (1) и управляемая система (F, h, l) регулярна в

точке ( , , ). Тогда для каждого k ∈ � и каждо+

го набора  = ( , , ..., ) ∈ �k + 1 точка (0, ,

, ) доставляет локальный минимум в задаче (2). 

Те о р е м а  2. Пусть ( , , ) – допустимая
точка в задаче (1) и управляемая система (F, h, l)

регулярна в ( , , ). Тогда система (F, h, l) ло+

кально управляема относительно точки ( , , ). 
Сопоставим задаче (1) следующую функцию

Лагранжа:

ξ̂ x̂ û

F̂ξ ξ̂ x̂ û F̂x

ξ̂ x̂ û f̂ξ ξ̂ x̂ f̂x ξ̂ x̂

F̂ξ
* F̂x*

F̂ξ F̂x

ĥξ ĥx

ξ̂ x̂ û

ξ̂
x̂ û

F̂x*y* ĥx*λ1 l̂x*λ2+ + 0,=

F̂ξ
*y* ĥξ

*λ1 l̂ξ*λ2+ + 0,=

y* F ξ̂ x̂ u, ,( ),〈 〉
u �∈

min y* F ξ̂ x̂ û, ,( ),〈 〉 ,=

λ1 f ξ x,( ),〈 〉 0=

�
m1( )+

*

�
m2( )*

ξ̂ x̂ û ξ̂ x̂ û

ξ̂ x̂ û

ξ̂ x̂ û

û û û1 ûk ξ̂
x̂ û

ξ̂ x̂ û

ξ̂ x̂ û

ξ̂ x̂ û

� ξ x u λ, , ,( ) λ0 f ξ x,( ) y* F ξ x u, ,( ),〈 〉+= +

+ λ1 h ξ x,( ),〈 〉 λ2 l ξ x,( ),〈 〉 ,+
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где  = (λ0, y*, λ1, λ2) ∈ � × Y * × ( )* × ( )* –
набор множителей Лагранжа. 

Те о р е м а  3. Пусть ( , , ) – допустимая

точка в задаче (1). Тогда, если ( , , ) доставля+
ет минимум в задаче (1), то найдется такой нену+
левой набор множителей Лагранжа  = (λ0, y*, λ1,

λ2) ∈ �+ × Y* ×  × , что 

Если управляемая система (F, h, l) регулярна в

точке ( , , ), то λ0 ≠ 0. 

Последняя теорема, которая и моделирует
принцип максимума Понтрягина, является непо�
средственным следствием как теоремы 1, так и
теоремы 2. 

Рассмотрим следующую задачу оптимального
управления (в канонической форме): 

(3)

(4)

(5)

(6)

Здесь [t0, t1] – отрезок прямой, U – непустое под�
множество �r, ϕ: Ω0 × clU → �n (clU обозначает за�

мыкание множества U), f: Ω → �, : Ω → �, i = 1,

2, ..., m1, и : Ω → �, i = 1, 2, ..., m2, где Ω0 и Ω –
открытые множества соответственно в � × �n и
�n × �n. 

Пару (x(·), u(·)) ∈ AC([t0, t1], �n) × L∞([t0, t1], �r),
где AC([t0, t1], �n) – совокупность абсолютно не�
прерывных вектор�функций на [t0, t1], назовем
допустимым процессом в задаче (3)–(6), если
{(t, x(t)): t ∈ [t0, t1]} ⊂ Ω0, (x(t0), x(t1)) ∈ Ω, выпол�
няются соотношения (5), (6) и соотношения (4)
для п.в. t ∈ [t0, t1]. 

Допустимый процесс ( (·), (·)) называется
оптимальным процессом (или сильным миниму�
мом), если существует такое ε > 0, что для всякого
допустимого процесса (x(·), u(·)), для которого
||x(·) – (·)  < ε справедливо неравенство

(x(t0), x(t1)) ≥ ( (t0), (t1)). 

λ �
m1

�
m2

ξ̂ x̂ û

ξ̂ x̂ û

λ

�
m1( )+

* �
m2( )*

�x ξ̂ x̂ û λ, , ,( ) 0 λ0 f̂x F̂x*y* ĥx*λ1 l̂x*λ2+ + +⇔ 0,= =

�ξ ξ̂ x̂ û λ, , ,( ) 0 λ0 f̂ξ F̂ξ
*y* ĥξ

*λ1 l̂ξ*λ2+ + +⇔ 0,= =

λ1 f ξ̂ x̂,( ),〈 〉 0,=

� ξ̂ x̂ u λ, , ,( )
u �∈

min � ξ̂ x̂ û λ, , ,( )  ⇔=

 y* F ξ̂ x̂ u, ,( ),〈 〉
u �∈

min y* F ξ̂ x̂ û, ,( ),〈 〉=⇔ 0.=

ξ̂ x̂ û

f x t0( ) x t1( ),( ) min,→

x· ϕ t x u, ,( ), u t( ) U,∈=

hi x t0( ) x t1( ),( ) 0, i≤ 1 2 … m1,, , ,=

l i x t0( ) x t1( ),( ) 0, i 1 2 … m2., , ,= =

hi

l i

x̂ û

x̂ ||
C t0 t1,[ ] �

n
,( )

f f x̂ x̂

Тройку отображений (ϕ, , ), где  = ( , ...

..., )T и  = ( , ..., )T, задающих ограниче�
ния в задаче (3)–(6), назовем управляемой систе�
мой. 

Задачу (3)–(6) нетрудно переписать в форме за�
дачи (1), и тогда аналоги теорем 1, 2 и 3 для нее (при
стандартных предположениях) непосредственно
следуют из этих теорем и приводимых ниже условий
регулярности (которые есть расшифровка абстракт�

ного определения 2 для управляемой системы (ϕ, ,

)). При этом аналог теоремы 3 для задачи (3)–(6) –
это стандартный принцип максимума Понтрягина
(см., например, [1, 5]), и поэтому формулировку
его здесь не приводим. Приведем здесь лишь ана�
лог теоремы 2 для задачи (3)–(6), который, на
наш взгляд, представляет интерес. 

Функцию  и отображения  и  рассматрива�
ем как функции переменных ζ1 ∈ �n и ζ2 ∈ �n. Ес�
ли фиксирована пара ( (·), (·)), то для сокраще�
ния записи частные производные этих функций

по ζ1 и ζ2 в точке ( (t0), (t1)) записываем так: ,

 и , i = 1, 2, а также пишем (t) = ϕ(t, (t),
(t)) и (t) = ϕx(t, (t), (t)). Сопряженные опе�

раторы к  и , i = 1, 2, обозначаем  и , i =
= 1, 2. 

Обозначим через H(t, x, u, p(t)) = 〈p(t), ϕ(t, x, u)〉
функцию Понтрягина задачи (3)–(6), где p(·):
[t0, t1] → (�n)*. 

О п р е д е л е н и е  3. Пусть ( (·), (·)) – допу�
стимый процесс в задаче (3)–(6). Скажем, что

управляемая система (ϕ, , ) р е г у л я р н а  в
т о ч к е  ( (·), (·)), если система уравнений 

относительно переменных p(·) ∈ AC([t0, t1], (�
n)*),

λ1 ∈  и λ2 ∈  имеет только тривиаль�
ное решение. 

О п р е д е л е н и е  4. Пусть ( (·), (·)) – допу�
стимый процесс в задаче (3)–(6). Скажем, что

управляемая система (ϕ, , ) л о к а л ь н о
у п р а в л я е м а  о т н о с и т е л ь н о  п р о ц е с с а
( (·), (·)), если для каждой окрестности W точки

h l h h1

hm1
l l 1 l m1

h

l

f h l

x̂ û

x̂ x̂ f
ˆ
ζi

h
ˆ
ζi l

ˆ
ζi ϕ̂ x̂

û ϕ̂x x̂ û

h
ˆ
ζi l

ˆ
ζi h

ˆ
ζi

*
l
ˆ
ζi

*

x̂ û

h l
x̂ û

p·– pϕ̂x t( ), p t0( ) h
ˆ
ζ1

* λ1 l
ˆ
ζ1

* λ2,+= =

p t1( ) h
ˆ
ζ2

* λ1– l
ˆ
ζ2

* λ2,–=

H t x̂ t( ) u p t( ), , ,( )
u U∈

max H t x̂ t( ) û t( ) p t( ), , ,( )=

п.в.  t t0 t1,[ ],∈∀

λ1 h x̂ t0( ) x̂ t1( ),( ),〈 〉 0=

�
m1( )+

* �
m2( )*

x̂ û

h l

x̂ û
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(·) существует окрестность W1 нуля в  × 
такая, что для любого y = (y1, y2) ∈ W1 найдется про�
цесс (xy(·), uy(·)), удовлетворяющий условиям (4) и

для которого xy(·) ∈ W, (xy(t0), xy(t1)) ≤ y1 и (xy(t0),
xy(t1)) = y2. 

Те о р е м а  4 (о локальной управляемости).
Пусть ( (·), (·)) – допустимый процесс в зада+

че (3)–(6). Тогда если управляемая система (ϕ, , )
регулярна в точке ( (·), (·)), то эта система ло+
кально управляема относительно процесса ( (·), (·)). 

Выше было сказано, что теорема 3 есть след�
ствие как теоремы 1, так и теоремы 2. Учитывая
приведенную расшифровку условий регулярности

для системы (ϕ, , ), легко заметить, что из теоре�
мы 4 непосредственно следует принцип максиму�
ма Понтрягина для задачи (3)–(6). Действительно,
если ( (·), (·)) – оптимальный процесс в этой за�

даче, то расширенная система (ϕ, , ), где  = ( ,

, ..., )T, не может быть управляема относи�
тельно этого процесса. Следовательно, она нере�
гулярна в точке ( (·), (·)), т.е. для данной точки
выполняется принцип максимума Понтрягина.

Отметим также, что из расшифровки теоремы 1
для задачи (3)–(6) нетрудно получить в регуляр�

ном случае для данной задачи необходимые усло�
вия минимума второго порядка в форме, приве�
денной в работе [7].

Работа выполнена при финансовой поддержке
Российского фонда фундаментальных исследова�
ний (гранты № 14–01–00456, 14–01–00744).
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