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Постановка задачи и формулировка основного
результата

Пусть r — целое неотрицательное число. Если r ≥ 1, то обозна-
чим через Wr

2(R) соболевское пространство функций f(·) ∈ L2(R),
у которых (r− 1)-ая производная локально абсолютно непрерывна
и f (r)(·) ∈ L2(R), а через W r

2 (R) — класс функций

W r
2 (R) = { f(·) ∈ Wr

2(R) : ∥f (r)(·)∥L2(R) ≤ 1 }.
Если r = 0, то полагаем W0

2 (R) = L2(R), и в этом случае W 0
2 (R)

— единичный шар в L2(R).
Рассмотрим задачу Дирихле{

∆u = 0,

u(·, 0) = f(·),
(1)

где ∆ — оператор Лапласа в R2 и f(·) ∈ W r
2 (R), заключающуюся

в нахождении такой гармонической функции u(·, ·) в верхней по-
луплоскости { (x, y) ∈ R2 : y > 0 }, что u(·, y) ∈ L2(R) для любого
y > 0, supy>0 ∥u(·, y)∥L2(R) <∞ и u(·, y) → f(·) при y → 0 в метрике
L2(R).
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В этом случае решение задачи Дирихле единственно и выража-
ется интегралом Пуассона (см. [1])

u(x, y; f) =
1

π

∫
R

x

(y − t)2 + x2
f(t) dt. (2)

Мы ставим перед собой следующую задачу. Пусть на прямой y =
A > 0 имеется возможность измерить решение задачи Дирихле в
метрике L2(R) с точностью до δ > 0, т. е. нам известна функция
g(·) ∈ L2(R) такая, что

∥u(·, A; f)− g(·)∥L2(R) ≤ δ (3)

при некотором f(·) ∈ W r
2 (R), которое мы не знаем. По этой инфор-

мации мы хотим восстановить решение задачи Дирихле на прямой
y = a, где 0 < a < A.

Точная постановка такова. Под методами восстановления мы по-
нимаем любые отображения m : L2(R) → L2(R). Сопоставим каж-
дому такому методу его погрешность, которую определим следую-
щим образом

e(W r
2 (R), δ,m) = sup

f(·)∈W r
2 (R), g(·)∈L2(R),

∥u(·, A;f)−g(·)∥L2(R)≤δ

∥u(·, a; f)−m(g(·))(·)∥L2(R). (4)

Это то “наихудшее”, что мы можем получить, используя данный
метод, зная соотношение (3) и не зная функции f(·).

Нас интересуют, разумеется, те методы, на которых эта величина
минимальна, т. е. такие методы m̂, что

e(W r
2 (R), δ, m̂) = inf

m
e(W r

2 (R), δ,m), (5)

где нижняя грань берется по всем отображениям (методам)
m : L2(R) → L2(R). Такие методы будем называть оптимальными.

Величину справа в (5) будем называть погрешностью оптималь-
ного восстановления и обозначать E(W r

2 (R), δ).
Перед формулировкой теоремы введем некоторые обозначения.

Рассмотрим функцию φ : R → R, определенную формулой

φ(ξ) = ξ2re2A|ξ|.

Ясно, что эта функция равна нулю в нуле, четна и монотонно воз-
растает на [0,+∞). Следовательно, для любого δ > 0 существует
единственное ξ0 = ξ0(δ) > 0 такое, что φ(ξ0) = δ−2.

Положим

λ̂1(δ) =
r + aξ0
r + Aξ0

e2(A−a)ξ0 , λ̂2(δ) =
(A− a)ξ1−2r

0

r + Aξ0
e−2aξ0 .
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Определим еще отрезок на прямой с центром в нуле:

D = { ξ ∈ R : λ̂2(δ)ξ
2re2a|ξ| ≤ 1 }.

Наконец, если F : L2(R) → L2(R) — преобразование Фурье, то
F [f ](·) обозначает преобразование Фурье функции f(·).

Теорема. Пусть δ > 0. Справедливы следующие утверждения.

E(W r
2 (R), δ) = ξ−r

0 e−aξ0 . (6)

Множество измеримых функций ω(·) на R, равных нулю вне ∆
и таких, что

|ω(ξ)|2e2A|ξ|

λ̂1(δ)
+

|1− ω(ξ)|2

λ̂2(δ) ξ2r
≤ e2a|ξ| (7)

для п. в. ξ ∈ D, непусто, и для каждой такой функции ω(·) метод
m̂ω, определенный формулой

m̂ω(g(·))(·) = (K ∗ g)(·), (8)

где F [K](ξ) = ω(ξ)e(A−a)|ξ| для п. в. ξ ∈ R, является оптимальным.

Заметим, что оптимальные методы определены корректно. Дей-
ствительно, так как функция ω(·) равна нулю вне отрезка D, то
преобразование Фурье функции K(·) также равно нулю вне D и,
очевидно, ограничено на D. Следовательно, F [K](·) ∈ L2(R) и по-
этому K(·) ∈ L2(R), а тогда m̂ω(g(·))(·) ∈ L2(R) как свертка двух
функций из L2(R).

Отметим еще, что оптимальные методы линейны и представляют
собой “сглаживание“ исходного наблюдения.

Доказательство теоремы

Общая схема рассуждений такова. Мы сначала докажем нера-
венство

E(W r
2 (R), δ) ≥ ξ−r

0 e−aξ0 , (9)
а затем покажем, что погрешность методов (8) равна величине
справа в (9). Отсюда будет следовать оптимальность этих методов
и равенство (6).

Сначала докажем, что справедлива следующая оценка

E(W r
2 (R), δ) ≥ sup

f(·)∈W r
2 (R),

∥u(·, A;f)∥L2(R)≤δ

∥u(·, a; f)∥L2(R). (10)

Действительно, пусть f0(·) ∈ W r
2 (R) и ∥u(·, A; f0)∥L2(R) ≤ δ.

Тогда функция −f0(·) также удовлетворяет этим соотношениям
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(u(x, y;−f0) = −u(x, y; f0) согласно (2)), и мы имеем для любого
m : L2(R) → L2(R)

2∥u(·, a; f0)∥L2(R) = ∥u(·, a; f)−m(0)(·)−(u(·, a;−f0)−m(0)(·))∥L2(R)

≤ 2 sup
f(·)∈W r

2 (R),
[2pt]∥u(·, A;f)∥L2(R)≤δ

∥u(·, a; f)−m(0)(·)∥L2(R) ≤

≤ 2 sup
f(·)∈W r

2 (R), g(·)∈L2(R)
∥u(·, A;f)−g(·)∥L2(R)≤δ

∥u(·, a; f)−m(g(·))(·)∥L2(R) =

= 2e(W r
2 (R), δ,m).

Переходя слева к верхней грани по всем функциям f(·) таким, что
f(·) ∈ W r

2 (R) и ∥u(·, A; f)∥L2(R) ≤ δ, приходим к неравенству

sup
f(·)∈W r

2 (R),
∥u(·, A;f)∥L2(R)≤δ

∥u(·, a; f)∥L2(R) ≤ e(W r
2 (R), δ,m).

Метод m был выбран произвольно и поэтому переходя справа к
нижней грани по всем методам m, получаем соотношение (10).

Найдем значение величины справа в (10). Эта величина есть зна-
чение следующей экстремальной задачи

∥u(·, a; f)∥L2(R) → max, ∥u(·, A; f)∥L2(R) ≤ δ, ∥f (r)(·)∥L2(R) ≤ 1,

f(·) ∈ Wr
2(R), (11)

т. е. точная верхняя грань максимизируемого функционала при
данных ограничениях.

Как хорошо известно (см. [1]), для любой функции f(·) ∈ L2(R)
и любого y ≥ 0 справедливо равенство

F [u(·, y; f)](ξ) = e−y|ξ|F [f ](ξ) для п. в. ξ ∈ R.

Тогда согласно теореме Планшереля

∥u(·, y; f)∥2L2(R) =
1

2π

∫
R

e−2y|ξ||F [f ](ξ)|2 dξ.

Напомним также, что по теореме Планшереля

∥f (r)(·)∥L2(R) =
1

2π

∫
R

ξ2r|F [f ](ξ)|2 dξ.
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Учитывая эти равенства, получим, что квадрат значения задачи
(11) равен значению такой задачи

1

2π

∫
R

e−2a|ξ||F [f ](ξ)|2 dξ → max,
1

2π

∫
R

e−2A|ξ||F [f ](ξ)|2 dξ ≤ δ2,

1

2π

∫
R

ξ2r|F [f ](ξ)|2 dξ ≤ 1, f(·) ∈ Wr
2(R). (12)

Можно считать, что переменными в этой задаче являются поло-
жительные борелевские меры µf (·), µf (G) = (2π)−1

∫
G
|F [f ](ξ)|2 dξ,

f(·) ∈ Wr
2(R). Рассмотрим более общую задачу, когда переменными

являются все положительные борелевские меры dµ(·) на прямой:∫
R

e−2a|ξ| dµ(ξ) → max,

∫
R

e−2A|ξ| dµ(ξ) ≤ δ2,

∫
R

ξ2r dµ(ξ) ≤ 1,

dµ(·) ≥ 0. (13)

Очевидно, что значение этой задачи не меньше значения задачи
(12). Мы найдем значение задачи (13) (найдя ее решение) и пока-
жем, что, на самом деле, оно совпадает со значением задачи (12).
Тем самым будет найдено, очевидно, и значение задачи (11).

Сопоставим задаче (13) ее следующую модификацию

−
∫
R

e−2a|ξ| dµ(ξ) → min,

∫
R

e−2A|ξ| dµ(ξ) ≤ δ2,

∫
R

ξ2r dµ(ξ) ≤ 1,

dµ(·) ≥ 0. (14)

Это уже выпуклая задача (т. е. задача минимизации выпуклой
функции на выпуклом множестве). Легко видеть, что значения за-
дач (13) и (14) отличаются знаком, а множества их решений (если
таковые существуют) совпадают.

Для нахождения решения задачи (14) воспользуемся достаточ-
ными условиями его существования в теореме Каруша–Куна–
Таккера (см. [2]). Функция Лагранжа задачи (14) имеет вид

L(dµ(·), λ0, λ1, λ2) = −λ0
∫
R

e−2a|ξ| dµ(ξ)+

λ1

∫
R

e−2A|ξ| dµ(ξ)− δ2

+ λ2

∫
R

ξ2r dµ(ξ)− 1

 .
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Достаточные условия состоят в том, что если найдутся такие
множители Лагранжа λ̂i, i = 0, 1, 2 и допустимая в задаче (14)
мера dµ̂(·), удовлетворяющие условиям

1) λ̂0 > 0, λ̂1 ≥ 0, λ̂2 ≥ 0;

2) λ̂1

(∫
R
e−2A|ξ| dµ̂(ξ)− δ2

)
= 0, λ̂2

(∫
R
ξ2rdµ̂(ξ)− 1

)
= 0;

3) min
dµ(·)≥0

L
(
dµ(·), λ̂0, λ̂1, λ̂2,

)
= L

(
dµ̂(·), λ̂0, λ̂1, λ̂2

)
,

то dµ̂(·) — решение задачи (14). Проверка этого совсем проста, и
мы ее опускаем.

Предъявим теперь допустимую в задаче (14) меру dµ̂(·) и мно-
жители Лагранжа λ̂i, i = 0, 1, 2, такие, что выполняются условия
1)− 3).

Положим dµ̂(·) = ξ−2r
0 δ(· − ξ0), где δ(· − ξ0) — δ-функций Дира-

ка, сосредоточенная в точке ξ0. Ясно, что dµ̂(·) — положительная
борелевская мера. Легко видеть, учитывая определение ξ0, что∫

R
e−2A|ξ| dµ̂(ξ) = ξ−2r

0 e−2A|ξ0| = δ2,

∫
R
ξ2r dµ̂(ξ) = ξ−2r

0 ξ2r0 = 1 (15)

и значит, мера dµ̂(·) допустима в задаче (14).
Положим теперь λ̂0 = 1, а λ̂i = λ̂i(δ), i = 1, 2, где числа λ̂i(δ) опре-

делены перед формулировкой теоремы и которые, очевидно, поло-
жительны. Таким образом, с определенными мерой dµ̂(·) и множи-
телями Лагранжа λ̂i, i = 0, 1, 2, условия 1) и 2) выполняются.

Проверим выполнение условия 3). Для этого сначала рассмотрим
функцию

h(z) = −1 + λ̂1e
−2(A−a)z + λ̂2z

2re2az, z ∈ R.

Эта функция дифференцируема на R и простая проверка показы-
вает, что

h(ξ0) = h′(ξ0) = 0.

Отсюда следует, что h(z) ≥ 0 для всех z ∈ R.
Действительно, функция h(·) выпукла, как сумма выпуклых

функций, или, что равносильно, выполняется неравенство Иенссе-
на (см. [2])

h((1− γ)z1 + γz2) ≤ (1− γ)h(z1) + γh(z2)

для любых z1, z2 ∈ R и γ ∈ (0, 1).
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Пусть z ∈ R. Согласно этому неравенству и так как h(ξ0) = 0,
будем иметь для любого 0 < γ < 1

h(ξ0 + γ(z − ξ0)) = h((1− γ)ξ0 + γz) ≤ (1− γ)h(ξ0) + γh(z) = γh(z).

Деля обе части этого неравенства на γ и переходя к пределу при
γ → 0, приходим к тому, что h(z) ≥ h′(ξ0)(z − ξ0) = 0, т. е. h(z) ≥ 0
для всех z ∈ R.

Запишем теперь функцию Лагранжа с данными λ̂i, i = 0, 1, 2, в
виде

L(dµ(·), 1, λ̂1, λ̂2) =
∫
R

e−2a|ξ|(−1 + λ̂1e
−2(A−a)|ξ| + λ̂2ξ

2re2a|ξ|) dµ(ξ)

− (λ̂1δ
2 + λ̂2). (16)

Функция под знаком интеграла неотрицательна для любого ξ ∈ R
(поскольку она отличается от функции h(·) на положительный мно-
житель) и обращается в ноль в точке ξ0. Следовательно, для лю-
бой положительной меры dµ(·) интеграл неотрицателен, а когда
dµ(·) = dµ̂(·) он равен нулю. Отсюда, очевидно, следует, что вы-
полнено и условие 3) в достаточных условиях теоремы Каруша–
Куна–Таккера.

Итак, мера d̂µ(·) есть решение задачи (14), а значит, она является
и решением задачи (13), Следовательно, значение последней таково∫

R

e−2a|ξ| dµ̂(ξ) = ξ−2r
0 e−2aξ0 . (17)

Покажем, что такое же значение имеет и задача (12). Для этого
рассмотрим последовательность функций, ψn(·) ∈ L2(R), n ∈ N,
таких, что их преобразования Фурье имеют вид

F [ψn](ξ) =


(
ξ0 +

1

n

)−r √
2πn , ξ ∈ [ξ0, ξ0 + 1/n],

0, ξ /∈ [ξ0, ξ0 + 1/n].

Покажем, что эта последовательность допустима в задаче (12).
Поскольку преобразования Фурье функций ψn(·) имеют компакт-

ный носитель, то эти функции имеют производные всех порядков
и они принадлежат L2(R), так что заведомо ψn(·) ∈ Wr

2(R), n ∈ N.
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Далее, в силу определения ξ0,

1

2π

∫
R

e−2A|ξ||F [ψn](ξ)|2 dξ =
(
ξ0 +

1

n

)−2r

n

ξ0+1/n∫
ξ0

e−2Aξ dξ

≤
(
ξ0 +

1

n

)−2r

e−2Aξ0 =

(
ξ0 +

1

n

)−2r

δ2 ξ2r0 < δ2

и

1

2π

∫
R

ξ2r|F [ψn](ξ)|2 dξ =
(
ξ0 +

1

n

)−2r

n

ξ0+1/n∫
ξ0

ξ2r dξ

≤
(
ξ0 +

1

n

)−2r (
ξ0 +

1

n

)2r

= 1

и таким образом, последовательность ψn(·) допустима в задаче (12).
Оценим значения максимизируемого функционала в этой задаче

на этих функциях:

1

2π

∫
R

e−2a|ξ||F [ψn] (ξ)|2 dξ =
(
ξ0 +

1

n

)−2r

n

ξ0+1/n∫
ξ0

e−2aξ dξ

≥
(
ξ0 +

1

n

)−2r

e−2a(ξ0+1/n). (18)

Выражение справа стремится к значению задачи (13) (см. (17)).
Отсюда следует, что значение задачи (12) не меньше значения за-
дачи (13). Но поскольку, как было отмечено, значение задачи (12)
не больше значения задачи (13), то, на самом деле, эти значения
совпадают. Следовательно, значение задачи (11) (которое совпа-
дает с величиной справа в (10)) равно ξ−r

0 e−aξ0 и этим доказано
неравенство (9).

Перейдем к доказательству того, множество функций ω(·), удо-
влетворяющих неравенству (7), не пусто.

Выделяя полный квадрат, нетрудно убедиться, что соотношение
(11) равносильно следующему неравенству∣∣∣∣ω(ξ)− λ1

λ1 + λ2ξ2re2A|ξ|

∣∣∣∣ ≤ √
λ1λ2 e

−(A−a)|ξ| |ξ|r

λ1e−2A|ξ| + λ2ξ2r
×

×
√
λ1e−2A|ξ| + λ2ξ2r − e−2a|ξ|
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для п. в. ξ ∈ D, причем, как уже было отмечено (см. (16)), выраже-
ние под знаком корня неотрицательно. Отсюда, очевидно, следует,
что множество измеримых функций ω(·), удовлетворяет неравен-
ству (7), не пусто.

Докажем теперь оптимальность методов (8). Пусть измеримая
функция ω(·) удовлетворяет неравенству (7) для п. в. ξ ∈ D и равна
нулю вне D. Оценим погрешность метода m̂ω.

Для любых f(·) ∈ W r
2 (R) и g(·) ∈ L2(R) таких, что ∥u(·, a; f) −

g(·)∥L2(R) ≤ δ имеем по теореме Планшереля (обозначая, для крат-
кости, z(ξ) = e−A|ξ|F [f ](ξ)− F [g](ξ))

∥u(·, a; f)− m̂ω(g)(·)∥2L2(R) = ∥u(·, a; f)− (K ∗ g)(·)∥2L2(R)

=
1

2π

∫
R

|e−a|ξ|F [f ](ξ)− ω(ξ)e(A−a)|ξ|F [g](ξ)|2 dξ

=
1

2π

∫
R

e−2a|ξ||(1− ω(ξ))F [f ](ξ) + ω(ξ)eA|ξ|z(ξ)|2 dξ. (19)

Оценим по неравенству Коши–Буняковского выражение под ин-
тегралом справа в (19). Имеем для п. в. ξ ∈ R

e−2a|ξ||(1− ω(ξ))F [f ](ξ) + ω(ξ)eA|ξ|z(ξ)|2

= e−2a|ξ|

∣∣∣∣∣∣1− ω(ξ)√
λ̂2 ξr

√
λ̂2 ξ

r F [f ](ξ) +
ω(ξ)√
λ̂1

√
λ̂1 e

A|ξ|z(ξ)

∣∣∣∣∣∣
2

≤ e−2a|ξ|
(
|1− ω(ξ)|2

λ̂2 ξ2r
+

|ω(ξ)|2e2A|ξ|

λ̂1

)
(λ̂2 ξ

2r|F [f ](ξ)|2 + λ̂1|z(ξ)|2)

(20)

Согласно (11) произведение двух первых множителей в правой
части этого неравенства не превосходит единицы для п. в. ξ ∈ D.
Если же ξ /∈ D, то ω(·) = 0, и тогда это произведение равно
ξ−2re−2a|ξ|/λ̂2. Но так как ξ /∈ D, то ξ−2re−2a|ξ|/λ̂2 < 1. Таким об-
разом, произведение двух первых множителей в правой части (20)
не превосходит единицы для п. в. ξ ∈ R.
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Учитывая это обстоятельство, будем иметь по теореме Планше-
реля

1

2π

∫
R

(λ̂2 ξ
2r|F [f ](ξ)|2 + λ̂1|z(ξ)|2) dξ = λ̂2

1

2π

∫
R

ξ2r|F [f ](ξ)|2 dξ

+ λ̂1
1

2π

∫
R

|e−A|ξ|F [f ](ξ)− F [g](ξ)|2 dξ

= λ̂2∥f (r)(·)∥2L2(R) + λ̂1∥u(·, A; f)− g(·)∥2L2(R) ≤ λ̂2 + λ̂1δ
2.

Элементарный подсчет показывает, что

λ̂2 + λ̂1δ
2 = ξ−2r

0 e−2aξ0 .

Тогда из этого равенства, предыдущей оценки, (19) и (20) получаем,
что

∥u(·, a; f)− m̂ω(g)(·)∥2L2(R) ≤ ξ−2r
0 e−2aξ0 .

Поскольку это верно для любых f(·) ∈ W r
2 (R) и g(·) ∈ L2(R), для

которых ∥u(·, a; f)− g(·)∥L2(R) ≤ δ, то справедливо неравенство

e(W r
2 (R), δ, m̂ω) ≤ ξ−r

0 e−aξ0 .

Отсюда и из доказанной оценки (9) следует, что

ξ−r
0 e−aξ0 ≤ E(W r

2 (R), δ) ≤ e(W r
2 (R), δ, m̂ω) ≤ ξ−r

0 e−aξ0 .

Этим доказаны равенство (6) и оптимальность методов (8).

Рассмотренная в данной статье задача относится к тому разделу
теории приближений, который занимается задачами оптимально-
го восстановления значений линейных функционалов и операторов
на классах множеств, элементы которых известны приближенно.
Эта тематика возникла в шестидесятые годы прошлого века, на-
чиная с работы С. А. Смоляка [3], и с тех пор активно развива-
ется (см. обзоры [4]–[6] и монографию [7]). Что касается решения
конкретных задач оптимального восстановления то они связаны, в
основном, с вопросами оптимального восстановления функций по
неточно заданному спектру (см., например, [8], [9]) и решений урав-
нений математической физики по неточным их измерениям или по
неточным начальным данным. Данная работа относится ко второ-
му направлению. В работах [10]–[17] исследуются вопросы, близкие
к тематике данной статьи

Авторы благодарны Г. Г. Магарил-Ильяеву за полезные обсуж-
дения.
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