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1 Ââåäåíèå

Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ àïïðîêñèìàöèè áåðåò ñâîå íà÷àëî ñ ðàáîò Ï.Ë. ×å-
áûøåâà âòîðîé ïîëîâèíû 19 âåêà. Ïðè ïîñòðîåíèè ÷èñëåííîãî ìåòîäà
îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ òå èëè èíûå (äîâîëüíî åñòåñòâåííûå) èäåè, à çàòåì
ïîëó÷åííûé àëãîðèòì èññëåäóåòñÿ íà ñõîäèìîñòü, óñòîé÷èâîñòü ïî îòíî-
øåíèþ ê íåòî÷íûì äàííûì è ò.ä. Â øåñòèäåñÿòûõ ãîäàõ 20 âåêà âîçíèê-
ëà íîâàÿ ïîñòàíîâêà - çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè ëèíåéíîãî
ôóíêöèîíàëà èëè îïåðàòîðà íà êëàññå ýëåìåíòîâ ïî íåòî÷íîé èëè íåïîë-
íîé èíôîðìàöèè. Ïðè ðåøåíèè ýòèõ çàäà÷ ïðèìåíÿåòñÿ äðóãîé ïîäõîä.
Ïîëüçóÿñü íåêîòîðîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèåé î ïðèíàäëåæíîñòè âîññòà-
íàâëèâàåìîé ôóíêöèè íåêîòîðîìó êëàññó ýëåìåíòîâ è ïåðåáèðàÿ âñå âîç-
ìîæíûå îòîáðàæåíèÿ, íàõîäèì íàèëó÷øèé (â íåêîòîðîì ñìûñëå) ìåòîä.
Îêàçàëîñü, ÷òî ìíîãèå çàäà÷è òåîðèè ïðèáëèæåíèé ìîãóò áûòü èíòåð-
ïðåòèðîâàíû êàê çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ. Âàæíóþ ðîëü
â ïîñòðîåíèè îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ èãðàåò íàõîæäåíèå
ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ. Îöåíêà ñíèçó ïîãðåøíîñòè
âîññòàíîâëåíèÿ äåìîíñòðèðóåò ñâÿçü êëàññè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ ñ çàäà÷à-
ìè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ. Íåðàâåíñòâî Õàðäè-Ëèòòëâóäà-Ïîëèà
[1] - òî÷íîå íåðàâåíñòâî âèäà

‖x(k)(·)‖L2(R) 6 ‖x(·)‖
1− k

n

L2(R)‖x
(n)(·)‖

k
n

L2(R),

ñïðàâåäëèâîå äëÿ âñåõ ôóíêöèé x(·) èç ñîáîëåâñêîãî ïðîñòðàíñòâà

Wn
2 (R) = {x(·) ∈ L2(R) : x(n−1)(·) ∈ LAC(R), x(n)(·) ∈ L2(R)},

ãäå LAC(R) - ñîâîêóïíîñòü âñåõ ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèé íà ïðÿìîé, à k < n - íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Òî÷íîñòü íåðàâåíñòâà îçíà-
÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ δ1 > 0, δ2 > 0 çíà÷åíèå çàäà÷è

‖x(k)(·)‖L2(R) → max, ‖x(·)‖L2(R) 6 δ1, ‖x(n)(·)‖L2(R) 6 δ2,

ðàâíî δ
1− k

n
1 δ

k
n
2 . Ñôîðìóëèðîâàííàÿ âûøå çàäà÷à òåñíî ñâÿçàíà ñ çàäà÷åé

îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ k-îé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè x(·) ∈ Wn
2 (R)

ïî íåòî÷íîé èíôîðìàöèè î ñàìîé ôóíêöèè è åå n-îé ïðîèçâîäíîé. Îêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå

ðàâíà δ
1− k

n
1 δ

k
n
2 è ñóùåñòâóåò öåëîå ñåìåéñòâî ìåòîäîâ îïòèìàëüíîãî âîñ-

ñòàíîâëåíèÿ k-îé ïðîèçâîäíîé. Äàëåå ñôîðìóëèðóåì è ðàññìîòðèì ïî-
äðîáíåå ÷àñòíûé ñëó÷àé ýòîé çàäà÷è äëÿ ñîáîëåâñêîãî êëàññà ôóíêöèé,
çàäàâàåìîãî äèôôåðåíöèàëüíûì ïîëèíîìîì.
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2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü W̃ P
2 (R) - îáîáùåííîå ñîáîëåâñêîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íà ïðÿ-

ìîé, çàäàâàåìîå äèôôåðåíöèàëüíûì ïîëèíîìîì ñòåïåíè r

P (D) = Dr + a1D
r−1 + . . .+ ar, D =

d

dt
,

ò.å. W̃ P
2 (R) = {x(·) ∈ L2(R) : x(r−1)(·) ∈ LAC(R), P (D)x(·) ∈ L2(R)}.

Ïîëîæèì

W P
2 (R) = {x(·) ∈ W̃ P

2 (R) : ‖P (D)x(·)‖L2 6 1}.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè äèôôåðåíöèàëüíî-
ãî ïîëèíîìà Q ïîðÿäêà 1 6 k < r íà îáîáùåííîì ñîáîëåâñêîì êëàññå
W P

2 (R) ïî íåòî÷íî çàäàííîìó ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå (ñ ïîãðåøíîñòüþ δ
â ìåòðèêå L2(R)). Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ m(y) ðàññìîòðèì
îòîáðàæåíèÿ m : L2(R) → L2(R) . Ïîãðåøíîñòü ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

e(Q,W P
2 (R), δ,m) = sup

x∈WP
2 (R),y∈L2(R)

‖Fx(·)−y(·)‖L2
6δ

‖Q(D)(x)−m(y)‖L2 .

Òîãäà ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ íàçîâåì ñëåäóþ-
ùóþ âåëè÷èíó

E(Q,W P
2 (R), δ) = inf

m:L2(R)→L2(R)
e(Q,W P

2 (R), δ,m),

à ìåòîä, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, íàçîâåì îïòèìàëüíûì.
Èç îáùèõ ðåçóëüòàòàõ î âîññòàíîâëåíèè îïåðàòîðîâ âûòåêàåò, ÷òî:

E(Q,W P
2 (R), δ) > sup

x∈WP
2 (R),‖Fx(·)‖L2

‖Q(D)(x)‖L2 .

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé:

P (D) = D2 + pD + q, p, q ∈ R, Q(D) = D.

Òîãäà ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à, ïîÿâëÿþùàÿñÿ â îöåíêå ñíèçó (óäîáíåå
ðàññìîòðåòü åå êâàäðàò), èìååò âèä:

‖x′(·)‖2L2
→ max,

‖(D2 + pD + q)x(·)‖2L2
6 1,

‖Fx(·)‖2L2
6 δ2.

(1)
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Ïðè ðåøåíèè äàííîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëü-
òàòîì ëåììû ñôîðìóëèðîâàííîé íèæå. Ïóñòü fi(·), i = 0, 1, . . . , n, - âåùå-
ñòâåííûå ôóíêöèè, çàäàííûå íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå X . Ðàññìîòðèì
çàäà÷ó:

f0(x)→ max, fi(x) 6 0, i = 1, . . . , n. (2)

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ýòîé çàäà÷è èìååò âèä:

L(x, λ) = −f0(x) +
n∑
i=1

λifi(x), λ = (λ1, . . . , λn).

Ëåììà. Ïóñòü ñóùåñòâóþò λ̂i > 0, i = 1, . . . , n è äîïóñòèìûé â çàäà÷å
(2) ýëåìåíò x̂ òàêèå, ÷òî

1. min
x∈X

L(x, λ̂) = L(x̂, λ̂), λ̂ = (λ̂1, . . . , λ̂n),

2. λ̂ifi(x̂) = 0, i = 1, . . . , n.

Òîãäà ýëåìåíò x̂ - ðåøåíèå çàäà÷è (2).
Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàññìîòðèì äîïóñòèìûé â çàäà÷å (2) ýëåìåíò x ∈ X. Òîãäà èñïîëüçóÿ

óñëîâèÿ 1-2 ïîëó÷èì:

−f0(x) > −f0(x)+
n∑
i=1

λ̂ifi(x) = L(x, λ̂) > L(x̂, λ̂) = −f0(x̂)+
n∑
i=1

λ̂ifi(x̂) = −f0(x̂)

Òàêèì îáðàçîì, f0(x) 6 f0(x̂) , ò.å. ýëåìåíò x̂ - ðåøåíèå çàäà÷è (2).
Ëåììà äîêàçàíà.
Ðåøåíèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (1) ñôîðìóëèðóåì â âèäå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. Çíà÷åíèå çàäà÷è (1) ðàâíî λ̂1 + λ̂2
δ2

2π
, ãäå λ̂1, λ̂2 îïðåäå-

ëÿþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. åñëè pq2 − p4

4
< 0, q − p2

2
> 0

λ̂1 =
1√

p4−4p2q
,

λ̂2 =
2q−p2

2
+

√
p4−4p2q

2
;

2. åñëè pq2 − p4

4
> 0

λ̂1 =
δ√

p4δ2−4p2qδ2+8π
,

λ̂2 =

 2q−p2
2

+

√
p4δ2−4p2qδ2+8π

δ
− 2π

δ
√
p4δ2−4p2qδ2+8π

, ïðè 2π
δ2

> p2q;

0, èíà÷å.
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3. åñëè pq2 − p4

4
< 0, q − p2

2
< 0

λ̂1 =
δ√

p4δ2−4p2qδ2+8π
,

λ̂2 =

 2q−p2
2

+

√
p4δ2−4p2qδ2+8π

δ
− 2π

δ
√
p4δ2−4p2qδ2+8π

, ïðè 2π
δ2

> 4q2 − p2q;

0, èíà÷å.

Äîêàçàòåëüñòâî:
Ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à â îáðàçàõ Ôóðüå èìååò âèä:

1

2π

∫
R

ξ2|Fx(ξ)|2dξ → max,

1

2π

∫
R

|(iξ)2 + ipξ + q|2|Fx(ξ)|2dξ 6 1,

∫
R

|Fx(ξ)|2dξ 6 δ2.

Ýòà çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ, ïîýòîìó ïåðåõîäèì ê ðàñøèðåííîé çà-

äà÷å, ðàññìàòðèâàÿ âìåñòî |Fx(ξ)|
2

2π
dξ ïðîèçâîëüíóþ ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó

dµ(ξ). Èìååì: 

∫
R

ξ2dµ(ξ)→ max,

∫
R

|(iξ)2 + ipξ + q|2dµ(ξ) 6 1,

∫
R

dµ(ξ) 6
δ2

2π
.

(3)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà:

L(dµ(·), λ1, λ2) =
∫
R

[−ξ2 + λ2 + λ1(ξ
4 + ξ2(p2 − 2q) + q2)]dµ(ξ).

Â ñèëó äîêàçàííîé âûøå ëåììû äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3)
äîñòàòî÷íî íàéòè òàêóþ äîïóñòèìóþ ìåðó dµ̂(ξ) è íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñ-

ëà λ̂1, λ̂2 , ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ:

1. min
dµ>0

L(dµ(ξ), λ̂) = L(dµ̂(ξ), λ̂), λ̂ = (λ̂1, λ̂2);
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2. λ̂1

(∫
R
|(iξ)2 + ipξ + q|2dµ̂(ξ)− 1

)
= 0, λ̂2

(∫
R
dµ̂(ξ)− δ2

2π

)
= 0.

Ïóñòü {
y = ξ2,

x = ξ4 + ξ2(p2 − 2q) + q2.
(4)

Ðàññìîòðèì êàñàòåëüíóþ ê äàííîé êðèâîé â òî÷êå (x0, y0), ãäå

y0 =
2q − p2 +

√
p4 − 4p2q + 4x0
2

.

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé èìååò âèä:

y − y0 =
1√

p4 − 4p2q + 4x
(x− x0) èëè y = λ2 + λ1x,

ãäå λ1 =
1√

p4 − 4p2q + 4x0
, λ2 = y0 −

x0√
p4 − 4p2q + 4x0

.

Â ñèëó ïàðàìåòðèçàöèè x > 0, y > 0 , à äëÿ âûïîëíåíèÿ ëåììû íåîáõîäè-
ìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè λ1, λ2 . Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå
ýòèõ óñëîâèé ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ. Ðàññìîòðèì ñëó÷àè:

1. pq2 − p4

4
< 0, q − p2

2
> 0;

2. pq2 − p4

4
> 0;

3. pq2 − p4

4
< 0, q − p2

2
< 0.

Â óñëîâèÿõ ñëó÷àÿ 1) èññëåäóåìàÿ êðèâàÿ (4) ïåðåñåêàåò îñü îðäè-
íàò âûøå íóëÿ, ñëåäîâàòåëüíî, âñå êàñàòåëüíûå ïåðåñåêàþò îñü îðäèíàò
âûøå íóëÿ, ÷òî è ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî λ2 > 0. Èòàê, ïðè x > 0 âûïîë-
íåíû íåðàâåíñòâà y > 0, λ1 > 0, λ2 > 0 . Òîãäà ïîëîæèì λ̂1 = λ1, λ̂2 = λ2,
à x0 îïðåäåëèì ïîçäíåå.

Â óñëîâèÿõ ñëó÷àÿ 2) íåîáõîäèìî íàéòè òî÷êó x∗, òàêóþ ÷òî êàñàòåëü-
íàÿ ê êðèâîé (4), ïðîâåäåííàÿ â ýòîé òî÷êå ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîð-
äèíàò. Èíûìè ñëîâàìè, òî÷êà x∗, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ y′(x∗)x∗ = y∗.

Â ñèëó ïàðàìåòðèçàöèè èìååì x∗ = (y∗)2 + y∗(p2 − 2q) + q2. Òîãäà
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ y′(x∗)x∗ = y∗ ÿâëÿåòñÿ (y∗)2 = q2. Òîãäà 4x∗ = p2q,
ò.ê. òîëüêî îíî óäîâëåòâîðÿåò âñåì íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì, ò.å. óñëîâèÿì
ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ, óðàâíåíèþ y′(x∗)x∗ = y∗ è

2q − p2 +
√
p4 − 4p2q + 4x∗

2
=

x∗√
p4 − 4p2q + 4x∗

.
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Òàêèì îáðàçîì, â óñëîâèÿõ ñëó÷àÿ 2) ïðè 4x∗ > p2q âûïîëíåíû íåðà-
âåíñòâà y > 0, λ1 > 0, λ2 > 0. Òîãäà ïîëîæèì

λ̂1 = λ1,

λ̂2 =

{
λ2, ïðè x > p2q;

0, èíà÷å.

Â óñëîâèÿõ ñëó÷àÿ 3), àíàëîãè÷íî, íåîáõîäèìî íàéòè òî÷êó x∗, òàêóþ
÷òî êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé (4), ïðîâåäåííàÿ â ýòîé òî÷êå ïðîõîäèò ÷åðåç
íà÷àëî êîîðäèíàò. Òîãäà x∗ = 4q−p2q, òàê êàê òîëüêî îíî óäîâëåòâîðÿåò
âñåì íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì. Òàêèì îáðàçîì, â óñëîâèÿõ ñëó÷àÿ 3) ïðè
x > 4q−p2q âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà y > 0, λ1 > 0, λ2 > 0. Òîãäà ïîëîæèì

λ̂1 = λ1,

λ̂2 =

{
λ2, x > 4q2 − p2q,
0, èíà÷å.

Èòàê, äëÿ âñåâîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ íàéäåíû λ̂1 > 0, λ̂2 > 0.
Òåïåðü íàéä¼ì dµ̂(ξ), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì 1 è 2.

Ïîëîæèì dµ̂(ξ) = Aδ(ξ − ξ0), ãäå δ(·) � äåëüòà-ôóíêöèÿ. Òîãäà èç
ðàâåíñòâ ∫

R

dµ̂(ξ) =
δ2

2π
,

∫
R

(
ξ4 + ξ2

(
p2 − 2q

)
+ q2

)
dµ̂(ξ) = 1,

ïîëó÷èì óñëîâèÿ íà ξ0 è A:

A =
δ2

2π
,
(
ξ40 + ξ20

(
p2 − 2q

)
+ q2

)
=

2π

δ2
.

Â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ x = (ξ4 + ξ2 (p2 − 2q) + q2), ïîýòîìó óñëîâèÿ íà

λ̂1, λ̂2 ïåðåïèñûâàþòñÿ â âèäå:

1. Åñëè qp2 − p4

4
< 0, q − p2

2
> 0:

λ̂1 =
1√

p4 − 4p2q
,

λ̂2 =
2q − p2 +

√
p4 − 4p2q

2
.
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2. Åñëè qp2 − p4

4
> 0:

λ̂1 =
δ√

p4δ2 − 4p2qδ2 + 8π
,

λ̂2 =

 2q−p2
2

+

√
p4δ2−4p2qδ2+8π

δ
− 2π

δ
√
p4δ2−4p2qδ2+8π

, ïðè 2π
δ2

> p2q;

0, èíà÷å.

3. Åñëè qp2 − p4

4
< 0, q − p2

2
< 0:

λ̂1 =
δ√

p4δ2 − 4p2qδ2 + 8π
,

λ̂2 =

 2q−p2
2

+

√
p4δ2−4p2qδ2+8π

δ
− 2π

δ
√
p4δ2−4p2qδ2+8π

, ïðè 2π
δ2

> 4q2 − p2q;

0, èíà÷å.

Òîãäà íåðàâåíñòâî

−ξ2 + λ̂2 + λ̂1
(
ξ4 + ξ2

(
p2 − 2q

)
+ q2

)
> 0

âûïîëíåíî ∀ξ ∈ R.
Òåïåðü â óñëîâèÿõ ñëó÷àÿ 1) min

dµ>0
L
(
dµ(ξ), λ̂

)
= L

(
dµ̂(ξ), λ̂

)
. Àíàëî-

ãè÷íûå ðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ ïðè 2π
δ2

> p2q â óñëîâèÿõ ñëó÷àÿ 2) è ïðè
2π
δ2

> 4q2 − p2q â óñëîâèÿõ ñëó÷àÿ 3). Åñëè 2π
δ2
< p2q â óñëîâèÿõ ñëó÷àÿ 2)

èëè 2π
δ2
< 4q2 − p2q â óñëîâèÿõ ñëó÷àÿ 3), òî ïîëîæèì

A =
1

(ξ40 + ξ20 (p
2 − 2q) + q2)

.

Íàéä¼ì ξ0 èç (
ξ40 + ξ20

(
p2 − 2q

)
+ q2

)
= p2q

â óñëîâèÿõ ñëó÷àÿ 2) è èç(
ξ40 + ξ20

(
p2 − 2q

)
+ q2

)
= 4q2 − p2q

â óñëîâèÿõ ñëó÷àÿ 3).

Òîãäà óñëîâèå min
dµ>0

L
(
dµ(ξ), λ̂

)
= L

(
dµ̂(ξ), λ̂

)
âûïîëíÿåòñÿ âî âñåõ

ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ. Òàêèì îáðàçîì, íàéäåííàÿ íàìè ìåðà dµ̂(ξ)
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ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (3). Çàìåòèì, ÷òî L(dµ̂(ξ), λ̂) = 0, ñëåäîâà-
òåëüíî, èìååì:

sup
dµ>0

∫
R

ξ2 dµ(ξ) = −L(dµ̂(ξ), λ̂) + λ̂1 + λ̂2
δ2

2π
= λ̂1 + λ̂2

δ2

2π
.

Àïïðîêñèìèðóÿ ìåðó, ñîñðåäîòî÷åííóþ â òî÷êå δ-îáðàçíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ, ïîëó÷àåì, ÷òî çíà÷åíèå çàäà÷è (3) ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì

çàäà÷è (2) è ðàâíû λ̂1 + λ̂2
δ2

2π
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ íå ìåíüøå λ̂1 +

λ̂2
δ2

2π
. Òåïåðü ïðîâåä¼ì îöåíêó ñâåðõó ïîãðåøíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ

ñåìåéñòâà ìåòîäîâ

m(y)(t) =
1

2π

∫
R

iξa(ξ)y(ξ)eiξt dξ, (5)

è ïîêàæåì, ÷òî îíà ñîâïàäàåò ñ îöåíêîé ñíèçó. Ýòîò ðåçóëüòàò òàêæå
ñôîðìóëèðóåì â âèäå òåîðåìû.

Òåîðåìà 2.(îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ)
Ìåòîäû m(y)(·), èìåþùèå âèä (5), ãäå a(ξ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

ξ2

(
|a(ξ)|2

λ̂2
+

|1− a(ξ)|2

λ̂1| − ξ2 + ipξ + q|2

)
6 1, (6)

åñëè λ̂1, λ̂2 > 0 è a(ξ) ≡ 0, åñëè λ̂2 = 0, ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè äëÿ
çàäà÷è (2).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Îöåíèì ñâåðõó ïîãðåøíîñòü ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ (5). Èìååì:

e(D,W P
2 (R), δ,m) = sup

x∈WP
2 (R), y∈L2(R)

‖Fx(·)−y(·)‖L2
6δ

‖x′(·)−m(y)‖L2 .

Ïåðåõîäÿ ê îáðàçaì Ôóðüå, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé çàäà÷å:

1

2π

∫
R

ξ2 |Fx(ξ)− a(ξ)y(ξ)|2 dξ → max,

1

2π

∫
R

(
ξ4 + ξ2

(
p2 − 2q

)
+ q2

)
|Fx(ξ)|2 dξ 6 1,

∫
R

|Fx(ξ)− y(ξ)|2 dξ 6 δ2.

(7)
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Ýòà çàäà÷à, ïîñëå ââåäåíèÿ îáîçíà÷åíèÿ z(·) = Fx(·)− y(·), ïåðåïèñûâà-
åòñÿ â âèäå

1

2π

∫
R

ξ2 |a(ξ)z(ξ) + (1− a(ξ))Fx(ξ)|2 dξ → max,

∫
R

|z(ξ)|2 dξ 6 δ2,

1

2π

∫
R

(
ξ4 + ξ2

(
p2 − 2q

)
+ q2

)
|Fx(ξ)|2 dξ 6 1.

Ïðè λ̂1, λ̂2 > 0 ïî íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, èìååì:

|a(ξ)z(ξ) + (1− a(ξ))Fx(ξ)|2 6

6

(
|a(ξ)|2

λ̂2
+

|1− a(ξ)|2

λ̂1| − ξ2 + ipξ + q|2

)(
λ̂2|z(ξ)|2 + λ̂1| − ξ2 + ipξ + q|2|Fx(ξ)|2

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

e2
(
D,W P

2 (R), δ,m
)
6 sup

ξ∈R
ξ2

(
|a(ξ)|2

λ̂2
+

|1− a(ξ)|2

λ̂1| − ξ2 + ipξ + q|2

)(
λ̂2
δ2

2π
+ λ̂1

)
.

Çíà÷èò, äëÿ âñåõ a(·), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî

ξ2

(
|a(ξ)|2

λ̂2
+

|1− a(ξ)|2

λ̂1| − ξ2 + ipξ + q|2

)
6 1,

îöåíêà ñíèçó ñîâïàäàåò ñ îöåíêîé ñâåðõó, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâó-
þùèå ìåòîäû ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè. Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ýêâè-
âàëåíòíî óñëîâèþ∣∣∣∣∣a(ξ)− λ̂2

λ̂2 + λ̂1| − ξ2 + ipξ + q|2

∣∣∣∣∣ 6
6

√
λ̂1λ̂2 |−ξ2 + ipξ + q|

√
−ξ2 + λ̂2 + λ̂1| − ξ2 + ipξ + q|2

λ̂2 + λ̂1| − ξ2 + ipξ + q|2
.

Çàìåòèì, ÷òî ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå −ξ2+ λ̂2+ λ̂1|− ξ2+ ipξ+ q|2 íåîò-
ðèöàòåëüíî â ñèëó âûáîðà λ̂1, λ̂2 èç òåîðåìû 1.
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Åñëè λ̂2 = 0, ïîëîæèì a(ξ) ≡ 0. Èìååì:

ξ2|Fx(ξ)|2 = ξ2

λ̂1| − ξ2 + ipξ + q|2
λ̂1| − ξ2 + ipξ + q|2|Fx(ξ)|2.

Ñëåäîâàòåëüíî, e2(D,W P
2 (R), δ,m) 6 λ̂1, ò.ê. λ̂1 âûáðàíî òàê, ÷òî

ξ2 6 λ̂1| − ξ2 + ipξ + q|2.

Îöåíêà ñíèçó ñîâïàäàåò ñ îöåíêîé ñâåðõó, ñëåäîâàòåëüíî, ìåòîäû ÿâ-
ëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

3 Ðîëü ôèëüòðà

Îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ a(ξ) èãðàåò ðîëü ôèëüòðà äëÿ ïîëó÷åííîãî ñå-
ìåéñòâà îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ

m(y)(t) =
1

2π

∫
R

iξa(ξ)y(ξ)eiξt dξ.

Ïðè a(ξ) ≡ 1 îïòèìàëüíûé ìåòîä èìååò âèä

m(y)(t) =
1

2π

∫
R

iξ(ξ)eiξt dξ.

Ïîëîæèâ a(ξ) ≡ 1, ïðèìåíèì ýòîò ôèëüòð ê ïîëó÷åííîìó óñëîâèþ (6) è
â ðåçóëüòàòå èìååì:

ξ2
(

1

λ̂2

)
6 1.

Ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ïðèìåíÿòü ôèëüòð a(ξ) ≡ 1 ìîæíî ïðè

ξ ∈
[
−
√
λ̂2;

√
λ̂2

]
, ãäå λ̂2 îïðåäåëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî çíà÷åíèÿìè

ïàðàìåòðîâ p, q, êàê ïîêàçàíî â òåîðåìå 1.
Ïðè a(ξ) ≡ 0 îïòèìàëüíûé ìåòîä èìååò âèä

m(y)(t) ≡ 0

Ïîëîæèâ a(ξ) ≡ 0, ïðèìåíÿåì ýòîò ôèëüòð ê ïîëó÷åííîìó óñëîâèþ
(6) è ïîëó÷èì:

ξ2

(
1

λ̂1| − ξ2 + ipξ + q|2

)
6 1
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Ýòî ïðèâåä¼ò íàñ ê íåðàâåíñòâó

λ̂1ξ
4 + ξ2λ̂1

(
p2 − 2q

)
− ξ2 + q2 > 0. (8)

Ïðîèçâåäÿ çàìåíó ξ̃ = ξ2, ïîëó÷èì

λ̂1ξ̃
2 + ξ̃

(
λ̂1p

2 − 2λ̂1q − 1
)
+ q2 > 0.

Âû÷èñëèì äèñêðèìèíàíò ïîëó÷åííîãî êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà:

D = λ̂21p
4 + 1− 4λ̂21qp

2 + 4λ̂1q − 2λ̂1p
2.

Òàê êàê èçâåñòíî, ÷òî λ̂1 > 0, ïðè D < 0 íåðàâåíñòâî (8) âûïîëíÿåòñÿ
∀ξ ∈ R, à ïðè D > 0 âûïîëíåíî ïðè

ξ ∈
(
−∞;−

√
ξ̃2

]
∪
[
−
√
ξ̃1;

√
ξ̃1

]
∪
[√

ξ̃2; +∞
)
,

ãäå

ξ̃1 =
1 + 2λ̂1q − λ̂1p2 −

√
D

2λ̂1
è ξ̃2 =

1 + 2λ̂1q − λ̂1p2 +
√
D

2λ̂1
.

Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî

λ̂21p
4 + 1− 4λ̂21qp

2 + 4λ̂1q − 2λ̂1p
2 > 0.

Îíî âûïîëíÿåòñÿ ïðè λ̂1, îïðåäåë¼ííîì â ñîîòâåòñòâèè ñî çíà÷åíèÿìè
ïàðàìåòðîâ p, q, êàê ïîêàçàíî â òåîðåìå 1.

1. 
qp2 − p4

4
> 0,

q − p2

2
> 0;

2. 
qp2 − p4

4
< 0,

q − p2

2
< 0,

q < 0;

3. 
qp2 − p4

4
> 0,

q − p2

2
< 0;
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4. 
qp2 − p4

4
< 0,

q − p2

2
> 0,

q > 0;

Âî âñåõ âûøåïåðå÷èñëåííûõ ñëó÷àÿõ ôèëüòð a(ξ) ≡ 0 ìîæíî ïðèìåíÿòü
ïðè

ξ ∈
(
−∞;−

√
ξ̃2

]
∪
[
−
√
ξ̃1;

√
ξ̃1

]
∪
[√

ξ̃2; +∞
)
,

ãäå

ξ̃1 =
1 + 2λ̂1q − λ̂1p2 −

√
D

2λ̂1
è ξ̃2 =

1 + 2λ̂1q − λ̂1p2 +
√
D

2λ̂1
.

Íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ ïðè λ̂1, îïðåäåë¼ííîì â ñîîòâåòñòâèè ñî
çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ p, q, êàê ïîêàçàíî â òåîðåìå 1 óñëîâèÿõ:

1. 
qp2 − p4

4
< 0,

q − p2

2
< 0,

q > 0;

2. 
qp2 − p4

4
< 0,

q − p2

2
> 0,

q < 0;

Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ôèëüòð a(ξ) ≡ 0 ìîæíî ïðèìåíÿòü ïðè ∀ξ ∈ R.
Èç âûøåñêàçàííîãî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî íåòðèâèàëüíûå ôèëü-

òðû äëÿ ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ ðàöèîíàëüíî ïðèìåíÿòü òîëüêî

êîãäà ξ2 ∈
[
ξ̃1; ξ̃2

]
.
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