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Обозначим через T единичную окружность, реализованную как отрезок
[−π, π] с идентифицированными концами. Через L2(T) обозначим совокуп-
ность функций x(·) на T, суммируемых с квадратом, с нормой

‖x(·)‖L2(T) =
(

1
2π

∫
T
|x(t)|2dt

)1/2

.

Класс Wn
2 (T) — это совокупность 2π-периодических функций x(·), у ко-

торых первые n−1 производных абсолютно непрерывны и ‖x(n)(·)‖L2(T) 6 1.
На этом классе рассмотрим задачу восстановления функции x(·) и ее

первых n − 1 производных в метрике L2(T) по конечному набору ее коэф-
фициентов Фурье

xj =
1
2π

∫
T
x(t)e−ijtdt,

заданных с погрешностью. Точнее говоря, будем предполагать, что для
каждой функции x(·) ∈ Wn

2 (T) нам известны числа yj , |j| 6 N , такие,
что

|xj − yj | 6 δ, |j| 6 N, δ > 0. (1)

Здесь информационным оператором является многозначное отображе-
ние FNδ , ставящее в соответствие каждой функции x(·) ∈Wn

2 (T) множество
FNδ x(·) = {yj}|j|6N , где yj удовлетворяют условию (1). Задача заключается
в нахождении величины

EN (α,Wn
2 (T), δ) = inf

m: C2N+1→(L2(T))n
sup

x(·)∈Wn
2 (T)

y∈FN
δ
x(·)

√√√√n−1∑
k=0

αk‖x(k)(·)−mk(y)(·)‖2L2(T)

и соответствующего оптимального метода, то есть метода на котором до-
стигается нижняя грань. Здесь α = (α0, . . . , αn−1) неотрицательные весовые
коэффициенты, выбирая которые можно отдавать предпочтение либо более
точному восстановлению самой функции, либо некоторых ее производных,
a m(y) = (m0(y), . . . ,mn−1(y)).

Теорема. Погрешность оптимального восстановления

EN (α,Wn
2 (T), δ) =

=
n−1∑
k=0

1
(p0 + 1)n−k

√√√√√αk

1 + δ2
∑
|j|6p0

(
(p0 + 1)2(n−k)j2k − j2n

),
где

p0 = max

p ∈ Z+ : δ2
∑
|j|6p

j2n < 1, 0 6 p 6 N

 .

Методы
mk(y)(t) =

∑
|j|6N

(ij)kajyjeijt
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являются оптимальными, где

aj =


1, j = 0,

λ̂j

λ̂j+j2nλ̂
, 0 < |j| 6 p0,

0, |j| > p0,

λ̂ =
n−1∑
k=0

αk
(p0 + 1)2(n−k)

,

λ̂j =


n−1∑
k=0

(
αkj

2k − j2nαk
(p0+1)2(n−k)

)
, |j| 6 p0,

0, p0 + 1 6 |j| 6 N.

Доказательство: Для величины

e(α,Wn
2 (T), δ,m(y)) = sup

x(·)∈Wn
2 (T)

y∈FN
δ
x(·)

√√√√n−1∑
k=0

αk‖x(k)(·)−mk(y)(·)‖2L2(T) (2)

получим оценку снизу. Пусть x(·) ∈Wn
2 (T) и |xj | 6 δ, |j| 6 N . Тогда

2
n−1∑
k=0

αk‖x(k)(·)‖2L2(T) =
n−1∑
k=0

αk‖x(k)(·)−mk(y)(0)−(−x(k)(·)−mk(y)(0))‖2L2(T) 6

6
n−1∑
k=0

αk‖x(k)(·)−mk(y)(0)‖2L2(T) +
n−1∑
k=0

αk‖ − x(k)(·)−mk(y)(0)‖2L2(T) 6

6 2
n−1∑
k=0

sup
x(·)∈Wn

2 (T)
|xj |6δ, |j|6N

αk‖x(k)(·)−mk(y)(0)‖2L2(T) 6 2e2(α,Wn
2 (T), δ,m(y)).

Неравенство верно для любого метода m = (m0, . . . ,mn−1), а значит

EN (α,Wn
2 (T), δ) > sup

x(·)∈Wn
2 (T)

y∈FN
δ
x(·)

√√√√n−1∑
k=0

αk‖x(k)(·)‖2L2(T).

Правую часть при помощи равенства Парсеваля и возведения в квадрат
можно переписать в виде следующей экстремальной задачи

n−1∑
k=0

αk∑
j∈Z

j2kuj

→ max,
∑
j∈Z

j2nuj 6 1, 0 6 uj 6 δ2, |j| 6 N, (3)

где uj = |xj |2, j ∈ Z.
Получили задачу линейного программирования, для ее решения доста-

точно найти такие λ̂ > 0, λ̂j > 0, |j| 6 N , и допустимую последовательность
{ûj}j∈Z, для которых при всех uj > 0, j ∈ Z, справедливо

∑
j∈Z

(
−
n−1∑
k=0

αkj
2k + λ̂j2n + χj

)
uj >

∑
j∈Z

(
−
n−1∑
k=0

αkj
2k + λ̂j2n + χj

)
ûj (a)
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и

λ̂

∑
j∈Z

j2nûj − 1

 = 0, λ̂j(ûj − δ2) = 0, |j| 6 N, (b)

где χj = λ̂j , если |j| 6 N , и нулю в остальных случаях.
Пусть

p0 = max

p ∈ Z+ : δ2
∑
|j|6p

j2n < 1, 0 6 p 6 N

 .

Положим

λ̂ =
n−1∑
k=0

αk
(p0 + 1)2(n−k)

,

λ̂j =


n−1∑
k=0

(
αkj

2k − j2nαk
(p0+1)2(n−k)

)
, |j| 6 p0,

0, p0 + 1 6 |j| 6 N,

ûj =


δ2, |j| 6 p0,
1−δ2

∑
|k|6p0

k2n

2(p0+1)2n , |j| = p0 + 1,

0, |j| > p0 + 1.

Убедимся, что последовательность û = {ûj}j∈Z допустима и выполня-
ются условия (а) и (b):

1. ∑
j∈Z

(
−
n−1∑
k=0

αkj
2k + λ̂j2n + χj

)
uj =

∑
|j|>p0+1

(
−
n−1∑
k=0

αkj
2k +

n−1∑
k=0

αkj
2n

(p0 + 1)2(n−k)

)
uj > 0.

2. ∑
j∈Z

(
−
n−1∑
k=0

αkj
2k + λ̂j2n + χj

)
ûj = 0.

3. Покажем так же, что ûj 6 δ2 при p0 < N и |j| = p0 + 1. Предположим
обратное, тогда

1− δ2
∑
|k|6p0 k

2n

2(p0 + 1)2n
> δ2

1− δ2
∑
|k|6p0

k2n > 2δ2(p0 + 1)2n

и, следовательно, 1 > δ2
∑
|k|6p0+1 k

2n, что противоречит определению
p0.
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Подставляя û в максимизируемый функционал и извлекая квадратный
корень, получаем

EN (α,Wn
2 (T), δ) >

>
n−1∑
k=0

1
(p0 + 1)n−k

√√√√√αk

1 + δ2
∑
|j|6p0

(
(p0 + 1)2(n−k)j2k − j2n

) =

=

√√√√√n−1∑
k=0

 αk
(p0 + 1)2(n−k)

+ δ2
∑
|j|6p0

(
αkj2k −

j2nαk
(p0 + 1)2(n−k)

) =
√
λ̂+ δ2

∑
|j|6p0

λ̂j .

Класс оптимальных методов будем искать в следующем виде

mk(y)(t) =
∑
|j|6N

(ij)kakjyjeijt.

Тогда c помощью равенства Парсеваля квадрат задачи, стоящий в пра-
вой части (2) можно записать в виде

n−1∑
k=0

αk

 ∑
|j|6N

j2k|xj − akjyj |2 +
∑
|j|>N

j2k|xj |2
→ max,

|xj − yj |2 6 δ2,
∑
j∈Z

j2n|xj |2 6 1.

Положив zj = xj−yj и применив неравенство Коши-Буняковского, име-
ем для 0 < |j| 6 p0

αkj
2k|xj(1− akj) + akjzj |2 = αkj

2k

∣∣∣∣∣∣xj(1− akj)
√
λ̂jn√

λ̂jn
+
akjzj

√
λ̂j√

λ̂j

∣∣∣∣∣∣
2

6

6 αkj
2k

(
|1− akj |2

j2nλ̂
+
|akj |2

λ̂j

)(
|xj |2λ̂j2n + |zj |2λ̂j

)
.

Отдельно рассмотрим случаи j = 0 и j > p0. В них положим akj = 1 и
akj = 0, соответственно.

Тогда весь функционал можно оценить

n−1∑
k=0

αk

 ∑
|j|6N

j2k|xj − akjyj |2 +
∑
|j|>N

j2k|xj |2
 =

=
n−1∑
k=0

αk

 ∑
|j|6p0

j2k|xj − akjyj |2 +
∑
|j|>p0

j2k|xj |2
 6

6
n−1∑
k=0

αk

 ∑
|j|6p0

j2kSakj

(
|xj |2λ̂j2n + |zj |2λ̂j

)
+
∑
|j|>p0

j2kSakj

(
|xj |2λ̂j2n

) 6
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6 sup
j∈Z

(
n−1∑
k=0

αkj
2kSakj

)λ̂+ δ2
∑
|j|6p0

λ̂j

 ,

где Sakj =
(
|1−akj |2

max{j,1}2nλ̂
+ |akj |2

χj

)
, а χj = λ̂j , если |j| 6 p0, и единице в

остальных случаях.
Значит метод является оптимальным, если akj удовлетворяет неравен-

ству
n−1∑
k=0

αkj
2kSakj 6 1, при ∀j. (4)

Выбранные нами значений akj при j = 0 и j > p0 удовлетворяют нера-
венству

j = 0 :
n−1∑
k=0

αk
02k

λ̂0

=
α0

λ̂0

= 1,

j > p0 :
n−1∑
k=0

αkj
2k 1

j2nλ̂
=

∑n−1
k=0 αkj

2k∑n−1
k=0

αkj2n

(p0+1)2(n−k)

,

(p0 + 1)2(n−k) 6 j2(n−k), при 0 6 k 6 n− 1

αkj
2k 6

αkj
2n

(p0 + 1)2(n−k)
, при 0 6 k 6 n− 1∑n−1

k=0 αkj
2k∑n−1

k=0
αkj2n

(p0+1)2(n−k)

6 1.

Покажем, что множество akj непусто при 0 < |j| 6 p0. Для этого выде-
лим полные квадраты

n−1∑
k=0

αkj
2k

∣∣∣∣∣akj − λ̂j

λ̂j + j2nλ̂

∣∣∣∣∣
2

6

6
j2nλ̂λ̂j

λ̂j + j2nλ̂
+
n−1∑
k=0

αkj
2k

( λ̂j

λ̂j + j2nλ̂

)2

− λ̂j

λ̂j + j2nλ̂

 .

Слева неотрицательная величина, оценим выражение справа

λ̂j

λ̂j + j2nλ̂

(
j2nλ̂+

n−1∑
k=0

αkj
2k

(
λ̂j

λ̂j + j2nλ̂
− 1

))
=

=
λ̂j

(λ̂j + j2nλ̂)2

((
j2nλ̂

)(
λ̂j + j2nλ̂

)
+
n−1∑
k=0

αkj
2k
(
λ̂j − λ̂j − j2nλ̂

))
=

=
j2nλ̂λ̂j

(λ̂j + j2nλ̂)2

(
−
n−1∑
k=0

αkj
2k + j2nλ̂+ λ̂j

)
= 0.

Следовательно akj = λ̂j

λ̂j+j2nλ̂
при 0 < |j| 6 p0.
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