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О НАИЛУЧШЕМ ВЫБОРЕ ИНФОРМАЦИИ В
ЗАДАЧЕ ВОССТАНОВЛЕНИЯ ФУНКЦИЙ ПО

СПЕКТРУ

Г. Г. Магарил-Ильяев, К. Ю. Осипенко

В работе рассматривается следующая задача. Пусть имеется воз-
можность измерить (вообще говоря, приближенно) преобразование
Фурье функции на конечном интервале заданной длины. Как по
этой информации наилучшим образом восстановить саму функцию
и ее производные и как наилучшим образом выбрать интервал? Пе-
рейдем к точным постановкам.

Положим

Wr
2(R) = { x(·) ∈ L2(R) : x(r−1)(·) ∈ LAC(R), x(r)(·) ∈ L2(R) },

где r — натуральное число и LAC(R) — совокупность всех ло-
кально абсолютно непрерывных функций на R. Это стандартное
соболевское пространство функций R. Обозначим через W r

2 (R)
соответствующий соболевский класс, т. е. совокупность функций
x(·) ∈ Wr

2(R), для которых ‖x(r)(·)‖L2(R) ≤ 1.
Пусть для каждой функции x(·) ∈ W r

2 (R) известно приближенно
ее преобразование Фурье на интервале ∆a

σ = (a−σ, a+σ), где σ > 0
и a ∈ R, т. е. известна функция y(·) ∈ L2(∆

a
σ) такая, что

‖Fx(·) − y(·)‖L2(∆a
σ) ≤ δ, δ ≥ 0.

Погрешность оптимального восстановления производной x(k)(·),
0 ≤ k < r определяется следующим образом

Ea
σ(Dk, W r

2 (R), δ) = inf
m

sup
x(·)∈W r

2 (R), y(·)∈L2(∆a
σ)

‖Fx(·)−y(·)‖L2(∆a
σ)≤δ

‖x(k)(·) − m(y)(·)‖L2(R),

где нижняя грань берется по всем отображениям (методам вос-
становления) m : L2(∆

a
σ) → L2(R). Метод, на котором достигает-

ся нижняя грань называется оптимальным. Нас интересует опти-
мальный выбор интервала длины 2σ, т. е. задача о нахождении
величины

Eσ(Dk, W r
2 (R), δ) = inf

a∈R

Ea
σ(Dk, W r

2 (R), δ).
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и Программы государственной поддержки ведущих научных школ Российской
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Покажем сначала, что если 0 /∈ ∆a
σ, то Ea

σ(Dk, W r
2 (R), δ) = ∞.

Действительно, нетрудно показать (см., например, лемму 1 из [1]),
что

(1) Ea
σ(Dk, W r

2 (R), δ) ≥ sup
x(·)∈W r

2 (R)
‖Fx(·)‖L2(∆a

σ)≤δ

‖x(k)(·)‖L2(R).

Пусть a ≤ −σ. Для произвольного ε > 0 рассмотрим функцию
x̂(·) такую, что

F x̂(t) =

{√
2π(2r + 1)ε−r−1/2, t ∈ (0, ε),

0, t /∈ (0, ε).

Тогда, используя теорему Планшереля и свойства преобразования
Фурье, будем иметь

‖x̂(r)(·)‖2
L2(R) =

1

2π
‖F x̂(r)(·)‖2

L2(R) =
1

2π

∫

R

t2r|F x̂(t)|2 dt = 1.

Поскольку F x̂(·) = 0 на L2(∆
a
σ), то из (1) следует, что

Ea
σ(Dk, W r

2 (R), δ) ≥ ‖x̂(k)(·)‖L2(R) =

(
1

2π

∫

R

t2k|F x̂(t)|2 dt

)1/2

=

√
2r + 1

2k + 1

1

εr−k
.

В силу произвольности ε получаем

Ea
σ(Dk, W r

2 (R), δ) ≥ ‖x̂(k)(·)‖L2(R) = ∞.

Случай, когда a ≥ σ рассматривается аналогично.
Пусть теперь |a| < σ. Воспользуемся схемой построения опти-

мального метода и нахождения погрешности восстановления, изло-
женной в [2], но применительно к нашему случаю. Для этого надо
рассмотреть экстремальную задачу

(2) ‖x(k)(·)‖2
L2(R) → max, ‖x(r)(·)‖2

L2(R) ≤ 1, ‖Fx(·)‖2
L2(∆a

σ) ≤ δ2.

Далее следует найти такие λ̂1, λ̂2 ≥ 0, что значение задачи

‖x(k)(·)‖2
L2(R) → max, λ̂1‖x(r)(·)‖2

L2(R) + λ̂2‖Fx(·)‖2
L2(∆a

σ) ≤ λ̂1 + λ̂2δ
2

совпадает со значением задачи (2). Если при этом для любого y(·) ∈
L2(∆

a
σ) существует функция x̂y(·) ∈ L2(R), являющаяся решением

экстремальной задачи

λ̂1‖x(r)(·)‖2
L2(R) + λ̂2‖Fx(·) − y(·)‖2

L2(∆a
σ) → min, x(·) ∈ Wr

2 (R),

то метод
m̂(y)(·) = x̂(k)

y (·)
является оптимальным, а сама погрешность оптимального восста-

новления равна

√
λ̂1 + λ̂2δ2 .
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Согласно теореме Планшереля, задача (2) в образах Фурье запи-
шется в виде
(3)∫

R

τ 2ku(τ) dτ → max,

∫

R

τ 2ru(τ) dτ ≤ 1, 2π

∫

∆a
σ

u(τ) dτ ≤ δ2,

где u(·) = (2π)−1|Fx(·)|2. Нетрудно показать, что в этой задаче
решение не существует, поэтому рассмотрим следующее ее расши-
рение:

(4)

∫

R

τ 2k dµ(τ) → max,

∫

R

τ 2r dµ(τ) ≤ 1, 2π

∫

∆a
σ

dµ(τ) ≤ δ2,

на множество всех неотрицательных мер dµ(·) на прямой.
Функция Лагранжа для этой задачи имеет вид

L(dµ(·), λ1, λ2) =

∫

R

(−τ 2k + λ1τ
2r + 2πλ2χ

a
σ(t)) dµ(τ),

где χa
σ(·) — характеристическая функция интервала ∆a

σ. Достаточ-
ным условием для того, чтобы мера dµ̂(·) являлась решением за-

дачи (4) (см. [2]) является существование таких λ̂1, λ̂2 ≥ 0, для
которых

(a) min
dµ(·)≥0

L(dµ(·), λ̂1, λ̂2) = L(dµ̂(·), λ̂1, λ̂2),

(b) λ̂1

( ∫

R

τ 2r dµ(τ) − 1

)
= 0, λ̂2

(
2π

∫

∆a
σ

dµ(τ) − δ2

)
= 0.

При этом значение задачи (4) совпадает со значением задачи
(5)∫

R

τ 2k dµ(τ) → max, λ̂1

∫

R

τ 2r dµ(τ) + λ̂22π

∫

∆a
σ

dµ(τ) ≤ λ̂1 + λ̂2δ
2.

Пусть 0 < k < r. Рассмотрим функцию, заданную параметриче-
ски {

y = τ 2k,

x = τ 2r.

Тогда y = xk/r, 0 < k/r < 1. Касательная к графику этой функцией
в точке (τ 2r

0 , τ 2k
0 ), τ0 > 0, имеет вид

y − τ 2k
0 =

k

r
τ 2k−2r
0 (x − τ 2r

0 ).

Так как функция y = xk/r вогнута, то для всех точек ее графика
имеет место неравенство

−y +
k

r
τ 2k−2r
0 x + τ 2k

0

r − k

r
≥ 0.

Положим

λ̂1 =
k

r
τ 2k−2r
0 , λ̂2 =

1

2π
τ 2k
0

r − k

r
.
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Тогда для всех τ

−τ 2k + λ̂1τ
2r + 2πλ̂2 ≥ 0.

Нетрудно убедиться, что

−τ 2k + λ̂1τ
2r ≥ 0

при всех |τ | ≥ σ̂, где

σ̂ = λ̂
− 1

2(r−k)

1 =
( r

k

) 1
2(r−k)

τ0.

Предположим, что σ̂ ≤ σa = min(a − σ, a + σ). Тогда τ0 ∈ ∆a
σ и

для всех dµ(·) ≥ 0

L(dµ(·), λ̂1, λ̂2) =

∫

∆a
σ

(−τ 2k + λ̂1τ
2r + 2πλ̂2) dµ(τ)+

+

∫

R\∆a
σ

(−τ 2k + λ̂1τ
2r) dµ(τ) ≥ 0.

Рассмотрим меру, сосредоточенную в точке τ0 (т. е. δ-функцию в
этой точке):

dµ̂(τ) = Aδ(τ − τ0)

и выберем A и τ0 из условий:

(6)

∫

R

τ 2r dµ̂(τ) = 1, 2π

∫

∆a
σ

dµ̂(τ) = δ2.

Таким образом,

A =
δ2

2π
, τ0 =

(
2π

δ2

) 1
2r

.

Кроме того, ясно, что L(dµ̂(·), λ̂1, λ̂2) = 0 (и тем самым это мини-
мальное значение функции Лагранжа). Таким образом, условия (a)
и (b) выполнены и для случая, когда

σa ≥ σ̂ =
( r

k

) 1
2(r−k)

τ0 =
( r

k

) 1
2(r−k)

(
2π

δ2

) 1
2r

,

мера µ̂(·) — решение задачи (4) и значение этой задачи совпадает
со значением задачи (5).

Рассмотрим теперь случай, когда

σa < σ̂ =
( r

k

) 1
2(r−k)

(
2π

δ2

) 1
2r

.

Прямая y = σ
2(k−r)
a x проходит через точки (0, 0) и (σ2k

a , σ2r
a ). Найдем

точку τ̂ такую, что касательная к кривой y = xk/r в точке x = τ̂ 2r

параллельна прямой y = σ
2(k−r)
a x. Имеем

k

r
(τ̂ 2r)k/r−1 = σ2(k−r)

a .
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Отсюда

τ̂ =

(
k

r

) 1
2(r−k)

σa.

Тем самым уравнение касательной имеет вид

(7) y = λ̂1x + 2πλ̂2,

где

λ̂1 = σ2(k−r)
a , λ̂2 =

1

2π

r − k

r

(
k

r

) k

r−k

σ2k
a .

В силу вогнутости кривой y = xk/r ее точки лежат не выше прямой
(7) и тем самым для них выполняется неравенство

−y + λ̂1x + 2πλ̂2 ≥ 0.

Кроме того, −t2k + λ̂1t
2r ≥ 0 при t ≥ σa. Таким образом, для всех

dµ(·) ≥ 0 имеем

L(dµ(·), λ̂1, λ̂2) =

∫

∆a
σ

(−τ 2k + λ̂1τ
2r + 2πλ̂2) dµ(τ)+

+

∫

R\∆a
σ

(−τ 2k + λ̂1τ
2r) dµ(τ) ≥ 0.

Положим теперь

dµ̂(t) = Aδ(t − τ̂) + Bδ(t + σa sign a),

где A > 0 и B > 0 определим из тех же условий (6). Имеем

Aτ̂ 2r + Bσ2r
a = 1, A =

δ2

2π
.

Отсюда

B =
1

σ2r
a

− δ2

2π

(
k

r

) r

r−k

.

Легко убедиться, что из условия σa < σ̂ вытекает, что B > 0. Оста-

ется заметить, что L(dµ̂(·), λ̂1, λ̂2) = 0. Следовательно, задача (4)
решена при всех σ > 0 и 0 < a < σ. И, кроме того, доказано, что ее
значение совпадает со значением задачи (5).

Аппроксимируя (стандартным образом) меру, сосредоточенную
в точке, δ-образной последовательностью, получаем, что значения
задачи (3) и задачи

∫

R

τ 2ku(τ) dτ → max,

∫

R

(λ̂1τ
2r + 2πλ̂2χσ(τ)u(τ) dτ ≤ λ̂1 + λ̂2δ

2,

u(·) ∈ L1(R), u(τ) ≥ 0 почти всюду на R,

совпадают.
Рассмотрим теперь для y(·) ∈ L2(∆

a
σ) экстремальную задачу

λ̂1‖x(r)(·)‖2
L2(R) + λ̂2‖Fx(·) − y(·)‖2

L2(∆a
σ) → min .
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Переходя к преобразованию Фурье и используя теорему Планшере-
ля, нетрудно получить решение этой задачи и построить оптималь-
ный метод восстановления. При этом погрешность оптимального
метода выражается равенством

Ea
σ(Dk, W r

2 (R), δ) =

√
λ̂1 + λ̂2δ2.

Отсюда получаем, что

Ea
σ(Dk, W r

2 (R), δ) =






σk
a

√
r − k

2πr

(
k

r

) k

r−k

δ2 +
1

σ2r
a

, σa < σ̂,

(
δ√
2π

)1−k/r

, σa ≥ σ̂,

Нетрудно проверить, что минимальное значение этой величины
достигается при a = 0.

Рассмотрим теперь случай k = 0. Функция Лагранжа задачи (3)
в этой ситуации имеет вид

L(dµ(·), λ̂1, λ̂2) =

∫

∆a
σ

(−1 + λ1τ
2r + 2πλ2) dµ(τ)+

+

∫

R\∆a
σ

(−1 + λ1τ
2r) dµ(τ).

Положим

λ̂1 =
1

σ2r
a

, λ̂2 =
1

2π
.

Для всех dµ(·) ≥ 0 справедливо неравенство

L(dµ(·), λ̂1, λ̂2) = λ̂1

∫

∆a
σ

τ 2r dµ(τ)+

∫

R\∆a
σ

(
−1 +

(τ

σ a

)2r
)

dµ(τ) ≥ 0.

Для

dµ̂(t) =
δ2

2π
δ(t) +

1

σ2r
a

δ(t + σa sign a)

выполняются условия
∫

R

τ 2r dµ̂(τ) = 1, 2π

∫

∆a
σ

dµ̂(τ) = δ2,

а кроме того, L(µ̂(·), λ̂1, λ̂2) = 0. Рассуждая аналогично предыду-
щему, получаем, что

(8) Ea
σ(D0, W r

2 (R), δ) =

√
δ2

2π
+

1

σ2r
a

.

Минимальное значение этой величины также достигается при a =
0.

Тем самым доказана
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Теорема 1. Пусть r ∈ N, 0 < k < r, 0 < σ < ∞, δ > 0 и

σ̂ =
( r

k

) 1
2(r−k)

(
2π

δ2

) 1
2r

.

Тогда

Eσ(Dk, W r
2 (R), δ) =






σk

√
r − k

2πr

(
k

r

) k

r−k

δ2 +
1

σ2r
, σ < σ̂,

(
δ√
2π

)1−k/r

, σ ≥ σ̂.

Если k = 0, то

Ea
σ(D0, W r

2 (R), δ) =

√
δ2

2π
+

1

σ2r
a

.

Из доказанного следует, что если приближенная информация о
преобразовании Фурье задана на интервале (a − σ, a + σ), то, во-
первых, при |a| ≥ σ эта информация оказывается бесполезной, так
как погрешность оптимального восстановления в этом случае рав-
на ∞, а, во-вторых, если |a| < σ, то погрешность оптимального
восстановления такая же, как для случая задания преобразования
Фурье на интервале (−σa, σa) (то есть часть информации оказы-
вается лишней). Таким образом, наилучшим интервалом длины 2σ
является симметричный интервал (−σ, σ). Но и в этом случае, если
σ ≥ σ̂ его можно уменьшить до интервала (−σ̂, σ̂).
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