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ОБ ОПТИМАЛЬНОМ ГАРМОНИЧЕСКОМ СИНТЕЗЕ
ПО НЕТОЧНО ЗАДАННОМУ СПЕКТРУ

Г. Г. МАГАРИЛ-ИЛЬЯЕВ, К. Ю. ОСИПЕНКО

Работа посвящена построению семейства оптимальных методов
восстановления производных функций по неточно заданному на ко-
нечном отрезке преобразованию Фурье этих функций. Точная по-
становка задачи такова. Пусть n ∈ N, W n

2 (R) — соболевский класс
функций x(·) ∈ L2(R), у которых (n − 1)-ая производная локаль-
но абсолютно непрерывна и ‖x(n)(·)‖L2(R) ≤ 1. Пусть далее σ > 0,
∆σ = [−σ, σ], 1 ≤ k < n и δ > 0. Допустим, что известно преобразо-
вание Фурье Fx(·) функции x(·) ∈ W n

2 (R), заданное на ∆σ с точно-
стью до δ в метрике L2(∆σ), т. е. известна функция y(·) ∈ L2(∆σ)
такая, что ‖Fx(·) − y(·)‖L2(∆σ) ≤ δ. Как наилучшим образом вос-
пользоваться этой информацией, чтобы восстановить ее k-ую про-
изводную в метрике L2(R)?

В качестве методов восстановления рассматриваются всевозмож-
ные отображения ϕ : L2(∆σ) → L2(R). Погрешностью метода ϕ на-
зывается величина

e(ϕ) = sup
x(·)∈W n

2 (R), y∈L2(∆σ)
‖Fx(·)−y(·)‖L2(∆σ)≤δ

‖x(k)(·)− ϕ(y(·))(·)‖L2(R).

Нас интересует величина

E = inf
m : L2(∆σ)→L2(R)

e(ϕ),

которая называется погрешностью оптимального восстановления
и метод, на котором достигается нижняя грань, называемый опти-
мальным методом восстановления.

Теорема. Пусть k, n — целые, 1 ≤ k < n, σ > 0, δ > 0,

σ̂ =
(n

k

) 1
2(n−k)

(
2π

δ2

) 1
2n

и σ0 = min{σ, σ̂}. Тогда

(1) E = σk
0

√
n− k

2πn

(
k

n

) k
n−k

δ2 + σ
2(k−n)
0 .
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Для всех ограниченных функций m(·) таких, что

(2) |m(ξ)− (iξ)kα(ξ)| ≤ |ξ|k
√√√√α2(ξ) + α(ξ)

((
ξ

σ0

)2(n−k)

− 1

)
,

где

α(ξ) =

(
1 +

n

n− k

(n

k

) k
n−k

(
ξ

σ0

)2n
)−1

,

методы

(3) ϕ(y(·))(t) =
1

2π

∫

∆σ

m(ξ)y(ξ)eiξt dξ

являются оптимальными.

Следствие. При всех

0 ≤ σ′ ≤
(

n− k

n

) 1
2k

(
k

n

) 1
2(n−k)

σ0,

методы
(4)

ϕ(y(·))(t) =
1

2π

∫

|ξ|≤σ′
(iξ)ky(ξ)eiξt dξ +

1

2π

∫

σ′≤|ξ|≤σ0

(iξ)kα(ξ)y(ξ)eiξt dξ

являются оптимальными.

Оптимальные методы (4) характеризуются тем, что на проме-
жутке σ′ ≤ |ξ| ≤ σ0 неточные исходные данные “фильтруются” с
помощью функции α(·), а на промежутке |ξ| ≤ σ′ фильтрации не
происходит.

Доказательство теоремы. Несложная оценка показывает, что E2

не меньше значения следующей задачи

‖x(k)(·)‖2
L2(R) → max, ‖Fx(·)‖2

L2(∆σ) ≤ δ2, ‖x(n)(·)‖2
L2(R) ≤ 1,

или в образах Фурье

1

2π

∫

R
ξ2k|Fx(ξ)|2 dξ → max,

∫

∆σ

|Fx(ξ)|2 dξ ≤ δ2,

1

2π

∫

R
ξ2n|Fx(ξ)|2 dξ ≤ 1.

У этой задачи нет решения, но, тем не менее, ее значение можно
найти (используя соображения двойственности, поскольку относи-
тельно переменной |Fx(·)|2 это задача линейного программирова-
ния, см. [5]) и оно равно квадрату величины, стоящей в правой
части (1), что дает оценку снизу величины E.
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Если ϕ — некоторый метод, то величина e2(ϕ) равна, по опреде-
лению, значению задачи

(5) ‖x(k)(·)− ϕ(y(·))(·)‖2
L2(R) → max, ‖Fx(·)− y(·)‖2

L2(∆σ) ≤ δ2,

y(·) ∈ L2(∆σ), ‖x(n)(·)‖2
L2(R) ≤ 1.

Покажем, что если метод ϕ в образах Фурье есть умножение на
ограниченную функцию m(·), удовлетворяющую условию (2), то
значение задачи (5) не превосходит E2 и тем самым ϕ — оптималь-
ный метод.

Итак, пусть ϕ — метод указанного вида. Тогда в образах Фурье
задача (5), обозначая h = (2π)−1

∫
|t|>σ

ξ2n|Fx(ξ)|2 dξ, z(ξ) = Fx(ξ)−
y(ξ) и b(ξ) = (iξ)k −m(ξ) и учитывая, что

1

2π

∫

|t|>σ

ξ2k|Fx(ξ)|2 dξ ≤ σ2(k−n) 1

2π

∫

|t|>σ

ξ2n|Fx(ξ)|2 dξ = hσ2(k−n),

может быть переписана в виде

(6)
1

2π

∫

∆σ

|m(ξ)z(ξ) + b(ξ)Fx(ξ)|2 dξ + hσ2(k−n) → max,

∫

∆σ

|z(ξ)|2 dξ ≤ δ2,
1

2π

∫

∆σ

ξ2n|Fx(ξ)|2 dξ + h ≤ 1.

Из неравенства Коши–Буняковского |m(ξ)z(ξ) + b(ξ)Fx(ξ)|2 ≤
(s−1|a(ξ)|2+2πξ−2n|b(ξ)|2)(s|z(ξ)|2+(2π)−1ξ2n|Fx(ξ)|2), справедливо-
го для любого s > 0, вытекает, что значение задачи (6) оценивается
величиной

(7) max
h∈[0,1]

(
As(sδ

2 + 1− h) + hσ2(k−n)
)

= Assδ
2 + max(As, σ

2(k−n))

где

As = As(m(·)) =
1

2π
sup
ξ∈∆σ

( |m(ξ)|2
s

+
2π

ξ2n
|b(ξ)|2

)
=

=
1

2π
sup
ξ∈∆σ

(
ξ2n + 2πs

sξ2n

∣∣∣∣m(ξ)− 2πs(iξ)k

ξ2n + 2πs

∣∣∣∣
2

+
2πξ2k

ξ2n + 2πs

)
.

Если m(ξ) = m̂(ξ) = 2πs(iξ)k/(ξ2n + 2πs), то легко найти, что

As(m̂(·)) =





k

n

(
n− k

2πks

)1−k/n

, s ≤ n− k

2πk
σ2n,

σ2k

σ2n + 2πs
, s >

n− k

2πk
σ2n.
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Отсюда и (7), обозначая через ϕ̂ метод, соответствующий функции
m̂(·), получаем, что для всех s > 0

e2(ϕ̂) ≤





As(m̂(·))(sδ2 + 1), s ≤ n− k

2πk

(
k

n

) n
n−k

σ2n,

As(m̂(·))sδ2 + σ2(n−k), s >
n− k

2πk

(
k

n

) n
n−k

σ2n.

Минимум величины справа по s совпадает с квадратом величины,
стоящей в правой части (1) и достигается в точке

ŝ =
n− k

2πk

(
k

n

) n
n−k

σ2n
0 .

При этом, Abs(m̂(·)) = σ
2(k−n)
0 . Таким образом, если ограничен-

ная функция m(·) такова, что выполняется равенство Abs(m(·)) =

σ
2(k−n)
0 , то соответствующий метод оптимален. Но это равенство,

как нетрудно проверить, равносильно условию (2). ¤
Следствие непосредственно вытекает из доказанной теоремы.
Первые результаты, касающиеся оптимального восстановления

линейных операторов по неточной информации, были получены в
работе [1]. Дальнейшее развитие эта тематика получила в работах
авторов [2], [3] и [4].

Авторы благодарны рецензенту за полезные замечания.
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