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ПРЕДИСЛОВИЕ

Предлагаемая книга посвящена основам возникшей сравнительно недавно тео-
рии оптимального восстановления, а также демонстрации ряда задач, которые
могут быть решены с помощью этой теории. Приложения теории оптимального

восстановления довольно многочисленны. Мы остановились на задачах восста-
новления значений дифференциальных операторов, интерполяции, восстановления
сигналов и решений уравнений математической физики. Задачи интерполяции рас-
сматриваются как на классах гладких функций, так и на классах аналитических

функций. Более подробно задачи восстановления на классах аналитических функ-
ций рассмотрены в книге автора [19]. Следует отметить наиболее близкие к рас-
сматриваемой тематике книги [100], [30], [28].

Автор попытался по возможности сделать текст книги замкнутым. Поэтому

практически все используемые результаты, не входящие в стандартные универси-
тетские курсы, вынесены в довольно объемное дополнение.

Хочу выразить благодарность моим учителям Н. С. Бахвалову, который поста-
вил передо мной первые задачи оптимального восстановления, и В. М. Тихоми-

рову, общение с которым во многом сформировало общие взгляды на всю мате-
матику, а обсуждение многих проблем помогло при создании этой книги. Считаю
своим приятным долгом выразить благодарность моему коллеге и соавтору много-
численных работ Г. Г. Магарил-Ильяеву, с которым автор неоднократно обсуждал

текст книги.



ВВЕДЕНИЕ

Довольно естественный подход к решению многих задач (не только матема-

тических) основан на выборе среди возможных способов решения того, которое
имеет наилучшие в том или ином смысле свойства. При этом, имея некоторый
способ сравнения различных методов решения, отыскиваемый наилучший метод
решения называют оптимальным методом. Попытаемся уточнить это понятие.

Как правило, искомый метод решения предполагается использовать не для од-
ной, а для целой серии задач схожего типа. Обозначим множество таких задач
через P. При решении конкретной задачи p из этого множества обычно использу-
ется некоторая исходная информация об этой задаче I(p). Эта информация часто

бывает неполной или неточно заданной, что не позволяет решить задачу точно.
Поэтому располагая информацией I(p) и применяя к ней какой-то метод реше-
ния m, мы получаем на выходе лишь приближенное решение задачи.

Для сравнения эффективности решения при использовании различных методов
надо ввести некоторую числовую характеристику метода, отражающую качество

решения задачи данным методом, учитывающую погрешность решения и/или за-
траты на реализацию данного алгоритма и т. п. Обозначим такую характеристику
через e(p, I, m).

Поскольку мы заранее не знаем какую задачу из множества P нам предстоит
решать, то естественно оценивать применяемый алгоритм решения сразу на всем

множестве P и рассматривать величину

e(P, I, m) = sup
p∈P

e(p, I, m),

называемую погрешностью метода m на множестве P.
Если имеется некоторое множество методов M, из которого надо выбрать наи-

лучший, то выбрать его следует так, чтобы его погрешность была минимальной,
т. е. из условия

e(P, I, m̂) = inf
m∈M

e(P, I, m).

При этом метод m̂ называется оптимальным, а величина

E(P, I,M) = inf
m∈M

e(P, I, m)

— погрешностью оптимального решения.



Введение 5

Еще один тип задач возникает, когда имеется возможность выбирать тип ис-
ходной информации о решаемых задачах. Конечно, при увеличении объема ис-
ходной информации следует ожидать более точного решения задач. Однако это

ведет ко все большим затратам, направленным на получение исходной информа-
ции. Поэтому, как правило, фиксируют объем исходной информации (например,
число данных измерений) и сравнивают получаемые погрешности при различных
типах исходной информации. Тем самым приходят к следующей задаче о нахож-

дении информации оптимального типа:

E(P, I,M) = inf
I∈I

E(P, I,M),

где I — множество возможных типов исходной информации.

В математике наиболее характерными задачами такого типа являются, напри-
мер, задачи о приближенном вычислении значения функции в некоторой точке
или интеграла от функции на основании информации о значениях той же функ-
ции в некоторой фиксированной системе точек. Решение подобных задач в рамках

сформулированного выше подхода получило название оптимального восстанов-
ления.



Глава 1

ПРОСТЕЙШИЕ ЗАДАЧИ
ОПТИМАЛЬНОГО ВОССТАНОВЛЕНИЯ

1.1. ЗАДАЧА ИНТЕРПОЛЯЦИИ

Одной из наиболее распространенных задач восстановления является задача
интерполяции, состоящая в приближенном вычислении функции x(·) в некоторой
точке τ по значениям этой функции в других точках x(t1), . . . , x(tn). Очевидно,
что для корректной постановки этой задачи надо знать дополнительную инфор-
мацию о том, какие функции могут нам встретиться. Один из подходов к этой
задаче таков: будем искать функцию x̂(·) наиболее просто устроенную (напри-
мер, просто вычисляющуюся) и принимающую в точках t1, . . . , tn те же значе-

ния x(t1), . . . , x(tn). За приближенное значение x(τ ) берется в этом случае x̂(τ ).
В качестве таких просто устроенных функций рассматривают, например, алгебра-
ические полиномы (или тригонометрические полиномы).

Для алгебраических полиномов задача интерполяции ставится так: найти по-
лином минимальной степени, принимающий в точках x(t1), . . . , x(tn) значения

x(t1), . . . , x(tn). Нетрудно убедиться, что полином степени n− 1

Ln−1(t) =
n∑

j=1

lj(t)x(tj), (1.1)

где

lj(t) =
n∏

k=1
k �=j

t− tk
tj − tk

,

называемый интерполяционным полиномом Лагранжа, удовлетворяет условиям

Ln−1(tj) = x(tj), j = 1, . . . , n.

Если предположить, что найдется полином меньшей степени P (·), который удо-

влетворяет тем же условиям, то полином P (·) − Ln−1(·) степени n − 1 будет об-
ращаться в ноль в n точках t1, . . . , tn. Следовательно, по основной теореме алгеб-
ры P (t) ≡ Ln−1(t). Таким образом, интерполяционный полином Лагранжа решает
поставленную задачу и в такой постановке x(τ ) ≈ Ln−1(τ ).

Другой подход, берущий свое начало от идей А. Н. Колмогорова, связанных

с задачами приближения на классах функций, заключается в том, чтобы не фик-
сировать заранее вид приближающейся функции, а искать ее на основе априорной
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информации о свойствах функций, которые могут встретиться. При этом множе-
ство функций, для которых рассматривается соответствующая задача, называет-
ся классом. Обычно рассматриваются классы функций, задаваемые некоторыми

свойствами, связанными с гладкостью или аналитичностью. При таком подходе
появляется возможность получения новых методов приближения, которые хорошо
приспособлены именно для аппроксимации функций из рассматриваемого клас-
са. Надо отметить, что рассматриваемая постановка включает в себя и первую

постановку. Для этого в качестве класса рассматриваемых функций надо взять
полиномы степени n− 1.

Перейдем к более точной постановке задачи интерполяции для соболевского
класса функций W r∞([−1, 1]), определенных на отрезке [−1, 1], имеющих абсо-

лютно непрерывную производную порядка r − 1 и удовлетворяющих почти всюду
на [−1, 1] условию |x(r)(t)| � 1. Будем рассматривать задачу оптимального вос-
становления значения x(τ ), τ ∈ [−1, 1], по значениям функции x(·) ∈ W r∞([−1, 1])
в системе различных точек t̄ = (t1, . . . , tn) из отрезка [−1, 1]. Таким образом,

информация о функции, имеющаяся в нашем распоряжении, такова: Ft̄x(·) =
= (x(t1), . . . , x(tn)).

В качестве методов восстановления будем рассматривать всевозможные функ-
ции m: Rn → R. Для данного метода m : Rn → R полагаем

x(τ ) ≈ m(Ft̄x(·)).

Погрешностью метода m назовем величину

e(x(τ ), W r
∞([−1, 1]), Ft̄, m) = sup

x(·)∈W r∞([−1,1])
|x(τ )−m(Ft̄x(·))|,

а погрешностью оптимального восстановления — величину

E(x(τ ), W r
∞([−1, 1]), Ft̄) = inf

m : Rn→R
e(x(τ ), W r

∞([−1, 1]), Ft̄, m). (1.2)

Если r � n + 1, то существует интерполяционный полином Лагранжа Ln(t),
который принимает в точках t1, . . . , tn значения x(t1), . . . , x(tn), а в точке τ любое
наперед заданное значение. Поскольку Ln(·) ∈ W r∞([−1, 1]), то отсюда сразу же
следует, что e(x(τ ), W r∞([−1, 1]), Ft̄) =∞, если r � n+1. Тем самым задачу имеет

смысл рассматривать лишь при 1 � r � n.
Рассмотрим случай r = n. Начнем с оценки снизу погрешности оптимального

восстановления. Положим

x̂(t) =
1
n!

(t− t1) . . . (t− tn).

Очевидно, что x̂(·) ∈ Wn∞([−1, 1]). Поскольку Ft̄x̂(·) = 0, то для любого метода m
имеем

2|x̂(τ )| � |x̂(τ )−m(0)|+ | − x̂(τ )−m(0)| � 2e(x(τ ), Wn
∞([−1, 1]), Ft̄, m).

Откуда
E(x(τ ), Wn

∞([−1, 1]), Ft̄) � |x̂(τ )|. (1.3)
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Докажем теперь, что интерполяционный полином Лагранжа является опти-
мальным методом восстановления на классе Wn∞([−1, 1]). Пусть x(·) ∈ Wn∞([−1, 1])
и τ /∈ {t1, . . . , tn}. Рассмотрим функцию

y(t) = x(t)− Ln−1(t)−Kx̂(t),

где

K =
x(τ )− Ln−1(τ )

x̂(τ )
.

Функция y(·) ∈ Wn∞([−1, 1]) и обращается в ноль в точках t1, . . . , tn, τ . Следо-
вательно, по теореме Ролля y(n−1)(·) обращается в ноль не менее, чем в двух
различных точках τ1 и τ2 из интервала (−1, 1). Тогда

0 = y(n−1)(τ2)− y(n−1)(τ1) =
∫ τ2

τ1

y(n)(t) dt =
∫ τ2

τ1

(x(n)(t)−K) dt.

Тем самым

K(τ2 − τ1) =
∫ τ2

τ1

x(n)(t) dt.

Отсюда следует, что |K| � 1, то есть

|x(τ )− Ln−1(τ )| � |x̂(τ )|.

Очевидно, что это неравенство справедливо и для τ ∈ {t1, . . . , tn} (в этом случае
оно просто обращается в равенство). Следовательно, доказано, что

E(x(τ ), Wn
∞([−1, 1]), Ft̄) � |x̂(τ )|,

что вместе с неравенством (1.3) дает

E(x(τ ), Wn
∞([−1, 1]), Ft̄) =

1
n!
|(τ − t1) . . . (τ − tn)| (1.4)

и доказывает оптимальность метода

x(τ ) ≈ Ln−1(τ ).

Теперь естественно поставить вопрос о том, как выбрать точки t1, . . . , tn ∈
∈ [−1, 1], в которых будут измеряться значения функции x(·) ∈ Wn∞([−1, 1]), что-
бы максимальное значение погрешности восстановления, когда τ ∈ [−1, 1], было
минимальным. Иначе говоря, речь идет о нахождении величины

En(Wn
∞([−1, 1]), C([−1, 1])) = inf

t̄
max

τ∈[−1,1]
E(x(τ ), Wn

∞([−1, 1]), Ft̄) (1.5)

и точек, на которых эта нижняя грань достигается. В силу равенства (1.4) из
теоремы 7.5 сразу же следует, что узлы, на которых достигается нижняя грань
в (1.5), являются нулями многочлена Чебышева:

t̂j = cos
2j − 1

2n
π, j = 1, . . . , n.
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При этом

En(Wn
∞([−1, 1]), C([−1, 1])) =

1
n!2n−1

.

Рассмотрим еще случай r = 1 (промежуточные случаи 1 < r < n будут рас-
смотрены позже). Обозначим через α(t) — ближайшую к t точку из множества
{t1, . . . , tn} (в случае, если t лежит посередине между tk и tk+1, будем считать
для определенности α(t) = tk). Положим теперь (см. рис. 1.1.1)

x̂(t) = |t− α(t)|. (1.6)

�

�

t
�

−1
� � � ��

�
�

�
��

�
��
�
�
�
�

�
�
�
�

�
��

x̂(t)

t1 t2 tn 1

Рис. 1.1.1

Очевидно, что x̂(·) ∈ W 1∞([−1, 1]), −x̂(·) ∈ W 1∞([−1, 1]) и Ft̄x̂(·) = Ft̄(−x̂(·)) =
= 0. Для любого метода m имеем

2x̂(τ ) � |x̂(τ )−m(0)|+ | − x̂(τ )−m(0)| � 2e(x(τ ), W 1
∞([−1, 1]), Ft̄, m).

Откуда
E(x(τ ), W 1

∞([−1, 1]), Ft̄) � x̂(τ ).

Пусть α(τ ) = tk, 1 � k � n. Определим метод m̂ равенством m̂(y) = yk,

y = (y1, . . . , yn). Тогда для любой функции x(·) ∈ W 1∞([−1, 1]) имеем

|x(τ )− m̂(Ft̄x(·))| = |x(τ )− x(tk)| � |τ − tk| = x̂(τ ).

Следовательно,
E(x(τ ), W 1

∞([−1, 1]), Ft̄) = x̂(τ ),

а метод (см. рис. 1.1.2)
x(τ ) ≈ x(α(τ ))

является оптимальным методом восстановления.
Оптимальных методов может быть много. Среди них можно выделить те, ко-

торые имеют наименьшую погрешность при любом фиксированном значении ин-
формационного оператора Ft̄. Пусть y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn и существует функ-

ция x(·) ∈ W 1∞([−1, 1]), для которой Ft̄x = y. Положим

Wy = {x(·) ∈ W 1
∞([−1, 1]) : Ft̄x = y }.
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�

�

t
�

−1
� � � �

�

�
x(t1)

x(t2)

f(tn)x(α(t))

t1 t2 tn 1

Рис. 1.1.2

Рассмотрим множество

Ay = {x(τ ) : x(·) ∈ Wy }.

Множество Ay является отрезком числовой оси, а число

cy =
supx(·)∈Wy

x(τ ) + infx(·)∈Wy
x(τ )

2

— его середина. Поэтому для любого фиксированного y, для которого множе-
ство Wy непусто, и для всех x(·) ∈ Wy имеет место равенство

inf
c∈R

sup
x(·)∈Wy

|x(τ )− c| = sup
x(·)∈Wy

|x(τ )− cy|.

Положим

m̂c(Ft̄x(·)) = cFt̄x(·).

Тогда для любого метода m

e(x(τ ), W 1
∞([−1, 1]), Ft̄, m) = sup

y∈R
n

Wy �=∅

sup
x(·)∈Wy

|x(τ )−m(y)| �

� sup
y∈R

n

Wy �=∅

sup
x(·)∈Wy

|x(τ )− cy)| = e(x(τ ), W 1
∞([−1, 1]), Ft̄, m̂c).

Отсюда вытекает, что метод m̂c является оптимальным. Но он и наилучший при
любом фиксированном значении информационного оператора Ft̄. Такие методы
называются центральными.

Найдем явный вид метода m̂c. Положим

t∗j =
tj + tj+1

2
− |yj+1 − yj |

2
, t∗∗j =

tj + tj+1

2
+
|yj+1 − yj |

2
.
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�
t

� �
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�
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�
��
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Рис. 1.1.3

Нетрудно убедиться, что (см. рис. 1.1.3)

m̂c(Ft̄x(·)) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

y1, −1 � τ � t1,

yj , tj � τ � t∗j ,
j = 1, . . . , n− 1,

yj + yj+1

2
+ sign(yj+1 − yj)

(
τ − tj + tj+1

2

)
, t∗j � τ � t∗∗j ,

j = 1, . . . , n− 1,

yj+1, t∗∗j � τ < tj+1,

j = 1, . . . , n− 1,

yn, tn � τ � 1.

Здесь тоже можно рассмотреть задачу о минимизации максимального значения
погрешности для τ ∈ [−1, 1] за счет выбора узлов −1 � t1 < . . . < tn < 1. Легко
получить, что

En(W 1
∞([−1, 1]), C([−1, 1])) = inf

t̄
max

τ∈[−1,1]
E(x(τ ), W 1

∞([−1, 1]), Ft̄) =
1
n

,

а точки, на которых достигается нижняя грань, являются равномерно распреде-
ленными на отрезке [−1, 1]

t̂j = −1 +
2j − 1

n
, j = 1, . . . , n. (1.7)

1.2. МИНИМИЗАЦИЯ ФУНКЦИИ

Для класса W 1∞([−1, 1]) и того же информационного оператора Ft̄ рассмотрим
задачу оптимального восстановления минимума функции x ∈ W 1∞([−1, 1]). Иными

словами, речь идет об оптимальном восстановлении нелинейного функционала

Lx(·) = min
t∈[−1,1]

x(t).
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В качестве методов восстановления рассматриваются всевозможные функции m:
Rn → R. Погрешностью метода m называется величина

e(L, W 1
∞([−1, 1]), Ft̄, m) = sup

x(·)∈W 1∞([−1,1])

|Lx(t)−m(Ft̄x(·))| ,

а задача оптимального восстановления состоит в нахождении величины

E(L, W 1
∞([−1, 1]), Ft̄) = inf

m : Rn→R

sup
x(·)∈W 1∞([−1,1])

|Lx(t)−m(Ft̄x(·))|

и оптимального метода восстановления m̂L, на котором достигается нижняя грань

в этом равенстве.

Построим центральный метод в этой задаче. При фиксированном y ∈ Rn таком,
что

Wy = {x(·) ∈ W 1
∞([−1, 1]) : Ft̄x = y} �= ∅,

все функции из множества Wy лежат между верхней ломаной Zy(t) и нижней

ломаной zy(t), графики которых при t ∈ [tj , tj+1] изображены на рис. 1.1.3. Следо-
вательно, для любой функции из Wy

min
t∈[−1,1]

Zy(t) � min
t∈[−1,1]

x(t) � min
t∈[−1,1]

zy(t).

Очевидно, что

min
t∈[−1,1]

Zy(t) = min
1�j�n

yj .

Минимум функции zy(t) на отрезке [tj , tj+1] достигается в точке t∗j (если yj � yj+1)
или t∗∗j (если yj � yj+1) (см. рис. 1.1.3). Несложные вычисления показывают, что

min
t∈[tj ,tj+1]

zy(t) =
yj+1 + yj

2
− tj+1 − tj

2
.

Учитывая отрезки [−1, t1] и [tn, 1], имеем

min
t∈[−1,1]

zy(t) = min
{

y1 − h0,
y2 + y1

2
− h1/2, . . . ,

yn + yn−1

2
− hn−1/2, yn − hn

}
,

где h0 = t1 + 1, hj = tj+1 − tj , j = 1, . . . , n− 1, hn = 1− tn. Таким образом, метод

m̂L(Ft̄x(·)) =
1
2

min
1�j�n

yj +

+
1
2

min
{

y1 − h0,
y2 + y1

2
− h1/2, . . . ,

yn + yn−1

2
− hn−1/2, yn − hn

}
,

является оптимальным и центральным методом восстановления.
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Найдем погрешность оптимального восстановления. Пусть min1�j�n yj = c.
Тогда

min
{

y1 − h0,
y2 + y1

2
− h1/2, . . . ,

yn + yn−1

2
− hn−1/2, yn − hn

}
� min {c− h0, c− h1/2, . . . , c− hn−1/2, c− hn} .

Следовательно,

e(L, W 1
∞([−1, 1]), Ft̄, m̂L) � 1

2
min {h0, h1/2, . . . , hn−1/2, hn} .

Очевидно, что величина, стоящая справа, достигается на функции x(t) ≡ 0.
Тем самым

E(L, W 1
∞([−1, 1]), Ft̄) =

1
2

min {h0, h1/2, . . . , hn−1/2, hn} .

Можно рассмотреть задачу о минимизации этой величины за счет выбора уз-
лов. Здесь так же, как и в задаче интерполяции на этом классе минимум будет
достигаться на равномерной системе узлов (1.7). При этом центральный метод

будет иметь вид

m̂L(Ft̄x(·)) =
1
2

min
1�j�n

yj +
1
2

min
{

y1,
y2 + y1

2
, . . . ,

yn + yn−1

2
, yn

}
− 1

2n
.

1.3. ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ

Для того же класса W 1∞([−1, 1]) и того же информационного оператора Ft̄

рассмотрим теперь задачу оптимального восстановления значения интеграла

Ix(·) =
∫ 1

−1

x(t) dt.

В качестве методов восстановления будем по-прежнему рассматривать всевозмож-

ные функции m : Rn → R. Здесь задача оптимального восстановления состоит
в нахождении величины

E(I, W 1
∞([−1, 1]), Ft̄) = inf

m : Rn→R

sup
x(·)∈W 1∞([−1,1])

∣∣∣∣∫ 1

−1

x(t) dt−m(Ft̄x(·))
∣∣∣∣

и оптимального метода восстановления m̂0, на котором достигается нижняя грань
в этом равенстве.

Для функции x̂(·), определенной равенством (1.6), и любого метода m имеем

2
∫ 1

−1

x̂(t) dt �
∣∣∣∣∫ 1

−1

x̂(t) dt−m(0)
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ 1

−1

(−x̂(t)) dt−m(0)
∣∣∣∣ �

� 2 sup
x(·)∈W 1∞([−1,1])

∣∣∣∣∫ 1

−1

x(t) dt−m(Ft̄x(·))
∣∣∣∣ .



14 Глава 1. Простейшие задачи оптимального восстановления

Тем самым

E(I, W 1
∞([−1, 1]), Ft̄) �

∫ 1

−1

x̂(t) dt.

С другой стороны, положив

m̂0(y) =
∫ 1

−1

y(t) dt,

где

y(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
y1, −1 � t � t1 + t2

2
,

yj ,
tj−1 + tj

2
< t � tj + tj+1

2
, 2 � j � n− 1,

yn,
tn−1 + tn

2
< t � 1,

при всех x(·) ∈ W 1∞([−1, 1]) будем иметь∣∣∣∣∫ 1

−1

x(t) dt− m̂0(Ft̄x(·))
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ 1

−1

(x(t)− x(α(t))) dt

∣∣∣∣ � ∫ 1

−1

|t− α(t)| dt =
∫ 1

−1

x̂(t) dt.

Следовательно,

E(I, W 1
∞([−1, 1]), Ft̄) =

∫ 1

−1

x̂(t) dt =
(t1 + 1)2

2
+

n−1∑
j=1

(tj+1 − tj)2

4
+

(1− tn)2

2
,

а ∫ 1

−1

x(t) dt ≈ m̂0(Ft̄x(·)) =

=
(

t1 + t2
2

+ 1
)

x(t1) +
n−1∑
j=2

tj+1 − tj−1

2
x(tj) +

(
1− tn−1 + tn

2

)
x(tn)

— оптимальный метод восстановления.

Здесь также можно рассмотреть задачу о построении центрального метода.
В силу того, что все функции из множества Wy лежат между верхней лома-
ной Zy(t) и нижней ломаной zy(t), графики которых при t ∈ [tj , tj+1] изображены
на рис. 1.1.3, для любой функции из Wy имеет место неравенство∫ 1

−1

Zy(t) dt �
∫ 1

−1

x(t) dt �
∫ 1

−1

zy(t) dt.

Поэтому центральный метод будет иметь вид

m̂c(Ft̄x(·)) =
1
2

∫ 1

−1

(Zy(t) + zy(t)) dt.

Несложные вычисления показывают, что этот метод совпадает с методом m̂0.
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Если в наших возможностях выбирать систему точек t̄ = (t1, . . . , tn), в кото-
рых будут измеряться значения функций x(·) ∈ W 1∞([−1, 1]) (иначе говоря, есть
возможность выбора исходной информации), то естественно выбрать эти точки

так, чтобы величина E(I, W 1∞([−1, 1]), Ft̄) была по возможности меньше. Нетруд-
но убедиться, что

inf
t̄

E(I, W 1
∞([−1, 1]), Ft̄) =

1
n

,

а оптимальные точки (т. е. точки, на которых достигается нижняя грань) опреде-
ляются равенствами (1.7). При этом метод m̂0 будет иметь вид

m̂0(Ft̄x(·)) =
2
n

n∑
j=1

x(t̂j).

Оказывается, что этот метод, хорошо известный и называемый формулой прямо-
угольников, является центральным методом.

1.4. ЧИСЛЕННОЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ
ПО НЕТОЧНЫМ ЗНАЧЕНИЯМ В ТОЧКАХ

В рассмотренных выше задачах информация о функции хотя и была неполной,
но задавалась точно. Реально, любая исходная информация содержит ту или иную
погрешность. Одним из примеров задачи оптимального восстановления по неточ-
ной информации является задача оптимального восстановления значения x′(0)
функции x(·) ∈ W 2∞([−1, 1]) по ее приближенным значениям в точках ±h, 0 <
< h � 1. Будем считать, что для каждой функции x(·) ∈ W 2∞([−1, 1]) нам известны
значения x̃−1 и x̃1 такие, что

|x(jh)− x̃j | � δ, j = −1, 1, (1.8)

где δ > 0 — погрешность исходной информации. Здесь информационный оператор

уже многозначное отображение Fh,δ, ставящее в соответствие каждой функции
x(·) ∈ W 2∞([−1, 1]) множество Fh,δx(·) = {(x̃−1, x̃1)}, где x̃−1 и x̃1 удовлетворя-
ют условию (1.8). Рассмотрим в качестве методов восстановления произвольные
функции m : R2 → R. Погрешностью данного метода m назовем величину

e(x′(0), W 2
∞([−1, 1]), Fh,δ, m)= sup

x(·)∈W 2∞([−1,1])
sup

x̃−1,x̃1∈R

|x(jh)−x̃j |�δ, j=−1,1

|x′(0)−m(x̃−1, x̃1)|.

Нас будет интересовать погрешность оптимального восстановления:

E(x′(0), W 2
∞([−1, 1]), Fh,δ) = inf

m : R2→R

e(x′(0), W 2
∞([−1, 1]), Fh,δ, m)

и оптимальный метод восстановления, т. е. метод, на котором эта нижняя грань
достигается.

Положим

x̂(t) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
− t2

2
+
(

h

2
+

δ

h

)
t, 0 � t � 1,

t2

2
+
(

h

2
+

δ

h

)
t, −1 � t < 0.
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Нетрудно убедиться, что ±x̂(·) ∈ W 2∞([−1, 1]) и x̂(−h) = −δ, x̂(h) = δ. Для любого
метода m имеем

2x̂′(0) � |x̂′(0)−m(0, 0)|+ | − x̂′(0)−m(0, 0)| � 2e(x′(0), W 2
∞([−1, 1]), Fh,δ, m).

Следовательно,

E(x′(0), W 2
∞([−1, 1]), Fh,δ) � x̂′(0) =

h

2
+

δ

h
. (1.9)

Рассмотрим метод

m̂(x̃−1, x̃1) =
x̃1 − x̃−1

2h
. (1.10)

Учитывая, что x̃j = x(jh) + δj , где |δj | � δ, j = −1, 1, будем иметь

e(x′(0), W 2
∞([−1, 1]), Fh,δ, m̂) =

= sup
x(·)∈W 2∞

sup
|δj |�δ, j=−1,1

∣∣∣∣x′(0)− x(h)− x(−h)
2h

− δ1 − δ−1

2h

∣∣∣∣ �
� sup

x(·)∈W 2∞([−1,1])

∣∣∣∣x′(0)− x(h)− x(−h)
2h

∣∣∣∣+ δ

h
.

Пользуясь равенством

x(t) = x(0) + x′(0)t +
∫ t

0

(t− τ )x′′(τ ) dτ,

получаем∣∣∣∣x′(0)− x(h)− x(−h)
2h

∣∣∣∣ = 1
2h

∣∣∣∣∣
∫ 0

−h

(h + τ )x′′(τ ) dτ +
∫ h

0

(h− τ )x′′(τ ) dτ

∣∣∣∣∣ � h

2
.

Тем самым

e(x′(0), W 2
∞([−1, 1]), Fh,δ, m̂) � h

2
+

δ

h
.

Учитывая (1.9), находим, что

E(x′(0), W 2
∞([−1, 1]), Fh,δ) =

h

2
+

δ

h
,

а метод (1.10) является оптимальным.
Можно поставить вопрос об оптимизации исходной информации за счет выбора

шага h. Несложные вычисления показывают, что

min
0<h�1

E(x′(0), W 2
∞([−1, 1]), Fh,δ) =

{√
2δ, δ < 1/2,

δ + 1/2, δ � 1/2,

при этом значение шага, на котором достигается минимум таково:

ĥ =

{√
2δ, δ < 1/2,

1, δ � 1/2.
(1.11)
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Рассмотрим теперь аналогичную задачу, несколько изменив исходную инфор-
мацию. Обозначим через C([−1, 1]) линейное пространство непрерывных на отрез-
ке [−1, 1] функций с нормой

‖x(·)‖C([−1,1]) = max
t∈[−1,1]

|x(t)|.

Будем считать, что для каждой функции x(·) ∈ W 2∞([−1, 1]) нам известна функция
ỹ(·) ∈ C([−1, 1]) такая, что

‖x(·)− ỹ(·)‖C([−1,1]) � δ. (1.12)

Иначе говоря, задается информационный оператор Fδ([−1, 1]), ставящий каждой

функции x(·) ∈ W 2∞([−1, 1]) множество функций ỹ(·) ∈ C([−1, 1]), удовлетворяю-
щих условию (1.12).

В этом случае погрешностью произвольного метода m : C([−1, 1]) → R назовем
величину

e(x′(0), W 2
∞([−1, 1]), Fδ([−1, 1]), m) = sup

x(·)∈W 2
∞([−1,1]), ỹ∈C([−1,1])

‖x(·)−ỹ(·)‖C([−1,1])�δ

|x′(0)−m(ỹ(·))|.

Нас будет интересовать погрешность оптимального восстановления:

E(x′(0), W 2
∞([−1, 1]), Fδ([−1, 1])) =

= inf
m : C([−1,1])→R

e(x′(0), W 2
∞([−1, 1]), Fδ([−1, 1]), m) (1.13)

и метод, на котором эта нижняя грань достигается, называемый оптимальным.
Положим

x̂0(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
− t2

2
+

(
ĥ

2
+

δ

ĥ

)
t, 0 � t � 1,

t2

2
+

(
ĥ

2
+

δ

ĥ

)
t, −1 � t < 0,

где ĥ определено равенством (1.11). Тогда ±x̂0(·) ∈ W 2∞([−1, 1]) и

‖x̂0(·)‖C([−1,1]) = δ.

Для любого метода m имеем

2x̂′0(0) � |x̂′0(0)−m(0)|+ | − x̂′0(0)−m(0)| � 2e(x′(0), W 2
∞([−1, 1]), Fδ([−1, 1]), m).

Следовательно,

E(x′(0), W 2
∞([−1, 1]), Fδ([−1, 1])) � x̂′0(0) =

ĥ

2
+

δ

ĥ
.

Рассмотрим метод

m̂(ỹ) =
ỹ(ĥ)− ỹ(−ĥ)

2ĥ
. (1.14)
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В силу оценки, проведенной для метода (1.10), получаем

e(x′(0), W 2
∞([−1, 1]), Fδ([−1, 1]), m̂) � ĥ

2
+

δ

ĥ
.

Отсюда

E(x′(0), W 2
∞([−1, 1]), Fδ([−1, 1])) =

ĥ

2
+

δ

ĥ
=

⎧⎨⎩
√

2δ, δ < 1/2,

δ +
1
2
, δ � 1/2,

а метод (1.14) является оптимальным.
Отметим, что оптимальный метод использует лишь два значения функции ỹ(·).

Вся остальная информация о функции ỹ(·) не используется. В дальнейшем мы

увидим, что это довольно характерная ситуация для восстановления по неточ-
ной информации. Поэтому возникает вопрос: какова та «полезная» информация,
достаточная для оптимального восстановления?

1.5. ВОССТАНОВЛЕНИЕ ПРОИЗВОДНОЙ ФУНКЦИИ
ПО ЕЕ ПРИБЛИЖЕННЫМ КОЭФФИЦИЕНТАМ ФУРЬЕ

Обозначим через T единичную окружность, реализованную как отрезок [−π, π]
с идентифицированными концами. Через L2(T) обозначим совокупность функций
x(·) на T, суммируемых с квадратом, с нормой

‖x(·)‖L2(T) =
(

1
2π

∫
T

|x(t)|2 dt

)1/2

.

Класс W 2
2 (T) — это совокупность 2π-периодических функций x(·), у которых пер-

вая производная абсолютно непрерывна и ‖x′′(·)‖L2(T) � 1.
На этом классе рассмотрим задачу восстановления первой производной функ-

ции x(·) в метрике L2(T) по конечному набору ее коэффициентов Фурье:

xj =
1
2π

∫
T

x(t)e−ijt dt,

заданных с погрешностью. Точнее говоря, будем предполагать, что для каждой
функции x(·) ∈ W 2

2 (T) нам известны числа yj , |j| � N такие, что

|xj − yj | � δ, |j| � N, δ > 0. (1.15)

Здесь информационным оператором является многозначное отображение FN
δ , ставя-

щее в соответствие каждой функции x(·) ∈ W 2
2 (T) множество FN

δ x(·) = {yj}|j|�N ,
где yj удовлетворяют условию (1.15). В качестве методов рассматриваются всевоз-
можные отображения m : C2N+1 → L2(T). Погрешностью данного метода m(y)(·)
называется величина

e(x′(·), W 2
2 (T), FN

δ , m) = sup
x(·)∈W 2

2 (T)

y∈F N
δ x(·)

‖x′(·)−m(y)(·)‖L2(T).
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Задача заключается в нахождении величины

E(x′(·), W 2
2 (T), FN

δ ) = inf
m : C2N+1→L2(T)

e(x′(·), W 2
2 (T), FN

δ , m)

и соответствующего оптимального метода.
Аналогично предыдущему нетрудно получить оценку снизу

E(x′(·), W 2
2 (T), FN

δ ) � sup
x(·)∈W 2

2 (T)
|xj |�δ, |j|�N

‖x′(·)‖L2(T).

Задача справа в силу равенства Парсеваля записывается в виде (для удобства мы
переходим к квадрату нормы)∑

j∈Z

j2uj → max,
∑
j∈Z

j4uj � 1, 0 � uj � δ2, |j| � N, (1.16)

где uj = |xj |2, j ∈ Z.
Пусть

p0 = max
{

p ∈ Z+ : δ2
∑
|j|�p

j4 < 1, 0 � p � N
}

.

Определим последовательность {ûj}j∈Z равенством

ûj =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
δ2, |j| � p0,
1− δ2

∑
|k|�p0

k4

2(p0 + 1)4
, |j| = p0 + 1,

0, |j| > p0 + 1.

При p0 < N
1− δ2

∑
|k|�p0

k4

2(p0 + 1)4
� δ,

так как в противном случае

1− δ2
∑

|k|�p0+1

k4 > 0,

что противоречит определению p0. Таким образом, последовательность û = {ûj}j∈Z

допустима. Подставляя û в максимизируемый функционал и извлекая квадратный
корень, получаем

E(x′(·), W 2
2 (T), FN

δ ) �

(
1 + δ2

∑
|j|�p0

(
j2(p0 + 1)2 − j4

))1/2

p0 + 1
. (1.17)

Займемся теперь построением оптимального метода восстановления. Будем ис-

кать его в виде
m̂(y)(t) =

∑
|j|�p0

ijαjyje
ijt,
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где αj некоторые числа (сглаживающие множители). В силу равенства Парсеваля
квадрат погрешности данного метода совпадает со значением следующей экстре-
мальной задачи∑
|j|�p0

j2|xj−αjyj |2 +
∑
|j|>p0

j2|xj |2 → max,
∑
j∈Z

j4|xj |2 � 1, |xj−yj | � δ, |j| � N.

Положив zj = xj − yj , эту задачу можно переписать в виде∑
|j|�p0

j2|(1− αj)xj + αjzj |2 +
∑
|j|>p0

j2|xj |2 → max,∑
j∈Z

j4|xj |2 � 1, |zj | � δ, |j| � N.
(1.18)

Из неравенства Коши—Буняковского имеем для 0 < |j| � p0

|(1− αj)xj + αjzj |2 �
( |1− αj |2

j2λ
+

j2|αj |2
λj

)
(λj2|xj |2 + j−2λj |zj |2),

где λ и λj произвольные положительные числа.

Положим λ = (p0 + 1)−2, λj = j2 − (p0 + 1)−2j4,

αj =
λj

λj4 + λj
.

Тогда
|1− αj |2

j2λ
+

j2|αj |2
λj

= 1.

Тем самым
|(1− αj)xj + αjzj |2 � λj2|xj |2 + j−2λj |zj |2.

Учитывая условия в задаче 1.18, получаем∑
|j|�p0

j2|(1− αj)xj + αjzj |2 +
∑
|j|>p0

j2|xj |2 �

�
∑
|j|�p0

(λj4|xj |2 + λj |zj |2) + λ
∑
|j|>p0

j4|xj |2 = λ
∑
j∈Z

j4|xj |2 +
∑
|j|�p0

λj |zj |2 �

� λ + δ2
∑
|j|�p0

λj =
1 + δ2

∑
|j|�p0

(
j2(p0 + 1)2 − j4

)
(p0 + 1)2

.

Таким образом,

e(x′(·), W 2
2 (T), FN

δ , m̂) �

(
1 + δ2

∑
|j|�p0

(
j2(p0 + 1)2 − j4

))1/2

p0 + 1
.

Учитывая (1.17), получаем, что

E(x′(·), W 2
2 (T), FN

δ ) =

(
1 + δ2

∑
|j|�p0

(
j2(p0 + 1)2 − j4

))1/2

p0 + 1
,
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а метод

m̂(y)(t) =
∑
|j|�p0

ij

(
1−
(

j

p0 + 1

)2
)

yje
ijt

является оптимальным.
Пользуясь равенствами

n∑
j=1

j2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6
, (1.19)

n∑
j=1

j4 =
n(n + 1)(2n + 1)(3n2 + 3n− 1)

30
(1.20)

(они могут быть легко доказаны по индукции), будем иметь

E(x′(·), W 2
2 (T), FN

δ ) =
1

p0 + 1

√
1 + δ2

p0(p0 + 1)(p0 + 2)(2p0 + 1)(2p0 + 3)
15

. (1.21)

Отметим, что если p0 < N , то дальнейшее увеличение числа коэффициен-
тов Фурье, известных с той же погрешностью δ, не приводит к уменьшению по-
грешности оптимального восстановления. Тем самым при фиксированном δ набор
из 2N(δ) коэффициентов Фурье (нулевой коэффициент не используется в опти-

мальном методе), где

N(δ) = max
{

N ∈ Z+ : δ2
∑
|j|�N

j4 < 1
}
,

позволяет максимально точно восстановить производную функции из L2(T). При-
ведем некоторые значения функции N(δ) и соответствующей погрешности опти-
мального восстановления.

δ2 N(δ) E2
(
x′(·), W 2

2 (T), FN(δ)
δ

)
[
1
2
, +∞

)
0 1

[
1
34

,
1
2

)
1

1 + 6δ2

4[
1

196
,

1
34

)
2

1 + 56δ2

9[
1

708
,

1
196

)
3

1 + 252δ2

16

В общем случае, если( ∑
|j|�k+1

j4

)−1/2

� δ <

(∑
|j|�k

j4

)−1/2

,
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то N(δ) = k. Из равенства (1.20) и того, что при всех n � 1 выполняются нера-
венства

6
(

n +
1
3

)5

< n(n + 1)(2n + 1)(3n2 + 3n− 1) < 6
(

n +
1
2

)5

,

получаются следующие оценки при 0 < δ < 1/
√

2:(
5

2δ2

)1/5

− 3
2

< N(δ) <

(
5

2δ2

)1/5

− 1
3
.

Пользуясь этими оценками и равенством (1.21), получаем

E(x′(·), W 2
2 (T), FN(δ)

δ ) =

√
5
3

(
2δ2

5

)1/5

+ O(δ4/5).

1.6. ИНТЕРПОЛЯЦИЯ ПРИБЛИЖЕННО ЗАДАННОЙ ФУНКЦИИ

Обозначим через L2(R) пространство функций x(·), определенных на R, для

которых

‖x(·)‖L2(R) =
(∫

R

|x(t)|2 dt

)1/2

< ∞.

Через W1
2 (R) будем обозначать пространство локально абсолютно непрерывных

функций x(·) ∈ L2(R), для которых ‖x′(·)‖L2(R) < ∞, а через W 1
2 (R) — класс

функций из W1
2 (R), для которых ‖x′(·)‖L2(R) � 1. На классе W 1

2 (R) рассмот-

рим задачу оптимального восстановления значения x(0) по информации о самой
функции x(·), заданной с погрешностью δ > 0 в норме L2(R). Иными словами, мы
считаем, что для любой функции x(·) ∈W 1

2 (R) нам известна функция y(·) ∈ L2(R)
такая, что

‖x(·)− y(·)‖L2(R) � δ. (1.22)

Тем самым здесь в качестве информационного оператора Fδ рассматривается мно-

гозначное отображение, которое каждой функции x(·) ∈ W 1
2 (R) ставит в соответ-

ствие множество функций y(·) ∈ L2(R), удовлетворяющих условию (1.22). Нас,
как и в предыдущих примерах, интересует погрешность оптимального восстанов-
ления

E(x(0), W 1
2 (R), Fδ) = inf

m : L2(R)→R

e(x(0), W 1
2 (R), Fδ, m),

где

e(x(0), W 1
2 (R), Fδ, m) = sup

x(·)∈W 1
2 (R), y(·)∈L2(R)

‖x(·)−y(·)‖L2(R)�δ

|x(0)−m(y(·))|,

а также оптимальный метод восстановления (метод, на котором достигается ниж-
няя грань).

В точности так же, как и раньше, доказывается оценка

E(x(0), W 1
2 (R), Fδ) � sup

x(·)∈W 1
2 (R)

‖x(·)‖L2(R)�δ

|x(0)|.
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Поскольку функция

x̂(t) =
√

δe−|t|/δ

принадлежит классу W 1
2 (R) и, кроме того, ‖x̂(·)‖L2(R) = δ, то

E(x(0), W 1
2 (R), Fδ) � x̂(0) =

√
δ.

Покажем, что функции из W1
2 (R) ограничены. Пусть x(·) ∈ W1

2 (R), t0 ∈ R,
а t1 ∈ Δ = [t0 − 1/2, t0, 1/2] выбрано из условия

|x(t1)| = min
t∈Δ

|x(t)|.

Тогда ∫
Δ

|x(t)|2 dt � |x(t1)|2.

Отсюда
|x(t1)| � ‖x(·)‖L2(R).

Далее,

x(t0) = x(t1) +
∫ t0

t1

x′(t) dt.

Применяя неравенство Коши—Буняковского, получаем

|x(t0)| � ‖x(·)‖L2(R) + ‖x′(·)‖L2(R).

В силу произвольности t0 получаем ограниченность x(·).
Для нахождения оптимального метода восстановления воспользуемся легко

проверяемым тождеством

x(0) =
1
2δ

∫
R

e−|t|/δx(t) dt− 1
2

∫
R

e−|t|/δx′(t)signt dt, (1.23)

справедливым для всех x(·) ∈ W1
2 (R). Рассмотрим метод

m(y(·)) =
1
2δ

∫
R

e−|t|/δy(t) dt. (1.24)

Воспользовавшись тождеством (1.23) и применяя неравенство Коши-Буняковско-
го, будем иметь

e(x(0), W 1
2 (R), Fδ, m) = sup

x(·)∈W 1
2 (R)

sup
y(·)∈L2(R)

‖x(·)−y(·)‖L2(R)�δ

∣∣∣∣x(0)− 1
2δ

∫
R

e−|t|/δx(t) dt−

− 1
2δ

∫
R

e−|t|/δ(y(t)− x(t)) dt

∣∣∣∣ � sup
x(·)∈W 1

2 (R)

∣∣∣∣12
∫

R

e−|t|/δx′(t)signt dt

∣∣∣∣+ √
δ

2
�
√

δ.

Отсюда и соответствующей оценки снизу вытекает равенство

E(x(0), W 1
2 (R), Fδ) =

√
δ

и оптимальность метода (1.24).
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Кроме того, из доказанного следует, что значение задачи

x(0)→ max, ‖x(·)‖L2(R) � δ, ‖x′(·)‖L2(R) � 1, (1.25)

равно
√

δ. Функция x(·)/‖x′(·)‖L2(R) для всех x(·) ∈ W1
2 (R) является допустимой

в задаче (1.25) с δ = ‖x(·)‖L2(R)/‖x′(·)‖L2(R). Следовательно, для всех x(·) ∈
∈ W1

2 (R) справедливо неравенство

|x(0)|
‖x′(·)‖L2(R)

�
‖x(·)‖1/2

L2(R)

‖x′(·)‖1/2
L2(R)

,

т. е.
|x(0)| � ‖x(·)‖1/2

L2(R)‖x′(·)‖
1/2
L2(R). (1.26)

В силу инвариантности нормы относительно сдвига точку 0 можно заменить на
любую точку τ ∈ R.

Полученное неравенство можно рассматривать как некоторый принцип неопре-
деленности для функций изW1

2 (R), означающий, что при фиксированном значении

функции в произвольной точке нормы функции и ее производной не могут быть
одновременно малы — их произведение всегда не меньше квадрата этого значения.

1.7. НАХОЖДЕНИЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ
ПО НЕТОЧНЫМ НАЧАЛЬНЫМ ДАННЫМ

Рассмотрим следующую задачу для уравнения теплопроводности:

ut = uxx,

u(0, t) = u(π, t) = 0, u(x, 0) = f(x).
(1.27)

Хорошо известно, что решение этой задачи дается равенством

u(x, t) =
∞∑

k=1

bk(f)e−k2t sin kx,

где

bk(f) =
2
π

∫ π

0

f(x) sin kx dx.

Нас будет интересовать вопрос: как наилучшим образом восстановить решение

задачи (1.27) в момент времени t = T , если вычислено лишь конечное число
коэффициентов Фурье b1(f), . . . , bN (f) и вычисления проведены с некоторой по-
грешностью?

Будем предполагать, что

f(·) ∈
◦

W1
2([0, π]) = { f(·) ∈ W1

2 ([0, π]) : ‖f ′(·)‖L2([0,π]) � 1, f(0) = f(π) = 0 },

где
W1

2 ([0, π]) = { f(·) ∈ L2([0, π]) :
f(·) — абсолютно непрерывная на [0, π], ‖f ′(·)‖L2([0,π]) < ∞},
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а

‖g(·)‖L2([0,π]) =
(

2
π

∫ π

0

|g(x)|2 dx

)1/2

.

Считается, что для каждой функции f(·) ∈
◦

W1
2([0, π]) нам известны числа yk, k =

= 1, . . . , N такие, что

|bk(f)− yk| � δ, k = 1, . . . , N, δ > 0. (1.28)

Здесь информационным оператором является многозначное отображение FN
δ , ста-

вящее в соответствие каждой функции f(·) ∈
◦

W 1
2([0, π]) множество FN

δ f(·) =
= {yk}N

k=1, где yk удовлетворяют условию (1.28).

В качестве методов восстановления будем рассматривать произвольные опера-
торы m: RN → L2([0, π]). Погрешностью восстановления для данного метода m
назовем величину

e(T,
◦

W1
2([0, π]), FN

δ , m) = sup
f(·)∈ ◦

W1
2([0,π])

sup
y1,...,yN

|bk(f)−yk|�δ, k=1,...,N

‖u(·, T )−m(y)(·)‖L2([0,π]).

Погрешностью оптимального восстановления называется величина

E(T,
◦

W1
2([0, π]), FN

δ ) = inf
m : RN→L2([0,π])

e(T,
◦

W1
2([0, π]), FN

δ , m).

Тем же приемом, который использовался ранее, получаем оценку снизу:

E(T,
◦

W1
2([0, π]), FN

δ ) � sup
f(·)∈ ◦

W
1
2([0,π])

|bk(f)|�δ, k=1,...,N

‖u(·, T )‖L2([0,π]). (1.29)

Экстремальная задача, стоящая в правой части равенства (1.29) может быть пере-
писана в следующем виде (для удобства мы переходим к квадрату ее значения):

∞∑
k=1

b2
k(f)e−2k2T → max,

∞∑
k=1

b2
k(f)k2 � 1, b2

k(f) � δ2, k = 1, . . . , N. (1.30)

Положим uk = b2
k(f). Тогда задача (1.30) примет вид

∞∑
k=1

uke−2k2T → max,
∞∑

k=1

ukk2 � 1, 0 � uk � δ2, k = 1, . . . , N. (1.31)

Пусть

n = max
{

m ∈ Z+ : δ2
m∑

k=1

k2 < 1, 0 � m � N
}

.
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Нетрудно убедиться, что последовательность

ûk =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
δ2, k = 1, . . . , n,
1− δ2

∑n
k=1 k2

(n + 1)2
, k = n + 1,

0, k = n + 2, . . . ,

является допустимой в задаче (1.31). Подставляя {ûk}∞1 в максимизируемый функ-
ционал и извлекая квадратный корень, находим

E(T,
◦

W1
2([0, π]), FN

δ )�

√√√√δ2

n∑
k=1

e−2k2T +
(

1−δ2

n∑
k=1

k2

)
(n+1)−2e−2(n+1)2T . (1.32)

Займемся теперь построением оптимального метода восстановления. Будем ис-

кать его в виде

m̂(y)(x) =
∞∑

k=1

αkyke−k2T sin kx, (1.33)

где αk некоторые числа (сглаживающие множители). В силу равенства Парсеваля
квадрат погрешности данного метода совпадает со значением следующей экстре-
мальной задачи:

n∑
k=1

|bk(f)− αkyk|2e−2k2T +
∞∑

k=n+1

b2
k(f)e−2k2T → max,

∞∑
k=1

b2
k(f)k2 � 1,

|bk(f)− yk| � δ, k = 1, . . . , N.

Положив zk = bk(f)− yk, эту задачу можно переписать в виде

n∑
k=1

|(1− αk)bk(f) + αkzk|2e−2k2T +
∞∑

k=n+1

b2
k(f)e−2k2T → max,

∞∑
k=1

b2
k(f)k2 � 1, |zk| � δ, k = 1, . . . , N.

(1.34)

Из неравенства Коши—Буняковского имеем

|(1− αk)bk(f) + αkzk|2 �
( |1− αk|2

k2λ
+
|αk|2
λk

)
(λk2b2

k(f) + λkz2
k),

где λ и λj произвольные положительные числа.

Положим λ = (n + 1)−2e−2(n+1)2T , λk = e−2k2T − λk2,

αk =
λk

λk + λk2
.



1.7. Нахождение решения уравнения теплопроводности 27

Тогда
|1− αk|2

k2λ
+
|αk|2
λk

= e2k2T .

Следовательно,

|(1− αk)bk(f) + αkzk|2 � e2k2T (λk2b2
k(f) + λkz2

k).

Учитывая условия в задаче 1.34, получаем

n∑
k=1

|(1− αk)bk(f) + αkzk|2e−2k2T +
∞∑

k=n+1

b2
k(f)e−2k2T �

�
n∑

k=1

(λk2b2
k(f)+λkz2

k)+λ
∞∑

k=n+1

b2
k(f)k2 = λ

∞∑
k=1

b2
k(f)k2+

n∑
k=1

λkz2
k � λ+δ2

n∑
k=1

λk =

= δ2
n∑

k=1

e−2k2T +
(

1− δ2
n∑

k=1

k2

)
(n + 1)−2e−2(n+1)2T .

Таким образом,

e(T,
◦

W1
2([0, π]), FN

δ , m̂) �

√√√√δ2

n∑
k=1

e−2k2T +
(

1− δ2

n∑
k=1

k2

)
(n + 1)−2e−2(n+1)2T .

Из (1.32) вытекает, что

E(T,
◦

W1
2([0, π]), FN

δ ) =

√√√√δ2

n∑
k=1

e−2k2T +
(

1− δ2

n∑
k=1

k2

)
(n + 1)−2e−2(n+1)2T ,

а метод (1.33), который можно записать в виде

m̂(y)(x) =
∞∑

k=1

(
1−
(

k

n + 1

)2

e−2((n+1)2−k2)T

)
yke−k2T sin kx,

является оптимальным.

Здесь так же, как и в задаче восстановления производной функции по ее при-
ближенным коэффициентам Фурье, рассмотренной в п. 1.5, если n < N , то даль-

нейшее увеличение числа коэффициентов Фурье функции f(·), известных с той
же погрешностью δ, не приводит к уменьшению погрешности оптимального восста-
новления. Тем самым при фиксированном δ набор из N(δ) коэффициентов Фурье,
где

N(δ) = max
{

m ∈ Z+ : δ2
m∑

k=1

k2 < 1
}
,

позволяет максимально точно восстановить решение задачи (1.27) в момент вре-
мени t = T .
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Из равенства (1.19) и легко проверяемых неравенств(
n +

1
3

)3

< n(n + 1)
(

n +
1
2

)
<

(
n +

1
2

)3

,

получаются следующие оценки при 0 < δ < 1:(
3
δ2

)1/3

− 3
2

< N(δ) <

(
3
δ2

)1/3

− 1
3
.

1.8. КОММЕНТАРИИ

В этой главе в качестве примеров характерных задач оптимального восстанов-

ления были рассмотрены простейшие задачи разных типов. Для каждой из них
дается полное решение с указанием точного выражения для погрешности опти-
мального восстановления и соответствующего оптимального метода восстановле-
ния. Большинство примеров взято из статьи [55]. Неравенство (1.26) является

частным случаем хорошо известного неравенства Тайкова [97]. Задача, рассмат-
риваемая в п. 1.7, взята из статьи [12].



Глава 2

ОБЩАЯ ТЕОРИЯ

2.1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО ВОССТАНОВЛЕНИЯ

Общая задача оптимального восстановления операторов по неточно заданной
информации может быть поставлена следующим образом. Пусть X и Y — линей-

ные пространства, Z — линейное нормированное пространство и L : X → Z —
линейный оператор. Требуется восстановить значения оператора L на некотором
множестве W ⊂ X по значениям многозначного отображения (м. о.) F : W → Y ,
под которым понимается отображение, ставящее в соответствие каждому элемен-

ту x ∈ W непустое множество F (x) ⊂ Y . Множество

gr F := { (x, y) : x ∈ W, y ∈ F (x) }

называется графиком м. о. F .
Многозначность отображения F моделирует неточно заданную информацию

об элементах W . Если F — однозначное отображение, то говорят о задаче вос-
становления по точным данным. Часто в задачах восстановления рассматривают

отображения вида
F (x) = Ix + U, (2.1)

где I : X → Y — линейный оператор, называемый информационным, а U — неко-
торое фиксированное множество из Y . Например, если Y — нормированное про-

странство, то в качестве U рассматривают шар радиуса δ. При этом говорят, что
значения информационного оператора I заданы с погрешностью δ.

Под методами восстановления оператора L будем понимать всевозможные
отображения ϕ : F (W ) → Z (при этом никаких дополнительных свойств от этих

отображений, вообще говоря, мы не требуем). Таким образом, имеем следующую
диаграмму:

X ⊃W � Z
L

�
�� F (W ) �

��F ϕ

Погрешностью метода восстановления ϕ назовем величину

e(L, F, ϕ) = sup
(x,y)∈gr F

‖Lx− ϕ(y)‖Z .
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Погрешностью оптимального восстановления называется величина

E(L, F ) = inf
ϕ : F (W )→Z

e(L, F, ϕ). (2.2)

Метод ϕ̂ называется оптимальным, если

e(L, F, ϕ̂) = E(L, F ).

Задачу нахождения величины погрешности оптимального восстановления и оп-
тимальных методов будем называть задачей оптимального восстановления (зна-
чений оператора L на классе W по информации F ), или кратко, (L, F )-задачей.

Отметим, что задача оптимального восстановления с многозначным отобра-

жением вида (2.1) может быть сведена к задаче оптимального восстановления
с однозначным отображением. Для того чтобы убедиться в этом, надо вместо X
рассмотреть линейное пространство X̃ = X × Y , вместо множества W — множе-

ство W̃ = W × U , вместо оператора L — оператор L̃(x, y) = Lx, а однозначное

отображение F̃ определить равенством F̃ (x, y) = Ix + y.
Тогда для любого метода ϕ

e(L̃, F̃ , ϕ) = sup
x∈W, y∈U

‖Lx− ϕ(Ix + y)‖Z = sup
(x,v)∈gr F

‖Lx− ϕ(v)‖Z = e(L, F, ϕ).

Отсюда
E(L̃, F̃ ) = E(L, F ).

Тем самым задача восстановления с неточными данными может быть сведена
к задаче восстановления с точными данными.

Лемма 2.1. Пусть в задаче (2.2) множество gr F центрально-симметрично,
а множество

F−1(0) = {x ∈ W : 0 ∈ F (x)}
не пусто. Тогда

E(L, F ) � sup
x∈F−1(0)

‖Lx‖Z .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для любого метода ϕ при всех x ∈ W таких, что x ∈
∈ F−1(0), имеем

2‖Lx‖Z � ‖Lx− ϕ(0)‖Z + ‖L(−x)− ϕ(0)‖Z � 2e(L, F, ϕ).

Следовательно, для любого метода ϕ

e(L, F, ϕ) � sup
x∈F−1(0)

‖Lx‖Z ,

откуда сразу же вытекает доказываемая оценка. �
Введем величину, которая в некотором смысле характеризует «разброс» значе-

ний оператора L на множестве элементов из W с одной и той же информацией.
Пусть y ∈ F (W ). Число

r(L, F, y) = inf
z∈Z

sup
x∈F−1(y)

‖Lx− z‖Z
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называется чебышевским радиусом множества L(F−1(y)). Это радиус минималь-
ного шара, содержащего данное множество. Если существует такое z(y) ∈ Z, что

r(L, F, y) = sup
x∈F−1(y)

‖Lx− z(y)‖Z ,

то z(y) называется чебышевским центром множества L(F−1(y)).
Величина

R(L, F ) = sup
y∈F (W )

r(L, F, y) (2.3)

называется радиусом информации в задаче оптимального восстановления.
Следующая лемма дает геометрическую характеристику величины погрешно-

сти оптимального восстановления.

Лемма 2.2. Имеет место равенство

E(L, F ) = R(L, F ).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть ϕ — произвольный метод восстановления. Тогда для
любого y ∈ F (W )

r(L, F, y) � sup
x∈F−1(y)

‖Lx− ϕ(y)‖Z � e(L, F, ϕ).

Перейдя к верхней грани в левой части по всем y ∈ F (W ), а затем к нижней
грани по всевозможным методам, получим

R(L, F ) � E(L, F ).

Докажем противоположное неравенство. Пусть ε > 0. Для каждого y ∈ F (W )
найдется элемент zε(y) ∈ Z такой, что

sup
x∈F−1(y)

‖Lx− zε(y)‖Z � r(L, F, y) + ε.

Определим метод ϕε : F (W )→ Z по правилу ϕε(y) = zε(y). Тогда

e(L, F, ϕε) = sup
(x,y)∈gr F

‖Lx− ϕε(y)‖Z = sup
y∈F (W )

sup
x∈F−1(y)

‖Lx− ϕε(y)‖Z �

� sup
y∈F (W )

(r(L, F, y) + ε) = R(L, F ) + ε.

Следовательно,
E(L, F ) � R(L, F ) + ε.

В силу произвольности ε > 0 получаем, что

E(L, F ) � R(L, F ).

Что вместе с противоположным неравенством доказывает утверждение леммы. �
Отметим, что из доказательства леммы сразу следует, что если для каж-

дого y ∈ F (W ) существует чебышевский центр z(y) множества L(F−1(y)), то
метод ϕ(y) = z(y) является оптимальным. Такой оптимальный метод называют

центральным методом. В п.п. 1.1–1.3 приводились примеры центральных алго-
ритмов.
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2.2. ОПТИМАЛЬНОЕ ВОССТАНОВЛЕНИЕ ЛИНЕЙНЫХ ФУНКЦИОНАЛОВ

Пусть X ′ — линейное пространство, алгебраически сопряженное к X, т. е. про-
странство линейных функционалов на X. Рассмотрим задачу (2.2), когда L = x′ ∈
∈ X ′. Значение линейного функционала x′ на элементе x мы будем обозначать
через 〈x′, x〉. В этом случае Z = K, где K = R или C (в зависимости от того,

вещественное или комплексное пространство X).
Напомним, что подмножество линейного пространства X называется выпук-

лым, если с любыми двумя своими точками x1, x2 ∈ X оно содержит отрезок

[x1, x2] = { z ∈ X | z = (1 − α)x1 + αx2, 0 � α � 1 }, соединяющий эти точ-
ки. Наименьшее выпуклое множество, содержащее множество A ⊂ X называется
выпуклой оболочкой множества A и обозначается co A. Она состоит из всех вы-
пуклых комбинаций элементов из A, т. е. элементов вида x = λ1x1 + . . . + λmxm,

где xj ∈ A, λj � 0 и
∑m

j=1 λj = 1.
Многозначное отображение F : W → Y называется выпуклым, если его гра-

фик — выпуклое множество. Каждому многозначному отображению F : W → Y
можно сопоставить выпуклое многозначное отображение co F : coW → Y по пра-

вилу
co F (x) = { y ∈ Y | (x, y) ∈ co gr F }.

Легко видеть, что gr coF = co gr F .
Функция f : X → K называется аффинной, если f(x) = 〈x′, x〉+ a, где x′ ∈ X ′

и a ∈ K.

Теорема 2.3. Пусть X и Y — вещественные линейные пространства, W ⊂
⊂ X, F : W → Y и x′ ∈ X ′. Тогда для существования аффинного оптимального
метода в задаче восстановления функционала x′ необходимо и достаточно,
чтобы

R(x′, F ) = R(x′, coF ). (2.4)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Необходимость. Докажем, что из существования аффин-
ного оптимального метода вытекает равенство (2.4). Сначала покажем, что для

произвольного аффинного метода ϕ : F (W ) → R, ϕ(y) = 〈y′, y〉 + a, справедливо
соотношение

e(x′, F, ϕ) = e(x′, coF, ϕ). (2.5)

Действительно, ясно, что e(x′, F, ϕ) � e(x′, coF, ϕ). Докажем противоположное
неравенство. Пусть (x, y) ∈ gr coF . Тогда найдутся такие (xj , yj) ∈ grF , λj � 0,
j = 1, . . . , n и

∑n
j=1 λj = 1, что

(x, y) =
n∑

j=1

λj(xj , yj)

и мы имеем

|〈x′, x〉 − ϕ(y)| = |〈x′, x〉 − 〈y′, y〉 − a| =
∣∣∣∣ n∑
j=1

λj(〈x′, xj〉 − 〈y′, yj〉 − a)
∣∣∣∣ �

� max
1�j�n

|〈x′, xj〉 − 〈y′, yj〉 − a| � e(x′, F, ϕ).
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Отсюда следует, что e(x′, co F, ϕ) � e(x′, F, ϕ) и тем самым соотношение (2.5)
доказано.

Пусть теперь ϕ̂ — аффинный оптимальный метод в (x′, F )-задаче. Тогда, поль-
зуясь леммой 2.2 и (2.5), получаем

R(x′, coF ) = E(x′, coF ) � e(x′, co F, ϕ̂) = e(x′, F, ϕ̂) = E(x′, F ) = R(x′, F ).

Противоположное неравенство R(x′, coF ) � R(x′, F ) очевидно и поэтому равен-
ство (2.4) доказано.

Достаточность. Если R(x′, F ) = +∞, то равенство (2.4) выполняется очевид-
ным образом ((R(x′, F ) � R(x′, co F )). Тогда E(x′, F ) = +∞ по лемме (2.2) и, сле-
довательно, любой метод оптимален, в частности, любой аффинный. Итак, пусть
выполнено соотношение (2.4) и R(x′, F ) < +∞.

Покажем сначала, что в (x′, co F )-задаче существует аффинный оптимальный
метод. Далее, для краткости, пишем R вместо R(x′, co F ).

Положим

Ω = { (y, 〈x′, x〉) ∈ Y × R | (x, y) ∈ gr coF } и Ω0 = Ω− Ω.

Нетрудно убедиться, что Ω — выпуклое множество, а Ω0 — выпукло и центрально-
симметрично.

Пусть μ(·) — функционал Минковского множества Ω0, т. е.

μ(ω) = inf{ t > 0 | ω ∈ tΩ0 },

где μ(ω) = +∞, если соответствующее множество в фигурных скобках пусто

(см. 7.2).

Положим

p(ω) =

{
+∞, μ(ω) = +∞,

2Rμ(ω), μ(ω) < +∞.

Рассмотрим линейный функционал ω′0, определенный на подпространстве {0} ×
× R ⊂ Y × R равенством 〈ω′0, (0, r)〉 = r. Покажем, что для всех ω ∈ {0} × R

выполнено соотношение

|〈ω′0, ω〉| � p(ω). (2.6)

Если p(ω) = +∞, то неравенство (2.6) очевидно. Пусть p(ω) < +∞. Для
каждого ε > 0 положим

ωε =
ω

μ(ω) + ε
.

Так как функционал Минковского положительно однороден (см. 7.2), то μ(ωε) < 1.
Отсюда, поскольку Ω0 выпукло и содержит ноль, следует, что ωε ∈ Ω0 и, значит,
ωε = (y1, 〈x′, x1〉) − (y2, 〈x′, x2〉) для некоторых xj ∈ F−1(yj), j = 1, 2. Но ωε ∈
∈ {0} × R и поэтому y1 = y2 = y. Следовательно,

|〈ω′0, ωε〉| = |〈x′, x1〉−〈x′, x2〉| � |〈x′, x1〉−c|+|〈x′, x2〉−c| � 2 sup
x∈F−1(y)

|〈x′, x〉−c|
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для любого c ∈ R, откуда (переходя справа к нижней грани по всем c ∈ R)
вытекает, что

|〈ω′0, ωε〉| � 2r(x′, F, y) � 2R.

Тогда

|〈ω′0, ω〉| = (μ(ω) + ε)|〈ω′0, ωε〉| � (μ(ω) + ε)2R = p(ω) + 2Rε,

и в силу произвольности ε > 0 неравенство (2.6) доказано.
По теореме Хана—Банаха (см. 7.2) существует функционал ω′, являющийся

продолжением ω′0 на Y × R, и при этом справедливо неравенство

|〈ω′, ω〉| � p(ω), ∀ω ∈ Y × R. (2.7)

Так как ω′ ∈ (Y ×R)′, то ω′ = (ỹ′, α̃), где ỹ′ ∈ Y ′ и α̃ ∈ R, т. е. 〈ω′, (y, r)〉 = 〈ỹ′, y〉+
+ α̃r для всех y ∈ Y и r ∈ R. На {0} × R имеем α̃r = 〈ω′, (0, r)〉 = 〈ω′0, (0, r)〉 = r
и поэтому α̃ = 1. Полагая y′ = −ỹ′, получаем, что

〈ω′, (y, r)〉 = −〈y′, y〉+ r, ∀ (y, r) ∈ Y × R. (2.8)

Пусть (x1, y1), (x2, y2) ∈ gr coF . Тогда ω = (y1, 〈x′, x1〉)−(y2, 〈x′, x2〉 ∈ Ω0 и тем
самым μ(ω) � 1. Учитывая это обстоятельство, из (2.8) и (2.7) следует, что

〈ω′, ω〉 = −〈y′, y1 − y2〉+ 〈x′, x1 − x2〉 � p(ω) = 2Rμ(ω) � 2R,

или
〈x′, x1〉 − 〈y′, y1〉 −R � 〈x′, x2〉 − 〈y′, y2〉+ R.

Найдется a ∈ R такое, что для всех (x1, y1), (x2, y2) ∈ gr co F

〈x′, x1〉 − 〈y′, y1〉 −R � a � 〈x′, x2〉 − 〈y′, y2〉+ R.

Отсюда вытекает, что для всех (x, y) ∈ gr coF

|〈x′, x〉 − 〈y′, y〉 − a| � R,

т. е. для аффинного метода ϕ̂(y) = 〈y′, y〉+ a справедлива оценка

e(x′, coF, ϕ̂) � R.

Величина справа, согласно лемме 2.2, равна E(x′, co F ) и поэтому метод ϕ̂ опти-
мален в (x′, co F )-задаче, т. е.

e(x′, co F, ϕ̂) = E(x′, coF ). (2.9)

Этот же метод является оптимальным в (x′, F )-задаче. Действительно, из (2.5),
(2.9), леммы 2.2, равенства (2.4) и снова леммы 2.2 имеем

e(x′, F, ϕ̂) = e(x′, coF, ϕ̂) = E(x′, coF ) = R(x′, co F ) = R(x′, F ) = E(x′, F )

и таким образом, ϕ̂ — аффинный оптимальный метод в (x′, F )-задаче. �
Если X — комплексное пространство, то аффинного оптимального метода

в (x′, F )-задаче, вообще говоря, не существует. Приведем соответствующий пример.
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Пример 2.1. Пусть X = Y = C, W = {z ∈ C : |Re z| + 2| Im z| � 1}, 〈z′, z〉 = z,
F (z) = Re z + [−δ, δ], где 0 < δ < 2/15. Положим

ϕ0(y) =

{
0, |y| � 2δ,

y, |y| > 2δ.

Тогда, если |y| � 2δ, то

sup
(z,y)∈gr F
|y|�2δ

|z − ϕ0(y)| = sup
z∈W, y∈[−2δ,2δ]
|Re z−y|�δ

|z|.

В силу того, что

|Re z| = |Re z − y + y| � |Re z − y|+ |y| � 3δ � 2
5
,

имеем

sup
(z,y)∈gr F
|y|�2δ

|z − ϕ0(y)| � sup
z∈W

|Re z|� 2
5

|z| = 1
2
.

Если |y| > 2δ, то |Re z| � |y| − |Re z − y| > δ. Следовательно, | Im z| < (1 − δ)/2.
Поэтому

sup
(z,y)∈gr F
|y|>2δ

|z − ϕ0(y)| � sup
z∈W

|Re z−y|�δ
| Im z|<(1−δ)/2

|z − y| <
√

δ2 + (1− δ)2/4 <
1
2
.

Тем самым

E(z′, F ) � e(z′, F, ϕ0) � 1
2
.

С другой стороны, для любого аффинного метода ϕ(y) = c1y + ic2y + α, c1, c2 ∈ R,
α ∈ C, имеем

sup
(z,y)∈gr F

|z − ϕ(y)| � sup
z∈W

|Re z|�δ

|z − ϕ(0)| = sup
z∈W

|Re z|�δ

|z − α| � 1
2
.

Если α �= 0, то последнее неравенство строгое и, следовательно,

e(z′, F, ϕ) >
1
2
.

Если α = 0, то

e(z′, F, ϕ) = sup
(z,y)∈gr F

√
(Re z − c1y)2 + (Im z − c2y)2.

При c1 � 0, рассмотрев точку (1, 1) ∈ grF , будем иметь

e(z′, F, ϕ) �
√

(1− c1)2 + c2
2 � 1.
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При c1 > 0, рассмотрев точку (i/2, δ sign c2) ∈ gr F , получим

e(z′, F, ϕ) �

√
c2
1δ

2 +
(

1
2

+ |c2|δ
)2

>
1
2
.

Таким образом, для любого аффинного метода ϕ(·):

e(z′, F, ϕ) >
1
2

� E(z′, F ).

Множество A в линейном пространстве X называется уравновешенным, если
из того, что x ∈ A и |λ| = 1 следует, что λx ∈ A. Если X — вещественное

пространство, то это равносильно центральной симметричности множества A.
Если A ⊂ X, то через bcoA обозначим наименьшее выпуклое уравновешенное

множество, содержащее A. Оно состоит из всех элементов вида x = λ1x1 + . . . +
+ λmxm, где xj ∈ A, λj ∈ K, j = 1, . . . , m и

∑m
j=1 |λj | � 1.

Пусть X и Y — векторные пространства и W ⊂ X. Сопоставим многозначному
отображению F : W → Y выпуклое уравновешенное многозначное отображение
bco F : bcoW → Y по правилу

bcoF (x) = { y ∈ Y | (x, y) ∈ bco gr F }. (2.10)

Теорема 2.4. Пусть X и Y — линейные пространства над полем K веще-
ственных или комплексных чисел, W ⊂ X, F : W → Y и x′ ∈ X ′. Тогда для
существования линейного оптимального метода в (x′, F )-задаче необходимо
и достаточно, чтобы

R(x′, F ) = R(x′, bco F ). (2.11)

При этом
E(x′, F ) = sup

x∈bco F−1(0)
|〈x′, x〉|. (2.12)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Необходимость равенства (2.11) доказывается точно так

же, как в предыдущей теореме. Докажем его достаточность. Заметим, что если
R(x′, F ) = +∞, то равенство (2.11) выполняется автоматически и E(x′, F ) =
= +∞ согласно лемме 2.2. Следовательно, в этом случае любой метод оптимален
и, в частности, любой линейный.

Пусть выполнено соотношение (2.11) и R(x′, F ) < +∞. Покажем, что тогда
величина в правой части (2.12) также конечна. Для этого докажем неравенство

sup
x∈bco F−1(0)

|〈x′, x〉| � R(x′, bco F ). (2.13)

Действительно, если (x0, 0) ∈ gr bcoF , то и (−x0, 0) ∈ gr bcoF в силу уравнове-
шенности множества gr bcoF , и мы имеем для любого c ∈ K

2|〈x′, x0〉| � |〈x′, x0〉 − c|+ |〈x′,−x0〉 − c| � 2 sup
x∈bco F−1(0)

|〈x′, x〉 − c|.

Переходя слева к верхней грани по всем x ∈ bcoF−1(0), справа — к нижней
грани по всем c ∈ K и затем оценивая полученное выражение справа величиной
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R(x′, bcoF ), приходим к (2.13). Итак, если R(x′, F ) < +∞ и выполнено (2.11),
то R(x′, bcoF ) < +∞ и из (2.13), получаем, что величина справа в (2.12) конечна.

Покажем теперь, что в (x′, bcoF )-задаче существует линейный оптимальный

метод. Здесь рассуждения аналогичны тем, которые были в теореме 2.3. Положим

Ω = { (y, 〈x′, x〉) ∈ Y ×K | (x, y) ∈ gr bcoF }.

Легко видеть, что это выпуклое уравновешенное множество. Функционал Мин-

ковского μ(·) множества Ω имеет вид

μ(ω) = inf{ t > 0 | ω ∈ tΩ },

причем μ(ω) = +∞, если соответствующее множество в фигурных скобках пусто.
Положим

p(ω) =

{
+∞, μ(ω) = +∞,

ρμ(ω), μ(ω) < +∞,

где через ρ обозначена величина в правой части равенства (2.12). Рассмотрим

линейный функционал ω′0, определенный на подпространстве {0} × K ⊂ Y × K
равенством 〈ω′0, (0, r)〉 = r. Покажем, что для всех ω ∈ {0}×K выполнено соотно-
шение

|〈ω′0, ω〉| � p(ω). (2.14)

Если p(ω) = +∞, то неравенство (2.14) очевидно. Пусть p(ω) < +∞. Для
каждого ε > 0 положим

ωε =
ω

μ(ω) + ε
.

Тогда μ(ωε) < 1 и ωε ∈ Ω (в силу выпуклости и уравновешенности Ω). Далее, оче-
видно, ωε ∈ {0}×K и тем самым ωε = (0, 〈x′, xε〉) для некоторого xε ∈ bco F−1(0).
Следовательно,

|〈ω′0, ωε〉| = |〈x′, xε〉| � sup
x∈bco F−1(0)

|〈x′, x〉| = ρ,

откуда
|〈ω′0, ω〉| = (μ(ω) + ε)|〈ω′0, ωε〉| � (μ(ω) + ε)ρ = p(ω) + ρε,

что в силу произвольности ε > 0 доказывает неравенство (2.14).
По теореме Хана—Банаха существует функционал ω′, являющийся продолже-

нием ω′0 на Y ×K, и при этом справедливо неравенство

|〈ω′, ω〉| � p(ω), ∀ω ∈ Y ×K. (2.15)

Пусть ω′ = (−y′, α̃), α̃ ∈ R. Тогда в силу того, что 〈ω′, (0, r)〉 = 〈ω′0, (0, r)〉 = r,
α̃ = 1. Тем самым

〈ω′, (y, r)〉 = −〈y′, y〉+ r, ∀ (y, r) ∈ Y ×K. (2.16)

Пусть (x, y) ∈ gr bcoF . Тогда ω = (y, 〈x′, x〉) ∈ Ω и значит, μ(ω) � 1. Отсюда,
из (2.16) и (2.15) получаем

|〈ω′, ω〉| = |〈x′, x〉 − 〈y′, y〉| � p(ω) = ρμ(ω) � ρ,
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т. е. для линейного метода ϕ̂(y) = 〈y′, y〉 выполняется оценка

e(x′, bcoF, ϕ̂) � ρ. (2.17)

Из (2.17), (2.13) и леммы (2.2) следует, что

e(x′, bcoF, ϕ̂) � ρ � R(x′, bcoF ) = E(x′, bcoF ), (2.18)

и, значит, линейный метод ϕ̂(y) = 〈y′, y〉 оптимален в (x′, bco F )-задаче. Этот же
метод является оптимальным и в (x′, F )-задаче. Действительно, так же, как и при
доказательстве теоремы 2.3, проверяется, что для любого линейного метода ϕ
справедливо соотношение (см. (2.5)):

e(x′, F, ϕ) = e(x′, bco F, ϕ). (2.19)

Тогда из (2.19), (2.18), равенства (2.11) и леммы 2.2 имеем

E(x′, F ) � e(x′, F, ϕ̂) = e(x′, bcoF, ϕ̂) � ρ � R(x′, bcoF ) = R(x′, F ) = E(x′, F ),

т. е. ϕ̂ — линейный оптимальный метод в (x′, F )-задаче и справедливо равен-

ство (2.12). �
Если множество gr F уравновешенно (а значит, и множества F−1(0)), то в силу

равенства (2.12) для нахождения погрешности оптимального восстановле-
ния E(x′, F ) достаточно решить экстремальную задачу:

Re〈x′, x〉 → max, x ∈ F−1(0). (2.20)

Элемент x̂ ∈ F−1(0), для которого

〈x′, x̂〉 = sup
x∈F−1(0)

|〈x′, x〉|,

будем называть экстремальным в задаче (2.20). Решение задачи (2.20) с помощью

принципа Лагранжа часто позволяет найти и оптимальный метод восстановления.
Свяжем с (2.20) следующую функцию Лагранжа:

L((x, y), λ) = −Re〈x′, x〉+ Re〈λ, y〉,

где λ ∈ Y ′.

Теорема 2.5. Пусть gr F — выпуклое уравновешенное множество. Элемент
x̂ ∈ F−1(0) является экстремальным, а линейный функционал λ̂ ∈ Y ′ — опти-
мальный метод восстановления в том и только в том случае, если

min
(x,y)∈gr F

L((x, y), λ̂) = L((x̂, 0), λ̂). (2.21)
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть x̂ — экстремальный элемент в задаче (2.20), а λ̂ —
оптимальный метод восстановления. Тогда, учитывая уравновешенность grF и ра-
венство (2.12), будем иметь

min
(x,y)∈gr F

L((x, y), λ̂) = − sup
(x,y)∈gr F

Re
(
〈x′, x〉 − 〈λ̂, y〉

)
=

= − sup
(x,y)∈gr F

|〈x′, x〉 − 〈λ̂, y〉| = −E(x′, F ) = −〈x′, x̂〉 = L((x̂, 0), λ̂).

Обратно, пусть справедливо равенство (2.21) для некоторого x̂ ∈ F−1(0) и λ̂ ∈
∈ Y ′. Тогда при всех x ∈ F−1(0)

−Re〈x′, x〉=−Re〈x′, x〉+Re〈λ̂, 0〉� min
(x,y)∈gr F

L((x, y), λ̂)=L((x̂, 0), λ̂)=−Re〈x′, x̂〉,

т. е. x̂ — решение задачи (2.20). Кроме того, в силу уравновешенности и (2.21)

sup
(x,y)∈gr F

|〈x′, x〉 − 〈λ̂, y〉| = − min
(x,y)∈gr F

L((x, y), λ̂) = 〈x′, x̂〉 = E(x′, F ),

что означает оптимальность метода λ̂. �
Пусть многозначное отображение F имеет вид

F (x) = Ix + U,

где I : W → Y — линейный оператор, а U ⊂ Y — некоторое выпуклое уравнове-
шенное множество. Положим в этом случае

E(x′, W, I, U) = E(x′, F ).

Из теоремы 2.4 вытекает, что

E(x′, W, I, U) = sup
x∈F−1(0)

|〈x′, x〉| = sup
x∈W
Ix∈U

|〈x′, x〉|. (2.22)

Элемент x̂ ∈ W , для которого Ix̂ ∈ U и

〈x′, x̂〉 = sup
x∈W
Ix∈U

|〈x′, x〉|,

будем называть экстремальным.

Теорема 2.6. Пусть x′ ∈ X ′, а W и U — выпуклые уравновешенные множества.
Тогда x̂ ∈ W — экстремальный элемент, а λ ∈ Y ′ — оптимальный метод
восстановления в том и только в том случае, если

(i) sup
x∈W

|〈x′, x〉 − 〈λ, Ix〉| = 〈x′, x̂〉 − 〈λ, Ix̂〉,

(ii) sup
y∈U

|〈λ, y〉| = 〈λ, Ix̂〉,

(iii) Ix̂ ∈ U .
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть x̂ — экстремальный элемент и λ ∈ Y ′ — оптималь-
ный метод восстановления. Тогда, учитывая уравновешенность множеств W и U ,
а также равенство (2.22), будем иметь

〈x′, x̂〉 � |〈x′, x̂〉 − 〈λ, Ix̂〉|+ |〈λ, Ix̂〉| � sup
x∈W

|〈x′, x〉 − 〈λ, Ix〉|+ sup
y∈U

|〈λ, y〉| =

= sup
x∈W
y∈U

|〈x′, x〉 − 〈λ, Ix + y〉| = E(x′, W, I, U) = sup
x∈W
Ix∈U

|〈x′, x〉|. (2.23)

В силу того, что x̂ — экстремальный элемент, всюду в (2.23) равенства. Следо-
вательно, имеют место условия (i) и (ii). Условие (iii) вытекает из определения

экстремальности x̂.
Предположим, что выполнены условия (i)–(iii). Тогда

sup
x∈W
Ix∈U

|〈x′, x〉| � sup
x∈W
y∈U

|〈x′, x〉 − 〈λ, Ix + y〉| �

� sup
x∈W

|〈x′, x〉 − 〈λ, Ix〉|+ sup
y∈U

|〈λ, y〉| = 〈x′, x̂〉 − 〈λ, Ix̂〉+ 〈λ, Ix̂〉 = 〈x′, x̂〉. (2.24)

Отсюда вытекает, что x̂ — экстремальный элемент. Следовательно, в (2.24) всюду
равенства, а это означает, что

sup
x∈W
y∈U

|〈x′, x〉 − 〈λ, Ix + y〉| = sup
x∈W
Ix∈U

|〈x′, x〉| = E(x′, W, I, U),

т. е. λ — оптимальный метод восстановления. �
Наиболее распространенный случай в задачах оптимального восстановления

по неточным данным, когда Y — линейное нормированное пространство, а

U = Uδ = {y ∈ Y : ‖y‖Y � δ}, δ � 0.

Положим в этом случае

E(x′, W, I, δ) = E(x′, W, I, Uδ). (2.25)

Обозначим через Y ∗ множество всех линейных непрерывных функционалов на Y .

Тогда из теоремы 2.6 получаем

Следствие 2.7. Пусть W — выпуклое уравновешенное множество и U = Uδ.
Тогда x̂ ∈ W — экстремальный элемент, а λ ∈ Y ∗ — оптимальный метод
восстановления в том и только в том случае, если

(i) sup
x∈W

|〈x′, x〉 − 〈λ, Ix〉| = 〈x′, x̂〉 − 〈λ, Ix̂〉,

(ii) 〈λ, Ix̂〉 = δ‖λ‖Y ∗ ,

(iii) ‖Ix̂‖Y � δ.
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Пусть S — некоторое непустое множество, Σ — σ-алгебра подмножеств мно-
жества S и μ — неотрицательная σ-аддитивная мера на Σ. Через Lp(S, Σ, μ) (или,
короче, Lp(S)) обозначается совокупность всех σ-измеримых функций g(·) со зна-

чениями в K = R или C, для которых

‖g(·)‖Lp(S) =
(∫

S

|g(s)|p dμ

)1/p

< ∞, 1 � p <∞,

‖g(·)‖L∞(S) = vraisups∈S |g(s)| <∞, p =∞.

Положим

(f(·), g(·))S =
∫

S

f(s)g(s) dμ

и для a ∈ K, 1 � p <∞

a(p) =

{
a|a|p−2, a �= 0,

0, a = 0.

Пусть задан некоторый линейный оператор T : X → Lp(S). Положим

WT
p = {x ∈ X : ‖Tx(·)‖Lp(S) � 1 }

и рассмотрим задачу оптимального восстановления линейного функционала 〈x′, x〉
на множестве WT

p по значениям линейного оператора I : X → Y , заданного с по-
грешностью δ, т. е. по значениям многозначного отображения F (x) = Ix + Uδ.
Тем самым рассматривается задача о нахождении величины:

E(x′, WT
p , I, δ) = inf

ϕ : Y→K

sup
x∈W T

p , y∈Y

‖Ix−y‖Y �δ

|〈x′, x〉 − ϕ(y)| (2.26)

и оптимального метода восстановления (метода, на котором достигается нижняя
грань в (2.26)).

В силу соотношений двойственности, полученных в теореме 2.4, эта задача
тесно связана с экстремальной задачей о нахождении величины:

sup
x∈W T

p

‖Ix‖Y �δ

|〈x′, x〉|. (2.27)

Во многих случаях экстремальные элементы в задаче (2.27) хорошо известны
(или, во всяком случае, известен их вид). Однако нас будет интересовать не только
погрешность оптимального восстановления, но и сам оптимальный метод. Многие
методы удается строить с помощью следующей теоремы.

Теорема 2.8. Пусть x̂ ∈ WT
p , T x̂(·) �= 0 и для x̂0 = x̂/‖T x̂(·)‖Lp(S) выполнены

условия ‖Ix̂0‖Y � δ, 〈λ, Ix̂0〉 = δ‖λ‖Y ∗ , где λ ∈ Y ∗ — некоторый линейный
непрерывный функционал. Предположим также, что при всех x ∈ X имеет
место равенство

〈x′, x〉 − 〈λ, Ix〉 =

{
α(Tx(·), T x̂(·)(p))S , 1 � p <∞,

(Tx(·), ϕ(·)T x̂(·))S, p =∞,
(2.28)
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где α � 0, ϕ(·) ∈ L1(S), ϕ(s) � 0 почти всюду и при p = ∞ |T x̂(s)| = 1 почти
всюду. Тогда λ — оптимальный метод восстановления, x̂0 — экстремальный
элемент и

E(x′, WT
p , I, δ) =

{
α‖T x̂(·)‖p−1

Lp(S) + δ‖λ‖Y ∗ , 1 � p <∞,

‖ϕ(·)‖L1(S) + δ‖λ‖Y ∗ , p =∞.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть 1 � p < ∞. Тогда из (2.28) и неравенства Гельдера
имеем

sup
x∈W T

p

|〈x′, x〉 − 〈λ, Ix〉| = α sup
x∈W T

p

|(Tx(·), T x̂(·)(p))S | � α‖T x̂(·)‖p−1
Lp(S).

С другой стороны, поскольку x̂0 ∈ WT
p , то

sup
x∈W T

p

|〈x′, x〉 − 〈λ, Ix〉| � α|(T x̂0(·), T x̂(·)(p))S | = α‖T x̂(·)‖p−1
Lp(S).

Учитывая (2.28), получаем

〈x′, x̂0〉 = 〈λ, Ix̂0〉+ α(T x̂0(·), T x̂(·)(p))S = δ‖λ‖Y ∗ + α‖T x̂(·)‖p−1
Lp(S).

Следовательно,

sup
x∈W T

p

|〈x′, x〉 − 〈λ, Ix〉| = 〈x′, x̂0〉 − 〈λ, Ix̂0〉. (2.29)

Аналогично доказывается равенство (2.29) для p = ∞. Из следствия 2.7 вытекает
теперь, что λ — оптимальный метод, а x̂0 — экстремальный элемент. �

При δ = 0 удобнее (чтобы не следить за положительностью множителя α)
пользоваться следующей теоремой

Теорема 2.9. Пусть x̂ ∈ WT
p , T x̂(·) �= 0, Ix̂ = 0, λ ∈ Y ∗ и при всех x ∈ X имеет

место равенство

〈x′, x〉 − 〈λ, Ix〉 =

{
α(Tx(·), T x̂(·)(p))S , 1 � p <∞,

α(Tx(·), ϕ(·)T x̂(·))S, p = ∞,
(2.30)

где α ∈ C, ϕ(·) ∈ L1(S), ϕ(s) � 0 почти всюду и при p = ∞ |T x̂(s)| = 1 почти
всюду. Тогда λ — оптимальный метод восстановления, x̂0 = x̂/‖T x̂(·)‖Lp(S) —
экстремальный элемент и

E(x′, WT
p , I, δ) =

{
|α|‖T x̂(·)‖p−1

Lp(S), 1 � p <∞,

|α|‖ϕ(·)‖L1(S), p =∞.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если α = 0, то утверждение теоремы сразу же вытекает из
теоремы 2.8. Пусть α �= 0. Положим

x̃ = e−i arg αx̂.
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Тогда равенство (2.30) можно записать в виде

〈x′, x〉 − 〈λ, Ix〉 =

{
|α|(Tx(·), T x̃(·)(p))S , 1 � p < ∞,

(Tx(·), ϕ̂(·)T x̂(·))S, p =∞,

где ϕ̂(·) = |α|ϕ(·). Теперь утверждение доказываемой теоремы вытекает из теоре-

мы 2.8. �

2.3. ОПТИМАЛЬНОЕ ВОССТАНОВЛЕНИЕ И ЗАДАЧА СТЕЧКИНА

Пусть X — линейное пространство, x′ ∈ X ′, W ⊂ X, Y — линейное нор-

мированное пространство и I : X → Y — линейный оператор. Задачей Стечкина
называется задача о наилучшем приближении линейного функционала x′ на классе
W по значениям Ix с помощью линейных функционалов, норма которых ограни-
чена некоторым фиксированным положительным числом N . Более точно, задача

состоит в нахождении величины

EN (x′, W, I) = inf
y∗∈Y ∗

‖y∗‖Y ∗�N

sup
x∈W

|〈x′, x〉 − 〈y∗, Ix〉|,

где Y ∗ — сопряженное пространство к Y , а также в нахождении функционала,

на котором достигается нижняя грань, называемым оптимальным. Эта задача
оказывается тесно связанной с задачей оптимального восстановления.

Теорема 2.10. Пусть W — выпуклое уравновешенное множество, а x̂ ∈ W
и y∗ ∈ Y ∗ таковы, что при некотором δ � 0 выполняются условия

(i) sup
x∈W

|〈x′, x〉 − 〈y∗, Ix〉| = 〈x′, x̂〉 − 〈y∗, Ix̂〉,

(ii) 〈y∗, Ix̂〉 = δ‖y∗‖Y ∗ ,

(iii) ‖Ix̂‖Y � δ.

Тогда при N = ‖y∗‖Y ∗

EN (x′, W, I) = 〈x′, x̂〉 − δN, (2.31)

а функционал y∗ является оптимальным.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для величины E(x′, W, I, δ) (см. (2.25)) имеем

E(x′, W, I, δ) � inf
y∗∈Y ∗

‖y∗‖Y ∗�N

sup
x∈W, y∈Y
‖Ix−y‖Y �δ

|〈x′, x〉 − 〈y∗, y〉| �

� inf
y∗∈Y ∗

‖y∗‖Y ∗�N

sup
x∈W

|〈x′, x〉 − 〈y∗, Ix〉|+ δN = EN (x′, W, I) + δN.

Отсюда

EN (x′, W, I) � E(x′, W, I, δ)− δN.
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Из следствия 2.7 вытекает, что

E(x′, W, I, δ) = 〈x′, x̂〉.

Поэтому

EN (x′, W, I) � 〈x′, x̂〉 − δN. (2.32)

С другой стороны, из (i) и (ii) получаем

EN (x′, W, I) � sup
x∈W

|〈x′, x〉 − 〈y∗, Ix〉| = 〈x′, x̂〉 − δN.

Учитывая (2.32), получаем равенство (2.31) и оптимальность y∗. �

Пример 2.2. Рассмотрим задачу Стечкина для класса W = W 1
2 (R) (см. п. 1.6),

функционала 〈x′, x(·)〉 = x(0) и информационного оператора I : W1
2 (R) → L2(R),

определенного равенством Ix(·) = x(·), т. е. Y = L2(R). Тем самым

EN (x′, W 1
2 (R), I) = inf

y∗(·)∈L2(R)
‖y∗(·)‖L2(R)�N

sup
x(·)∈W 1

2 (R)

|〈x′, x〉 − 〈y∗, x(·)〉|.

В п. 1.6 для соответствующей задачи оптимального восстановления было доказано,
что x̂(·) =

√
δe−|t|/δ — экстремальная функция, а

〈y∗(·), y(·)〉 =
1
2δ

∫
R

e−|t|/δy(t) dt

— оптимальный метод. Из следствия 2.7 вытекает, что тогда выполнены условия

(i)–(iii) теоремы 2.10. Следовательно, для N = ‖y∗(·)‖L2(R)

EN (x′, W 1
2 (R), I) =

√
δ −Nδ,

а функционал y∗(·) — оптимальный. Легко убедиться, что

‖y∗(·)‖L2(R) =
1

2
√

δ
.

Положив δ = (2N)−2, получим

EN (x′, W 1
2 (R), I) =

1
4N

.

При этом функционал

y∗(t) = 2N2e−4N2|t|

— оптимальный.
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2.4. ПОСТРОЕНИЕ ОПТИМАЛЬНОГО МЕТОДА С ПОМОЩЬЮ
ПАРАМЕТРИЗАЦИИ ЭКСТРЕМАЛЬНОГО ЭЛЕМЕНТА

Пусть X — вещественное линейное пространство, W — выпуклое центрально-
симметричное множество из X. Рассмотрим задачу оптимального восстановления
линейного функционала x′ ∈ X ′ на множестве W по точным значениям информа-
ционного оператора

Ix = (〈x′1, x〉, . . . , 〈x′n, x〉),
где x′j , j = 1, . . . , n — некоторые фиксированные линейные функционалы на X.
Тогда в соответствии с общей постановкой задача оптимального восстановления

состоит в нахождении величины

E(x′, W, I) = inf
m : Rn→R

sup
x∈W

|〈x′, x〉 −m(Ix)|

и соответствующего оптимального метода (т. е. метода, на котором достигается

нижняя грань).
Из теоремы 2.4 следует, что

E(x′, W, I) = sup
x∈W

〈x′j ,x〉=0, j=1,...,n

|〈x′, x〉|. (2.33)

Задача (2.33) часто оказывается проще, чем задача нахождения оптимального ме-
тода восстановления. При наличии некоторой параметризации экстремального эле-
мента в (2.33) существует способ построения оптимального метода восстановле-
ния, основанный на следующей теореме.

Теорема 2.11. Пусть X — вещественное линейное пространство, W — вы-
пуклое центрально-симметричное множество из X и x̂ — экстремальный эле-
мент в задаче (2.33). Предположим, что при всех M = (t1, . . . , ts+n) ∈ Rn+s

из некоторой окрестности точки M0 ∈ Rn+s существуют x(M) ∈ X та-
кие, что x(M0) = x̂ и для заданных функций ψ1(M), . . . , ψs(M) таких, что
ψj(M0) = 0, j = 1, . . . , s, при всех M из окрестности M0, удовлетворяющих
условию ψj(M) = 0, j = 1, . . . , s, x(M) ∈ W (в случае s = 0 будем считать,
что при всех M из окрестности M0 x(M) ∈ W ). Пусть, кроме того, функ-
ции ϕ(M) = 〈x′, x(M)〉, ϕj(M) = 〈x′j , x(M)〉, j = 1, . . . , n, и ψj(M), j = 1, . . . , s,
имеют в окрестности M0 непрерывные частные производные по всем аргумен-
там и определитель матрицы

J(M) =

⎛⎜⎜⎜⎝
∂ϕ1

∂t1
. . .

∂ϕn

∂t1

∂ψ1

∂t1
. . .

∂ψs

∂t1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂ϕ1

∂tn+s
. . .

∂ϕn

∂tn+s

∂ψ1

∂tn+s
. . .

∂ψs

∂tn+s

⎞⎟⎟⎟⎠
отличен от нуля в точке M0, а C = (C1, . . . , Cn+s)T — решение системы

J(M0)C =
(
gradϕ∣∣M0

)T

.
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Тогда единственным линейным оптимальным методом восстановления явля-
ется метод

〈x′, x〉 ≈
n∑

j=1

Cj〈x′j , x〉. (2.34)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть

〈x′, x〉 ≈
n∑

j=1

Cj〈x′j , x〉,

— оптимальный метод восстановления (существование его вытекает из теоре-

мы 2.4). Тогда в силу того, что x̂ — экстремальный элемент, имеем при всех
x ∈ W ∣∣∣∣〈x′, x〉 − n∑

j=1

Cj〈x′j , x〉
∣∣∣∣ � 〈x′, x̂〉.

Следовательно, при всех M из некоторой окрестности M0 таких, что ψj(M) = 0,
j = 1, . . . , s, выполнено неравенство∣∣∣∣ϕ(M)−

n∑
j=1

Cjϕj(M)
∣∣∣∣ � ϕ(M0).

Поскольку ϕj(M0) = 0, j = 1, . . . , n, то отсюда вытекает, что функция

ϕ(M)−
n∑

j=1

Cjϕj(M)

имеет относительный экстремум в точке M0. Метод Лагранжа приводит к необ-
ходимым условиям

∂ϕ

∂tm
−

n∑
j=1

Cj
∂ϕj

∂tm
−

s∑
j=1

Cn+j
∂ψj

∂tm
= 0, m = 1, . . . , n + s,

из которых однозначно определяются C1, . . . , Cn. �
Иногда удобно пользоваться несколько иным видом записи оптимального ме-

тода (2.34).

Теорема 2.12. В условиях теоремы 2.11 единственным оптимальным методом
восстановления является метод

〈x′, x〉 ≈
n+s∑
k=1

yk
∂ϕ

∂tk
∣∣M0

,

где y1, . . . , yn+s является решением системы
n+s∑
k=1

yk
∂ϕj

∂tk
∣∣M0

= 〈x′j , x〉, j = 1, . . . , n,

n+s∑
k=1

yk
∂ψj

∂tk
∣∣M0

= 0, j = n + 1, . . . , n + s.

(2.35)
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из теоремы 2.11 вытекает, что единственным оптимальным
методом является метод

〈x′, x〉 ≈
(
J−1(M0)

(
gradϕ∣∣M0

)T

, z
)

=
((

gradϕ∣∣M0

)T

, (J∗(M0))−1z
)
,

где z = (〈x′1, x〉, . . . , 〈x′n, x〉, 0, . . . 0)T ∈ Rn+s, а (·, ·) — обычное скалярное произ-
ведение в Rn+s. Положив y = (J∗(M0))−1z, получаем для координат вектора y
систему (2.35). �

Приведем один простейший пример.

Пример 2.3. Пусть HR∞ пространство функций, аналитических в единичном круге:

D := { z ∈ C : |z| < 1 },

ограниченных в нем и вещественных на интервале (−1, 1). В качестве множества

W рассмотрим HR∞ — множество функций из HR∞, удовлетворяющих условию

sup
z∈D

|f(z)| � 1.

Для задачи оптимального восстановления функций из HR∞ в точке τ ∈ (−1, 1)
по их значениям в нуле двойственная экстремальная задача (2.33) решается сразу
же с помощью леммы Шварца:

sup
f∈HR

∞
f(0)=0

|f(τ )| = |τ |.

Тем самым функция f0(z) = z является экстремальной для рассматриваемой зада-
чи. Положим

f1(z, t) =
z + t

1 + tz
.

Легко убедиться, что f1(z, t) ∈ HR∞ при всех t ∈ (−1, 1). Кроме того, f1(z, 0) =
= f0(z) и f1(0, t) = t.

Таким образом, здесь M = t ∈ R, M0 = 0, x(t) = f1(·, t), ϕ(t) = f1(τ, t), ϕ1(t) =
= f1(0, t) = t. Из теоремы 2.11 получаем, что единственным линейным оптималь-
ным методом восстановления является метод f(τ ) ≈ y1ϕ′(0), где y1ϕ′1(0) = f(0).
Следовательно, единственным линейным оптимальным методом восстановления

является метод

f(τ ) ≈
(

∂f1

∂t
(0, 0)

)−1
∂f1

∂t
(τ, 0)f(0) = (1− τ2)f(0).

2.5. ОПТИМАЛЬНОЕ ВОССТАНОВЛЕНИЕ ОПЕРАТОРОВ

Будем рассматривать задачу оптимального восстановления линейного оператора
на некотором множестве W из линейного пространства X по неточно заданным
значениям других линейных операторов. При этом мы рассматриваем случай, ко-

гда само множество W (априорная информация об элементах из X) задается в виде
ограничений, связанных с некоторым набором других линейных операторов.
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Пусть Y0, Y1, . . . , Yn — линейные нормированные пространства, а Ij : X → Yj ,
j = 0, 1, . . . , n — линейные операторы. Задача состоит в оптимальном восстановле-
нии оператора I0 на множестве

W = {x ∈ X : ‖Ijx‖Yj � δj , δj � 0, j = 1, . . . , k, }

где 0 � k < n, по значениям операторов Ik+1, . . . , In, заданным с погрешностью
(при k = 0 полагаем W = X). Точнее говоря, будем считать, что для каждого

x ∈ W нам известен вектор y = (yk+1, . . . , yn) ∈ Yk+1 × . . .× Yn такой, что ‖Ijx−
− yj‖Yj � δj , δj � 0, j = k + 1, . . . , n.

В соответствии с общей задачей восстановления методами восстановления на-
зываются произвольные отображения ϕ : Yk+1 × . . . × Yn → Y0. Погрешностью

метода ϕ(·) называется величина

e(I, δ, ϕ) = sup
x∈W, y∈Yk+1×...×Yn

‖Ijx−yj‖Yj
�δj , j=k+1,...,n

‖I0x− ϕ(y)‖Y0 ,

а погрешностью оптимального восстановления — величина

E(I, δ) = inf
ϕ : Yk+1×...×Yn→Y0

e(I, δ, ϕ) (2.36)

(здесь I = (I0, I1 . . . , In), δ = (δ1, . . . , δn)). Методы, на которых достигается ниж-
няя грань в (2.36) (если таковые существуют), называются оптимальными.

В отличие от восстановления линейных функционалов, где при условии выпук-
лости и уравновешенности среди оптимальных методов всегда найдется линейный

(см. теорему 2.4), в задаче (2.36) может не существовать линейного оптимального
метода (даже при восстановлении по точным значениям и для случая, когда все
пространства Y0, Y1, . . . , Yn являются гильбертовыми). Приведем соответствующий
пример (схожий с примером 2.1).

Пример 2.4. Положим X = R3, Y0 = l22 (ln2 — пространство Rn с евклидовой
метрикой), Y1 = Y2 = Y3 = Y4 = l12. Для x = (x1, x2, x3) ∈ R3 положим

I0x = (x1, x2), I1x = x1 + 2x2, I2x = x1 − 2x2, I3x = x3, I4x = x1 + x3.

Пусть k = 3, δ1 = δ2 = 1, δ3 = 2/15, δ4 = 0. Таким образом, рассматривается
задача об оптимальном восстановлении оператора I0 на классе

W = {x ∈ R
3 : |I1x| � 1, |I2x| � 1, |I3x| � 2/15 }

по точным значениям функционала I4. Нетрудно убедиться, что множество W
является параллелепипедом

W = {x ∈ R
3 : |x1|+ 2|x2| � 1, |x3| � 2/15 }.

Рассмотрим метод

ϕ0(y) =

{
0, |y| � 4/15,

(y, 0), |y| > 4/15.
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Тогда, если |x1 + x3| � 4/15, то

sup
(x1,x2,x3)∈W
|x1+x3|�4/15

||(x1, x2)− ϕ0(x1 + x3)||l2 = sup
(x1,x2,x3)∈W
|x1+x3|�4/15

||(x1, x2)||l2 .

В силу того, что

|x1| = |x1 + x3 − x3| � |x1 + x3|+ |x3| �
2
5
,

имеем

sup
(x1,x2,x3)∈W
|x1+x3|�4/15

||(x1, x2)− ϕ0(x1 + x3)||l2 � sup
(x1,x2,x3)∈W
|x1|�2/5

||(x1, x2)||l2 =
1
2
.

Если (x1, x2, x3) ∈ W и |x1 + x3| > 4/15, то |x1| � |x1 + x3| − |x3| > 2/15.
Следовательно, |x2| < 13/30. Поэтому

sup
(x1,x2,x3)∈W
|x1+x3|>4/15

||(x1, x2)−ϕ0(x1 +x3)||l2 � sup
(x1,x2,x3)∈W
|x2|<13/30

||(−x3, x2)||l2 <

√
4

225
+

169
900

<
1
2
.

Тем самым

E(I, δ) � e(I, δ, ϕ0) � 1
2
.

С другой стороны, для любого линейного метода ϕ(y) = (c1y, c2y), c1, c2 ∈ R,

имеем

e(I, δ, ϕ) = sup
(x1,x2,x3)∈W

√
(x1 − c1(x1 + x3))2 + (x2 − c2(x1 + x3))2.

При c1 � 0, рассмотрев точку (1, 0, 0) ∈W , будем иметь

e(I, δ, ϕ) �
√

(1− c1)2 + c2
2 � 1.

При c1 > 0, рассмотрев точку (0, 1/2, 2/15 sign c2) ∈ W , получим

e(I, δ, ϕ) �

√
c2
1

4
15

+
(

1
2

+ |c2|
2
15

)2

>
1
2
.

Таким образом, для любого линейного метода ϕ(·)

e(I, δ, ϕ) >
1
2

� E(I, δ).

Вернемся к общей задаче (2.36). Из леммы 2.1 следует, что

E(I, δ) � sup
x∈W

‖Ijx‖Yj
�δj , j=k+1,...,n

‖I0x‖Y0 = sup
x∈X

‖Ijx‖Yj
�δj , j=1,...,n

‖I0x‖Y0 . (2.37)
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Экстремальную задачу в правой части (2.37) будем называть двойственной или
ассоциированной. Рассмотрим следующую экстремальную задачу (значение кото-
рой совпадает с квадратом величины, стоящей в правой части (2.37)):

‖I0x‖2Y0
→ max, ‖Ijx‖2Yj

� δ2
j , j = 1, . . . , n, x ∈ X. (2.38)

Следующая теорема дает один из возможных способов построения оптималь-
ного метода восстановления.

Теорема 2.13. Пусть Yj , j = 1, . . . , n — евклидовы пространства со скалярны-
ми произведениями (·, ·)Yj и соответствующими нормами ‖·‖Yj . Предположим,
что существуют такие λ̂j � 0, j = 1, . . . , n, что значения задачи

‖I0x‖2Y0
→ max,

n∑
j=1

λ̂j‖Ijx‖2Yj
�

n∑
j=1

λ̂jδ
2
j , x ∈ X, (2.39)

и задачи (2.38) совпадают. Предположим, кроме того, что для всех y =
= (yk+1, . . . , yn) ∈ Yk+1 × . . .× Yn существует решение xy задачи

k∑
j=1

λ̂j‖Ijx‖2Yj
+

n∑
j=k+1

λ̂j‖Ijx− yj‖2Yj
→ min, x ∈ X. (2.40)

Тогда
E(I, δ) = sup

x∈X
‖Ijx‖Yj

�δj , j=1,...,n

‖I0x‖Y0

и метод
ϕ̂(y) = I0xy (2.41)

является оптимальным.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим векторное пространство E = Y1 × . . . × Yn

с полускалярным произведением

(y1, y2)E =
n∑

j=1

λ̂j(y1
j , y2

j )Yj ,

где y1 = (y1
1 , . . . , y1

n), y2 = (y2
1 , . . . , y2

n). Тогда экстремальная задача (2.40) может
быть переписана в виде

‖Ĩx− ỹ‖2E → min, x ∈ X,

где Ĩx = (I1x, . . . , Inx), а ỹ = (0, . . . , 0, yk+1, . . . , yn). Из теоремы 7.7 следует, что
для всех x ∈ X

(Ĩxy − ỹ, Ĩx)E = 0.
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Отсюда получаем, что

‖Ĩx− ỹ‖2E = ‖Ĩx− Ĩxy + Ĩxy − ỹ‖2E =

= ‖Ĩx− Ĩxy‖2E − 2 Re(Ĩx− Ĩxy, Ĩxy − ỹ)E + ‖Ĩxy − ỹ‖2E =

= ‖Ĩx− Ĩxy‖2E + ‖Ĩxy − ỹ‖2E .

Таким образом, для всех x ∈ X

‖Ĩx− Ĩxy‖2E � ‖Ĩx− ỹ‖2E =
k∑

j=1

λ̂j‖Ijx‖2Yj
+

n∑
j=k+1

λ̂j‖Ijx− yj‖2Yj
. (2.42)

Пусть x ∈ W и yk+1, . . . , yn таковы, что ‖Ijx − yj‖Yj � δj , j = k + 1, . . . , n.
Положим z = x− xy. Тогда из (2.42) следует, что

n∑
j=1

λ̂j‖Ijz‖2Yj
= ‖Ĩz‖2E �

n∑
j=1

λ̂jδ
2
j .

Из этого неравенства и условия совпадения значений задач (2.38) и (2.39)
получаем оценку для метода (2.41):

‖I0x− ϕ̂(y)‖2Y0
= ‖I0z‖2Y0

� sup
x∈X∑n

j=1 λ̂j‖Ijz‖2Yj
�∑n

j=1 λ̂jδ2
j

‖I0x‖2Y0
=

= sup
x∈X

‖Ijx‖Yj
�δj , j=1,...,n

‖I0x‖2Y0
.

Таким образом,

E(I, δ) � e(I, δ, ϕ̂) � sup
x∈X

‖Ijx‖Yj
�δj , j=1,...,n

‖I0x‖Y0 .

Учитывая оценку (2.37), приходим к равенству.

E(I, δ) = sup
x∈X

‖Ijx‖Yj
�δj , j=1,...,n

‖I0x‖Y0 .

Отсюда и из предыдущего неравенства следует, что ϕ̂(·) — оптимальный метод.�
Приведем теперь некоторые достаточные условия совпадения значений за-

дач (2.38) и (2.39). Рассмотрим функцию Лагранжа задачи (2.38):

L(x, λ) = −‖I0x‖2Y0
+

n∑
j=1

λj‖Ijx‖2Yj
,

где λ = (λ1, . . . , λn).
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Теорема 2.14. Пусть существуют λ̂j � 0, j = 1, . . . , n и допустимый в зада-
че (2.38) элемент x̂ такие, что

(a) min
x∈X

L(x, λ̂) = L(x̂, λ̂), λ̂ = (λ̂1, . . . , λ̂n),

(b)
n∑

j=1

λ̂j(‖Ij x̂‖2Yj
− δ2

j ) = 0.

Тогда x̂ — решение этой задачи и

sup
x∈X

‖Ijx‖2Yj
�δ2

j , j=1,...,n

‖I0x‖2Y0
= sup

x∈X∑n
j=1 λ̂j‖Ijx‖2Yj

�∑n
j=1 λ̂jδ2

j

‖I0x‖2Y0
=

n∑
j=1

λ̂jδ
2
j . (2.43)

Может оказаться, что в задаче (2.38) не существует экстремального элемен-
та. Тогда можно воспользоваться следующим достаточным условием (предыдущая
теорема очевидным образом из него вытекает)

Теорема 2.15. Пусть существуют λ̂j � 0, j = 1, . . . , n и последователь-
ность {xm} допустимых элементов в (2.38) такие, что

(a) lim
m→∞L(xm, λ̂) = inf

x∈X
L(x, λ̂) > −∞,

(b) lim
m→∞

n∑
j=1

λ̂j

(
‖Ijxm‖2Yj

− δ2
j

)
= 0.

Тогда имеет место равенство (2.43).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Покажем сначала, что

inf
x∈X

L(x, λ̂) = 0. (2.44)

Действительно, предположим, что

inf
x∈X

L(x, λ̂) = a > 0. (2.45)

Тогда существует x1 ∈ X, для которого L(x1, λ̂) < 2a. Положим x0 = x1/2. Имеем

L(x0, λ̂) =
1
4
L(x1, λ̂) <

a

2
,

что противоречит (2.45). Если

inf
x∈X

L(x, λ̂) = a < 0, (2.46)

то существует x1 ∈ X, для которого L(x1, λ̂) < a/2. Положим x0 = 2x1. Имеем

L(x0, λ̂) = 4L(x1, λ̂) < 2a,

что противоречит (2.46). Следовательно, выполнено равенство (2.44).
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Для любого допустимого в (2.38) элемента x ∈ X имеем

−‖I0x‖2Y0
�−‖I0x‖2Y0

+
n∑

j=1

λ̂j

(
‖Ijx‖2Yj

− δ2
j

)
=L(x, λ̂)−

n∑
j=1

λ̂jδ
2
j � −

n∑
j=1

λ̂jδ
2
j . (2.47)

Тем самым для всех допустимых x ∈ X

‖I0x‖2Y0
�

n∑
j=1

λ̂jδ
2
j .

С другой стороны,

n∑
j=1

λ̂jδ
2
j = lim

m→∞

n∑
j=1

(
λ̂jδ

2
j − L(xm, λ̂)

)
=

= lim
m→∞

(
‖I0xm‖2Y0

−
n∑

j=1

λ̂j

(
‖Ijxm‖2Yj

− δ2
j

))
= lim

m→∞ ‖I0xm‖2Y0
.

Следовательно,

sup
x∈X

‖Ijx‖2Yj
�δ2

j , j=1,...,n

‖I0x‖2Y0
=

n∑
j=1

λ̂jδ
2
j .

Для любого допустимого в (2.39) элемента x ∈ X также справедливы соотно-
шения (2.47). Поэтому

sup
x∈X∑n

j=1 λ̂j‖Ijx‖2Yj
�∑n

j=1 λ̂jδ2
j

‖I0x‖2Y0
�

n∑
j=1

λ̂jδ
2
j .

В силу очевидного неравенства

sup
x∈X

‖Ijx‖2Yj
�δ2

j , j=1,...,n

‖I0x‖2Y0
� sup

x∈X∑n
j=1 λ̂j‖Ijx‖2Yj

�∑n
j=1 λ̂jδ2

j

‖I0x‖2Y0
(2.48)

соотношения (2.43) доказаны. �
Рассмотрим теперь некоторое необходимое и достаточное условие совпадения

значений задач (2.38) и (2.39). В дальнейшем считаем, что I0X �= 0 (в противном

случае задача восстановления решается тривиальным образом). Пусть δj > 0, j =
= 1, . . . , n. Положим

A = { (δ−2
1 ‖I1x‖2Y1

, . . . , δ−2
n ‖Inx‖2Yn

) : ‖I0x‖Y0 = 1 }.

Теорема 2.16. Для того чтобы существовали λ̂j � 0, j = 1, . . . , n такие, что
значения задач (2.38) и (2.39) совпадают, необходимо и достаточно, чтобы
выполнялось равенство

inf
a∈A

‖a‖∞ = inf
a∈co A

‖a‖∞, (2.49)

где для a = (a1, . . . , an)
‖a‖∞ = max

1�j�n
|aj |.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим через V значение задачи (2.38). В силу пред-
положения I0X �= 0, V �= 0. Если для некоторого x0 ∈ X, допустимого в (2.38),
‖I0x0‖Y0 = d > 0, то

a =
(
δ−2
1 ‖I1x0‖2Y1

d−2, . . . , δ−2
n ‖Inx0‖2Yn

d−2
)
∈ A

и

‖a‖∞ � d−2. (2.50)

Поэтому, если V = +∞, то

inf
a∈A

‖a‖∞ = 0.

Из (2.48) и того, что

inf
a∈A

‖a‖∞ � inf
a∈co A

‖a‖∞, (2.51)

вытекает, что при V = +∞ для любых λ̂j � 0, j = 1, . . . , n, значения задач (2.38),
(2.39) совпадают, а также имеет место равенство (2.49).

В дальнейшем будем рассматривать случай, когда 0 < V < +∞. Из (2.50)
следует, что

inf
a∈A

‖a‖∞ � 1
V

. (2.52)

Если a ∈ A и a > 0, то существует x0 ∈ X такой, что

a =
(
δ−2
1 ‖I1x0‖2Y1

, . . . , δ−2
n ‖Inx0‖2Yn

)
и ‖I0x0‖Y0 = 1. Тогда для x1 = x0/

√
‖a‖∞ имеем

‖Ijx1‖2Yj
� δ2

j , j = 1, . . . , n, ‖I0x1‖2Y0
=

1
‖a‖∞

.

Следовательно,

inf
a∈A

‖a‖∞ � 1
V

.

Учитывая (2.52), получаем равенство

inf
a∈A

‖a‖∞ =
1
V

. (2.53)

1. Необходимость. Предположим, что существуют λ̂j � 0, j = 1, . . . , n такие,

что значения задач (2.38) и (2.39) совпадают. Если предположить, что λ̂1 = . . . =
= λ̂n = 0, то

V = sup
x∈X

‖I0x‖2Y0
=∞.

Этот случай уже рассмотрен. Предположим, что λ̂2
1 + . . . + λ̂2

n �= 0. Положим

μj =
λ̂jδ2

j∑n
s=1 λ̂sδ2

s

, j = 1, . . . , n.
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Тогда

V = sup
x∈X∑n

j=1 μjδ−2
j ‖Ijx‖2Yj

�1

‖I0x‖2Y0
. (2.54)

Пусть x ∈ X. Положим

c =
n∑

j=1

μjδ
−2
j ‖Ijx‖2Yj

.

Предположим, что c �= 0. Тогда ‖I0x/
√

c‖2Y0
� V . Следовательно,

‖I0x‖2Y0
� V

n∑
j=1

μjδ
−2
j ‖Ijx‖2Yj

. (2.55)

Если c = 0, то ‖I0x‖Y0 = 0 (иначе бы V = ∞), и поэтому (2.55) снова выполнено.
Тем самым для всех a ∈ A

〈μ, a〉 � 1
V

,

где μ = (μ1, . . . , μn), а

〈μ, a〉 =
n∑

j=1

μjaj .

Следовательно,

inf
a∈A

〈μ, a〉 � 1
V

. (2.56)

Заметим, что

inf
a∈A

〈μ, a〉 = inf
a∈co A

〈μ, a〉. (2.57)

Действительно, если a ∈ coA, то

a =
m∑

s=1

λsas, as ∈ A, λs � 0, s = 1, . . . , m,
m∑

s=1

λs = 1.

Тогда

〈μ, a〉 =
m∑

s=1

λs〈μ, as〉 � inf
a∈A

〈μ, a〉.

Переходя слева к нижней грани по всем a ∈ co A, получаем, что левая часть
в (2.57) не превосходит правой. Обратное неравенство очевидно.

Учитывая (2.51), (2.57), (2.56), неравенство 〈μ, a〉 � ‖a‖∞ и (2.53), получаем

inf
a∈A

‖a‖∞ � inf
a∈co A

‖a‖∞ � inf
a∈co A

〈μ, a〉 = inf
a∈A

〈μ, a〉 � 1
V

= inf
a∈A

‖a‖∞. (2.58)

Отсюда следует (2.49).

2. Достаточность. Пусть выполнено равенство (2.49). Обозначим эти значе-
ния через v. Поскольку рассматривается случай, когда 0 < V < +∞, из (2.53)
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вытекает, что v > 0. Из (2.49) следует, что внутренность шара B(0, v) = {a ∈
∈ Rn : ‖a‖∞ � v} и coA не пересекаются. По теореме отделимости найдется такой
элемент μ = (μ1, . . . , μn), μ2

1 + . . . + μ2
n �= 0, что

n∑
j=1

μjbj �
n∑

j=1

μjaj (2.59)

для всех b=(b1, . . . , bn)∈B(0, v) и всех a∈coA, а следовательно, и для всех a∈A.
Покажем, что если при некотором 1 � s � n μs < 0, то его можно положить

равным нулю. Действительно, имеем
n∑

j �=s

μjbj �
n∑

j �=s

μjaj + |μs|bs − |μs|as �
n∑

j �=s

μjaj + |μs|bs.

Так как эти неравенства выполнены для всех b = (b1, . . . , bn) ∈ B(0, v) и всех
a ∈ A, то, в частности, и для bs = 0. Тем самым для всех b = (b1, . . . , bn) ∈ B(0, v)
и всех a ∈ A имеет место неравенство

n∑
j �=s

μjbj �
n∑

j �=s

μjaj .

Ясно, что случай, когда все μj � 0 невозможен, иначе, продолжая этот процесс
исключения, мы пришли бы к неравенству μsbs � μsas, где μs < 0, которое
очевидно не имеет места (например, при bs = −v).

Итак, доказано, что для всех b = (b1, . . . , bn) ∈ B(0, v) и всех a ∈ A справедливо
неравенство (2.59), в котором μ1, . . . , μn � 0 и не все они равны нулю. Положим

λ̂j =
μj∑n

s=1 μs
.

Тогда, из неравенства (2.59) получаем
n∑

j=1

λ̂jbj �
n∑

j=1

λ̂jaj .

Подставляя в него точку b = (v, . . . , v), получаем
n∑

j=1

λ̂jaj � v.

Пусть x ∈ X, n∑
j=1

λ̂jδ
−2
j ‖Ijx‖2Yj

� 1

и ‖I0x‖Y0 = d > 0. Для x̂ = x/d имеем ‖I0x̂‖Y0 = 1 и

1
d2

�
n∑

j=1

λ̂jδ
−2
j ‖Ij x̂‖2Yj

� v.

Следовательно, учитывая (2.53),

sup
x∈X∑n

j=1 λ̂j‖Ijx‖Yj
�1

‖I0x‖2Y0
� 1

v
= sup

x∈X
‖Ijx‖2Yj

�δ2
j , j=1,...,n

‖I0x‖2Y0
. (2.60)

Из (2.48) вытекает совпадение значений задач (2.38) и (2.39). �
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Лемма 2.17. Пусть n = 2, а Yj , j = 0, 1, 2 — евклидовы пространства. Тогда
имеет место равенство (2.49).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Положим

a(x) = (δ−2
1 ‖I1x‖2Y1

, δ−2
2 ‖I2x‖2Y2

), x ∈ X, v = inf
a∈A

‖a‖∞.

Предположим, что лемма не имеет места. Тогда в силу (2.51) должно выполняться
неравенство

inf
a∈co A

‖a‖∞ < v.

Тем самым найдутся две различные точки a(x1) и a(x2) такие, что ‖I0x1‖Y0 =
= ‖I0x2‖Y0 = 1, а для некоторой точки u, лежащей внутри отрезка, соединяющего
точки a(x1) и a(x2), ‖u‖∞ < v. Мы построим непрерывную кривую, лежащую
в A, соединяющую точки a(x1) и a(x2), которая пересекает отрезок, соединяющий

начало координат и u. Тогда для этой точки пересечения u′ ∈ A будем иметь

‖u′‖∞ � ‖u‖∞ < v = inf
a∈A

‖a‖∞,

что приводит к противоречию.
Положим для t∈R x(t)=tx1+(1−t)x2. Тогда в силу того, что |(I0x1, I0x2)Y0 |�1,

имеем

‖I0x(t)‖2Y0
= t2 + (1− t)2 + 2t(1− t) Re(I0x1, I0x2)Y0 =

= 1 + 2t(t− 1)(1− Re(I0x1, I0x2)Y0) � 1− 1
2
(1− Re(I0x1, I0x2)Y0) =

=
1
2
(1 + Re(I0x1, I0x2)Y0).

Будем считать, что Re(I0x1, I0x2)Y0 � 0. В противном случае в силу того, что
a(−x1) = a(x1), можно вместо x1 рассматривать −x1. Тогда при всех t ∈ R

‖I0x(t)‖Y0 > 0.
Положим

u(t) = a

(
x(t)

‖I0x(t)‖Y0

)
.

Множество точек {u(t) : t ∈ R} образует непрерывную кривую C, лежащую в A.

Предположим, что ‖I0x1 − I0x2‖Y0 > 0. Поскольку

lim
t→±∞ u(t) = lim

t→±∞ a

(
x1 − x2 + x2/t

‖I0x1 − I0x2 + I0x2/t‖Y0

)
= a

(
x1 − x2

‖I0x1 − I0x2‖Y0

)
∈ A,

то, добавив эту точку, получим замкнутую непрерывную кривую C, лежащую в A.
Пусть

L = { a ∈ R
2 : (w, a) = c }

— прямая, соединяющая точки a(x1) и a(x2) (здесь (·, ·) — обычное скалярное
произведение в R2). Рассмотрим полином второй степени:

P2(t) = ‖I0x(t)‖2Y0
((w, u(t))− c).
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Рис. 2.5.1

Этот полином имеет нули в точках t = 0, 1. Тем самым прямая L разбивает C
на две части, лежащие в разных полуплоскостях. Одна из этих частей пересекает
отрезок, соединяющий точки 0 и u.

Предположим теперь, что ‖I0x1 − I0x2‖Y0 = 0. Тогда

0 = ‖I0x1 − I0x2‖2Y0
= 2− 2 Re(I0x1, I0x2)Y0 .

Следовательно, Re(I0x1, I0x2)Y0 = 1. Тем самым при всех t ∈ R ‖I0x(t)‖Y0 = 1.
Имеем

lim
t→±∞

u(t)
t2

= lim
t→±∞ a(x1 − x2 + x2/t) = a(x1 − x2).

Из того, что точки a(x1) и a(x2) различные, а

|‖Ijx1‖Yj − ‖Ijx2‖Yj | � ‖Ijx1 − Ijx2‖Yj , j = 1, 2,

вытекает, что a(x1−x2) �= 0. Таким образом, кривая C разбивается прямой на три
части. В одной полуплоскости лежит ограниченная часть этой кривой, а в дру-
гой — две неограниченных части. Так как ‖u‖∞ < min{‖a(x1)‖∞, ‖a(x2)‖∞}, то
прямая L пересекает лучи {(t, 0) : t > 0} и {(0, t) : t > 0}. Поэтому отрезок, соеди-
няющий 0 и u лежит в той же полуплоскости, что и ограниченная часть кривой C.
Следовательно, они пересекаются (см. рис. 2.5.2). �
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Рис. 2.5.2

Из теорем 2.13, 2.16 и леммы 2.17 вытекает
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Теорема 2.18. Пусть Yj , j = 0, 1, 2, — евклидовы пространства, δ1, δ2 > 0.
Тогда существует λ̂1, λ̂2 � 0, для которых

sup
x∈X

‖Ijx‖Yj
�δj , j=1,2

‖I0x‖Y0 = sup
x∈X∑2

j=1 λ̂j‖Ijx‖2Yj
�∑2

j=1 λ̂jδ2
j

‖I0x‖Y0 .

Если для всех y ∈ Y2 существует решение xy задачи

λ̂1‖I1x‖2Y1
+ λ̂2‖I2x− y‖2Y2

→ min, x ∈ X, (2.61)

то
E(I, δ) = sup

x∈X
‖Ijx‖Yj

�δj , j=1,2

‖I0x‖Y0

и метод
ϕ̂(y) = I0xy

является оптимальным в задаче (2.36) при k = 1.

Даже для евклидовых пространств Yj , j = 0, 1, . . . , n при n = 3 равенство (2.49)
уже может не выполняться. Приведем соответствующий пример.

Пример 2.5. Пусть n = 3, X = R2, δ1 = δ2 = δ3 = 1. Для x = (x1, x2) ∈ R2

положим

‖x‖2Y0
= x2

1 + x2
2, ‖x‖2Y1

= x2
1 + 2x2

2,

‖x‖2Y2
=

(
x1 −

√
3x2

2

)2

+ 2

(√
3x1 + x2

2

)2

,

‖x‖2Y3
=

(
x1 +

√
3x2

2

)2

+ 2

(√
3x1 − x2

2

)2

,

I0x = I1x = I2x = I3x = x. Тем самым

A = { (‖x‖2Y1
, ‖x‖2Y2

, ‖x‖2Y3
) : ‖x‖Y0 = 1 }.

Положив x = (cos θ, sin θ), θ ∈ T, имеем

A = { (T (θ), T (θ + π/3), T (θ + 2π/3)) : θ ∈ T },

где

T (θ) = cos2 θ + 2 sin2 θ =
3
2
− 1

2
cos 2θ.

В силу того, что при всех α ∈ T

cos α + cos(α + 2π/3) + cos(α + 4π/3) = 0,

имеем

T (θ) + T (θ + π/3) + T (θ + 2π/3) =
9
2
.
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Таким образом, множество A ⊂ R3 лежит в плоскости

P = { (a1, a2, a3) ∈ R
3 : a1 + a2 + a3 = 9/2 }.

Кроме того,

(T (θ)− 3/2)2 + (T (θ + π/3)− 3/2)2 + (T (θ + 2π/3)− 3/2)2 =
= 1/4(cos2 2θ + cos2(2θ + 2π/3) + cos2(2θ + 4π/3)) =

= 1/8(3 + cos 4θ + cos(4θ + 4π/3) + cos(4θ + 8π/3)) = 3/8.

Следовательно, множество A является окружностью с центром в точке (3/2, 3/2, 3/2)
с радиусом R =

√
6/4, лежащей в плоскости P . Отсюда

inf
a∈co A

‖a‖∞ = 3/2,

а
inf
a∈A

‖a‖∞ = d,

где d — длина ребра куба с вершиной в начале координат, вписанного в найденную
окружность. Несложно убедиться, что d = 7/4. Тем самым в рассматриваем случае

inf
a∈co A

‖a‖∞ < inf
a∈A

‖a‖∞.

Заметим, что величину d можно вычислить и с помощью равенства (2.53).
Из него следует, что d = 1/V , где

V = sup
x∈R

2

‖x‖Yj
�1, j=1,2,3

‖x‖2Y0
.

Иными словами, V равно квадрату радиуса описанного круга пересечения эллип-

са x2 + 2y2 � 1 с двумя подобными эллипсами, повернутыми на 60◦ и на 120◦.

2.6. ПОСТРОЕНИЕ СЕМЕЙСТВА ОПТИМАЛЬНЫХ МЕТОДОВ

В некоторых случаях в задаче (2.36) удается построить целое семейство опти-
мальных методов.

Теорема 2.19. Пусть 1 � p < +∞. Предположим, что существуют λ̂j � 0,
j = 1, . . . , n такие, что

sup
x∈X

‖Ijx‖Yj
�δj , j=1,...,n

‖I0x‖p
Y0

�
n∑

j=1

λ̂jδ
p
j .

Пусть, кроме того, множество линейных операторов Sj : Yj → Y0, j = 1, . . . , n
таково, что

I0 =
n∑

j=1

SjIj (2.62)
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и ∥∥∥∥ n∑
j=1

Sjzj

∥∥∥∥p

Y0

�
n∑

j=1

λ̂j‖zj‖p
Yj

, (2.63)

для всех zj ∈ Yj , j = 1, . . . , n. Тогда для любого 0 � k � n− 1 методы

ϕ̂(y) = Sk+1yk+1 + . . . + Snyn, y = (yk+1, . . . , yn) ∈ Yk+1 × . . .× Yk, (2.64)

являются оптимальными для соответствующей задачи оптимального восста-
новления, а для погрешности оптимального восстановления имеет место ра-
венство

E(I, δ) =
( n∑

j=1

λ̂jδ
p
j

)1/p

. (2.65)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Прежде всего заметим, что из (2.37) при любом 0 � k � n−
− 1 вытекает оценка

Ep(I, δ) � sup
x∈X

‖Ijx‖Yj
�δj , j=1,...,n

‖I0x‖p
Y0

�
n∑

j=1

λ̂jδ
p
j . (2.66)

Зафиксируем k, 0 � k � n− 1. Тогда для оценки p-й степени погрешности метода
ϕ̂(·) надо оценить значение следующей экстремальной задачи:∥∥∥∥I0x−

n∑
j=k+1

Sjyj

∥∥∥∥p

Y0

→ max, ‖Ijx‖Yj � δj , j = 1, . . . , k,

‖Ijx− yj‖Yj � δj , j = k + 1, . . . , n, x ∈ X.

Положим zj = Ijx− yj , j = k + 1, . . . , n. Тогда эта задача переписывается в виде∥∥∥∥(I0 −
n∑

j=k+1

SjIj

)
x +

n∑
j=k+1

Sjzj

∥∥∥∥p

Y0

→ max, ‖Ijx‖Yj � δj , j = 1, . . . , k,

‖zj‖Yj � δj , j = k + 1, . . . , n, x ∈ X.

(2.67)

В силу равенства (2.62) и условия (2.63) получаем∥∥∥∥(I0 −
n∑

j=k+1

SjIj

)
x +

n∑
j=k+1

Sjzj

∥∥∥∥p

Y0

=
∥∥∥∥ k∑

j=1

SjIjx +
n∑

j=k+1

Sjzj

∥∥∥∥p

Y0

�

�
k∑

j=1

λ̂j‖Ijx‖p
Yj

+
n∑

j=k+1

λ̂j‖zj‖p
Yj

�
n∑

j=1

λ̂jδ
p
j .

Таким образом,

Ep(I, δ) � ep(I, δ, ϕ̂) �
n∑

j=1

λ̂jδ
p
j ,

что вместе с (2.66) доказывает теорему. �
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Отметим, что двойственная экстремальная задача

‖I0x‖Y0 → max, ‖Ijx‖Yj � δj , j = 1, . . . , n,

«не различает» какие из операторов Ij являются информационными, а какие
из них задают класс, на котором рассматривается задача восстановления. Ины-
ми словами, двойственная экстремальная задача не отличает априорную информа-

цию от апостериорной. В силу этого из теоремы 2.19 вытекает, что если найдены
операторы Sj : Yj → Y0, j = 1, . . . , n, удовлетворяющие условиям (2.62) и (2.63),
то решены сразу n задач восстановления (при k = 0, 1, . . . , n − 1). Причем для
получения соответствующего оптимального метода достаточно в методе

ϕ̂(y) = S1y1 + . . . + Snyn

положить y1 = . . . = yk = 0. На самом деле за счет перенумерации операторов Ij

решено 2n − 1 задач восстановления. А для получения соответствующего опти-
мального метода надо положить равными нулю те yj , которые относятся к опера-
торам Ij , задающим класс.

Построим семейства оптимальных методов для одной дискретной задачи вос-
становления.

Пусть J ⊂ Z, J0 ⊂ J , lp, 1 � p < ∞ — множество векторов x = {xj}j∈J , для
которых

‖x‖lp =
(∑

j∈J

|xj |p
)1/p

<∞,

а l0p, 1 � p < ∞, — множество векторов x = {xj}j∈J0 , для которых

‖x‖l0p
=
(∑

j∈J0

|xj |p
)1/p

.

Положим

X =
{

x ∈ lp :
∑
j∈J

|νjxj |p < ∞
}

,

Y0 = Y1 = lp, Y2 = l0p,

I0x = {μjxj}j∈J , I1x = {νjxj}j∈J , I2x = {xj}j∈J0 ,

где

sup
j∈J, νj �=0

|μj |p
|νj |p

< +∞

(из последнего условия вытекает, что I0x ∈ lp для любого x ∈ X).
Тем самым при k = 1 рассматривается задача о восстановлении значений опе-

ратора I0 в метрике lp по неточно заданному вектору I2x, x ∈ W (вместо I2x
известен вектор y ∈ l0p, для которого ‖I2x− y‖l0p

� δ2), где

W =
{

x ∈ X :
∑
j∈J

|νjxj |p � δp
1

}
.



2.6. Построение семейства оптимальных методов 63

При k = 0 рассматривается задача о восстановлении значений оператора I0

в метрике lp по неточно заданным векторам I1x и I2x: вместо I1x и I2x известны
векторы y1 ∈ lp и y2 ∈ l0p, для которых ‖I1x− y1‖lp � δ1 и ‖I2x− y2‖l0p

� δ2.

Будем предполагать, что νj �= 0 для всех j ∈ J \ J0 и

λ = sup
j∈J\J0

|μj |p
|νj |p

< +∞

(при J0 = J полагаем λ = 0). Рассмотрим на плоскости (t, x) множество

M = co{(0, 0) ∪ {(|νj |p, |μj |p)}j∈J0}+ {(t, tλ) : t � 0},

где co Ω — выпуклая оболочка множества Ω. Предположим, что на каждом от-

резке [0, T ], T > 0, конечное число точек из множества {|νj |}j∈J . Определим
функцию θ(·) на [0,∞) по правилу:

θ(t) = max{x : (t, x) ∈M}.

Ясно, что θ(·) — вогнутая ломаная (см. рис. 2.6.3) с конечным числом изломов

в каждой полосе 0 � t � T , T > 0.
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Рис. 2.6.3

Теорема 2.20. При всех δ1, δ2 > 0

E(I, δ) = δ2θ
1/p(δp

1/δp
2).
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Пусть k = 0, а δp
1/δp

2 принадлежит тому промежутку на R+, где θ(·) задается
уравнением θ(t) = λ1t + λ2. Если λ1, λ2 > 0, то для всех αj , j ∈ J0, удовлетво-
ряющих условию при νj �= 0⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

|μj − αj |p
′

|νj |p′λp′/p
1

+
|αj |p

′

λ
p′/p
2

� 1, 1 < p < +∞, 1/p + 1/p′ = 1,

|μj − αj |
|νj |λ1

� 1,
|αj |
λ2

� 1, p = 1,

(2.68)

методы

{ϕ̂(y1, y2)}j =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
μj − αj

νj
{y1}j + αj{y2}j , j ∈ J0, νj �= 0,

μj{y2}j , j ∈ J0, νj = 0,

μj

νj
{y1}j , j ∈ J \ J0,

(2.69)

являются оптимальными. Если λ1 = 0, то метод

{ϕ̂(y1, y2)}j =

{
μj{y2}j , j ∈ J0,

0, j ∈ J \ J0,

является оптимальным. Если λ2 = 0, то

{ϕ̂(y1, y2)}j =

⎧⎨⎩
μj

νj
{y1}j , j ∈ J, νj �= 0,

0, j ∈ J0, νj = 0,

— оптимальный метод.
При k = 1 методы ϕ̂(0, y2) являются оптимальными.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим экстремальную задачу (2.38). Она записыва-
ется в виде ∑

j∈J

|μjxj |p → max,
∑
j∈J

|νjxj |p � δp
1 ,

∑
j∈J0

|xj |p � δp
2 . (2.70)

Пусть 0 < |νs1 |p < . . . < |νsm |p — аргументы точек излома ломаной θ(·) (возможно,

что m = ∞). Предположим, что |νsl−1 | � δ1/δ2 < |νsl
| при некотором l > 1,

а функция θ(·) при |νsl−1 |p � t � |νsl
|p имеет вид θ(t) = λ1t+λ2. Положим x̂j = 0,

j �= sl−1, sl,

x̂sl−1 =
(

δp
2 |νsl

|p − δp
1

|νsl
|p − |νsl−1 |p

)1/p

, x̂sl
=
(

δp
1 − δp

2 |νsl−1 |p
|νsl
|p − |νsl−1 |p

)1/p

.

В силу того, что

|νsl−1 x̂sl−1 |p + |νsl
x̂sl
|p = δp

1 ,

|x̂sl−1 |p + |x̂sl
|p = δp

2 .
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x̂ = {x̂j}j∈J является допустимой последовательностью в задаче (2.70). Тем самым
значение этой задачи оценивается снизу величиной

|μsl−1 |p|x̂sl−1 |p + |μsl
|p|x̂sl

|p = λ1δ
p
1 + λ2δ

p
2 . (2.71)

Пусть теперь m конечно, δ1/δ2 � |νsm |, а θ(·) на промежутке [|νsm |p, +∞) имеет
вид θ(t) = λ1t + λ2 и λ1 �= 0. Если на этой прямой при t ∈ [|νsm |p, +∞) находится

бесконечное число точек из множества (|νj |p, |μj |p), j ∈ J0, то среди них найдутся
точки (|νj1 |p, |μj1 |p), (|νj2 |p, |μj2 |p) такие, что |νj1 | � δ1/δ2 < |νj2 |. Рассуждения
аналогичные тем, которые проводились выше, для случая |νsl−1 | � δ1/δ2 < |νsl

|
приводят к той же оценке в задаче (2.70). Если на рассматриваемой прямой при t ∈
∈ [|νsm |p, +∞) находится конечное число точек из множества (|νj |p, |μj |p), j ∈ J0,
то λ1 = λ �= 0. Из определения λ вытекает, что для любого ε > 0 существу-
ет sm+1 ∈ J \ J0 такое, что

|μsm+1 |p
|νsm+1 |p

> λ− ε. (2.72)

Положим x̂j = 0, j �= sm, sm+1, а x̂sm и x̂sm+1 выберем так, чтобы удовлетворялись
равенства

|νsm x̂sm |p + |νsm+1 x̂sm+1 |p = δp
1 ,

|x̂sm |p = δp
2 .

Очевидно, что x̂ является допустимым элементом в задаче (2.70). Следовательно,

ее значение оценивается снизу величиной

|μsm |p|x̂sm |p + |μsm+1 |p|x̂sm+1 |p = λ1δ
p
1 + λ2δ

p
2 −
(

λ− |μsm+1 |p
|νsm+1 |p

)
(δp

1 − δp
2 |νsm |p) �

� λ1δ
p
1 + λ2δ

p
2 − ε(δp

1 − δp
2 |νsm |p).

В силу произвольности ε > 0 получаем, что значение задачи (2.70) оценивается
снизу величиной λ1δ

p
1 + λ2δ

p
2 .

Если λ1 = 0, то θ(t) = λ2 = |μsm |p. Тогда положим x̂j = 0, j �= sm, а x̂sm =
= δ2. В силу того, что эта последовательность является допустимой, значение
задачи (2.70) оценивается снизу величиной

|μsm |p|x̂sm |p = λ2δ
p
2 .

Предположим теперь, что δ1/δ2 < νs1 . Если существует νj = 0, j ∈ J0, и при
этом μj �= 0, то, выбрав s0 из условия θ(0) = |μs0 |p, νs0 = 0, те же рассуждения,
что и выше, проведенные для l = 1, доказывают равенство (2.71), где λ1 и λ2

таковы, что функция θ(·) на отрезке [0, |νs1 |p] имеет вид θ(t) = λ1t+λ2. Если νj �= 0
при всех j ∈ J0, то λ2 = 0 и θ(t) = λ1t при t ∈ [0, |νs1 |p]. Тогда положим x̂j = 0,
j �= s1, а x̂s1 = δ1/νs1 . Нетрудно убедиться, что x̂ является допустимым элементом
в задаче (2.70). Следовательно, ее значение оценивается снизу величиной

|μs1 |p|x̂s1 |p = λ1δ
p
1 .
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Итак, доказано, что в экстремальной задаче (2.70) существует допустимая по-
следовательность {x̂j}j∈J , для которой∑

j∈J

|μj x̂j |p � λ1δ
p
1 + λ2δ

p
2 ,

где λ1 и λ2 зависят указанным образом от того, на какой из промежутков между

изломами θ(·) попало число δp
1/δp

2 .
Пусть λ1, λ2 > 0. Рассмотрим операторы S1 : lp → lp и S2 : l0p → lp, определен-

ные равенствами

{S1z}j =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
μj − αj

νj
zj , j ∈ J0, νj �= 0,

0, j ∈ J0, νj = 0,
μj

νj
zj , j ∈ J \ J0,

{S2z}j =

{
αjzj , j ∈ J0,

0, j ∈ J \ J0.

Нетрудно убедиться, что
I0 = S1I1 + S2I2.

Оценим величину

‖S1z1 + S2z2‖p
lp

,

где z1 = {z(1)
j }j∈J , z2 = {z(2)

j }j∈J0 . Для всех z1 ∈ lp и z2 ∈ l0p имеем

‖S1z1 + S2z2‖p
lp

=
∑

j∈J0, νj �=0

∣∣∣∣μj − αj

νj
z
(1)
j + αjz

(2)
j

∣∣∣∣p +

+
∑

j∈J0, νj=0

∣∣∣μjz
(2)
j

∣∣∣p +
∑

j∈J\J0

∣∣∣∣μj

νj
z
(1)
j

∣∣∣∣p . (2.73)

При νj �= 0, 1 � p < +∞, по неравенству Гельдера∣∣∣∣μj − αj

νj
z
(1)
j + αjz

(2)
j

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣μj − αj

λ
1/p
1 νj

λ
1/p
1 z

(1)
j +

αj

λ
1/p
2

λ
1/p
2 z

(2)
j

∣∣∣∣∣ � hj

(
λ1|z(1)

j |p + λ2|z(2)
j |p
)1/p

,

где

hj =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
(
|μj − αj |p

′

λ
p′/p
1 |νj |p′

+
|αj |p

′

λ
p′/p
2

)1/p′

, 1 < p < +∞,

max
{ |μj − αj |
|νj |λ1

,
|αj |
λ2

}
, p = 1.

Покажем, что множество {αj}{j∈J0, νj �=0}, для которых выполнено условие
(2.68) не пусто. Действительно, для

αj =
λ2μj

λ2 + λ1|νj |p
(2.74)
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имеем

hj =
|μj |

(λ2 + λ1|νj |p)1/p
.

В силу определения множества M и функции θ(·), если на каком-нибудь из про-
межутков ломаная θ(·) задается уравнением θ(t) = λ1t + λ2, то λ1 � λ, λ2 � 0
и при всех j ∈ J выполнено неравенство

−|μj |p + λ2χj + λ1|νj |p � 0, (2.75)

где

χj =

{
1, j ∈ J0,

0, j ∈ J \ J0.

Следовательно, при j ∈ J0

|μj |p � λ2 + λ1|νj |p.
Поэтому для αj , определенных равенствами (2.74), hj � 1.

Если выполнено условие (2.68), то hj � 1 и∣∣∣∣μj − αj

νj
z
(1)
j + αjz

(2)
j

∣∣∣∣p � λ1|z(1)
j |p + λ2|z(2)

j |p. (2.76)

Следовательно, из (2.73) получаем

‖S1z1+S2z2‖p
lp

�
∑

j∈J0, νj �=0

(
λ1|z(1)

j |p + λ2|z(2)
j |p
)
+
∑

j∈J0, νj=0

∣∣∣μjz
(2)
j

∣∣∣p+ ∑
j∈J\J0

∣∣∣∣μj

νj
z
(1)
j

∣∣∣∣p .

Если νj = 0, j ∈ J0, то из (2.75) вытекает, что |μj |p � λ2. При j ∈ J \ J0 из (2.75)
вытекает, что |μj |p/|νj |p � λ1. Поэтому

‖S1z1 + S2z2‖p
lp

�
∑

j∈J0, νj �=0

(
λ1|z(1)

j |p + λ2|z(2)
j |p
)

+ λ2

∑
j∈J0, νj=0

∣∣∣z(2)
j

∣∣∣p +

+ λ1

∑
j∈J\J0

∣∣∣z(1)
j

∣∣∣p � λ1‖z1‖p
lp

+ λ2‖z2‖p
l0p

.

Если λ1 = 0, положим S1 = 0,

{S2z}j =

{
μjzj , j ∈ J0,

0, j ∈ J \ J0.

Из (2.75) вытекает, что μj = 0 при j ∈ J \ J0. Поэтому I0 = S2I2, а

‖S2z‖p =
∑
j∈J0

|μjzj |p.

Из того же неравенства (2.75) следует, что |μj |p � λ2 при j ∈ J0. Тем самым

‖S2z‖p � λ2‖z‖p
l0p

.
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Наконец, если λ2 = 0, положим S2 = 0,

{S1z}j =

⎧⎨⎩
μj

νj
zj , j ∈ J, νj �= 0,

0, j ∈ J0, νj = 0.

Из (2.75) вытекает, что если νj = 0, то и μj = 0. Поэтому I0 = S1I1. Кроме того,

‖S1z‖p =
∑

j∈J, νj �=0

|μj |p
|νj |p

|zj |p.

При j ∈ J и νj �= 0 из (2.75) вытекает, что |μj |p/|νj |p � λ1. Поэтому

‖S1z‖p � λ1

∑
j∈J, νj �=0

|zj |p � λ1‖z‖p
lp

.

Теперь утверждение теоремы вытекает из теоремы 2.19. �
Рассмотрим более внимательно случай, когда k = 1. Может оказаться, что

в рассматриваемой задаче восстановления существуют оптимальные методы, ко-

торые используют не все элементы вектора y ∈ l0p (приближенного значения век-
тора x ∈ W ), а только часть координат этого вектора. Действительно, некоторые
из αj можно взять равными нулю. Подставив αj = 0 в условие (2.68), получим
условие

|μj |p
|νj |p

� λ1. (2.77)

Координаты вектора y с такими номерами не несут полезной информации в том
смысле, что существует оптимальный метод, не использующий их. Положив

D =
{

j ∈ J0 :
|μj |p
|νj |p

> λ1

}
,

получаем, что среди оптимальных методов существуют методы, использующие
информацию о приближенных значениях вектора x ∈ W только с координатами из
множества D. Вид множества

ΩD = { (|νj |p, |μj |p) : j ∈ D }

показан на рис. 2.6.4.
Если положить αj = μj , то из условия (2.68) получится неравенство

|μj |p � λ2.

Таким образом, координаты приближенного вектора y с номерами, при которых

удовлетворяется это неравенство, могут восстанавливаться так же, как действует
на них восстанавливаемый оператор. Положим

D0 = { j ∈ J0 : |μj |p � λ2 }, ΩD0 = { (|νj |p, |μj |p) : j ∈ D0 }.

Вид множества ΩD0 показан на рис. 2.6.4.
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Рис. 2.6.4

Тем самым имеет место

Следствие 2.21. Пусть δp
1/δp

2 принадлежит промежутку R+, на котором θ(t) =
= λ1t + λ2 и λ1, λ2 > 0. Тогда методы

ϕ̂(y) =

⎧⎪⎨⎪⎩
μjyj , j ∈ D0,

αjyj , j ∈ D \D0,

0, J \D,

(2.78)

где αj удовлетворяют условиям (2.68), являются оптимальными.

Методы (2.78), кроме того, что они используют лишь часть исходной информа-
ции, обладают еще одним замечательным свойством. Они являются не только опти-
мальными на классе W , но и на более широком классе, а именно, на классе W + L,
где

L = lin{ej}j∈D0

(lin A — линейная оболочка элементов из A), а {ej}j∈J — стандартный базис в lp.
Пусть V ⊂ lp. Положим

e(V, δ2, ϕ) = sup
x∈V, y∈l0p

‖I2x−y‖l0p
�δ2

‖I0x− ϕ(y)‖lp ,

а
E(V, δ2) = inf

ϕ : l0p→lp
e(V, δ2, ϕ).
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Теорема 2.22. Пусть δp
1/δp

2 принадлежит тому промежутку на R+, где θ(·)
задается уравнением θ(t) = λ1t + λ2, λ1, λ2 > 0. Тогда

E(W + L, δ2) = E(W, δ2) = (λ1δ
p
1 + λ2δ

p
2)1/p,

а методы (2.78) являются оптимальными.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силу того, что W ⊂W + L, имеем

E(W, δ2) � E(W + L, δ2). (2.79)

Оценим погрешность методов (2.78) на классе W + L. Пусть x ∈ W + L.
Тогда x = x1 + x2, где x1 ∈ W , а x2 ∈ L. Если y ∈ l0p и ‖I2x − y‖l0p

� δ2, то,

положив y1 = y − I2x2, будем иметь ‖I2x1 − y1‖l0p
� δ2. Таким образом,

‖I0x− ϕ̂(y)‖lp = ‖I0x1 − ϕ̂(y1) + I0x2 − ϕ̂(I2x2)‖lp = ‖I0x1 − ϕ̂(y1)‖lp .

Так как ϕ̂(·) — оптимальный метод на классе W , то

‖I0x1 − ϕ̂(y1)‖lp � e(W, δ2, ϕ̂) = E(W, δ2).

Тем самым

‖I0x− ϕ̂(y)‖lp � E(W, δ2).

Переходя в этом неравенстве к верхней грани по всем x ∈ W + L и y ∈ l0p таким,
что ‖I2x− y‖l0p

� δ2, получаем

E(W + L, δ2) � E(W, δ2),

что вместе с (2.79) завершает доказательство. �
Рассмотрим теперь задачу восстановления первой производной функции x(·) ∈

∈ W 2
2 (T) в метрике L2(T) по набору ее коэффициентов Фурье:

xj =
1
2π

∫
T

x(t)e−ijt dt, j ∈ Z,

заданных с погрешностью. В отличие от п. 1.5 здесь погрешность задания коэф-
фициентов Фурье будем измерять в метрике пространства l2. Более точно, будем

предполагать, что для каждой функции x(·) ∈ W 2
2 (T) нам известен вектор y =

= {yj}+∞j=−∞ такой, что

‖Fx− y‖l2 � δ, Fx = {xj}+∞j=−∞, δ > 0.

В силу того, что

Fx′ = I0{xj}+∞j=−∞ = {ijxj}+∞j=−∞, Fx′′ = I1{xj}+∞j=−∞ = {−j2xj}+∞j=−∞

(в рассматриваемом случае J = J0 = Z), эта задача является частным случаем
задачи, рассмотренной выше. Условие (2.68) имеет в этом случае вид

|ij − αj |2
λ1j4

+
|αj |2
λ2

� 1, j ∈ Z, j �= 0.



2.6. Построение семейства оптимальных методов 71

Его можно записать в виде∣∣∣∣αj −
ijλ2

λ2 + λ1j4

∣∣∣∣ � j2
√

λ1λ2

λ2 + λ1j4

√
λ2 + λ1j4 − j2 (2.80)

(в силу (2.75) подкоренное выражение в правой части этого неравенства неотрица-
тельно). Коэффициенты αj , удовлетворяющие (2.80), могут быть записаны в виде

αj = ij
λ2 + θj |j|

√
λ1λ2(λ2 + λ1j4 − j2)
λ2 + λ1j4

,

где |θj | � 1.
Пусть (s + 1)−2 � δ < s−2 при некотором s ∈ N. На отрезке [s4, (s + 1)4]

ломаная θ(t) записывается в виде θ(t) = λ1t + λ2, где

λ1 =
1

s2 + (s + 1)2
, λ2 =

s2(s + 1)2

s2 + (s + 1)2
.

Из теоремы 2.20 (при δ1 = 1, δ2 = δ) получаем

Теорема 2.23. При (s + 1)−2 � δ < s−2 имеет место равенство

E(I, (1, δ)) =
√

λ1 + λ2δ2 =

√
1 + δ2s2(s + 1)2

s2 + (s + 1)2
.

При этом методы

ϕ̂(y)(t) =
+∞∑

j=−∞
ij

λ2 + θj |j|
√

λ1λ2(λ2 + λ1j4 − j2)
λ2 + λ1j4

yje
ijt,

где |θj | � 1, j ∈ Z, являются оптимальными. При δ � 1 метод ϕ̂(y)(t) ≡ 0 —
оптимальный, а его погрешность равна 1.

Для множества D в рассматриваемой задаче имеет место равенство D =
= [−N,−1] ∪ [1, N ], где

N =
⌈√

2s2 + 2s + 1
⌉
− 1, �a� = min{k ∈ Z : a � k}.

Для множества D0 при s � 2 имеем D0 = [−n,−1] ∪ [1, n], где

n =
⌊

s(s + 1)√
2s2 + 2s + 1

⌋
, �a� = max{k ∈ Z : k � a}.

Таким образом, из следствия 2.21 и теоремы 2.22 вытекает, что методы

ϕ̂(y)(t) =
∑

0<|j|�n

ijyje
ijt +

∑
n<|j|�N

ij
λ2 + θj |j|

√
λ1λ2(λ2 + λ1j4 − j2)
λ2 + λ1j4

yje
ijt

являются оптимальными не только на классе W 2
2 (T), но и на классе W 2

2 (T) + Tn,
где Tn — пространство тригонометрических полиномов степени не выше n.
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2.7. АДАПТИВНАЯ ИНФОРМАЦИЯ

Пусть X — линейное пространство, Z — линейное нормированное простран-
ство, T : X → Z — линейный оператор и W ⊂ X. Рассматривается задача о вос-

становлении значений оператора T на элементах множества W ⊂ X по неточной
информации об этих элементах. Предположим, что имеется семейство I линейных
информационных операторов Ip : X → Y , где p ∈ Ω, Ω — некоторое множество,
а Y — линейное нормированное пространство. Выберем n параметров p1, . . . , pn

и будем считать, что для каждого x ∈W известны элементы y1, . . . , yn такие, что

‖Ipj x− yj‖Y � δ, j = 1, . . . , n, δ � 0.

Под методами восстановления оператора T будем понимать всевозможные отоб-
ражения ϕ : Y n → Z. Погрешностью метода восстановления ϕ назовем величину

en(T, W, I, δ,p, ϕ) = sup
x∈W, y=(y1,...,yn)∈Y n

‖Ipj
x−yj‖Y �δ, j=1,...,n

‖Tx− ϕ(y)‖Z ;

здесь p = (p1, . . . , pn). Погрешностью оптимального восстановления называется

величина

En(T, W, I, δ) = inf
p1,...,pn∈Ω

inf
ϕ : Y n→Z

en(T, W, I, δ,p, ϕ).

Параметры p̂1, . . . , p̂n и метод ϕ̂ будем называть оптимальными, если

en(T, W, I, δ, p̂, ϕ̂) = En(T, W, I, δ), p̂ = (p̂1, . . . , p̂n).

Одним из характерных примеров поставленной задачи является задача об оп-

тимальном интегрировании функции. Пусть W — класс функций, определенных
на отрезке [a, b]. Положим

Tx =
∫ b

a

x(t) dt, Itj x = x(tj), tj ∈ [a, b], j = 1, . . . , n.

Тогда рассмотренная выше задача становится задачей о выборе оптимального ме-
тода интегрирования и оптимальных узлов интегрирования, в которых следует

измерять функцию. Этой задаче посвящено довольно много исследований (см.,
например, книгу С. М. Никольского [74]). В п. 1.3 рассматривался один из про-
стейших вариантов подобной задачи.

На практике довольно часто используется другой подход, в котором последую-

щие узлы интегрирования находятся в зависимости от значений функции в преды-
дущих узлах. Такие алгоритмы называются адаптивными. В связи с этим имеет
смысл рассматривать несколько иную (более общую) постановку задачи оптималь-
ного восстановления.

Пусть ω1 ∈ Ω и заданы функции

ωj : Y j−1 → Ω, j = 2, . . . , n.
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В случае использования адаптивной информации мы предполагаем, что для каж-
дого x ∈ W мы знаем вектор y = (y1, . . . , yn) такой, что

‖Ipj x− yj‖Y � δ, j = 1, . . . , n,

где p1 = ω1, а
pj = ωj(y1, . . . , yj−1), j = 2, . . . , n. (2.81)

В качестве методов восстановления рассматриваются всевозможные отображения

ϕ : Y n → Z.

Для x ∈ W положим

Λ(x) = { (y1, . . . , yn) : ‖Ipj x− yj‖Y � δ, j = 1, . . . , n },

где p1 = ω1, а pj , j = 2, . . . , n определены равенствами (2.81). Погрешностью
метода ϕ назовем величину

ea
n(T, W, I, δ, ω, ϕ) = sup

x∈W
y=(y1,...,yn)∈Λ(x)

‖Tx− ϕ(y)‖Z ,

где ω = (ω1, . . . , ωn). Величину

Ea
n(T, W, I, δ) = inf

ω,ϕ
en(T, W, I, δ, ω, ϕ)

назовем погрешностью оптимального адаптивного восстановления.
У адаптивных методов более богатая структура и естественно ожидать, что

при адаптивном восстановлении погрешность будет меньше, чем при использо-
вании неадаптивных методов. Так и происходит при нахождении нулей функции
или нахождении максимума унимодальной функции (заметим, что в этих при-
мерах восстанавливаемый оператор, точнее функционал, не является линейным).

Тем не менее, существуют ситуации, когда адаптивная информация не дает вы-
игрыша по сравнению с неадаптивной. В таких случаях вместо более сложных
адаптивных методов имеет смысл использовать, как правило, просто устроенные
неадаптивные методы.

При адаптивном восстановлении мы фактически имеем дело с отображением

Φ(y) = (ω1, ω2(y1), . . . , ωn(y1, . . . , yn−1)), (2.82)

которое каждому y = (y1, . . . , yn) ставит в соответствие значения параметров p =
= (p1, . . . , pn) по формуле p = Φ(y). Можно обобщить постановку задачи об адап-
тивном восстановлении, рассматривая всевозможные отображения Φ(y).

Будем рассматривать следующую задачу оптимального адаптивного восстанов-
ления. Пусть X, Z, T и W такие же, как и выше, и Y — линейное пространство.

Предположим, что имеется множество параметров P и для каждого p ∈ P опре-
делено многозначное отображение

Fp : W → Y
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(т. е. Fp(x) — некоторое множество из Y для каждого x ∈ W ). Отображение Fp

представляет собой неадаптивную информацию, соответствующую параметру p ∈ P.
Обозначим через F множество всех отображений Fp.

Предположим, кроме того, что задано отображение

Φ: Y → P.

В качестве методов восстановления оператора T будем рассматривать всевозмож-
ные отображения ϕ : Y → Z. Погрешностью метода ϕ назовем величину

ea(T,F , Φ, ϕ) = sup
x∈W

y∈FΦ(y)(x)

‖Tx− ϕ(y)‖Z ,

а величину

Ea(T,F) = inf
Φ: Y→P

inf
ϕ : Y→Z

ea(T,F , Φ, ϕ)

назовем погрешностью оптимального адаптивного восстановления.

В этой постановке адаптивная процедура получения информации в явном виде
не видна, но она содержится в множестве всех отображений Φ (достаточно взять Φ
в виде (2.82)).

Под неадаптивной задачей восстановления в рассматриваемом случае будем
понимать задачу о нахождении величины

E(T,F) = inf
p∈P

inf
ϕ : Y→Z

e(T,F ,p, ϕ), (2.83)

где

e(T,F ,p, ϕ) = sup
x∈W

y∈Fp(x)

‖Tx− ϕ(y)‖Z ,

а также задачу о нахождении параметров и методов, на которых достигается ниж-
няя грань.

Если Φ(y) = p для всех y ∈ Y , то

ea(T,F , Φ, ϕ) = e(T,F ,p, ϕ).

Поэтому

Ea(T,F) � E(T,F). (2.84)

Теорема 2.24. Предположим, что для всех p ∈ P множество gr Fp является
центрально-симметричным и содержит 0. Тогда

Ea(T,F) � inf
p∈P

D(p),

где
D(p) = sup

x∈F−1
p (0)

‖Tx‖Z .



2.7. Адаптивная информация 75

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из определения Ea(T,F) вытекает, что для любого ε > 0
существуют Φ̂ и ϕ̂ такие, что

ea(T,F , Φ̂, ϕ̂) � Ea(T,F) + ε.

Рассмотрим величину D(Φ̂(0)). Для любого η > 0 существует элемент x̂ ∈ F−1

Φ̂(0)
(0)

такой, что
‖T x̂‖Z � D(Φ̂(0))− η.

Так как множество gr FΦ̂(0) центрально-симметрично, −x̂ ∈ F−1

Φ̂(0)
(0). Имеем

2(D(Φ̂(0))− η) � 2‖T x̂‖Z = ‖T x̂− ϕ̂(0)− (T (−x̂)− ϕ̂(0))‖Z �
� ‖T x̂− ϕ̂(0)‖Z + ‖T (−x̂)− ϕ̂(0)‖Z � 2ea(T,F , Φ̂, ϕ̂) � 2(Ea(T,F) + ε).

Отсюда следует, что
D(Φ̂(0)) � Ea(T,F).

Следовательно,
inf
p∈P

D(p) � Ea(T,F).

�
Положим

e(T,F ,p) = inf
ϕ : Y→Z

e(T,F ,p, ϕ).

Лемма 2.25. Предположим, что для всех p ∈ P множество grFp является
выпуклым и центрально-симметричным. Тогда для всех p ∈ P

e(T,F ,p) � 2D(p).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим через PrY grFp множество y ∈ Y , для кото-
рых F−1

p (y) �= ∅. Если y ∈ PrY gr Fp и x1, x2 ∈ F−1
p (y), то в силу выпуклости

и центральной симметрии gr Fp h = (x1 − x2)/2 ∈ F−1
p (0). Положим

ϕ0(y) =

{
Tx(y), y ∈ PrY grFp,

0, y /∈ PrY grFp,

где x(y) элемент F−1
p (y). Тогда для всех y ∈ Y

sup
x∈F−1

p (y)

‖Tx− ϕ0(y)‖Z � 2‖Th‖Z � 2D(p),

где h = (x− x(y))/2 ∈ F−1
p (0). Таким образом,

e(T,F ,p, ϕ0) = sup
y∈PrY gr Fp

sup
x∈F−1

p (y)

‖Tx− ϕ0(y)‖Z � 2D(p).

Следовательно, для всех p ∈ P
e(T,F ,p) � e(T,F ,p, ϕ0) � 2D(p).

�
В силу неравенства (2.84) из теоремы 2.24 и леммы 2.25 получаем
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Теорема 2.26. Если множество gr Fp выпукло и центрально-симметрично при
всех p ∈ P, то

1
2
E(T,F) � Ea(T,F) � E(T,F).

Теорема 2.27. Предположим, что при всех p ∈ P множество gr Fp центрально-
симметричное, содержит 0 и выполнено равенство

e(T,F ,p) = D(p). (2.85)

Тогда
Ea(T,F) = E(T,F). (2.86)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из теоремы 2.24 следует, что

E(T,F) = inf
p∈P

D(p) � Ea(T,F).

Учитывая (2.84), получаем (2.86). �
Таким образом, в случае, когда выполнено условие (2.85) неадаптивные оп-

тимальные методы дают такую же ошибку, что и адаптивные. Иными словами,
адаптивная информация в этом случае не помогает. Условие (2.85) выполнено,

если T — линейный функционал, а F состоит из выпуклых уравновешенных отоб-
ражений (см. (2.12)). В ряде случаев оно выполняется и для линейных операторов.

2.8. КРИТЕРИЙ СУЩЕСТВОВАНИЯ ЛИНЕЙНОГО ОПТИМАЛЬНОГО
НЕАДАПТИВНОГО МЕТОДА В ЗАДАЧЕ АДАПТИВНОГО
ВОССТАНОВЛЕНИЯ

Определим отображение GΦ его графиком

grGΦ = { (x,y) ∈W × Y : (x,y) ∈ gr FΦ(y) }.

Пусть y ∈ PrY grGΦ. Величина

r(T,F , Φ,y) = inf
z∈Z

sup
x∈G−1

Φ (y)

‖Tx− z‖Z

— чебышевский радиус множества T (G−1
Φ (y)). Величину

Ra(T,F) = inf
Φ: Y→P

sup
y∈PrY gr GΦ

r(T,F , Φ,y)

будем называть адаптивным радиусом информации в задаче оптимального адап-
тивного восстановления, а величину

R(T,F) = inf
p∈P

sup
y∈PrY gr Fp

inf
z∈Z

sup
x∈F−1

p (y)

‖Tx− z‖Z

— неадаптивным радиусом информации в задаче оптимального неадаптивного
восстановления. Аналогичная величина вводилась в п. 2.1 (см. (2.3)).
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Из леммы 2.2 вытекает, что

E(T,F) = R(T,F). (2.87)

Используя ту же схему доказательства, получаем аналогичный результат для адап-
тивного радиуса.

Лемма 2.28. Имеет место равенство

Ea(T,F) = Ra(T,F).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть ϕ : Y → Z — произвольный метод восстановления.

Тогда для всех y ∈ PrY gr GΦ

r(T,F , Φ,y) � sup
x∈G−1

Φ (y)

‖Tx− ϕ(y)‖Z � ea(T,F , Φ, ϕ).

Взяв в левой части верхнюю грань по всем y ∈ PrY grGΦ, а затем нижнюю грань
в правой части по всем методам, получим неравенство

sup
y∈PrY gr GΦ

r(T,F , Φ,y) � inf
ϕ : Y→Z

ea(T,F , Φ, ϕ).

Отсюда
Ra(T,F) � Ea(T,F). (2.88)

Докажем противоположное неравенство. Для любого ε > 0 и любого y ∈
∈ PrY grGΦ существует zε(y) ∈ Z, для которого

sup
x∈G−1

Φ (y)

‖Tx− zε(y)‖Z � r(T,F , Φ,y) + ε.

Определим метод ϕε : Y → Z следующим образом:

ϕε(y) =

{
zε(y), y ∈ PrY gr GΦ,

0, y /∈ PrY gr GΦ.

Тогда

ea(T,F , Φ, ϕε) = sup
(x,y)∈GΦ

‖Tx− ϕε(y)‖Z =

= sup
y∈PrY gr GΦ

sup
x∈G−1

Φ (y)

‖Tx− ϕε(y)‖Z � sup
y∈PrY gr GΦ

(r(T,F , Φ,y) + ε).

Следовательно,

Ea(T,F) � Ra(T,F) + ε.

В силу произвольности ε > 0 получаем

Ea(T,F) � Ra(T,F),

что вместе с (2.88) доказывает утверждение леммы. �
Обозначим через Fbco множество всех отображений bco Fp (определение отоб-

ражения bcoF давалось формулой (2.10)).
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Теорема 2.29. Пусть x′ — линейный функционал на X. Для существования
линейного неадаптивного метода с оптимальным параметром p̂ ∈ P, который
оптимален среди всех адаптивных методов, необходимо и достаточно, чтобы
выполнялись равенства

Ra(x′,F) = Ra(x′,Fbco) (2.89)

и
D(p̂) = inf

p∈P
D(p). (2.90)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Необходимость. Пусть метод ϕ̂(y) = 〈y′,y〉, где y′ — ли-
нейный функционал на Y и параметр p̂ ∈ P такие, что

e(x′,F , p̂, ϕ̂) = Ea(x′,F).

Предположим, что (x,y) ∈ bco gr Fp̂. Тогда

(x,y) =
m∑

j=1

λj(xj ,yj),

где (xj ,yj) ∈ gr Fp̂, j = 1, . . . , m и
∑m

j=1 |λj | � 1. Следовательно,

|〈x′, x〉 − 〈y′,y〉| =
∣∣∣∣ m∑
j=1

λj(〈x′, xj〉 − 〈y′,yj〉)
∣∣∣∣ �

� max
1�j�m

|〈x′, xj〉 − 〈y′,yj〉| � e(x′,F , p̂, ϕ̂).

Отсюда вытекает, что

e(x′, bcoF , p̂, ϕ̂) � e(x′,F , p̂, ϕ̂).

Так как
gr Fp ⊂ gr bcoFp, (2.91)

то
e(x′, bcoF , p̂, ϕ̂) � e(x′,F , p̂, ϕ̂).

Таким образом,

e(x′, bcoF , p̂, ϕ̂) = e(x′,F , p̂, ϕ̂). (2.92)

Отсюда

E(x′, bcoF) � e(x′, bcoF , p̂, ϕ̂) = e(x′,F , p̂, ϕ̂) = Ea(x′,F).

Учитывая (2.84), имеем
Ea(x′, bcoF) � Ea(x′,F). (2.93)

Из (2.91) следует, что Ea(x′, bcoF) � Ea(x′,F). Вместе с (2.93) это приводит
к равенству

Ea(x′, bcoF) = Ea(x′,F). (2.94)

Теперь из леммы 2.28 следует равенство (2.89).
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Докажем равенство (2.90). Как отмечалось выше, для линейных функционалов
при всех p ∈ P справедливо равенство

e(x′, bcoF ,p) = D(p). (2.95)

Принимая во внимание (2.92) и (2.94), получаем

D(p̂) = e(x′, bcoF , p̂) � e(x′, bcoF , p̂, ϕ̂) = e(x′,F , p̂, ϕ̂) =
= Ea(x′,F) = Ea(x′, bcoF) � E(x′, bcoF) = inf

p∈P
D(p).

Достаточность. Пусть имеют место равенства (2.89) и (2.90). В силу того, что

множество bco gr Fp выпукло и уравновешенно для любого p ∈ P существует
линейный метод ϕ̂p(y) = 〈y′p,y〉 такой, что

e(x′, bcoF ,p) = e(x′, bcoF ,p, ϕ̂p)

(см. теорему 2.4). Положим ϕ̂ = ϕ̂p̂. Тогда из (2.95) и (2.90) получаем

e(x′, bcoF , p̂, ϕ̂) = E(x′, bcoF).

Кроме того, из (2.95) и теоремы 2.27 вытекает, что

E(x′, bcoF) = Ea(x′, bcoF).

Поэтому, учитывая равенство (2.92), получаем

e(x′,F , p̂, ϕ̂) = e(x′, bcoF , p̂, ϕ̂) = Ea(x′, bcoF) =
= Ra(x′, bcoF) = Ra(x′,F) = Ea(x′,F).

�

2.9. ВОССТАНОВЛЕНИЕ ПО ИНФОРМАЦИИ СО СЛУЧАЙНОЙ ОШИБКОЙ

Во всех предыдущих задачах ошибка, с которой задавалась исходная информа-
ция, была детерминирована. Существуют постановки задач восстановления, в ко-
торых исходная информация содержит случайную ошибку. Одну из таких поста-
новок мы сейчас рассмотрим.

Пусть X — линейное пространство, Z — линейное нормированное простран-
ство и T : X → Z — линейный оператор. Требуется восстановить значения опера-

тора T на некотором множестве (классе) W ⊂ X по значениям линейного операто-
ра I : X → Kn+1 (K = R или C в зависимости от того, над каким полем рассмат-
ривается X), заданным со случайной ошибкой. Более точно, зафиксируем δ > 0
и для каждого x ∈ W будем рассматривать множество случайных векторов:

Yδ(x) = { y = (y0, y1, . . . , yn) : M(y) = Ix, D(yj) � δ, j = 0, 1, . . . , n }.
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Всякий метод восстановления сопоставляет случайному вектору y ∈ Yδ(x) элемент
из пространства Z, принимаемый за приближение к значению Tx. Погрешностью
метода восстановления ϕ : Kn+1 → Z называется величина

e(T, W, I, δ, ϕ) =
(

sup
x∈W, y∈Yδ(x)

M
(
‖Tx− ϕ(y)‖2Z

))1/2

(рассматриваются только те методы, для которых эта величина определена). Зада-
ча состоит в нахождении погрешности оптимального восстановления

E(T, W, I, δ) = inf
ϕ

e(T, W, I, δ, ϕ)

и метода, на котором достигается нижняя грань, называемым оптимальным.
Обозначим через l2 пространство суммируемых с квадратом последовательно-

стей x = (x0, x1, . . .). Положим

W =
{

x ∈ l2 :
∞∑

j=1

νj |xj |2 <∞
}

, W =
{

x ∈ W :
∞∑

j=1

νj |xj |2 � 1
}

,

где νj > 0, j = 1, 2, . . . Пусть μj , j = 0, 1, . . ., отличны от нуля и удовлетворяют
условию |μj |2 � Cνj , j = 1, 2, . . . Определим линейные операторы T : W → l2
и I : W → Kn+1 следующим образом:

Tx = (μ0x0, μ1x1, . . .), Ix = (x0, x1, . . . , xn).

Введем обозначения

γj =
√

νj

|μj |
, j = 1, 2, . . . , ξj =

( j∑
k=1

νk

(
γj

γk
− 1
))1/2

, j = 1, . . . n + 1.

Будем считать, что последовательность {γj} возрастает.

Теорема 2.30. Если 1/δ ∈ (ξj , ξj+1] при некотором 1 � j � n, то

E(T, W, I, δ) =
(

δ2|μ0|2 + δ2
j∑

k=1

|μk|2
(

1− γk(1− c1)
γ1

))1/2

,

где

c1 = 1−
δ2γ1

j∑
k=1

νk

γk

1 + δ2

j∑
k=1

νk

,

а метод

ϕ(y) = μ0y0e0 +
j∑

k=1

(
1− γk(1− c1)

γ1

)
μkykek,
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где {ek} — стандартный базис в l2, является оптимальным. Если 1/δ > ξn+1,
то

E(T, W, I, δ) =
(

δ2|μ0|2 +
1

γ2
n+1

+ δ2
n∑

k=1

|μk|2
(

1− γk

γn+1

)2)1/2

,

а метод

ϕ(y) = μ0y0e0 +
n∑

k=1

(
1− γk

γn+1

)
μkykek

является оптимальным.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 1. Оценка снизу. Зафиксируем элемент τ ∈ W такой, что

τj > 0, j = 0, 1, . . . , n + 1, τj = 0, j > n + 1.

Без ограничения общности (как будет видно из дальнейшего) можно считать,
что τ0 � τ1 � � . . . � τn. Введем множество

B = {x ∈ l2 : xj = ±τj , j = 0, 1, . . . }.

Очевидно, что B ⊂W . Положим

pj =
δ2

δ2 + τ2
j

, j = 0, 1, . . . , n.

В силу условий на монотонность τj имеем

0 < p0 � p1 � . . . � pn < 1.

Произвольный элемент x ∈ B записывается в виде

x =
n+1∑
j=0

sj(x)τjej ,

где sj(x) ∈ {−1, 1}. Обозначим через {e′j} — стандартный базис в Kn+1. Зададим
распределение η(x) для каждого x ∈ B:

η(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, с вероятностью p0,
s0(x)τ0

1− p0
e′0, с вероятностью p1 − p0,

1∑
j=0

sj(x)τj

1− pj
e′j , с вероятностью p2 − p1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
n−1∑
j=0

sj(x)τj

1− pj
e′j , с вероятностью pn − pn−1,

n∑
j=0

sj(x)τj

1− pj
e′j , с вероятностью 1− pn.
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Таким образом, для координат вектора η(x) = (η0(x), η1(x), . . . , ηn(x)) имеем сле-
дующие распределения:

ηj(x) =

⎧⎨⎩0, с вероятностью pj ,
sj(x)τj

1− pj
, с вероятностью 1− pj ,

j = 0, 1, . . . , n.

Несложно убедиться, что M(ηj(x)) = xj . Кроме того,

D(ηj(x)) = (1− pj)
τ2
j

(1− pj)2
− τ2

j = δ2, j = 0, 1, . . . , n.

Следовательно, η(x) ∈ Yδ(x) для всех x ∈ B.
Пусть ϕ — произвольный метод восстановления. Учитывая, что число элемен-

тов в множестве B равно 2n+2, получаем

e2(T, W, I, δ, ϕ) � sup
x∈B

M‖Tx− ϕ(η(x))‖2l2 =

= sup
x∈B

(n+1∑
j=0

(pj − pj−1)
∥∥∥∥Tx− ϕ

(j−1∑
k=0

sk(x)τk

1− pk
e′k

)∥∥∥∥2
l2

)
�

� 1
2n+2

∑
x∈B

(n+1∑
j=0

(pj − pj−1)
∥∥∥∥Tx− ϕ

(j−1∑
k=0

sk(x)τk

1− pk
e′k

)∥∥∥∥2
l2

)
=

=
1

2n+2

n+1∑
j=0

(pj − pj−1)
∑
x∈B

∥∥∥∥Tx− ϕ

(j−1∑
k=0

sk(x)τk

1− pk
e′k

)∥∥∥∥2
l2

; (2.96)

здесь pn−1 = 0, а pn+1 = 1. Положим

Bs0,s1,...,sj−1 = {x ∈ B : s0(x) = s0, s1(x) = s1, . . . , sj−1(x) = sj−1 },

j = 0, 1, . . . , n + 1 (при j = 0 это множество совпадает с B). Тогда

pj − pj−1

2n+2

∑
x∈B

∥∥∥∥Tx− ϕ

(j−1∑
k=0

sk(x)τk

1− pk
e′k

)∥∥∥∥2
l2

=

=
pj − pj−1

2n+2

∑
s0,s1,...,sj−1

∑
x∈Bs0,s1,...,sj−1

∥∥∥∥Tx− ϕ

(j−1∑
k=0

sk(x)τk

1− pk
e′k

)∥∥∥∥2
l2

.

Если x ∈ Bs0,s1,...,sj−1 , то

x =
j−1∑
k=0

skτkek + z(x), z(x) =
n+1∑
k=j

sk(x)τkek.

Причем с каждым элементом

j−1∑
k=0

skτkek + z(x) ∈ Bs0,s1,...,sj−1
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в множестве Bs0,s1,...,sj−1 содержится и элемент

j−1∑
k=0

skτkek − z(x).

Таким образом,

pj − pj−1

2n+2

∑
s0,s1,...,sj−1

∑
x∈Bs0,s1,...,sj−1

∥∥∥∥Tx− ϕ

(j−1∑
k=0

sk(x)τk

1− pk
e′k

)∥∥∥∥2
l2

=

=
pj−pj−1

2n+2

∑
s0,s1,...,sj−1

∑
x∈Bs0,s1,...,sj−1

∥∥∥∥T(j−1∑
k=0

skτkek+z(x)
)
−ϕ

(j−1∑
k=0

sk(x)τk

1− pk
e′k

)∥∥∥∥2
l2

=

=
pj − pj−1

2n+2

∑
s0,s1,...,sj−1

∑
x∈Bs0,s1,...,sj−1

∥∥∥∥T(j−1∑
k=0

skτkek

)
+

+ Tz(x)− ϕ

(j−1∑
k=0

sk(x)τk

1− pk
e′k

)∥∥∥∥2
l2

=

=
pj−pj−1

2n+3

∑
s0,s1,...,sj−1

∑
x∈Bs0,s1,...,sj−1

(∥∥∥∥T(j−1∑
k=0

skτkek

)
+ Tz(x)−

− ϕ

(j−1∑
k=0

sk(x)τk

1− pk
e′k

)∥∥∥∥2
l2

+
∥∥∥∥T(j−1∑

k=0

skτkek

)
− Tz(x)− ϕ

(j−1∑
k=0

sk(x)τk

1− pk
e′k

)∥∥∥∥2
l2

)
�

� pj − pj−1

2n+2

∑
s0,s1,...,sj−1

∑
x∈Bs0,s1,...,sj−1

‖Tz(x)‖2l2 =
pj − pj−1

2n+2
sup
x∈B

‖Tz(x)‖2l2 =

= (pj − pj−1)
n+1∑
k=j

|μk|2τ2
k .

Подставляя эту оценку в (2.96), получаем

e2(T, W, I, δ, ϕ) �
n+1∑
j=0

(pj−pj−1)
n+1∑
k=j

|μk|2τ2
k =

n+1∑
j=0

(n+1∑
k=j

|μk|2τ2
k −

n+1∑
k=j+1

|μk|2τ2
k

)
=

=
n+1∑
j=0

pj |μj |2τ2
j =

n∑
j=0

δ2

δ2 + τ2
j

|μj |2τ2
j + |μn+1|2τ2

n+1.

В силу произвольности метода ϕ имеет место следующая оценка:

E2(T, W, I, δ) � sup
τ∈W

τ0,τ1,...,τn+1>0

( n∑
j=0

δ2

δ2 + τ2
j

|μj |2τ2
j + |μn+1|2τ2

n+1

)
=

= sup
τ∈W

( n∑
j=0

δ2

δ2 + |τj |2
|μj |2|τj |2 + |μn+1|2|τn+1|2

)
. (2.97)
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2. Оценка сверху. Найдем погрешность методов, имеющих вид

ϕ(y) =
n∑

j=0

αjyjej .

Положим z(x)=y(x)−Ix. Тогда M(z(x))=0, D(zj(x))�δ2, j=0, 1, . . . , n. Имеем

e2(T, W, I, δ, ϕ) = sup
x∈W

y(x)∈Yδ(x)

M
(
‖Tx− ϕ(y(x))‖2l2

)
=

= sup
x∈W

y(x)∈Yδ(x)

M
(
‖Tx− ϕ(Ix) + ϕ(z(x))‖2l2

)
=

= sup
x∈W

y(x)∈Yδ(x)

(
‖Tx− ϕ(Ix)‖2l2 + M(‖ϕ(z(x))‖2l2)− 2M(Re(ϕ(z(x)), Tx− ϕ(Ix)))

)
;

здесь (·, ·) — скалярное произведение в l2. Из вида ϕ следует, что

M(Re(ϕ(z(x)), Tx− ϕ(Ix))) = Re M

(( n∑
j=0

αjzj(x)ej , Tx− ϕ(Ix)
))

=

=
n∑

j=0

Re ((ej , Tx− ϕ(Ix))αjM(zj(x))) = 0.

Так как

M(‖ϕ(z(x))‖2l2) = M

( n∑
j=0

|αj |2|zj(x)|2
)

=
n∑

j=0

|αj |2D(zj(x)),

то

e2(T, W, I, δ, ϕ) = sup
x∈W

y(x)∈Yδ(x)

⎛⎝‖Tx− ϕ(Ix)‖2l2 +
n∑

j=0

|αj |2D(zj(x))

⎞⎠ =

= sup
x∈W

‖Tx− ϕ(Ix)‖2l2 + δ2
n∑

j=0

|αj |2.

Рассмотрим экстремальную задачу:

‖Tx− ϕ(Ix)‖2l2 → max, x ∈W.

Перепишем эту задачу в виде

n∑
j=0

|μj − αj |2|xj |2 +
∞∑

j=n+1

|μj |2|xj |2 → max,
∞∑

j=1

νj |xj |2 � 1.
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Отметим, что при α0 �= μ0 значение задачи равно ∞. Поэтому в дальнейшем
считаем, что α0 = μ0. Из неравенства

n∑
j=1

|μj−αj |2|xj |2 +
∞∑

j=n+1

|μj |2|xj |2 =
n∑

j=1

|μj − αj |2
νj

νj |xj |2 +
∞∑

j=n+1

|μj |2
νj

νj |xj |2 �

� max
{ |μ1 − α1|2

ν1
, . . . ,

|μn − αn|2
νn

,
|μn+1|2
νn+1

,
|μn+2|2
νn+2

, . . .

} ∞∑
j=1

νj |xj |2

и того, что последовательность γj = √νj/|μj | возрастающая, получаем

sup
x∈W

‖Tx− ϕ(Ix)‖2l2 = max
{ |μ1 − α1|2

ν1
, . . . ,

|μn − αn|2
νn

,
|μn+1|2
νn+1

}
.

Таким образом,

e2(T, W, I, δ, ϕ) = max
{ |μ1 − α1|2

ν1
, . . . ,

|μn − αn|2
νn

,
|μn+1|2
νn+1

}
+δ2|μ0|2+δ2

n∑
j=1

|αj |2.

Положим

cj =
αj

μj
, j = 1, . . . , n.

Тогда погрешность метода ϕ можно записать в виде

e2(T, W, I, δ, ϕ) = max
{ |1− c1|2

γ2
1

, . . . ,
|1− cn|2

γ2
n

,
1

γ2
n+1

}
+ δ2|μ0|2 + δ2

n∑
j=1

|μj |2|cj |2.

2.1. Пусть 1/δ ∈ (ξj , ξj+1] при некотором 1 � j � n. Тогда нетрудно показать,

что выполняются неравенства

1
γj+1

�
δ2

j∑
k=1

νk

γk

1 + δ2
j∑

k=1

νk

<
1
γj

.

Положим

c1 = 1− γ1

δ2
j∑

k=1

νk

γk

1 + δ2
j∑

k=1

νk

.

Тогда
1

γj+1
� 1− c1

γ1
<

1
γj

.
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Пусть

ck = 1− γk
1− c1

γ1
, k = 2, . . . , j, ck = 0, k = j + 1, . . . , n.

Имеем
|1− ck|2

γ2
k

=
(1− c1)2

γ2
1

, k = 2, . . . , j.

При k � j + 1
|1− ck|2

γ2
k

=
1
γ2

k

� 1
γ2

j+1

� (1− c1)2

γ2
1

.

Кроме того,
(1− c1)2

γ2
1

� 1
γ2

j+1

� 1
γ2

n+1

.

Поэтому

max
{ |1− c1|2

γ2
1

, . . . ,
|1− cn|2

γ2
n

,
1

γ2
n+1

}
=

(1− c1)2

γ2
1

.

Следовательно,

e2(T, W, I, δ, ϕ) = δ2|μ0|2 +
(1− c1)2

γ2
1

+ δ2
j∑

k=1

|μk|2c2
k = δ2|μ0|2 +

(1− c1)2

γ2
1

+

+ δ2
j∑

k=1

|μk|2((1− ck)2−(1−ck)+ck)=δ2|μ0|2+
(1− c1)2

γ2
1

+ δ2
j∑

k=1

|μk|2
γ2

k

γ2
1

(1− c1)2−

− δ2
j∑

k=1

|μk|2
γk

γ1
(1− c1) + δ2

j∑
k=1

|μk|2ck = δ2|μ0|2 + δ2
j∑

k=1

|μk|2ck +

+
1− c1

γ2
1

(
1− c1 + δ2

j∑
k=1

νk(1− c1)− δ2γ1

j∑
k=1

νk

γk

)
= δ2|μ0|2 + δ2

j∑
k=1

|μk|2ck +

+
1− c1

γ2
1

(
(1− c1)

(
1 + δ2

j∑
k=1

νk

)
− δ2γ1

j∑
k=1

νk

γk

)
= δ2|μ0|2 + δ2

j∑
k=1

|μk|2ck.

Рассмотрим вектор τ̂ ∈ l2, имеющий вид

τ̂0 ∈ R, τ̂2
k = δ2

(
γ1

(1− c1)γk
− 1
)

, k = 1, . . . , j, τ̂k = 0, k = j + 1, . . . .

Имеем

∞∑
k=1

νk τ̂2
k = δ2

j∑
k=1

νk

(
γ1

(1− c1)γk
− 1
)

=
δ2γ1

1− c1

j∑
k=1

νk

γk
− δ2

j∑
k=1

νk =

=
(

1 + δ2
j∑

k=1

νk

)
− δ2

j∑
k=1

νk = 1.
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Таким образом, τ̂ ∈ W . Подставляя τ̂ в оценку (2.97) и устремляя τ̂0 к бесконеч-
ности, получаем

E2(T, W, I, δ) � δ2|μ0|2 +
j∑

k=1

δ2|μk|2τ̂2
k

δ2 + τ̂2
k

= δ2|μ0|2 +

+
j∑

k=1

δ4|μk|2
(

γ1

(1− c1)γk
− 1
)

δ2
γ1

(1− c1)γk

= δ2|μ0|2 + δ2
j∑

k=1

|μk|2
(

1− (1− c1)γk

γ1

)
=

= δ2|μ0|2 + δ2
j∑

k=1

|μk|2ck = e2(T, W, I, δ, ϕ).

Отсюда следует, что метод ϕ является оптимальным.

2.2. Пусть теперь 1/δ > ξn+1. Положим

ck = 1− γk

γn+1
, k = 1, . . . , n.

Тогда

max
{ |1− c1|2

γ2
1

, . . . ,
|1− cn|2

γ2
n

,
1

γ2
n+1

}
=

1
γ2

n+1

.

Следовательно,

e2(T, W, I, δ, ϕ) = δ2|μ0|2 +
1

γ2
n+1

+ δ2
n∑

k=1

|μk|2
(

1− γk

γn+1

)2

= δ2|μ0|2 +
1

γ2
n+1

+

+ δ2
n∑

k=1

|μk|2
(

1− γk

γn+1

)
− δ2

n∑
k=1

|μk|2
γk

γn+1

(
1− γk

γn+1

)
= δ2|μ0|2 +

1
γ2

n+1

+

+ δ2
n∑

k=1

|μk|2
(

1− γk

γn+1

)
− δ2

γ2
n+1

n∑
k=1

νkγn+1

γk

(
1− γk

γn+1

)
= δ2|μ0|2 +

1
γ2

n+1

+

+ δ2
n∑

k=1

|μk|2
(

1− γk

γn+1

)
− δ2

γ2
n+1

n∑
k=1

νk

(
γn+1

γk
− 1
)

=

= δ2|μ0|2 + δ2
n∑

k=1

|μk|2
(

1− γk

γn+1

)
+

1
γ2

n+1

(1− δ2ξ2
n+1).

Положим

τ̂2
k = δ2

(
γn+1

γk
− 1
)

, k = 1, . . . , n.

Имеем
n∑

k=1

νkτ̂2
k = δ2

n∑
k=1

νk

(
γn+1

γk
− 1
)

= δ2ξ2
n+1 < 1.
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Рассмотрим вектор τ̂ ∈ l2, доопределив остальные координаты следующим об-
разом:

τ̂0 ∈ R, τ̂n+1 =
1

νn+1

(
1−

n∑
k=1

νk τ̂2
k

)
, τ̂k = 0, k = n + 2, . . . .

Очевидно, что τ̂ ∈ W . Подставляя τ̂ в оценку (2.97) и устремляя τ̂0 к бесконечно-

сти, получаем

E2(T, W, I, δ) � δ2|μ0|2 +
n∑

k=1

δ2|μk|2τ̂2
k

δ2 + τ̂2
k

+ |μn+1|2τ̂2
n+1 =

= δ2|μ0|2 +
n∑

k=1

δ4|μk|2
(

γn+1

γk
− 1
)

δ2
γn+1

γk

+
|μn+1|2
νn+1

(
1−

n∑
k=1

νk τ̂2
k

)
=

= δ2|μ0|2 + δ2
n∑

k=1

|μk|2
(

1− γk

γn+1

)
+

1
γ2

n+1

(
1− δ2

n∑
k=1

νk

(
γn+1

γk
− 1
))

=

= δ2|μ0|2 + δ2
n∑

k=1

|μk|2
(

1− γk

γn+1

)
+

1
γ2

n+1

(1− δ2ξ2
n+1) = e2(T, W, I, δ, ϕ).

Тем самым доказано, что метод ϕ является оптимальным. �
Рассмотрим задачу восстановления функции или ее производной на соболев-

ском классе по коэффициентам Фурье, заданным со случайной ошибкой. Обо-
значим через Wr

2 (T) пространство 2π-периодических функций (вообще говоря,

комплекснозначных) с абсолютно непрерывной (r − 1)-й производной и r-й произ-
водной, принадлежащей L2(T). Положим

W r
2 (T) = {x(·) ∈ Wr

2 (T) : ‖x(r)(·)‖L2(T) � 1 }.

Всякая функция x(·) ∈ Wr
2 (T) разлагается в ряд Фурье:

x(t) =
∞∑

j=−∞
cj(x)eijt.

Задача состоит в оптимальном восстановлении оператора Dkx(·) = x(k)(t), 0 � k <
< r, на классе W r

2 (T) по значениям коэффициентов Фурье Ix = (c0(x), c1(x),
c−1(x), . . . , cn(x), c−n(x)), заданным со случайной ошибкой. Иначе говоря, для
каждого x(·) ∈ W r

2 (T) рассматривается множество случайных векторов:

Yδ(x) = { y = (y0, y1, y−1, . . . , yn, y−n) : M(y) = Ix, Dyj � δ2,

j = 0, 1,−1, . . . , n,−n }.

Далее ставится задача о нахождении оптимальной погрешности восстановле-
ния E(Dk, W r

2 (T), I, δ) и оптимального метода восстановления.
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Сопоставим каждому элементу x(·) ∈ Wr
2 (T) вектор из коэффициентов Фурье

(c0(x), c1(x), c−1(x), . . .). Тогда оператору Dkx(·) будет сопоставлен вектор

(χkc0(x), ikc1(x).(−i)kc−1(x), (2i)kc2(x), (−2i)kc−2(x), . . .),

где

χk =

{
1, k = 0,

0, k > 0.

Условие ‖x(r)(·)‖L2(T) � 1 означает, что

∞∑
j=−∞

j2r|cj(x)|2 � 1.

Таким образом, мы приходим к задаче, рассмотренной выше с

ν2j−1 = ν2j = j2r, μ2j−1 = (ij)k, μ2j = (−ij)k, j = 1, 2, . . . , μ0 = χk.

При этом

ξ2j−1 = ξ2j =
(

2
j−1∑
s=1

s2r

((
j

s

)r−k

− 1
))1/2

.

Из теоремы 2.30 получаем

Теорема 2.31. Если 1/δ ∈ (ξ2j−1, ξ2j+1] при некотором 1 � j � n, то

E(Dk, W r
2 (T), I, δ) =

(
δ2χk + 2δ2

j∑
s=1

s2k
(
1− djs

r−k
))1/2

,

где

dj =

2δ2

j∑
s=1

sr+k

1 + 2δ2

j∑
s=1

s2r

,

а метод

ϕ(y)(t) = χky0 +
j∑

s=−j
s �=0

(
1− dj |s|r−k

)
(is)kyse

ist

является оптимальным. Если 1/δ > ξ2n+1, то

E(Dk, W r
2 (T), I, δ) =

(
δ2χk +

1
(n + 1)2(r−k)

+ 2δ2
n∑

s=1

s2k

(
1−
(

s

n + 1

)r−k)2)1/2

,

а метод

ϕ(y)(t) = χky0 +
n∑

s=−n
s �=0

(
1−
(

s

n + 1

)r−k)
(is)kyse

ist

является оптимальным.
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2.10. КОММЕНТАРИИ

2.1. Наиболее близкой к общей задаче оптимального восстановления и, в опре-
деленном смысле, истоковой для нее является задача о наилучшей квадратурной
формуле. С. М. Никольский [73] пишет, что задача эта была поставлена А. Н. Кол-

могоровым. В 1965 году С. А. Смоляк [94], заменяя определенный интеграл на зна-
чение произвольного линейного функционала, а значения подынтегральной функ-
ции в точках на значения других линейных функционалов и допуская к рассмотре-
нию не только линейные, а всевозможные методы, получает постановку задачи об

оптимальном восстановлении линейного функционала. Им было доказано, что для
выпуклого и центрально-симметричного множества среди оптимальных методов
существует линейный. Этот результат с заменой центральной симметрии на урав-
новешенность был распространен на комплексный случай К. Ю. Осипенко [75].

Задача об оптимальном восстановлении в случае, когда информация о функцио-
налах задана с погрешностью, была поставлена Н. С. Бахваловым, а существо-
вание линейного оптимального метода было доказано в работе А. Г. Марчука,
К. Ю. Осипенко [72].

Дальнейшие обобщения рассматривались в работах C. A. Micchelli, T. J. Rivlin
[15], В. В. Арестова [31], Г. Г. Магарил-Ильяева, К. Ю. Осипенко [53] (см. так-
же обзорную статью C. A. Micchelli, T. J. Rivlin [16] и монографии Дж. Трауб,
Х. Вожьняковский [100], Н. П. Корнейчук [47], J. F. Traub, G. W. Wasilkowski,

H. Woźniakowski [30], L. Plaskota [28]).

Отметим, что существуют и другие постановки задач оптимального восстанов-
ления, связанные с усреднением погрешности восстановления, введением случайной

ошибки и т. д. Ряд таких постановок можно найти в книгах J. F. Traub, G. W. Wasil-
kowski, H. Woźniakowski [30] и L. Plaskota [28]. Восстановление со случайной
ошибкой в исходной информации рассмотрено в п. 2.9. Весьма близкой по сути
к задаче восстановления по приближенной информации являются задача С. Б. Стеч-

кина [95] о приближении неограниченного оператора ограниченными операторами
и работы школы А. Н. Тихонова по регуляризации (см., например, [99]).

2.2. Критерии существования линейных и аффинных оптимальных методов

восстановления впервые стали изучаться в работе Г. Г. Магарил-Ильяева,
К. Ю. Осипенко [53]. Теорема 2.5 получена Г. Г. Магарил-Ильяевым, В. М. Ти-
хомировым [71]. Утверждения, близкие к теореме 2.6, можно найти в работе
C. A. Micchelli, T. J. Rivlin [15]. Однако еще у С. Я. Хавинсона [103] в свя-

зи с решением ряда экстремальных задач появился критерий, сформулированный
в теореме 2.6, для топологического случая (хотя в явном виде задача об оптималь-
ном восстановлении не обсуждалась). Теорема 2.8 в различной степени общности
доказывалась К. Ю. Осипенко [81], К. Ю. Осипенко, М. И. Стесиным [89], [25].

2.3. Круг проблем, связанных с задачей Стечкина, освещен в [32]. Связь зада-
чи Стечкина с задачей оптимального восстановления линейного функционала и кон-
кретные примеры получения решений задачи Стечкина из задач оптимального вос-

становления приведены в [58].

2.4. Теоремы 2.11 и 2.12 доказаны К. Ю. Осипенко [84].

2.5. Изучение задач восстановления линейных операторов в евклидовых про-
странствах было начато в работе A. A. Melkman, C. A. Micchelli [13]. Теоре-
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ма 2.13, являющаяся развитием подхода, предложенного в этой работе, а также
теоремы 2.14 и 2.15 доказывались в работах Г. Г. Магарил-Ильяева, К. Ю. Оси-
пенко [57], [59] и К. Ю. Осипенко [86]. Лемма 2.17 содержится в книге L. Plasko-

ta [28]. Пример 2.5 взят из работы A. A. Melkman, C. A. Micchelli [13].
2.6. Изучение семейств оптимальных методов восстановления для линейных

операторов началось в работе Г. Г. Магарил-Ильяева, К. Ю. Осипенко [61].
В дальнейшем семейства оптимальных методов восстановления строились в ра-

ботах Г. Г. Магарил-Ильяева, К. Ю. Осипенко [62] и [65]. Теорема 2.19 доказана
в работе К. Ю. Осипенко [20]. Теорема 2.20 в несколько менее общем виде до-
казана в работе К. Ю. Осипенко [87]. Более подробно построение методов, опти-
мальных на сумме некоторых классов и подпространств, рассматривается в п. 5.7.

2.7. Совпадение погрешностей оптимального восстановления линейного функ-
ционала на выпуклых центрально-симметричных множествах по адаптивной и не-
адаптивной информации было доказано Н. С. Бахваловым [36]. Теорема 2.26
(в несколько менее общем виде) доказывалась в работах S. Gal, C. A. Micchelli [9],

Дж. Трауба, Х. Вожьняковского [100]. Пример, когда адаптивная информация да-
ет лучшую погрешность, чем неадаптивная, можно найти в работе M. A. Kon,
E. Novak [10]. Теорема 2.27 взята из работы К. Ю. Осипенко [23].

2.8. Теорема 2.29 получена К. Ю. Осипенко [23].

2.9. Материал этого раздела взят из работы К. Ю. Кривошеева [48].



Глава 3

ОПТИМАЛЬНОЕ ВОССТАНОВЛЕНИЕ
ОПЕРАТОРОВ В Lq-МЕТРИКАХ

3.1. ОБЩАЯ ЗАДАЧА О ВОССТАНОВЛЕНИИ В Lq-МЕТРИКАХ

Пусть T — некоторое непустое множество, Σ — σ-алгебра подмножеств T
и μ — неотрицательная σ-аддитивная мера на Σ. Через Lp(T, μ) обозначим сово-

купность всех Σ-измеримых функций со значениями в R или C, для которых

‖x(·)‖Lp(T,μ) =

⎧⎪⎨⎪⎩
(∫

T

|x(t)|p dμ

)1/p

<∞, 1 � p <∞,

vraisupt∈T |x(t)| <∞, p =∞.

Положим

W = {x(·) ∈ Lp(T, μ) : ‖ϕ(·)x(·)‖Lr(T,μ) < ∞},
W = {x(·) ∈ W : ‖ϕ(·)x(·)‖Lr(T,μ) � 1 },

где 1 � p, r � ∞, а ϕ(·) — некоторая измеримая функция на T .
Рассмотрим задачу восстановления оператора Λ: W → Lq(T, μ), 1 � q �∞, за-

даваемого равенством Λx(·) = ψ(·)x(·), где ψ(·) — некоторая измеримая функция
на T , на классе W по функции x(·) ∈ W , известной с погрешностью на мно-
жестве T0 ⊂ T (будем считать, что функции ϕ(·) и ψ(·) таковы, что оператор Λ
отображает пространство W в Lq(T, μ)).

Предполагается, что для каждой функции x(·) ∈ W известна функция y(·) ∈
∈ Lp(T0, μ) такая, что ‖x(·) − y(·)‖Lp(T0,μ) � δ, δ > 0. Требуется по функции y(·)
восстановить функцию Λx(·). В качестве методов восстановления рассматриваются

всевозможные отображения m : Lp(T0, μ) → Lq(T, μ). Погрешностью метода m
называется величина

e(p, q, r, m) = sup
x(·)∈W, y(·)∈Lp(T0,μ)
‖x(·)−y(·)‖Lp(T0,μ)�δ

‖Λx(·)−m(y)(·)‖Lq(T,μ).

Величина
E(p, q, r) = inf

m : Lp(T0,μ)→Lq(T,μ)
e(p, q, r, m) (3.1)

называется погрешностью оптимального восстановления, а метод, на котором до-
стигается нижняя грань, называется оптимальным.
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Из леммы 2.1 (см. также (2.37)) следует, что

E(p, q, r) � sup
x(·)∈W

‖x(·)‖Lp(T0,μ)�δ

‖Λx(·)‖Lq(T,μ). (3.2)

Рассмотрим соответствующую экстремальную задачу (для удобства мы переходим

к q-й степени): ∫
T

|ψ(t)x(t)|q dμ(t) → max,

∫
T0

|x(t)|p dμ(t) � δp,∫
T

|ϕ(t)x(t)|r dμ(t) � 1.

(3.3)

Для решения этой экстремальной задачи нам потребуется некоторый вспомога-
тельный результат.

Положим

F (u, v, α) = −((1− α)u + αv)q + avp + bur, u, v ∈ R+, α ∈ [0, 1],

где a, b ∈ R+ и 1 � p, q, r <∞.

Лемма 3.1. Пусть 1 � q < p, r <∞. Для любых a, b ∈ R+, a+b > 0, существует
единственное решение û > 0 уравнения

−q + paup−q + rbur−q = 0. (3.4)

Кроме того, для всех u, v ∈ R+ и α = q−1paûp−q = 1− q−1rbûr−q

F (û, û, α) � F (u, v, α). (3.5)

В частности, при всех u ∈ R+

−ûq + aûp + bûr � −uq + aup + bur.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Существование и единственность решения уравнения (3.4)
следует из того, что непрерывная функция f(u) = paup−q + rbur−q монотонно
возрастает от 0 до +∞.

Докажем неравенство (3.5). Случаи, когда a = 0 или b = 0, легко получить,
рассматривая минимум функции F (u, v, 0) = −uq+bur, если a = 0, или F (u, v, 1) =
= −vq + avp, если b = 0. Предположим, что a, b > 0. Тогда α ∈ (0, 1). Пусть

C > max{a− 1
p−q , b−

1
r−q }.

Тогда для u � C и v � u имеем

F (u, v, α) � −uq + bur = uq(−1 + bur−q) > 0. (3.6)

Если v � C и v � u, то

F (u, v, α) � −vq + avp = vq(−1 + avp−q) > 0. (3.7)
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Так как F (0, 0, α) = 0, то

inf
(u,v)∈R2

+

F (u, v, α) = inf
0�u�C
0�v�C

F (u, v, α).

Из теоремы Вейрштрасса следует, что существуют 0 � u0 � C и 0 � v0 � C такие,
что

inf
(u,v)∈R2

+

F (u, v, α) = F (u0, v0, α).

В силу (3.6) и (3.7) u0 < C и v0 < C. Вычислим частную производную

Fu(u, v, α) = −q((1− α)u + αv)q−1(1− α) + rbur−1 =
= rb(−((1− α)u + αv)q−1ûr−q + ur−1).

Для любого v0 � 0 и достаточно малых u > 0 Fu(u, v0, α) < 0. Следовательно,

F (u, v0, α) < F (0, v0, α)

для достаточно малых u. Это означает, что 0 < u0 < C. Из аналогичных рассуж-
дений следует, что 0 < v0 < C. Тем самым

Fu(u0, v0, α) = Fv(u0, v0, α) = 0.

Так как

Fv(u, v, α) = −q((1−α)u+αv)q−1α+pavp−1 = pa(−((1−α)u+αv)q−1ûp−q +vp−1),

то

−((1− α)u0 + αv0)q−1ûr−q + ur−1
0 = 0, (3.8)

−((1− α)u0 + αv0)q−1ûp−q + vp−1
0 = 0. (3.9)

Следовательно,
ur−1

0

vp−1
0

= ûr−p.

Предположим, что p � r. Подставляя

u0 = û
r−p
r−1 v0

p−1
r−1 (3.10)

в (3.9), получаем равенство

(αv0 + (1− α)û
r−p
r−1 v0

p−1
r−1 )q−1ûp−q = vp−1

0 .

Это равенство можно записать в виде

(α + (1− α)t
p−r
r−1 )q−1 = tp−q, (3.11)

где t = v0û
−1. Легко видеть, что равенство (3.11) имеет единственное реше-

ние t = 1. Следовательно, v0 = û, а из (3.10) вытекает, что u0 = û.
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Если p > r, то подставляем

v0 = û
p−r
p−1 u0

r−1
p−1

в (3.8). Аналогично предыдущему случаю получаем равенство, которое можно
записать в виде

(αs
r−p
p−1 + 1− α)q−1 = sr−q, (3.12)

где s = u0û
−1. Единственным решением уравнения (3.12) является s = 1. Таким

образом, для случая, когда p > r, получаем то же решение уравнений (3.8), (3.9)
u0 = v0 = û. Тем самым для всех u, v ∈ R+

F (u, v, α) � inf
(u,v)∈R2

+

F (u, v, α) = F (û, û, α).

�

Обозначим через χ0(·) характеристическую функцию множества T0:

χ0(t) =

{
1, t ∈ T0,

0, t /∈ T0.

Теорема 3.2. Пусть 1 � q < p, r < ∞, λ1, λ2 > 0, ϕ(t) �= 0 для почти всех
t ∈ T \ T0, x̂(t) = x̂(t, λ1, λ2) � 0 — решение уравнения

−q|ψ(t)|q + pλ1x
p−q(t)χ0(t) + rλ2|ϕ(t)|rxr−q(t) = 0, (3.13)

а λ1, λ2 таковы, что∫
T0

x̂p(t) dμ(t) = δp,

∫
T

|ϕ(t)|rx̂r(t) dμ(t) = 1. (3.14)

Тогда

E(p, q, r) =
(

pλ1δp + rλ2

q

)1/q

, (3.15)

а метод

m̂(y)(t) =

{
q−1pλ1x̂p−q(t)|ψ(t)|−qψ(t)y(t), t ∈ T0, ψ(t) �= 0,

0, в противном случае,
(3.16)

является оптимальным.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 1. Оценка снизу. Если элемент t ∈ T такой, что ψ(t) = 0,
то x̂(t) = 0. Если ψ(t) �= 0, то из леммы 3.1 вытекает, что решение уравнения (3.13)
существует и единственно. В силу условий (3.14) функция x̂(·) является допусти-
мой для экстремальной задачи (3.3). Из (3.13) следует, что

|ψ(t)|qx̂q(t) = q−1pλ1x̂
p(t)χ0(t) + q−1rλ2|ϕ(t)|rx̂r(t).

Тем самым

Eq(p, q, r) �
∫

T

|ψ(t)|qx̂q(t) dμ(t) =
pλ1δp + rλ2

q
.
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2. Оценка сверху. Для нахождения погрешности метода (3.16) нужно найти
значение следующей экстремальной задачи (здесь снова для удобства мы перехо-
дим к q-й степени):∫

T0

|ψ(t)x(t)− α(t)ψ(t)y(t)|q dμ(t) +
∫

T\T0

|ψ(t)x(t)|q dμ(t) → max,∫
T0

|x(t)− y(t)|p dμ(t) � δp,

∫
T

|ϕ(t)x(t)|r dμ(t) � 1,

(3.17)

где

α(t) =

{
q−1pλ1x̂p−q(t)|ψ(t)|−q, t ∈ T0, ψ(t) �= 0,

0, otherwise.
(3.18)

Положим

z(t) =

{
x(t)− y(t), t ∈ T0,

0, t ∈ T \ T0,

и запишем задачу (3.17) в виде∫
T

|ψ(t)|q|(1− α(t))x(t) + α(t)z(t)|q dμ(t)→ max,∫
T0

|z(t)|p dμ(t) � δp,

∫
T

|ϕ(t)x(t)|r dμ(t) � 1.

Так как 0 � α(t) � 1, то значение этой задачи не превосходит значения следующей

задачи: ∫
T

|ψ(t)|q((1− α(t))u(t) + α(t)v(t))q dμ(t) → max,∫
T0

vp(t) dμ(t) � δp,

∫
T

|ϕ(t)|rur(t) dμ(t) � 1,

u(t) � 0, v(t) � 0 для почти всех t ∈ T.

(3.19)

Функция Лагранжа для этой задачи:

L(u(·), v(·), μ1, μ2) =
∫

T

L(t, u(t), v(t), μ1, μ2) dμ(t),

где

L(t, u, v, μ1, μ2) = −|ψ(t)|q((1− α(t))u + α(t)v)q + μ1v
pχ0(t) + μ2|ϕ(t)|rur.

Из леммы 3.1 вытекает, что

L(t, x̂(t), x̂(t), λ1, λ2) � L(t, u(t), v(t), λ1, λ2).

Таким образом,

L(x̂(·), x̂(·), λ1, λ2) � L(u(·), v(·), λ1, λ2).
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Для любых функций u(·), v(·), допустимых в задаче (3.19), имеем

−
∫

T

|ψ(t)|q((1− α(t))u(t) + α(t)v(t))q dμ(t) �

� −
∫

T

|ψ(t)|q((1− α(t))u(t) + α(t)v(t))q dμ(t) + λ1

(∫
T0

vp(t) dμ(t)− δp

)
+

+ λ2

(∫
T

|ϕ(t)|rur(t) dμ(t)− 1
)

= L(u(·), v(·), λ1, λ2)− λ1δ
p − λ2 �

� L(x̂(·), x̂(·), λ1, λ2)− λ1δ
p − λ2 = −

∫
T

|ψ(t)|x̂q(t) dμ(t).

Таким образом, для погрешности метода m̂ имеем оценку:

eq(p, q, r, m̂) �
∫

T

|ψ(t)|x̂q(t) dμ(t) =
pλ1δp + rλ2

q
� Eq(p, q, r).

Отсюда следует оптимальность метода (3.16) и равенство (3.15). �

3.2. СЛУЧАИ СОВПАДЕНИЯ ДВУХ МЕТРИК

Начнем со случая, когда r = p.

Теорема 3.3. Пусть 1 � q < p < ∞. Предположим, что μ2 > 0 удовлетворяет
условию∫

T0

( |ψ(t)|q
1 + μ2|ϕ(t)|p

) p
p−q

dμ(t) = δp

∫
T

|ϕ(t)|p
( |ψ(t)|q

χ0(t) + μ2|ϕ(t)|p
) p

p−q

dμ(t) > 0

(3.20)
(от функций ϕ(·) и ψ(·) будем требовать, чтобы указанные интегралы суще-
ствовали). Тогда

E(p, q, p) = (μ1δ
p + μ1μ2)

1/q ,

где

μ1 = δq−p

(∫
T0

( |ψ(t)|q
1 + μ2|ϕ(t)|p

) p
p−q

dμ(t)

) p−q
p

,

а метод

m̂(y)(t) =

⎧⎨⎩
ψ(t)

1 + μ2|ϕ(t)|p y(t), t ∈ T0,

0, t /∈ T0,

является оптимальным.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Положим

λ1 =
qμ1

p
, λ2 =

qμ1μ2

p
, x̂(t) =

(
q|ψ(t)|q

p(λ1χ0(t) + λ2|ϕ(t)|p)

) 1
p−q

.
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Легко проверить, что функция x̂(·) удовлетворяет равенству (3.13). Имеем∫
T0

x̂p(t) dμ(t) = μ
p

q−p

1

∫
T0

( |ψ(t)|q
1 + μ2|ϕ(t)|p

) p
p−q

dμ(t) = δp,∫
T

|ϕ(t)|px̂p(t) dμ(t) = μ
p

q−p

1

∫
T

|ϕ(t)|p
( |ψ(t)|q

χ0(t) + μ2|ϕ(t)|p
) p

p−q

dμ(t) = 1.

Теперь утверждение теоремы вытекает из теоремы 3.2. �
Рассмотрим случай, когда r = q. Положим

a+ =

{
a, a � 0,

0, a < 0.

Теорема 3.4. Пусть 1 � q < p < ∞. Предположим, что λ̂2 > 0 удовлетворяет
условию(∫

T0

(
|ψ(t)|q − λ̂2|ϕ(t)|q

)
+

p
p−q dμ(t)

)1/p

=

= δ

(∫
T

|ϕ(t)|q
(
|ψ(t)|q − λ̂2|ϕ(t)|q

)
+

q
p−q dμ(t)

)1/q

> 0 (3.21)

(от функций ϕ(·) и ψ(·) будем требовать, чтобы указанные интегралы суще-
ствовали). Тогда

E(p, q, q) =
(

p

q
λ̂1δ

p + λ̂2

)1/q

, (3.22)

где

λ̂1 =
q

p
δq−p

(∫
T0

(
|ψ(t)|q − λ̂2|ϕ(t)|q

)
+

p
p−q dμ(t)

) p−q
p

,

а метод
m̂(y)(t) = ψ(t)

(
1− λ̂2

|ϕ(t)|q
|ψ(t)|q

)
+

y(t) (3.23)

является оптимальным.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 1. Оценка снизу. Положим

x̂(t) =
(

q

pλ̂1

(
|ψ(t)|q − λ̂2|ϕ(t)|q

)
+

) 1
p−q

.

Из определения λ̂1 вытекает, что∫
T0

x̂p(t) dμ(t) = δp.

Кроме того, учитывая (3.21),∫
T

|ϕ(t)|qx̂q(t) dμ(t) =
(

q

pλ̂1

) q
p−q
∫

T

|ϕ(t)|q
(
|ψ(t)|q − λ̂2|ϕ(t)|q

)
+

q
p−q dμ(t) = 1.
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Следовательно, функция x̂(·) является допустимой для экстремальной задачи (3.3).
Тем самым

Eq(p, q, q) �
∫

T

|ψ(t)|qx̂q(t) dμ(t).

В силу легко проверяемого равенства

|ψ(t)|qx̂q(t) = q−1pλ̂1x̂
p(t) + λ̂2|ϕ(t)|qx̂q(t) (3.24)

имеем

Eq(p, q, q) �
∫

T

(
q−1pλ̂1x̂

p(t) + λ̂2|ϕ(t)|qx̂q(t)
)

dμ(t) =
p

q
λ̂1δ

p + λ̂2.

2. Оценка сверху. Положим

α(t) =
(

1− λ2
|ϕ(t)|q
|ψ(t)|q

)
+

.

Для оценки погрешности метода (3.23) надо найти значение следующей экстре-
мальной задачи:∫

T0

|ψ(t)|q|x(t)− α(t)y(t)|q dμ(t) +
∫

T\T0

|ψ(t)x(t)|q dμ(t)→ max,∫
T0

|x(t)− y(t)|p dμ(t) � δp,

∫
T

|ϕ(t)x(t)|q dμ(t) � 1.

(3.25)

Задача (3.25), положив z(·) = x(·)− y(·), переписывается в виде∫
T0

|ψ(t)|q|(1− α(t))x(t) + α(t)z(t)|q dμ(t) +
∫

T\T0

|ψ(t)x(t)|q dμ(t)→ max,∫
T0

|z(t)|p dμ(t) � δp,

∫
T

|ϕ(t)|q|x(t)|q dμ(t) � 1.

(3.26)

Значение этой задачи очевидно совпадает со значением задачи∫
T0

|ψ(t)|q((1− α(t))v(t) + α(t)u(t))q dμ(t) +
∫

T\T0

|ψ(t)|qvq(t) dμ(t)→ max,∫
T0

up(t) dμ(t) � δp,

∫
T

|ϕ(t)|qvq(t) dμ(t) � 1,

u(t), v(t) � 0, для почти всех t ∈ T.
(3.27)

Выпишем функцию Лагранжа для этой задачи:

L(u(·), v(·), λ1, λ2) =
∫

T

L(u(t), v(t), λ1, λ2) dμ(t),

где

L(u, v, λ1, λ2) =

⎧⎪⎨⎪⎩
−|ψ(t)|q((1− α(t))v + α(t)u)q

+λ1up + λ2|ϕ(t)|qvq, t ∈ T0,

−|ψ(t)|qvq + λ2|ϕ(t)|qvq, t /∈ T0.
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Положим λ1 = λ̂1, λ2 = λ̂2 и

T1 = { t ∈ T0 : α(t) > 0 }.

Тогда при t ∈ T1

∂L

∂v
= qλ̂2|ϕ(t)|q(vq−1 − ((1− α(t))v + α(t)u)q−1).

Следовательно, при t ∈ T1 и любом фиксированном u � 0 функция L(u, v, λ̂1, λ̂2)
при v ∈ [0, +∞) достигает минимума для v = u. Таким образом, при t ∈ T1

L(u, v, λ̂1, λ̂2) � L(u, u, λ̂1, λ̂2).

Если t ∈ T0 \ T1, то α(t) = 0 и x̂(t) = 0. Поэтому∫
T0\T1

L(u(t), v(t), λ̂1, λ̂2) dμ(t) � 0 =
∫

T0\T1

L(x̂(t), x̂(t), λ̂1, λ̂2) dμ(t).

Используя равенство (3.24), несложно показать, что при t ∈ T1

L(u, u, λ̂1, λ̂2) � L(x̂(·), x̂(·), λ̂1, λ̂2).

Таким образом,

L(u(·), v(·), λ̂1, λ̂2) =
∫

T1

L(u(t), v(t), λ̂1, λ̂2) dμ(t) +

+
∫

T0\T1

L(u(t), v(t), λ̂1, λ̂2) dμ(t) +
∫

T\T0

L(u(t), v(t), λ̂1, λ̂2) dμ(t) �

�
∫

T0

L(x̂(t), x̂(t), λ̂1, λ̂2) dμ(t) +
∫

T\T0

L(u(t), v(t), λ̂1, λ̂2) dμ(t).

В силу равенства (3.24) при t ∈ T \ T0

L(u, v, λ̂1, λ̂2) � L(x̂(t), x̂(t), λ̂1, λ̂2).

Следовательно, для всех u(t), v(t) � 0

L(u(·), v(·), λ̂1, λ̂2) � L(x̂(·), x̂(·), λ̂1, λ̂2).

Для любых функций u(·), v(·), допустимых в задаче (3.27), имеем

−
∫

T

|ψ(t)|q((1− α(t))u(t) + α(t)v(t))q dμ(t) �

� −
∫

T

|ψ(t)|q((1− α(t))u(t) + α(t)v(t))q dμ(t) + λ̂1

(∫
T0

up(t) dμ(t)− δp

)
+

+ λ̂2

(∫
T

|ϕ(t)|qvq(t) dμ(t)− 1
)

= L(u(·), v(·), λ̂1, λ̂2)− λ̂1δ
p − λ̂2 �

� L(x̂(·), x̂(·), λ̂1, λ̂2)− λ̂1δ
p − λ̂2 = −

∫
T

|ψ(t)|qx̂q(t) dμ(t).
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Таким образом, для погрешности метода m̂ имеем оценку:

eq(p, q, q, m̂) �
∫

T

|ψ(t)|qx̂q(t) dμ(t) =
p

q
λ̂1δ

p + λ̂2 � Eq(p, q, q).

Отсюда следует оптимальность метода (3.23) и равенство (3.22). �
Теперь рассмотрим случай, когда q = p.

Теорема 3.5. Пусть 1 � p < r < ∞ и δ > 0. Предположим, что λ̂1 > 0 удовле-
творяет условию(∫

T0

|ϕ(t)| pr
p−r

(
|ψ(t)|p − λ̂1

)
+

p
r−p dμ(t)

)1/p

=

= δ

(∫
T

|ϕ(t)| pr
p−r

(
|ψ(t)|p − λ̂1χ0(t)

)
+

r
r−p dμ(t)

)1/r

> 0 (3.28)

(от функций ϕ(·) и ψ(·) будем требовать, чтобы указанные интегралы суще-
ствовали). Тогда

E(p, p, r) =
(

λ̂1δ
p +

r

p
λ̂2

)1/p

, (3.29)

где

λ̂2 =
p

r
δp−r

(∫
T0

|ϕ(t)| pr
p−r

(
|ψ(t)|p − λ̂1

)
+

p
r−p dμ(t)

) r−p
p

,

а метод
m̂(y)(t) = ψ(t)α(t)y(t), (3.30)

где

α(t) = 1−
(

1− λ̂1χ0(t)
|ψ(t)|p

)
+

является оптимальным.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 1. Оценка снизу. Положим

x̂(t) =

⎛⎜⎝p
(
|ψ(t)|p − λ̂1χ0(t)

)
+

rλ̂2|ϕ(t)|r

⎞⎟⎠
1

r−p

.

Из определения λ̂2 вытекает, что∫
T0

x̂p(t) dμ(t) = δp.

Кроме того, учитывая (3.28),∫
T

|ϕ(t)|rx̂r(t) dμ(t) =
(

p

rλ̂2

) r
r−p
∫

T

|ϕ(t)| pr
p−r

(
|ψ(t)|p − λ̂1χ0(t)

)
+

r
r−p dμ(t) = 1.
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Следовательно, функция x̂(·) является допустимой для экстремальной задачи (3.3).
Тем самым

Ep(p, p, r) �
∫

T

|ψ(t)|px̂p(t) dμ(t).

В силу легко проверяемого равенства

|ψ(t)|px̂p(t) = λ̂1x̂
p(t)χ0(t) +

r

p
λ̂2|ϕ(t)|rx̂r(t) (3.31)

имеем

Ep(p, p, r) �
∫

T

(
λ̂1x̂

p(t)χ0(t) +
r

p
λ̂2|ϕ(t)|rx̂r(t)

)
dμ(t) = λ̂1δ

p +
r

p
λ̂2.

2. Оценка сверху. Будем использовать ту же схему доказательства, что и в тео-

реме 3.4. Для оценки погрешности метода (3.30) надо найти значение следующей
экстремальной задачи:∫

T0

|ψ(t)|p|x(t)− α(t)y(t)|p dμ(t) +
∫

T\T0

|ψ(t)x(t)|p dμ(t)→ max,∫
T0

|x(t)− y(t)|p dμ(t) � δp,

∫
T

|ϕ(t)x(t)|r dμ(t) � 1.

(3.32)

Задача (3.32), положив z(·) = x(·)− y(·), переписывается в виде∫
T0

|ψ(t)|p|(1− α(t))x(t) + α(t)z(t)|p dμ(t) +
∫

T\T0

|ψ(t)x(t)|p dμ(t) → max,∫
T0

|z(t)|p dμ(t) � δp,

∫
T

|ϕ(t)|r|x(t)|r dμ(t) � 1.

(3.33)

Значение этой задачи очевидно совпадает со значением задачи∫
T

|ψ(t)|p((1− α(t))v(t) + α(t)u(t))p dμ(t) → max,∫
T0

up(t) dμ(t) � δp,

∫
T

|ϕ(t)|rvr(t) dμ(t) � 1,

u(t), v(t) � 0, для почти всех t ∈ T.

(3.34)

Выпишем функцию Лагранжа для этой задачи:

L(u(·), v(·), λ1, λ2) =
∫

T

L(u(t), v(t), λ1, λ2) dμ(t),

где

L(u, v, λ1, λ2) =

{
−|ψ(t)|p((1− α(t))v + α(t)u)p + λ1up + λ2|ϕ(t)|rvr, t ∈ T0,

−|ψ(t)|pvp + λ2|ϕ(t)|rvr, t /∈ T0.

Положим λ1 = λ̂1, λ2 = λ̂2 и

T1 = {t ∈ T0 : |ψ(t)|p > λ̂1}.
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Тогда при t ∈ T1

∂L

∂u
= pλ̂1(up−1 − ((1− α(t))v + α(t)u)p−1).

Следовательно, при t ∈ T1 и любом фиксированном v � 0 при u ∈ [0, +∞) функ-

ция L(u, v, λ̂1, λ̂2) достигает минимума в точке u = v. Тем самым∫
T1

L(u(t), v(t), λ̂1, λ̂2) dμ(t) �
∫

T1

L(v(t), v(t), λ̂1, λ̂2) dμ(t).

Если t ∈ T0 \ T1, то α(t) = 1 и x̂(t) = 0. Поэтому∫
T0\T1

L(u(t), v(t), λ̂1, λ̂2) dμ(t) � 0 =
∫

T0\T1

L(x̂(t), x̂(t), λ̂1, λ̂2) dμ(t).

Используя равенство (3.31), несложно показать, что при t ∈ T1

L(v, v, λ̂1, λ̂2) � L(x̂(t), x̂(t), λ̂1, λ̂2).

Таким образом,

L(u(·), v(·), λ̂1, λ̂2) =
∫

T1

L(u(t), v(t), λ̂1, λ̂2) dμ(t) +

+
∫

T0\T1

L(u(t), v(t), λ̂1, λ̂2) dμ(t) +
∫

T\T0

L(u(t), v(t), λ̂1, λ̂2) dμ(t) �

�
∫

T0

L(x̂(t), x̂(t), λ̂1, λ̂2) dμ(t) +
∫

T\T0

L(u(t), v(t), λ̂1, λ̂2) dμ(t).

В силу равенства (3.31) при t ∈ T \ T0

L(u, v, λ̂1, λ̂2) � L(x̂(t), x̂(t), λ̂1, λ̂2).

Следовательно, для всех u(t), v(t) � 0

L(u(·), v(·), λ̂1, λ̂2) � L(x̂(·), x̂(·), λ̂1, λ̂2).

Для любых функций u(·), v(·), допустимых в задаче (3.34), имеем

−
∫

T

|ψ(t)|p((1− α(t))u(t) + α(t)v(t))p dμ(t) �

� −
∫

T

|ψ(t)|p((1− α(t))u(t) + α(t)v(t))p dμ(t) + λ̂1

(∫
T0

up(t) dμ(t)− δp

)
+

+ λ̂2

(∫
T

|ϕ(t)|rvr(t) dμ(t)− 1
)

= L(u(·), v(·), λ̂1, λ̂2)− λ̂1δ
p − λ̂2 �

� L(x̂(·), x̂(·), λ̂1, λ̂2)− λ̂1δ
p − λ̂2 = −

∫
T

|ψ(t)|px̂p(t) dμ(t).
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Таким образом, для погрешности метода m̂ имеем оценку:

ep(p, p, r, m̂) �
∫

T

|ψ(t)|px̂p(t) dμ(t) = λ̂1δ
p +

r

p
λ̂2 � Ep(p, p, r).

Отсюда следует оптимальность метода (3.30) и равенство (3.29). �
Во всех рассмотренных случаях получались соотношения

Eq(p, q, r) � sup
x(·)∈W

‖x(·)‖Lp(T0,μ)�δ

‖ψ(·)x(·)‖q
Lq(T,μ) �

∫
T

|ψ(t)|qx̂q(t) dμ(t) �

� eq(p, q, r, m̂) � Eq(p, q, r).

Отсюда следует, что для всех рассмотренных случаев имеет место равенство

E(p, q, r) = sup
x(·)∈W

‖x(·)‖Lp(T0,μ)�δ

‖ψ(·)x(·)‖Lq(T,μ). (3.35)

3.3. ОПТИМАЛЬНОЕ ВОССТАНОВЛЕНИЕ ДЛЯ ОДНОРОДНЫХ ВЕСОВ

Пусть T — конус, T0 = T , а |ψ(·)| и |ϕ(·)| — однородные функции порядков η
и ν, соответственно. Будем предполагать, что ϕ(t) �= 0 и ψ(t) �= 0 для почти
всех t ∈ T , а μ(·) — однородная мера порядка d. Пусть 1 � p < q, r < ∞. Для k ∈
∈ [0, 1) функция k

1
p−q (1−k)−

1
r−q монотонно возрастает от 0 до +∞. Следовательно,

для всех z ∈ T таких, что ϕ(z) �= 0 и ψ(z) �= 0 (если p < r), существует число k(z)
такое, что

k
1

p−q (z)

(1− k(z))
1

r−q

=
|ψ(z)|

q(p−r)
(p−q)(r−q)

|ϕ(z)| r
r−q

. (3.36)

Теорема 3.6. Пусть 1 � q < p, r < ∞, ϕ(t), ψ(t) �= 0 для почти всех t ∈ T
и ν + d(1/r − 1/p) �= 0. Предположим, что

I1 =
∫

T

|ψ(z)| qp
p−q k

p
p−q (z) dμ(z) <∞,

I2 =
∫

T

|ψ(z)| qr
p−q |ϕ(z)|rk r

p−q (z) dμ(z) <∞.
(3.37)

Тогда
E(p, q, r) = δγI

−γ/p
1 I

−(1−γ)/r
2 (I1 + I2)1/q, (3.38)

где
γ =

ν − η − d(1/q − 1/r)
ν + d(1/r − 1/p)

, (3.39)

а метод
m̂(y)(t) = k(ξt)ψ(t)y(t),

в котором

ξ =
(
δI
−1/p
1 I

1/r
2

) 1
ν+d(1/r−1/p)

,

является оптимальным.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Положим

x̂(t) =
(

q|ψ(t)|q
pλ1

) 1
p−q

k
1

p−q (ξt),

где λ1 > 0 определим ниже. Покажем, что x̂(·) удовлетворяет равенству (3.13),
в котором

λ2 = r−1q
p−r
p−q (pλ1)

r−q
p−q ξνr−η q(p−r)

p−q .

Имеем
pλ1x̂

p−q(t) = q|ψ(t)|qk(ξt).

Далее,

rλ2|ϕ(t)|rx̂r−q(t) = rλ2|ϕ(t)|r
(

q|ψ(t)|q
pλ1

) r−q
p−q

k
r−q
p−q (ξt).

Так как |ϕ(·)| и |ψ(·)| однородные функции, то в силу равенства (3.36) получаем

k
r−q
p−q (ξt) =

|ψ(ξt)|
q(p−r)

p−q

|ϕ(ξt)|r (1− k(ξt)) = ξη q(p−r)
p−q −νr |ψ(t)|

q(p−r)
p−q

|ϕ(t)|r (1− k(ξt)).

Таким образом,

rλ2|ϕ(t)|rx̂r−q(t) = rλ2

(
q

pλ1

) r−q
p−q

ξη q(p−r)
p−q −νr|ψ(t)|q(1− k(ξt)) =

= q|ψ(t)|q(1− k(ξt)) = q|ψ(t)|q − pλ1x̂
p−q(t).

Теперь покажем, что при

λ1 =
q

p
I

p−q
p

1 ξ−ηq−d p−q
p δq−p

выполняются равенства∫
T

x̂p(t) dμ(t) = δp,

∫
T

|ϕ(t)|rx̂r(t) dμ(t) = 1.

В силу определения x̂(·) надо проверить, что∫
T

(
q|ψ(t)|q

pλ1

) p
p−q

k
p

p−q (ξt) dμ(t) = δp,∫
T

|ϕ(t)|r
(

q|ψ(t)|q
pλ1

) r
p−q

k
r

p−q (ξt) dμ(t) = 1.

Сделав замену z = ξt и учитывая однородность функций |ψ(·)| и |ϕ(·)|, а также
меры μ(·), получаем, что достаточно проверить равенства(

q

pλ1

) p
p−q

I1 = δpξ
ηqp
p−q +d,(

q

pλ1

) r
p−q

I2 = ξ
ηqr
p−q +νr+d.

Справедливость этих равенств непосредственно вытекает из определений λ1 и ξ.
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Из теоремы 3.2 следует, что

E(p, q, r) =
(

pλ1δ
p + rλ2

q

)1/q

.

Подставляя в это выражение равенства для λ1, λ2 и ξ, получаем (3.38). Из той же
теоремы вытекает, что метод

m̂(y)(t) = q−1pλ1x̂
p−q(t)|ψ(t)|−qψ(t)y(t) = k(ξt)ψ(t)y(t)

является оптимальным. �

Следствие 3.7. Пусть 1 � q < p < ∞, ϕ(t), ψ(t) �= 0 для почти всех t ∈ T
и ν �= 0. Предположим, что

I1 =
∫

T

|ψ(z)| qp
p−q

(1 + |ϕ(z)|p) p
p−q

dμ(z) < ∞,

I2 =
∫

T

|ψ(z)| qp
p−q |ϕ(z)|p

(1 + |ϕ(z)|p) p
p−q

dμ(z) < ∞.

Тогда
E(p, q, p) = δγI

−γ/p
1 I

−(1−γ)/p
2 (I1 + I2)1/q,

где
γ =

ν − η − d(1/q − 1/p)
ν

,

а метод
m̂(y)(t) =

ψ(t)y(t)
1 + |ϕ(ξt)|p ,

в котором

ξ = δ1/ν

(
I2

I1

) 1
νp

,

является оптимальным.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. При r = p функция k(·) определена равенством

k(z) =
1

1 + |ϕ(z)|p .

Поэтому

I1 =
∫

T

|ψ(z)| qp
p−q

(1 + |ϕ(z)|p) p
p−q

dμ(z),

I2 =
∫

T

|ψ(z)| qp
p−q |ϕ(z)|p

(1 + |ϕ(z)|p) p
p−q

dμ(z).

Остается применить теорему 3.6. �
Рассмотрим теперь случай, когда r = q.
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Теорема 3.8. Пусть 1 � q < p <∞, ν + d(1/q − 1/p) �= 0 и

I1 =
∫

T

(|ψ(ξ)|q − |ϕ(ξ)|q)+
p

p−q dμ(ξ) < ∞,

I2 =
∫

T

|ϕ(ξ)|q(|ψ(ξ)|q − |ϕ(ξ)|q)+
q

p−q dμ(ξ) <∞.
(3.40)

Тогда

E(p, q, q) = I
− 1

p
ν−η

ν+d(1/q−1/p)
1 I

− 1
q

η+d(1/q−1/p)
ν+d(1/q−1/p)

2 (I1 + I2)1/qδ
ν−η

ν+d(1/q−1/p) ,

а метод

m̂(y)(t) =

⎛⎝1−
(

δ
I
1/q
2

I
1/p
1

) (ν−η)q
ν+d(1/q−1/p) |ϕ(t)|q

|ψ(t)|q

⎞⎠
+

ψ(t)y(t) (3.41)

является оптимальным.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Воспользуемся теоремой 3.4. Будем искать решение уравне-

ния (3.21) в виде λ̂2 = a(η−ν)q, a > 0. Сделав замену переменной t = aξ, получим
уравнение

a
ηq

p−q + d
p I

1/p
1 = δaν+ ηq

p−q + d
q I

1/q
2 .

Отсюда

a =

(
I
1/p
1

δI
1/q
2

) 1
ν+d(1/q−1/p)

.

После такой же замены имеем

λ̂1 =
q

p
δq−paq(η+d(1/q−1/p))I

p−q
p

1 .

Остается подставить полученные величины в выражения для погрешности опти-
мального восстановления и для оптимального метода, полученные в теореме 3.4. �

Рассмотрим теперь случай, когда q = p.

Теорема 3.9. Пусть 1 � p < r <∞, ν + d(1/r − 1/p) �= 0 и

I1 =
∫

T

|ϕ(ξ)| pr
p−r (|ψ(ξ)|p − 1)+

p
r−p dμ(ξ) <∞,

I2 =
∫

T

|ϕ(ξ)| pr
p−r (|ψ(ξ)|p − 1)+

r
r−p dμ(ξ) <∞.

(3.42)

Тогда

E(p, p, r) = I
− 1

p
ν−η−d(1/p−1/r)

ν−d(1/p−1/r)
1 I

− 1
r

η
ν−d(1/p−1/r)

2 (I1 + I2)1/pδ
ν−η−d(1/p−1/r)

ν−d(1/p−1/r) ,

а метод

m̂(y)(t) = min
{

1,

(
I
1/p
1

δI
1/r
2

) ηp
ν−d(1/p−1/r) 1

|ψ(t)|p
}

ψ(t)y(t) (3.43)

является оптимальным.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Воспользуемся теоремой 3.5. Будем искать решение урав-

нения (3.28) в виде λ̂1 = aηp, a > 0. Сделав замену переменной t = aξ, получим
уравнение

a
νr

p−r + d
p I

1/p
1 = δa

νp
p−r + d

r I
1/r
2 .

Отсюда

a =

(
I
1/p
1

δI
1/r
2

) 1
ν+d(1/r−1/p)

.

После такой же замены имеем

λ̂2 =
p

r
δp−rar(−ν+ηp/r+d(1/p−1/r))I

r−p
p

1 .

Остается подставить полученные величины в выражения для погрешности оптималь-
ного восстановления и для оптимального метода, полученные в теореме 3.5. �

3.4. ТОЧНЫЕ НЕРАВЕНСТВА

Будем по-прежнему считать, что T — конус, а |ψ(·)| и |ϕ(·)| — однородные
функции порядков η и ν, соответственно. Вновь предполагаем, что ϕ(t) �= 0
и ψ(t) �= 0 для почти всех t ∈ T , а μ(·) — однородная мера порядка d.

Неравенство

‖ψ(·)x(·)‖Lq(T,μ) � C‖x(·)‖α
Lp(T,μ)‖ϕ(·)x(·)‖β

Lr(T,μ) (3.44)

будем называть точным, если не существует константы, меньшей, чем C, для
которой выполнялось бы это неравенство. При этом считается, что x(·) ∈ W,
т. е. x(·) ∈ Lp(T, μ) и ϕ(·)x(·) ∈ Lr(T, μ).

Теорема 3.10. Если

sup
‖ϕ(·)x(·)‖Lr(T,μ)�1
‖x(·)‖Lp(T,μ)�δ

‖ψ(·)x(·)‖Lq(T,μ) = Cδα,

где α ∈ (0, 1), то имеет место точное неравенство (3.44), в котором β = 1−α.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если x(·) = 0 почти всюду, то неравенство (3.44) очевид-
но выполнено. В противном случае ‖ϕ(·)x(·)‖Lr(T,μ) = a �= 0. Рассмотрим функ-
цию x0(·) = x(·)/a. Положим δ = ‖x0(·)‖Lp(T,μ). Тогда ‖ϕ(·)x0(·)‖Lr(T,μ) = 1.
Следовательно,

‖ψ(·)x0(·)‖Lq(T,μ) � C‖x0(·)‖α
Lp(T,μ).

Отсюда получаем неравенство

‖ψ(·)x(·)‖Lq(T,μ) � C‖x(·)‖α
Lp(T,μ)‖ϕ(·)x(·)‖1−α

Lr(T,μ).

Если предположить, что существует константа C1 < C, для которой это неравен-
ство также справедливо, то

sup
‖ϕ(·)x(·)‖Lr(T,μ)�1
‖x(·)‖Lp(T,μ)�δ

‖ψ(·)x(·)‖Lq(T,μ) � C1δ
α < Cδα,

что противоречит исходному предположению. �
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Положим

P = { (p, q, r) : 1 � q < p, r <∞}, P1 = { (p, q, r) : 1 � q = r < p < ∞},
P2 = { (p, q, r) : 1 � q = p < r < ∞}, P = P ∪ P1 ∪ P2.

Из теоремы 3.10, равенства (3.35) и теорем 3.6, 3.8, 3.9 вытекает следующий
результат.

Теорема 3.11. Пусть (p, q, r) ∈ P, ϕ(t), ψ(t) �= 0 для почти всех t ∈ T и η >
> d(1/p−1/q), ν > η+d(1/q−1/r). Предположим, что I1, I2 <∞, где I1, I2 опре-
делены равенствами (3.37) при (p, q, r) ∈ P , равенствами (3.40) при (p, q, r) ∈ P1

и равенствами (3.42) при (p, q, r) ∈ P2. Тогда имеет место точное неравенство

‖ψ(·)x(·)‖Lq(T,μ) � C‖x(·)‖γ
Lp(T,μ)‖ϕ(·)x(·)‖1−γ

Lr(T,μ), (3.45)

где
C = I

−γ/p
1 I

−(1−γ)/r
2 (I1 + I2)1/q,

а γ определено формулой (3.39).

Пусть |w(·)|, |w0(·)| и |w1(·)| — однородные функции порядков θ, θ0 и θ1, опре-
деленные на конусе T . Предположим, что w(t), w0(t), w1(t) �= 0 для почти всех t ∈
∈ T и 1 � q < p, r <∞. Тогда для почти всех t ∈ T таких, что w(t), w0(t), w1(t) �= 0
определена функция k̃(z), удовлетворяющая равенству

k̃
1

p−q (t)

(1− k̃(t))
1

r−q

=
∣∣∣∣ w(t)
w1(t)

∣∣∣∣ r
r−q
∣∣∣∣w0(t)

w(t)

∣∣∣∣ p
p−q

.

Положим

Ĩ1 =
∫

T

∣∣∣∣ w(t)
w0(t)

∣∣∣∣ qp
p−q

k̃
p

p−q (t) dμ(t),

Ĩ2 =
∫

T

|w(t)| qr
p−q

|w0(t)|
pr

p−q

|w1(t)|rk̃
r

p−q (t) dμ(t).

При 1 � q = r < p <∞ положим

Ĩ1 =
∫

T

1
|w0(t)|

qp
p−q

(|w(t)|q − |w1(t)|q)+
p

p−q dμ(t),

Ĩ2 =
∫

T

|w1(t)|q
|w0(t)|

qp
p−q

(|w(t)|q − |w1(t)|q)+
q

p−q dμ(t).

При 1 � q = p < r <∞ положим

Ĩ1 =
∫

T

|w0(t)|p
|w1(t)|

pr
r−p

(|w(t)|p − |w0(t)|p)+
p

r−p dμ(t),

Ĩ2 =
∫

T

1
|w1(t)|

pr
r−p

(|w(t)|p − |w0(t)|p)+
r

r−p dμ(t).

Введем также следующие обозначения:

θ̃ = θ + d/q, θ̃0 = θ0 + d/p, θ̃1 = θ1 + d/r.
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Следствие 3.12. Пусть (p, q, r) ∈ P, w(t), w0(t), w1(t) �= 0 для почти всех t ∈ T
и θ̃ > θ̃0, θ̃1 > θ̃. Если Ĩ1, Ĩ2 < ∞, то для всех x(·) таких, что w0(·)x(·) ∈ Lp(T, μ)
и w1(·)x(·) ∈ Lr(T, μ), имеет место точное неравенство

‖w(·)x(·)‖Lq(T,μ) � C̃‖w0(·)x(·)‖γ̃
Lp(T,μ))‖w1(·)x(·)‖1−γ̃

Lr(T,μ), (3.46)

где

C̃ = Ĩ
−γ̃/p
1 Ĩ

−(1−γ̃)/r
2 (Ĩ1 + Ĩ2)1/q, γ̃ =

θ̃1 − θ̃

θ̃1 − θ̃0

.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Положим

ψ(x) =
w(x)
w0(x)

, ϕ(x) =
w1(x)
w0(x)

.

Тогда |ψ(·)| и |ϕ(·)| — однородные функции порядков η = θ − θ0 и ν = θ1 − θ0.
Из (3.45) следует, что для всех y(·) ∈ W имеет место точное неравенство

‖ψ(·)y(·)‖Lq(T,μ) � C̃‖y(·)‖γ̃
Lp(T,μ)‖ϕ(·)y(·)‖1−γ̃

Lr(T,μ).

Подставляя y(·) = w0(·)x(·), получаем (3.46). �

3.5. ОПТИМАЛЬНОЕ ВОССТАНОВЛЕНИЕ ДЛЯ ОДНОРОДНЫХ ВЕСОВ В Rd

Пусть T — конус в Rd, dμ(t) = dt, |ψ(·)| и |ϕ(·)| — однородные функции
порядков η и ν, ϕ(t) �= 0 и ψ(t) �= 0 для почти всех t ∈ T . Рассмотрим сферическую
систему координат

t1 = ρ cos ω1,
t2 = ρ sin ω1 cos ω2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
td−1 = ρ sin ω1 sin ω2 . . . sin ωd−2 cos ωd−1,

td = ρ sin ω1 sin ω2 . . . sin ωd−2 sin ωd−1.

Положим ω = (ω1, . . . , ωd−1),

ψ̃(ω) = ρ−η|ψ(ρ cosω1, . . . , ρ sin ω1 sin ω2 . . . sin ωd−2 sin ωd−1)|,
ϕ̃(ω) = ρ−ν |ϕ(ρ cosω1, . . . , ρ sin ω1 sin ω2 . . . sin ωd−2 sin ωd−1)|.

(3.47)

Обозначим через Ω область изменения ω, когда t ∈ T . Из того, что T — конус,
следует, что Ω не зависит от ρ. Положим

J(ω) = sind−2 ω1 sind−3 ω2 . . . sin ωd−2.

Доопределим функцию k(·), определенную при (p, q, r) ∈ P равенством (3.36),
равенством

k(t) =
(

1− |ϕ(t)|q
|ψ(t)|q

)
+
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при (p, q, r) ∈ P1, а при (p, q, r) ∈ P2 равенством

k(t) = min
{
1, |ψ(t)|−p

}
.

Если γ, определенное формулой (3.39), лежит в интервале (0, 1), положим

1
q∗

=
1
q
− γ

p
− 1− γ

r
.

Несложно убедиться, что в этом случае q∗ ∈ (0, 1) при всех (p, q, r) ∈ P. Кроме
того, имеет место равенство

q∗ =
pqr(ν + d(1/r − 1/p))
νr(p− q)− ηq(p− r)

.

Теорема 3.13. Пусть (p, q, r) ∈ P, η > d(1/p − 1/q) и ν > η + d(1/q − 1/r).
Предположим, что

I =
∫

Ω

ψ̃q∗(ω)
ϕ̃q∗(1−γ)(ω)

J(ω) dω < ∞.

Тогда
E(p, q, r) = Cδγ , (3.48)

где

C = γ−
γ
p (1− γ)−

1−γ
r

(
B (q∗γ/p + 1, q∗(1− γ)/r) I

r(ν − η − d(1/q − 1/r))

)1/q∗

, (3.49)

а B(·, ·) — B-функция Эйлера. Кроме того, метод

m̂(y)(t) = k

(
ξ

1
ν+d(1/r−1/p)
1 t

)
ψ(t)y(t), (3.50)

где

ξ1 = δ
(
γq−r(1− γ)p−qC(p−r)q

) q∗
pqr

является оптимальным.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Нетрудно проверить, что γ ∈ (0, 1), если η > d(1/p − 1/q)
и ν > η + d(1/q − 1/r).

1. Рассмотрим сначала случай, когда (p, q, r) ∈ P . В силу однородности имеем

k
1

p−q (ρ, ω)

(1− k(ρ, ω))
1

r−q

= ρ
ηq(p−r)−νr(p−q)

(p−q)(r−q)
ψ̃

q(p−r)
(p−q)(r−q) (ω)
ϕ̃

r
r−q (ω)

. (3.51)

Вычислим величину I1 из теоремы 3.6. Переходя к сферической системе коорди-
нат, получаем

I1 =
∫

T

|ψ(z)| qp
p−q k

p
p−q (z) dz =

∫
Ω

ψ̃
qp

p−q (ω)J(ω) dω

∫ +∞

0

ρ
ηqp
p−q +d−1k

p
p−q (ρ, ω) dρ.
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Из (3.51) имеем

ρνr(p−q)−ηq(p−r) =
(1− k(ρ, ω))p−q

kr−q(ρ, ω)
ψ̃q(p−r)(ω)
ϕ̃r(p−q)(ω)

.

Поэтому

ρ
ηqp
p−q +d =

(1− k)(p−q)ζ

k(r−q)ζ

(
ψ̃q(p−r)(ω)
ϕ̃r(p−q)(ω)

)ζ

,

где

ζ =
ηqp + d(p− q)

(p− q)(νr(p− q)− ηq(p− r))
=

q∗(1− γ)
r(p− q)

.

Из этого равенства вытекает, что νr(p− q)− ηq(p− r) > 0. При фиксированном ω

dρ
ηqp
p−q +d =

(
ψ̃q(p−r)(ω)
ϕ̃r(p−q)(ω)

)ζ

d
(1− k)(p−q)ζ

k(r−q)ζ
=

= −ζ

(
ψ̃q(p−r)(ω)
ϕ̃r(p−q)(ω)

)ζ
(1− k)(p−q)ζ−1

k(r−q)ζ+1
(r − q + (p− r)k) dk,

Следовательно,∫ +∞

0

ρ
ηqp
p−q +d−1k

p
p−q (ρ, ω) dρ =

p− q

ηqp + d(p− q)

∫ +∞

0

k
p

p−q (ρ, ω) dρ
ηqp
p−q +d =

=
1

νr(p− q)− ηq(p− r)

(
ψ̃q(p−r)(ω)
ϕ̃r(p−q)(ω)

)ζ ∫ 1

0

kp̂(1− k)q̂−1(r − q + (p− r)k) dk,

где

p̂ =
p

p− q
− (r − q)ζ − 1 =

qr(ν − η)− d(r − q)
νr(p− q)− ηq(p− r)

= q∗
γ

p
,

q̂ = (p− q)ζ =
ηqp + d(p− q)

νr(p− q)− ηq(p− r)
= q∗

1− γ

r
.

Таким образом,

I1 =
(K1 + K2)I

νr(p− q)− ηq(p− r)
,

где

K1 = (r − q)
∫ 1

0

kp̂(1− k)q̂−1 dk = (r − q)B(p̂ + 1, q̂),

K2 = (p− r)
∫ 1

0

kp̂+1(1− k)q̂−1 dk = (p− r)B(p̂ + 2, q̂)=(p−r)
p̂+1

p̂+q̂+1
B(p̂+1, q̂).

Отсюда

I1 =
pq

q∗(νr(p− q)− ηq(p− r))
B(p̂ + 1, q̂)I =

B(p̂ + 1, q̂)I
r(ν + d(1/r − 1/p))

.
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Для I2 имеем

I2 =
∫

T

|ψ(z)| qr
p−q |ϕ(z)|rk r

p−q (z) dμ(z) =

=
∫

Ω

ψ̃
qr

p−q (ω)ϕ̃r(ω)J(ω) dω

∫ +∞

0

ρ
ηqr
p−q +νr+d−1k

r
p−q (ρ, ω) dρ.

При фиксированном ω

dρ
ηqr
p−q +νr+d =

(
ψ̃q(p−r)(ω)
ϕ̃r(p−q)(ω)

)ζ1

d
(1− k)(p−q)ζ1

k(r−q)ζ1
=

= −ζ1

(
ψ̃q(p−r)(ω)
ϕ̃r(p−q)(ω)

)ζ1
(1− k)(p−q)ζ1−1

k(r−q)ζ1+1
(r − q + (p− r)k) dk,

где

ζ1 =
ηqr + (νr + d)(p− q)

(p− q)(νr(p− q)− ηq(p− r))
=

q∗(1− γ)
r(p− q)

+
1

p− q
.

Следовательно,∫ +∞

0

ρ
ηqr
p−q +νr+d−1k

r
p−q (ρ, ω) dρ =

=
p− q

ηqr + (νr + d)(p− q)

∫ +∞

0

k
r

p−q (ρ, ω) dρ
ηqr
p−q +νr+d =

=
1

νr(p− q)− ηq(p− r)

(
ψ̃q(p−r)(ω)
ϕ̃r(p−q)(ω)

)ζ1

(L1 + L2),

где

L1 = (r − q)
∫ 1

0

kp̂−1(1− k)q̂ dk = (r − q)B(p̂, q̂ + 1) = (r − q)
q̂

p̂
B(p̂ + 1, q̂),

L2 = (p− r)
∫ 1

0

kp̂(1− k)q̂ dk = (p− r)B(p̂ + 1, q̂ + 1) = (p−r)
q̂

p̂+q̂+1
B(p̂+1, q̂).

Таким образом,

I2 =
(L1 + L2)I

νr(p− q)− ηq(p− r)
.

Отсюда

I2 =
(1− γ)pq

γq∗(νr(p− q)− ηq(p− r))
B(p̂ + 1, q̂)I =

(1− γ)B(p̂ + 1, q̂)I
γr(ν + d(1/r − 1/p))

.

Теперь равенство (3.48) вытекает из (3.38).
В теореме 3.6 доказано, что метод

m̂(y)(t) = k(ξt)ψ(t)y(t),
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в котором

ξ =
(
δI
−1/p
1 I

1/r
2

) 1
ν+d(1/r−1/p)

.

Подставив полученные выражения для I1 и I2, получим оптимальность мето-
да (3.50).

2. Пусть (p, q, r) ∈ P1, т. е. 1 � q = r < p < ∞. Воспользуемся теоремой 3.8.
Перейдем в интеграле I1 к сферической системе координат:

I1 =
∫ +∞

0

ρd−1 dρ

∫
Ω

(ρηqψ̃q(ω)− ρνqϕ̃q(ω))+
p

p−q J(ω) dω =

=
∫

Ω

ψ̃
qp

p−q (ω)J(ω) dω

∫ +∞

0

ρ
ηqp
p−q +d−1

(
1− ρ(ν−η)q ϕ̃q(ω)

ψ̃q(ω)

)
+

p
p−q dρ.

Зафиксируем ω и сделаем во втором интеграле замену:

t = ρ(ν−η)q ϕ̃q(ω)
ψ̃q(ω)

. (3.52)

Тогда

I1 =
1

(ν − η)q

∫
Ω

ψ̃
qp

p−q (ω)

(
ψ̃(ω)
ϕ̃(ω)

) ηqp
(p−q)(ν−η)+

d
ν−η

J(ω) dω ×

×
∫ 1

0

t
ηp

(p−q)(ν−η)+
d

(ν−η)q−1(1− t)
p

p−q dt =
I

(ν − η)q
B (q∗γ/p + 2, q∗(1− γ)/q) .

Проведем аналогичные вычисления для I2:

I2 =
∫ +∞

0

ρνq+d−1 dρ

∫
Ω

ϕ̃q(ω)(ρηqψ̃q(ω)− ρνqϕ̃q(ω))+
q

p−q J(ω) dω =

=
∫

Ω

ϕ̃q(ω)ψ̃
q2

p−q (ω)J(ω) dω

∫ +∞

0

ρνq+ ηq2
p−q +d−1

(
1− ρ(ν−η)q ϕ̃q(ω)

ψ̃q(ω)

)
+

q
p−q dρ.

Сделав ту же замену (3.52), получим

I2 =
1

(ν − η)q

∫
Ω

ϕ̃q(ω)ψ̃
q2

p−q (ω)

(
ψ̃(ω)
ϕ̃(ω)

) νq
ν−η + ηq2

(p−q)(ν−η)+
d

ν−η

J(ω) dω ×

×
∫ 1

0

t
ν

ν−η + ηp
(p−q)(ν−η)+

d
(ν−η)q−1(1− t)

q
p−q dt =

=
I

(ν − η)q
B (q∗γ/p + 1, q∗(1− γ)/q + 1) .

Пользуясь свойствами B-функции, имеем

I1 =
q∗γ/p + 1

q(ν − η)(q∗γ/p + 1 + q∗(1− γ)/q)
B (q∗γ/p + 1, q∗(1− γ)/r) I,

I2 =
q∗(1− γ)/q

q(ν − η)(q∗γ/p + 1 + q∗(1− γ)/q)
B (q∗γ/p + 1, q∗(1− γ)/r) I.
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В рассматриваемом случае (когда r = q)

1
q∗

= γ

(
1
q
− 1

p

)
, γ =

ν − η

ν + d(1/q − 1/p)
.

Поэтому q∗γ/p + 1 = q∗γ/q. Отсюда

I1 = γ
B (q∗γ/p + 1, q∗(1− γ)/r) I

q(ν − η)
, I2 = (1− γ)

B (q∗γ/p + 1, q∗(1− γ)/r) I

q(ν − η)
.

Из теоремы 3.8 получаем

E(p, q, q) = I
− γ

p

1 I
− 1−γ

q

2 (I1 + I2)1/qδγ =

= γ−
γ
p (1− γ)−

1−γ
q

(
B (q∗γ/p + 1, q∗(1− γ)/r) I

q(ν − η)

)γ(1/q−1/p)

δγ = Cδγ .

Метод (3.41) может быть записан в виде

m̂(y)(t) = k
(
b

1
ν+d(1/r−1/p) t

)
ψ(t)y(t),

где

b = δ
I
1/q
2

I
1/p
1

= δγ−
1
p (1− γ)

1
q

(
B (q∗γ/p + 1, q∗(1− γ)/r) I

q(ν − η)

) 1
q− 1

p

=

= δγ−
1
p (1− γ)

1
q C

1
γ γ

1
p (1− γ)

1−γ
qγ = δ(1− γ)

1
qγ C

1
γ = δ ((1− γ)Cq)

1
qγ =

= δ ((1− γ)Cq)
q∗
q ( 1

q− 1
p ) = δ ((1− γ)Cq)

q∗(p−q)
pq2 = ξ1.

3. Пусть (p, q, r) ∈ P2, т. е. 1 � q = p < r < ∞. Воспользуемся теоремой 3.9.
Перейдем в интеграле I1 к сферической системе координат:

I1 =
∫ +∞

0

ρd−1 dρ

∫
Ω

ρ
νpr
p−r ϕ̃

pr
p−r (ω)

(
ρηpψ̃p(ω)− 1

)
+

p
r−p J(ω) dω =

=
∫

Ω

ϕ̃
pr

p−r (ω)J(ω) dω

∫ +∞

0

ρ
νpr
p−r +d−1

(
ρηpψ̃p(ω)− 1

)
+

p
r−p dρ.

Зафиксируем ω и сделаем во втором интеграле замену:

t = ρηpψ̃p(ω). (3.53)

Тогда

I1 =
1
ηp

∫
Ω

ϕ̃
pr

p−r (ω)ψ̃−
νpr

(p−r)η− d
η (ω)J(ω) dω

∫ +∞

1

t
νr

(p−r)η + d
ηp−1(t− 1)

p
r−p dt =

=
I

ηp

∫ 1

0

s
νr

(r−p)η− p
r−p− d

ηp−1(1− s)
p

r−p ds =
I

ηp
B (q∗γ/p + 1, q∗(1− γ)/r + 1) .
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Проведем аналогичные вычисления для I2:

I2 =
∫ +∞

0

ρd−1 dρ

∫
Ω

ρ
νpr
p−r ϕ̃

pr
p−r (ω)

(
ρηpψ̃p(ω)− 1

)
+

r
r−p J(ω) dω =

=
∫

Ω

ϕ̃
pr

p−r (ω)J(ω) dω

∫ +∞

0

ρ
νpr
p−r +d−1

(
ρηpψ̃p(ω)− 1

)
+

r
r−p dρ.

Сделав ту же замену (3.53), получим

I2 =
1
ηp

∫
Ω

ϕ̃
pr

p−r (ω)ψ̃−
νpr

(p−r)η− d
η (ω)J(ω) dω

∫ +∞

1

t
νr

(p−r)η + d
ηp−1(t− 1)

r
r−p dt =

=
I

ηp

∫ 1

0

s
νr

(r−p)η− r
r−p− d

ηp−1(1− s)
r

r−p ds =
I

ηp
B (q∗γ/p, q∗(1− γ)/r + 2) .

Пользуясь свойствами B-функции, будем иметь

I1 =
q∗γ/p

ηp(q∗γ/p + q∗(1− γ)/r + 1)
B (q∗γ/p, q∗(1− γ)/r + 1) I,

I2 =
q∗(1− γ)/r + 1

ηp(q∗γ/p + q∗(1− γ)/r + 1)
B (q∗γ/p, q∗(1− γ)/r + 1) I.

В рассматриваемом случае (когда q = p)

1
q∗

= (1− γ)
(

1
p
− 1

r

)
, γ =

ν − η − d(1/p− 1/r)
ν − d(1/p− 1/r)

.

Поэтому q∗(1− γ)/r + 1 = q∗(1− γ)/p. Отсюда

I1 = γ
B (q∗γ/p, q∗(1− γ)/r + 1) I

ηp
, I2 = (1− γ)

B (q∗γ/p, q∗(1− γ)/r + 1) I

ηp
.

Из теоремы 3.9 получаем

E(p, p, r) = I
− γ

p

1 I
− 1−γ

r
2 (I1 + I2)1/pδγ =

= γ−
γ
p (1− γ)−

1−γ
r

(
B (q∗γ/p, q∗(1− γ)/r + 1) I

ηp

)(1−γ)(1/p−1/r)

δγ .

Из свойств B-функции вытекает, что

B (q∗γ/p, q∗(1− γ)/r + 1) =
q∗(1− γ)/r

q∗γ/p
B (q∗γ/p + 1, q∗(1− γ)/r) =

=
ηpB (q∗γ/p + 1, q∗(1− γ)/r)

r(ν − η − d(1/q − 1/r))
.

Следовательно,

E(p, p, r) = γ−
γ
p (1− γ)−

1−γ
r

(
B (q∗γ/p + 1, q∗(1− γ)/r) I

r(ν − η − d(1/q − 1/r))

)1/q∗

δγ = Cδγ .
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Метод (3.43) может быть записан в виде

m̂(y)(t) = k
(
c

1
ν−d(1/p−1/r) t

)
ψ(t)y(t),

где

c = δ
I
1/r
2

I
1/p
1

= δγ−
1
p (1− γ)

1
r

(
B (q∗γ/p, q∗(1− γ)/r + 1) I

kp

) 1
r− 1

p

=

= δγ−
1
p (1− γ)

1
r C−

1
1−γ γ−

γ
p(1−γ) (1− γ)−

1
r = δγ−

1
p(1−γ) C−

1
1−γ =

= δ (γCp)−
1

p(1−γ) = δ (γCp)(p−r) q∗
p2r = ξ1.

�

3.6. ТОЧНЫЕ НЕРАВЕНСТВА ДЛЯ ОДНОРОДНЫХ ВЕСОВ В Rd

И ОБОБЩЕННЫЕ НЕРАВЕНСТВА КАРЛСОНА

Из теоремы 3.11 и вычислений, проведенных для I1, I2 в теореме 3.13, вытекает

Теорема 3.14. Пусть (p, q, r) ∈ P, ϕ(t), ψ(t) �= 0 для почти всех t ∈ T и η >
> d(1/p− 1/q), ν > η + d(1/q − 1/r). Предположим, что

I =
∫

Ω

ψ̃q∗(ω)
ϕ̃q∗(1−γ)(ω)

J(ω) dω < ∞.

Тогда имеет место точное неравенство

‖ψ(·)x(·)‖Lq(T ) � C‖x(·)‖γ
Lp(T )‖ϕ(·)x(·)‖1−γ

Lr(T ),

в котором константа C определена равенством (3.49).

Пусть |w(·)|, |w0(·)| и |w1(·)| — однородные функции порядков θ, θ0 и θ1,

определенные на конусе T ⊂ Rd. Положим

w̃(ω) = ρ−θ|w(ρ cos ω1, . . . , ρ sin ω1 sin ω2 . . . sin ωd−2 sin ωd−1)|,
w̃0(ω) = ρ−θ0 |w0(ρ cosω1, . . . , ρ sin ω1 sin ω2 . . . sin ωd−2 sin ωd−1)|,
w̃1(ω) = ρ−θ1 |w1(ρ cosω1, . . . , ρ sin ω1 sin ω2 . . . sin ωd−2 sin ωd−1)|.

Из теоремы 3.14, аналогично следствию 3.12, получаем

Следствие 3.15. Пусть (p, q, r) ∈ P, w(t), w0(t), w1(t) �= 0 для почти всех t ∈ T
и θ̃ > θ̃0, θ̃1 > θ̃. Предположим, что

Ĩ =
∫

Ω

w̃q̃(ω)

w̃q̃γ̃
0 (ω)w̃q̃(1−γ̃)

1 (ω)
J(ω) dω < ∞,

где
1
q̃

=
1
q
− γ̃

p
− 1− γ̃

r
.
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Тогда для всех x(·) таких, что w0(·)x(·) ∈ Lp(T ) и w1(·)x(·) ∈ Lr(T ), имеет
место точное неравенство

‖w(·)x(·)‖Lq(T ) � C̃1‖w0(·)x(·)‖γ̃
Lp(T ))‖w1(·)x(·)‖1−γ̃

Lr(T ), (3.54)

где

C̃1 = γ̃−
γ̃
p (1− γ̃)−

1−γ̃
r

(
B (q̃γ̃/p + 1, q̃(1− γ̃)/r) Ĩ

r(θ̃1 − θ̃)

)1/q̃

.

Отметим, что если d = 1, то Ĩ = 1 при T = R+ и Ĩ = 2 при T = R. Пусть
T = R+ или T = R, а

w(t) = 1, w0(t) = t1−(λ+1)/p, w1(t) = t1+(μ−1)/r.

Из следствия 3.15 получаем неравенство Карлсона—Левина.

Следствие 3.16. Пусть (p, 1, r) ∈ P, λ, μ > 0 и T = R+, или T = R. Положим

α =
μ

pμ + rλ
, β =

λ

pμ + rλ
.

Тогда имеет место точное неравенство

‖x(t)‖L1(T ) � C̃2‖t1−(λ+1)/px(t)‖pα
Lp(T )‖t1+(μ−1)/rx(t)‖rβ

Lr(T ), (3.55)

где

C̃2 =
1

(pα)α(rβ)β

(
cT

μ
B

(
1− β

1− α− β
,

β

1− α− β

))1−α−β

,

а

cT =

{
1, T = R+,

2, T = R.

Хорошо известное неравенство Карлина:

‖x(t)‖L1(R+) �
√

π‖x(t)‖1/2
L2(R+)‖tx(t)‖1/2

L2(R+)

получается из (3.55) при T = R+, p = r = 2 и λ = μ = 1.

3.7. ВОССТАНОВЛЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ
ПО НЕТОЧНО ЗАДАННОМУ ПРЕОБРАЗОВАНИЮ ФУРЬЕ

Пусть T = Rd, dμ(t) = dt, |ψ(·)| и |ϕ(·)|, как и ранее, — однородные функции

порядков η и ν, ϕ(t) �= 0 и ψ(t) �= 0 для почти всех t ∈ Rd. Положим

Xp = {x(·) ∈ L2(Rd) : ϕ(·)Fx(·) ∈ L2(Rd), Fx(·) ∈ Lp(Rd) },

где Fx(·) — преобразование Фурье x(·). Определим оператор D следующим об-

разом:
Dx(·) = F−1(ϕ(·)Fx(·))(·).
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Предположим, что ψ(·)x(·) ∈ L2(Rd) для всех x(·) ∈ Xp. Положим

Λx(·) = F−1(ψ(·)Fx(·))(·).

Рассмотрим задачу об оптимальном восстановлении значений оператора Λ по

неточно заданному преобразованию Фурье функции x(·) на классе:

Wp = {x(·) ∈ Xp : ‖Dx(·)‖L2(Rd) � 1 }.

Будем считать, что для каждой функции x(·) ∈Wp известна функция y(·) ∈ Lp(Rd)
такая, что ‖Fx(·) − y(·)‖Lp(Rd) � δ, δ > 0. Требуется по функции y(·) восста-

новить функцию Λx(·). Предположим, что Λx(·) ∈ Lq(Rd) для всех x(·) ∈ Xp.

В качестве методов восстановления рассматриваются всевозможные отображения
m : Lp(Rd)→ Lr(Rd). Погрешностью метода m называется величина

epr(Λ, D, m) = sup
x(·)∈Wp, y(·)∈Lp(Rd)
‖Fx(·)−y(·)‖Lp(Rd)�δ

‖Λx(·)−m(y)(·)‖Lr(Rd).

Величина
Epr(Λ, D) = inf

m : Lp(Rd)→L2(Rd)
epr(Λ, D, m) (3.56)

называется погрешностью оптимального восстановления, а метод, на котором до-
стигается нижняя грань, называется оптимальным.

3.8. ВОССТАНОВЛЕНИЕ В МЕТРИКЕ L2(Rd)

Рассмотрим задачу (3.56) при r = 2. В силу теоремы Планшереля

‖Λx(·)−m(y)(·)‖L2(Rd) =
1

(2π)d/2
‖Λ̃x(·)− F (m(y))(·)‖L2(Rd),

где

Λ̃x(·) = ψ(·)Fx(·).
Кроме того,

‖Dx(·)‖L2(Rd) =
1

(2π)d/2
‖ϕ(·)Fx(·)‖L2(Rd).

Таким образом, рассматриваемая задача с точностью до множителя (2π)−d/2 сов-
падает с задачей (3.1) при T0 = T = Rd и q = r = 2 с заменой ϕ(·) на (2π)−d/2ϕ(·).

Положим

γ1 =
ν − η

ν + d(1/2− 1/p)
, q1 =

1
γ1(1/2− 1/p)

.

Теорема 3.17. Пусть η > d(1/p− 1/2), ν > η, 2 < p �∞:

J1 =
∫

Πd−1

ψ̃q1(ω)
ϕ̃q1(1−γ1)(ω)

J(ω) dω < ∞, Πd−1 = [0, π]d−2 × [0, 2π].

Тогда

Ep2(Λ, D) =

√
ν + d(1/2− 1/p)
η + d(1/2− 1/p)

σ,
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где

σ =

(
δ

√
η + d(1/2− 1/p)

(2π)d(ν − η)

(
BJ1

2(ν + d(1/2− 1/p))

)1/2−1/p
) 2(ν−η)

ν+d(1/2−1/p)

, (3.57)

а
B = B

(
1

1− 2/p
,
η + d(1/2− 1/p)
(ν − η)(1− 2/p)

)
.

Метод

m̂(y)(t) = F−1

((
1− σ

∣∣∣∣ϕ(ξ)
ψ(ξ)

∣∣∣∣2
)

+

ψ(ξ)y(ξ)

)
(t) (3.58)

является оптимальным.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим сначала случай, когда 2 < p < ∞. Воспользу-

емся теоремой 3.13. Имеем

C = γ
− γ1

p

1 (1− γ1)−
1−γ1

2

(
B (q1γ1/p + 1, q1(1− γ1)/2) I

2(ν − η)

)1/q1

=

= (2π)d(1−γ1)/2

√
ν + d(1/2− 1/p)
η + d(1/2− 1/p)

×

×
(√

η + d(1/2− 1/p)
(2π)d(ν − η)

(
BJ1

2(ν + d(1/2− 1/p))

)1/2−1/p
) ν−η

ν+d(1/2−1/p)

.

Отсюда

Ep2(Λ, D) =
1

(2π)d/2
Cδγ1 =

√
ν + d(1/2− 1/p)
η + d(1/2− 1/p)

σ.

Далее,

ξ1 = δ(1− γ1)
p−2
4p q1C

p−2
2p q1 = δ

(√
η + d(1/2− 1/p)
ν + d(1/2− 1/p)

C

)1/γ1

= (2π)
d

2γ1 σ
1

2γ1 .

Следовательно, метод

m̂(y)(t) = F−1

((
1− ξ2γ1

1

(2π)d

∣∣∣∣ϕ(ξ)
ψ(ξ)

∣∣∣∣2
)

+

ψ(ξ)y(ξ)

)
(t) =

= F−1

((
1− σ

∣∣∣∣ϕ(ξ)
ψ(ξ)

∣∣∣∣2
)

+

ψ(ξ)y(ξ)

)
(t)

является оптимальным.
Пусть теперь p = ∞. Из (3.2) имеем

E∞2(Λ, D) � sup
x(·)∈W∞

‖Fx(·)‖L∞(Rd)�δ

‖Λx(·)‖L2(Rd). (3.59)
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Определим x̂(·) так, чтобы

F x̂(ξ) =

{
δ, |ψ(ξ)| > λ|ϕ(ξ)|,
0, |ψ(ξ)| � λ|ϕ(ξ)|,

где λ > 0 выбрано из условия

1
(2π)d

∫
Rd

|ϕ(ξ)|2|F x̂(ξ)|2 dξ = 1.

Тем самым λ > 0 надо выбрать так, чтобы выполнялось равенство

δ2

∫
|ψ(ξ)|>λ|ϕ(ξ)|

|ϕ(ξ)|2 dξ = (2π)d.

Переходя к сферической системе координат, получаем

δ2

∫
Πd−1

ϕ̃2(ω)J(ω) dω

∫ Φ1(ω)

0

ρ2ν+d−1 dρ = (2π)d,

где

Φ1(ω) =

(
ψ̃(ω)
λϕ̃(ω)

) 1
ν−η

.

Отсюда
δ2

2ν + d
λ−

2ν+d
ν−η J1 = (2π)d.

Следовательно,

λ =
(

δ2J1

(2π)d(2ν + d)

) ν−η
2ν+d

.

Нетрудно убедиться, что λ2 = σ. Итак, в силу (3.59)

E2
∞2(Λ, D) � ‖Λx̂(·)‖2L2(Rd) =

δ2

(2π)d

∫
|ψ(ξ)|>λ|ϕ(ξ)|

|ψ(ξ)|2 dξ =

=
δ2

(2π)d

∫
Πd−1

ψ̃2(ω)J(ω) dω

∫ Φ1(ω)

0

ρ2η+d−1 dρ =

=
δ2

(2η + d)(2π)d
λ−

2η+d
ν−η J1 =

2ν + d

2η + d
σ2. (3.60)

Оценим погрешность метода (3.58). Положим

λ(ξ) =
(

1− σ
|ϕ(ξ)|2
|ψ(ξ)|2

)
+

.

Переходя к преобразованию Фурье, получаем

‖Λx(·)− m̂(y)(·)‖2L2(Rd) =
1

(2π)d

∫
Rd

|ψ(ξ)|2 |Fx(ξ)− λ(ξ)y(ξ)|2 dξ.
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Положим z(·) = Fx(·)− y(·) и будем учитывать, что

‖z(·)‖L∞(Rd) � δ,
1

(2π)d

∫
Rd

|ϕ(ξ)|2|Fx(ξ)|2 dξ � 1.

Тогда

‖Λx(·)− m̂(y)(·)‖2L2(Rd) =
1

(2π)d

∫
Rd

|ψ(ξ)|2 |(1− λ(ξ))Fx(ξ) + λ(ξ)z(ξ)|2 dξ.

Запишем подынтегральное выражение в виде∣∣∣∣ |ψ(ξ)|(1− λ(ξ))
√

σ|ϕ(ξ)|Fx(ξ)√
σ|ϕ(ξ)| +

√
λ(ξ)
√

λ(ξ)|ψ(ξ)|z(ξ)
∣∣∣∣2 .

Воспользуемся неравенством Коши—Буняковского

|ab + cd|2 � (|a|2 + |c|2)(|b|2 + |d|2).

Получаем следующую оценку:

‖Λx(·)− m̂(y)(·)‖2L2(Rd) �

� vraisupξ∈Rd S(ξ)
1

(2π)d

∫
Rd

(
σ|ϕ(ξ)|2|Fx(ξ)|2 + λ(ξ)|ψ(ξ)|2|z(ξ)|2

)
dξ,

где

S(ξ) =
|ψ(ξ)|2|(1− λ(ξ))2

σ|ϕ(ξ)|2 + λ(ξ).

Если |ψ(ξ)|2 � σ|ϕ(ξ)|2, то λ(ξ) = 0 и S(ξ) � 1. Если |ψ(ξ)|2 > σ|ϕ(ξ)|2,
то S(ξ) = 1. Таким образом,

e2
∞2(Λ, D, m̂) � 1

(2π)d

∫
Rd

(
σ|ϕ(ξ)|2|Fx(ξ)|2 + λ(ξ)|ψ(ξ)|2|z(ξ)|2

)
dξ �

� σ +
δ2

(2π)d

∫
|ψ(ξ)|>λ|ϕ(ξ)|

(
|ψ(ξ)|2 − σ|ϕ(ξ)|2

)
dξ =

= σ +
δ2

(2π)d

∫
|ψ(ξ)|>λ|ϕ(ξ)|

|ψ(ξ)|2 dξ − σ
1

(2π)d

∫
Rd

|ϕ(ξ)|2|F x̂(ξ)|2 dξ =

=
δ2

(2π)d

∫
|ψ(ξ)|>λ|ϕ(ξ)|

|ψ(ξ)|2 dξ � E2
∞2(Λ, D).

Отсюда следует, что метод m̂(y)(·) является оптимальным и (с учетом (3.60))

E2
∞2(Λ, D) =

δ2

(2π)d

∫
|ψ(ξ)|>λ|ϕ(ξ)|

|ψ(ξ)|2 dξ =
2ν + d

2ν + d
σ2.

�
Пусть d = 1, ν, η — целые неотрицательные числа, ϕ(ξ) = (iξ)ν , ψ(ξ) = (iξ)η.

Тогда D =
dν

dtν
, а Λ =

dη

dtη
.
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Следствие 3.18. Пусть ν, η — целые, η � 0, ν > η, 2 < p �∞. Тогда

Ep2

(
dη

dtη
,

dν

dtν

)
=

√
ν + 1/2− 1/p

η + 1/2− 1/p
σ1,

где

σ1 =

(
δ

√
η + 1/2− 1/p

2π(ν − η)

(
B1

ν + 1/2− 1/p

)1/2−1/p
) 2(ν−η)

ν+1/2−1/p

,

а
B1 = B

(
1

1− 2/p
,

η + 1/2− 1/p

(ν − η)(1− 2/p)

)
.

Метод
m̂(y)(t) = F−1

((
1− σ1|ξ|2(ν−η)

)
+

(iξ)ηy(ξ)
)

(t)

является оптимальным.

Рассмотрим случай p = 2.

Теорема 3.19. Пусть ν, η — целые, η � 0, ν > η. Тогда

E22

(
dη

dtη
,

dν

dtν

)
=
(

δ√
2π

)1− η
ν

. (3.61)

Для всех a(·), удовлетворяющих условию

|1− a(ξ)|2
λ1|ξ|2(ν−η)

+
|ξ|2η|a(ξ)|2

λ2
� 1, (3.62)

где

λ1 =
η

ν

(
2π

δ2

)η/ν−1

, λ2 =
(

2π

δ2

)η/ν (
1− η

ν

)
,

методы
m̂(y)(t) = F−1 (a(ξ)(iξ)ηy(ξ)) (t) (3.63)

являются оптимальными.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из (3.2) имеем

E2
22

(
dη

dtη
,

dν

dtν

)
� sup

x(·)∈W2
‖Fx(·)‖L2(R)�δ

‖x(η)(·)‖2L2(R).

Переходя к образам Фурье, экстремальная задача в правой части может быть

записана в виде

1
2π

∫
R

|ξ|2η|Fx(ξ)|2 dξ → max,

∫
R

|Fx(ξ)|2 dξ � δ2,
1
2π

∫
R

|ξ|2ν |Fx(ξ)|2 dξ � 1.

(3.64)
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Пусть функция x̂(·) такова, что

F x̂(ξ) =

⎧⎨⎩
δ

ε
, ξ ∈

(
(
√

2π/δ)1/ν − ε2, (
√

2π/δ)1/ν
)
,

0, ξ /∈
(√

2π/δ)1/ν − ε2,
√

2π/δ)1/ν
)
,

где ε > 0. Тогда ∫
R

|F x̂(ξ)|2 dξ =
δ2

ε2

∫ (
√

2π/δ)1/ν

(
√

2π/δ)1/ν−ε2
dξ = δ2,

а
1
2π

∫
R

|ξ|2ν |F x̂(ξ)|2 dξ =
δ2

2πε2

∫ (
√

2π/δ)1/ν

(
√

2π/δ)1/ν−ε2
|ξ|2ν dξ � 1.

Следовательно, функция x̂(·) является допустимой в задаче (3.64). Поэтому

E2
22

(
dη

dtη
,

dν

dtν

)
� 1

2π

∫
R

|ξ|2η|F x̂(ξ)|2 dξ =
δ2

2πε2

∫ (
√

2π/δ)1/ν

(
√

2π/δ)1/ν−ε2
|ξ|2η dξ �

� δ2

2π

(
(
√

2π/δ)1/ν − ε2
)2η

.

В силу произвольности выбора ε > 0 имеем

E2
22

(
dη

dtη
,

dν

dtν

)
�
(

δ2

2π

)1− η
ν

.

Оценим погрешность методов (3.63). Переходя к преобразованию Фурье, полу-
чаем ∥∥∥∥ dη

dtη
x(·)− m̂(y)(·)

∥∥∥∥2
L2(R)

=
1
2π

∫
R

|ξ|2η |Fx(ξ)− a(ξ)y(ξ)|2 dξ.

Положим z(·) = Fx(·)− y(·) и будем учитывать, что

‖z(·)‖L2(R) � δ,
1
2π

∫
R

|ξ|2ν |Fx(ξ)|2 dξ � 1.

Тогда ∥∥∥∥ dη

dtη
x(·)− m̂(y)(·)

∥∥∥∥2
L2(R)

=
1
2π

∫
R

|ξ|2η |(1− a(ξ))Fx(ξ) + a(ξ)z(ξ)|2 dξ.

Запишем подынтегральное выражение в виде∣∣∣∣ |ξ|η(1− a(ξ))√
λ1|ξ|ν

√
λ1|ξ|νFx(ξ) +

|ξ|ηa(ξ)√
λ2

√
λ2z(ξ)

∣∣∣∣2 .

Применяя неравенство Коши—Буняковского, получаем следующую оценку:∥∥∥∥ dη

dtη
x(·)− m̂(y)(·)

∥∥∥∥2
L2(R)

� vraisupξ∈R S(ξ)
1
2π

∫
R

(
λ1|ξ|2ν |Fx(ξ)|2 + λ2|z(ξ)|2

)
dξ,
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где

S(ξ) =
|ξ|2η|1− a(ξ)|2

λ1|ξ|2ν
+
|ξ|2η|a(ξ)|2

λ2
.

Если a(·) удовлетворяет условию (3.62), то S(ξ) � 1 для почти всех ξ ∈ R. Тогда
получаем оценку

e2
22

(
dη

dtη
,

dν

dtν
, m̂

)
� λ1 + λ2

δ2

2π
=
(

δ2

2π

)1− η
ν

� E2
22

(
dη

dtη
,

dν

dtν

)
.

Отсюда вытекает, что соответствующий метод является оптимальным, а для по-
грешности оптимального восстановления справедливо равенство (3.61).

Покажем, что множество функций a(·), для которых выполнено условие (3.62),
не пусто. Рассмотрим уравнение касательной к кривой y = xη/ν , x � 0 в точ-
ке 2π/δ2. Нетрудно убедиться, что уравнение этой касательной y = λ1x + λ2.

В силу вогнутости кривой y = xη/ν для всех точек, лежащих на этой кривой,
выполняется неравенство

y � λ1x + λ2.

Тем самым для всех ξ ∈ R

|ξ|2η � λ1|ξ|2ν + λ2. (3.65)

Тогда для функции

a(ξ) =
λ2

λ2 + λ1|ξ|2ν

имеем
|1− a(ξ)|2
λ1|ξ|2(ν−η)

+
|ξ|2η|a(ξ)|2

λ2
=

|ξ|2η

λ2 + λ1|ξ|2ν
� 1.

�
Отметим, что функция

a0(ξ) =

⎧⎨⎩
λ2

λ2 + λ1|ξ|2ν
, |ξ| < σ0,

0, |ξ| � σ0,

где

σ0 =
(

ν

η

) 1
2(ν−η)

(
2π

δ2

) 1
2ν

,

удовлетворяет условию (3.62). Поэтому метод

m̂(y)(t) = F−1 (a0(ξ)(iξ)ηy(ξ)) (t)

является оптимальным. Этот метод использует информацию о приближенном пре-
образовании Фурье только на интервале (−σ0, σ0). Причем с увеличением погреш-
ности δ, с которой измеряется преобразование Фурье, этот интервал уменьшается.

Выделяя полный квадрат, можно записать условие (3.62) в эквивалентной
форме: ∣∣∣∣a(ξ)− λ2

λ2 + λ1|ξ|2ν

∣∣∣∣ � |ξ|ν−η
√

λ1λ2

√
−|ξ|2η + λ1|ξ|2ν + λ2

λ2 + λ1|ξ|2ν
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(в силу (3.65) подкоренное выражение неотрицательно). Поэтому функция a(·)
удовлетворяет условию (3.62) в том и только в том случае, если она имеет вид

a(ξ) =
λ2

λ2 + λ1|ξ|2ν
+ θ(ξ)

|ξ|ν−η
√

λ1λ2

√
−|ξ|2η + λ1|ξ|2ν + λ2

λ2 + λ1|ξ|2ν
,

где θ(·) измеримая функция, для которой |θ(ξ)| � 1 для почти всех ξ ∈ R.

Определим оператор (−Δ)ν/2, ν � 0, (степень оператора Лапласа) следую-
щим образом:

(−Δ)ν/2x(·) = F−1(|ξ|νFx(ξ))(·), |ξ| =
√

ξ2
1 + . . . + ξ2

d.

Положим

I0 =
∫

Πd−1

J(ω) dω =
2πd/2

Γ(d/2)
. (3.66)

Из теоремы 3.17 вытекает

Следствие 3.20. Пусть η � 0, ν > η, 2 < p �∞. Тогда

Ep2((−Δ)η/2, (−Δ)ν/2) =

√
ν + d(1/2− 1/p)
η + d(1/2− 1/p)

σ,

где

σ =

(
δ

√
η + d(1/2− 1/p)

(2π)d(ν − η)

(
BI0

2(ν + d(1/2− 1/p))

)1/2−1/p
) 2(ν−η)

ν+d(1/2−1/p)

.

Метод
m̂(y)(t) = F−1

((
1− σ|ξ|2(ν−η)

)
+
|ξ|ηy(ξ)

)
(t)

является оптимальным.

Рассмотрим отдельно случай, когда p = 2.

Теорема 3.21. Пусть η > 0, ν > η. Тогда

E22

(
(−Δ)η/2, (−Δ)ν/2

)
=
(

δ

(2π)d/2

)1− η
ν

. (3.67)

Для всех a(·), удовлетворяющих условию

|1− a(ξ)|2
λ1|ξ|2(ν−η)

+
|ξ|2η|a(ξ)|2

λ2
� 1, (3.68)

где

λ1 =
η

ν

(
(2π)d

δ2

)η/ν−1

, λ2 =
(

(2π)d

δ2

)η/ν (
1− η

ν

)
,

методы
m̂(y)(t) = F−1 (a(ξ)|ξ|ηy(ξ)) (t) (3.69)

являются оптимальными.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Доказательство проведем по той же схеме, как и доказа-
тельство теоремы 3.19. Из (3.2) имеем

E22

(
(−Δ)η/2, (−Δ)ν/2

)
� sup

x(·)∈W2
‖Fx(·)‖L2(Rd)�δ

‖(−Δ)η/2x(·)‖2L2(Rd).

Переходя к образам Фурье, экстремальная задача в правой части может быть
записана в виде

1
(2π)d

∫
Rd

|ξ|2η|Fx(ξ)|2 dξ → max,

∫
Rd

|Fx(ξ)|2 dξ � δ2,

1
(2π)d

∫
Rd

|ξ|2ν |Fx(ξ)|2 dξ � 1.
(3.70)

Положим

ξ̂ =
1√
d

(
(2π)d/2

δ

)1/ν

(1, . . . , 1).

Пусть 0 < ε < |ξ̂|/2. Через Bε обозначим шар радиуса ε с центром в точке ξ̂ε =
= (1− ε/|ξ̂|)ξ̂. Через |Bε| будем обозначать объем этого шара. Пусть функция x̂(·)
такова, что

F x̂(ξ) =

⎧⎨⎩
δ√
|Bε|

, ξ ∈ Bε,

0, ξ /∈ Bε.

Тогда ∫
Rd

|F x̂(ξ)|2 dξ =
δ2

|Bε|

∫
Bε

dξ = δ2,

а
1

(2π)d

∫
Rd

|ξ|2ν |F x̂(ξ)|2 dξ =
δ2

(2π)d|Bε|

∫
Bε

|ξ|2ν dξ � δ2

(2π)d
|ξ̂|2ν = 1.

Следовательно, функция x̂(·) является допустимой в задаче (3.70). Поэтому

E2
22

(
(−Δ)η/2, (−Δ)ν/2

)
� 1

(2π)d

∫
Rd

|ξ|2η|F x̂(ξ)|2 dξ =

=
δ2

(2π)d|Bε|

∫
Bε

|ξ|2η dξ � δ2

(2π)d
|ξ̂|2η

(
1− 2ε

|ξ̂|

)2η

.

В силу произвольности ε имеем

E2
22

(
(−Δ)η/2, (−Δ)ν/2

)
� δ2

(2π)d
|ξ̂|2η =

(
δ2

(2π)d

)1− η
ν

.

Оценим погрешность методов (3.69). Переходя к преобразованию Фурье, полу-
чаем ∥∥∥(−Δ)ν/2x(·)− m̂(y)(·)

∥∥∥2
L2(Rd)

=
1

(2π)d

∫
Rd

|ξ|2η |Fx(ξ)− a(ξ)y(ξ)|2 dξ.
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Положим z(·) = Fx(·)− y(·) и будем учитывать, что

‖z(·)‖L2(Rd) � δ,
1

(2π)d

∫
Rd

|ξ|2ν |Fx(ξ)|2 dξ � 1.

Тогда∥∥∥(−Δ)ν/2x(·)− m̂(y)(·)
∥∥∥2

L2(Rd)
=

1
(2π)d

∫
Rd

|ξ|2η |(1− a(ξ))Fx(ξ) + a(ξ)z(ξ)|2 dξ.

Запишем подынтегральное выражение в виде∣∣∣∣ |ξ|η(1− a(ξ))√
λ1|ξ|ν

√
λ1|ξ|νFx(ξ) +

|ξ|ηa(ξ)√
λ2

√
λ2z(ξ)

∣∣∣∣2 .

Применяя неравенство Коши—Буняковского, получаем следующую оценку:∥∥∥(−Δ)ν/2x(·)− m̂(y)(·)
∥∥∥2

L2(Rd)
�

� vraisupξ∈Rd S(ξ)
1

(2π)d

∫
Rd

(
λ1|ξ|2ν |Fx(ξ)|2 + λ2|z(ξ)|2

)
dξ,

где

S(ξ) =
|ξ|2η|1− a(ξ)|2

λ1|ξ|2ν
+
|ξ|2η|a(ξ)|2

λ2
.

Если a(·) удовлетворяет условию (3.68), то S(ξ) � 1 для почти всех ξ̂ ∈ Rd. Тогда
получаем оценку

e2
22

(
(−Δ)η/2, (−Δ)ν/2, m̂

)
�λ1+λ2

δ2

(2π)d
=
(

δ2

(2π)d

)1− η
ν

� E2
22

(
(−Δ)η/2, (−Δ)ν/2

)
.

Отсюда вытекает, что соответствующий метод является оптимальным, а для по-
грешности оптимального восстановления справедливо равенство (3.67).

Покажем, что множество функций a(·), для которых выполнено условие (3.68),
не пусто. Повторяем рассуждения, проводимые в аналогичном месте при дока-

зательстве теоремы 3.19. Рассматриваем уравнение касательной к кривой y =
= xη/ν , x � 0 в точке (2π)d/δ2. Убеждаемся, что уравнение этой касательной
имеет вид y = λ1x + λ2. В силу вогнутости кривой y = xη/ν для всех точек,
лежащих на этой кривой, выполняется неравенство

y � λ1x + λ2.

Тем самым для всех ξ ∈ Rd

|ξ|2η � λ1|ξ|2ν + λ2.

Тогда для функции

a(ξ) =
λ2

λ2 + λ1|ξ|2ν
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имеем
|1− a(ξ)|2
λ1|ξ|2(ν−η)

+
|ξ|2η|a(ξ)|2

λ2
=

|ξ|2η

λ2 + λ1|ξ|2ν
� 1.

�
Пусть α = (α1, . . . , αd) ∈ R+

d. Определим оператор Dα (производная поряд-
ка α) следующим образом:

Dαx(·) = F−1((iξ)αFx(ξ))(·), (3.71)

где (iξ)α = (iξ1)α1 . . . (iξd)αd . Функция |(iξ)α| является однородной функцией по-
рядка η = α1 + . . . + αd. Рассмотрим задачу (3.56) при Λ = Dα, D = (−Δ)ν/2

и r = 2.

Следствие 3.22. Пусть ν > η, 2 < p � ∞, а σ определено равенством (3.57),
в котором

J1 = 2
Γ((α1q1 + 1)/2) . . .Γ((αdq1 + 1)/2)

Γ((ηq1 + d)/2)
,

а
q1 =

ν + d(1/2− 1/p)
(ν − η)(1/2− 1/p)

.

Тогда

Ep2(Dα, (−Δ)n/2) =

√
ν + d(1/2− 1/p)
η + d(1/2− 1/p)

σ,

а метод

m̂(y)(t) = F−1

((
1− σ

|ξ|2n

|ξ2α|

)
+

(iξ)αy(ξ)

)
(t)

является оптимальным.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По известной формуле Дирихле [102, стр. 395]∫
t1�0,...,td�0
t21+...+t2d�1

tp1−1
1 . . . tpd−1

d dt1 . . . dtd =
Γ(p1/2) . . .Γ(pd/2)

2dΓ(p1/2 + . . . + pd/2 + 1)
,

p1, . . . , pd > 0. Следовательно,∫
t21+...+t2d�1

|t1|p1−1 . . . |td|pd−1 dt1 . . . dtd =
Γ(p1/2) . . .Γ(pd/2)

Γ(p1/2 + . . . + pd/2 + 1)
.

Перейдем к сферическим координатам∫
Πd−1

Φ(ω, p1, . . . , pd)J(ω) dω

∫ 1

0

ρp1+...+pd−1 dρ =
Γ(p1/2) . . .Γ(pd/2)

Γ(p1/2 + . . . + pd/2 + 1)
,

где

Φ(ω, p1, . . . , pd) = | cosω1|p1−1 . . . | sin ω1 sin ω2 · · · sin ωd−2 sin ωd−1|pd−1.
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Отсюда ∫
Πd−1

Φ(ω, p1, . . . , pd)J(ω) dω = 2
Γ(p1/2) . . .Γ(pd/2)

Γ(p1/2 + . . . + pd/2)
.

Таким образом, для величины J1 из теоремы 3.17 имеем

J1 =
∫

Πd−1

| cosω1|α1q1 . . . | sin ω1 sin ω2 . . . sin ωd−2 sin ωd−1|αdq1J(ω) dω =

=
∫

Πd−1

Φ(ω, α1q1 + 1, . . . , αdq1 + 1)J(ω) dω =

= 2
Γ((α1q1 + 1)/2) . . .Γ((αdq1 + 1)/2)

Γ((ηq1 + d)/2)
. (3.72)

Теперь доказываемое утверждение вытекает из теоремы 3.17. �
Рассмотрим случай p = 2.

Теорема 3.23. Пусть η > 0 и ν > η. Тогда

E22(Dα, (−Δ)ν/2) =
αα/2

ηη/2

(
δ

(2π)d/2

)1−η/ν

, (3.73)

а все методы
m̂(y)(t) = F−1(a(ξ)(iξ)αy(ξ))(t), (3.74)

где a(·) — измеримые функции, удовлетворяющие условию

|ξ2α|
( |1− a(ξ)|2

λ2|ξ|2ν
+
|a(ξ)|2

λ1

)
� 1, (3.75)

в котором

λ1 =
αα(ν − η)

ηην

(
δ2

(2π)d

)−η/ν

, λ2 = λ1
η

ν − η

δ2

(2π)d
,

являются оптимальными.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из (3.2) имеем

E22

(
Dα, (−Δ)ν/2

)
� sup

x(·)∈W2
‖Fx(·)‖L2(Rd)�δ

‖Dαx(·)‖2L2(Rd).

Переходя к образам Фурье, экстремальная задача в правой части может быть
записана в виде

1
(2π)d

∫
Rd

|ξ2α||Fx(ξ)|2 dξ → max,

∫
Rd

|Fx(ξ)|2 dξ � δ2,

1
(2π)d

∫
Rd

|ξ|2ν |Fx(ξ)|2 dξ � 1.
(3.76)
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Положим

ξ̂ =
1√
η

(
(2π)d

δ2

) 1
2ν

(
√

α1, . . . ,
√

αd), ξ̂ε = ξ̂

(
1− ε

|ξ̂|

)
, 0 < ε < |ξ̂|,

Bε = {ξ ∈ R
d : |ξ − ξ̂ε| < ε }.

Определим функцию x̂(·) так, чтобы

F x̂(ξ) =

⎧⎨⎩
δ√
|Bε|

, ξ ∈ Bε,

0, ξ /∈ Bε.

Тогда ‖F x̂(·)‖2L2(Rd) = δ2,

‖(−Δ)ν/2x̂(·)‖2L2(Rd) =
δ2

(2π)d|Bε|

∫
Bε

|ξ|2ν dξ � δ2

(2π)d
|ξ̂|2ν = 1.

Таким образом, функция x̂(·) является допустимой в задаче (3.76). Поэтому

E2
22(D

α, (−Δ)ν/2) � sup
‖(−Δ)ν/2x(·)‖L2(Rd)�1

‖Fx(·)‖L2(Rd)�δ

‖Dαx(·)‖2L2(Rd) �

� ‖Dαx̂(·)‖2L2(Rd) =
δ2

(2π)d|Bε|

∫
Bε

|ξ2α| dξ =
δ2

(2π)d
|ξ2α

0 |,

где ξ0 — некоторая точка из Bε. Устремляя ε к нулю, получаем оценку

E2
22(D

α, (−Δ)ν/2) � δ2

(2π)d
|ξ̂ 2α| = αα

ηη

(
δ2

(2π)d

)1−η/ν

. (3.77)

Будем искать оптимальные методы среди методов, имеющих вид (3.74). Пере-
ходя к преобразованию Фурье, получаем

‖Dαx(·)− m̂(y)(·)‖2L2(Rd) =
1

(2π)d

∫
Rd

|ξ2α| |Fx(ξ)− a(ξ)y(ξ)|2 dξ.

Положим z(·) = Fx(·)− y(·) и будем учитывать, что

‖z(·)‖L2(Rd) � δ,
1

(2π)d

∫
Rd

|ξ|2ν |Fx(ξ)|2 dξ � 1.

Тогда

‖Dαx(·)− m̂(y)(·)‖2L2(Rd) =
1

(2π)d

∫
Rd

|ξ2α| |(1− a(ξ))Fx(ξ) + a(ξ)z(ξ)|2 dξ.

Запишем подынтегральное выражение в виде

|ξ2α|
∣∣∣∣ (1− a(ξ))

√
λ2|ξ|νFx(ξ)√

λ2|ξ|ν
+

a(ξ)√
λ1

√
λ1z(ξ)

∣∣∣∣2 .
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Применяя неравенство Коши—Буняковского, получим следующую оценку:

‖Dαx(·)−m̂(y)(·)‖2L2(Rd) �vraisupξ∈Rd S(ξ)
1

(2π)d

∫
Rd

(
λ2|ξ|2ν |Fx(ξ)|2+λ1|z(ξ)|2

)
dξ,

где

S(ξ) = |ξ2α|
( |1− a(ξ)|2

λ2|ξ|2ν
+
|a(ξ)|2

λ1

)
.

Если предположить, что S(ξ) � 1 для почти всех ξ ∈ Rd, то, учитывая (3.77),
получаем

e2
22(D

α, (−Δ)ν/2, m̂) � 1
(2π)d

∫
Rd

(
λ2|ξ|2ν |Fx(ξ)|2 + λ1|z(ξ)|2

)
dξ �

� λ2 + λ1
δ2

(2π)d
=

αα

ηη

(
δ2

(2π)d

)1−η/ν

� E2
22(D

α, (−Δ)ν/2). (3.78)

Отсюда вытекает оптимальность рассматриваемых методов и равенство (3.73).
Остается доказать, что множество функций a(·), удовлетворяющих усло-

вию (3.75) не пусто. Покажем, что при всех ξ ∈ Rd

−|ξ2α|+ λ1 + λ2|ξ|2ν � 0. (3.79)

Из неравенства (см. [101, стр. 302])( d∏
j=1

x
pj

j

) 1∑d
j=1 pj �

∑d
j=1 pjxj∑d

j=1 pj

,

положив xj = |tj |2/αj , pj = αj , получаем

|t2α| � αα

ηη
|t|2η.

Рассмотрим функцию y(t) = xη/ν , x � 0. Касательная к этой функции в любой
точке x0 > 0 имеет вид

y =
η

ν
x

η/ν−1
0 x +

ν − η

ν
x

η/ν
0 .

Функция y(·) — вогнутая, поэтому при всех x � 0

xη/ν � η

ν
x

η/ν−1
0 s +

ν − η

ν
x

η/ν
0 .

Положив x0 = |ξ̂|2ν , x = |ξ|2ν , получаем

|ξ2α| � αα

ηη
|ξ|2η � αα

ηη

(
η

ν
|ξ̂|2(η−ν)|ξ|2ν +

ν − η

ν
|ξ̂|2η

)
.

Нетрудно убедиться, что

αα(ν − η)
ηην

|ξ̂|2η = λ1,
αα

ηη−1ν
|ξ̂|2(η−ν) = λ2.
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Таким образом,
|ξ2α| � λ1 + λ2|ξ|2ν .

Для функции

a(ξ) =
λ1

λ1 + λ2|ξ|2ν

имеем

|ξ2α|
( |1− a(ξ)|2

λ2|ξ|2n
+
|a(ξ)|2

λ1

)
=

|ξ2α|
λ1 + λ2|ξ|2ν

� 1.

Следовательно, множество функций a(·), удовлетворяющих условию (3.75),

не пусто. �

3.9. ВОССТАНОВЛЕНИЕ В МЕТРИКЕ L∞(Rd)

Рассмотрим задачу (3.56) при r = ∞. Положим

γ̂d =
ν − η − d/2

ν + d(1/2− 1/p)
, q̂d =

1
1/2 + γ2(1/2− 1/p)

. (3.80)

Пусть функция κ(·) при 1 < p <∞ определена равенством

κ(ξ)
(1− κ(ξ))p−1

= (2π)d |ψ(ξ)|p−2

|ϕ(ξ)|2(p−1)
,

при p = 1
κ(ξ) = min{1, (2π)d|ψ(ξ)|−1},

а при p =∞
κ(ξ) =

(
1− |ϕ(ξ)|2

|ψ(ξ)|

)
+

.

Теорема 3.24. Пусть η > d(1/p − 1), ν > η + d/2 и 1 � p � ∞. Предположим,
что

J2 =
∫

Πd−1

ψ̃q̂d(ω)
ϕ̃q̂d(1−γ̂d)(ω)

J(ω) dω < ∞.

Тогда

Ep∞(Λ, D) =

√
(ν + d(1/2− 1/p))B̂dJ2(2π)−dq̂d(1+γ̂d)/2

2(ν − η − d/2)(η + d(1− 1/p))
σ,

где

σ =

⎛⎝δ

√
η + d(1− 1/p)
ν − η − d/2

(
B̂dJ2(2π)−dq̂d(1+γ̂d)/2

2(ν + d(1/2− 1/p))

)1/2−1/p
⎞⎠

ν−η−d/2
ν+d(1/2−1/p)

,

а
B̂d = B (q̂dγ̂d/p + 1, q̂d(1− γ̂d)/2) . (3.81)

Метод
m̂(y)(t) = F−1

(
κ
(
σ

1
ν−η−d/2 ξ

)
ψ(ξ)y(ξ)

)
(t)

является оптимальным.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силу (3.2) имеем

Ep∞(Λ, D) � sup
x(·)∈Wp

‖Fx(·)‖Lp(Rd)�δ

‖Λx(·)‖L∞(Rd).

Предположим, что x(·) ∈ Wp и ‖Fx(·)‖Lp(Rd) � δ. Если взять x̂(·) так, чтобы

F x̂(ξ) = ε(ξ)e−i〈t,ξ〉Fx(ξ),

где

ε(ξ) =

⎧⎪⎨⎪⎩
ψ(ξ)Fx(ξ)
|ψ(ξ)Fx(ξ)| , ψ(ξ)Fx(ξ) �= 0,

0, ψ(ξ)Fx(ξ) = 0,

〈t, ξ〉 = t1ξ1 + . . . + tdξd,

то x̂(·) ∈ Wp, ‖F x̂(·)‖L2([0,π]) � δ и∣∣∣∣∫
Rd

ψ(ξ)F x̂(ξ)ei〈t,ξ〉 dξ

∣∣∣∣ = ∫
Rd

|ψ(ξ)Fx(ξ)| dξ.

Поэтому

Ep∞(Λ, D) � 1
(2π)d

sup
x(·)∈Wp

‖Fx(·)‖Lp(Rd)�δ

∫
Rd

|ψ(ξ)Fx(ξ)| dξ. (3.82)

Пусть 1 � p <∞. Из (3.35) вытекает, что

Ep∞(Λ, D) � E(p, 1, 2),

где в задаче о нахождении E(p, 1, 2) функцию ϕ(·) следует заменить на (2π)−d/2ϕ(·),
а функцию ψ(·) на (2π)−dψ(·). Применяя теорему 3.13, получаем

E(p, 1, 2) = Cδγ̂d ,

где

C = γ̂
− γ̂d

p

d (1− γ̂d)−
1−γ̂d

2

(
B̂dJ2(2π)−dq̂d(1+γ̂d)/2

2(ν − η − d/2)

)1/q̂d

δγ̂d .

После несложных преобразований получаем

E(p, 1, 2) =

√
(ν + d(1/2− 1/p))B̂dJ2(2π)−dq̂d(1+γ̂d)/2

2(ν − η − d/2)(η + d(1− 1/p))
σ. (3.83)

Из той же теоремы 3.13 вытекает, что при x(·) ∈ Wp и ‖Fx(·) − y(·)‖L2([0,π]) � δ
справедливо неравенство∫

Rd

∣∣∣∣ 1
(2π)d

ψ(ξ)Fx(ξ)−m(y)(ξ)
∣∣∣∣ dξ � E(p, 1, 2),

где

m(y)(ξ) =
1

(2π)d
κ

(
ξ

1
ν+d(1/2−1/p)
1 ξ

)
ψ(ξ)y(ξ),
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а

ξ1 = δ
(
γ̂−1

d (1− γ̂d)p−1Cp−2
) q̂d

2p = σ1/γ̂d .

Следовательно,∣∣∣∣ 1
(2π)d

∫
Rd

ψ(ξ)Fx(ξ)ei〈t,ξ〉 dξ −
∫

Rd

m(y)(ξ)ei〈t,ξ〉 dξ

∣∣∣∣ �
�
∫

Rd

∣∣∣∣ 1
(2π)d

ψ(ξ)Fx(ξ)−m(y)(ξ)
∣∣∣∣ dξ � E(p, 1, 2) � Ep∞(Λ, D).

Отсюда вытекает, что метод m̂(y)(·) является оптимальным, а погрешность опти-
мального восстановления совпадает с величиной E(p, 1, 2).

Теперь рассмотрим случай, когда p =∞. Положим

s(ξ) =

⎧⎨⎩
ψ(ξ)
|ψ(ξ)| , ψ(ξ) �= 0,

1, ψ(ξ) = 0.

Пусть функция x̂(·) такова, что

F x̂(ξ) =

⎧⎪⎨⎪⎩
δs(ξ), |ψ(ξ)| � λ|ϕ(ξ)|2,
δ

λ

ψ(ξ)
|ϕ(ξ)|2 , |ψ(ξ)| < λ|ϕ(ξ)|2.

Выберем λ > 0 так, чтобы ‖Dx̂(·)‖L2(Rd) = 1. Тогда для нахождения λ получаем
уравнение

δ2

(2π)d

∫
|ψ(ξ)|�λ|ϕ(ξ)|2

|ϕ(ξ)|2 dξ +
δ2λ−2

(2π)d

∫
|ψ(ξ)|<λ|ϕ(ξ)|2

|ψ(ξ)|2
|ϕ(ξ)|2 dξ = 1.

Переходя к сферическим координатам, получаем

δ2

(2π)d

∫
Πd−1

ϕ̃2(ω)J(ω) dω

∫ Φ2(ω)

0

ρ2ν+d−1 dρ +

+
δ2λ−2

(2π)d

∫
Πd−1

ψ̃2(ω)
ϕ̃2(ω)

J(ω) dω

∫ +∞

Φ2(ω)

ρ−2ν+2η+d−1 dρ = 1,

где

Φ2(ω) =

(
ψ̃(ω)

λϕ̃2(ω)

) 1
2ν−η

.

Тем самым получаем уравнение

δ2

(2π)d
λ−

2ν+d
2ν−η

4ν − 2η

(2ν + d)(2ν − 2η − d)
J2 = 1.

Отсюда

λ =
(

δ2(4ν − 2η)
(2π)d(2ν + d)(2ν − 2η − d)

J2

) 2ν−η
2ν+d

.
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Из (3.82) вытекает, что

E∞∞(Λ, D) � 1
(2π)d

∫
Rd

|ψ(ξ)||F x̂(ξ)| dξ =
δ

(2π)d

∫
|ψ(ξ)|�λ|ϕ(ξ)|2

|ψ(ξ)| dξ +

+
δ

λ(2π)d

∫
|ψ(ξ)|<λ|ϕ(ξ)|2

|ψ(ξ)|2
|ϕ(ξ)|2 dξ =

δ

(2π)d

∫
Πd−1

ψ̃(ω)J(ω) dω

∫ Φ2(ω)

0

ρη+d−1 dρ +

+
δ

λ(2π)d

∫
Πd−1

ψ̃2(ω)
ϕ̃2(ω)

J(ω) dω

∫ +∞

Φ2(ω)

ρ−2ν+2η+d−1 dρ =
δλ−

η+d
2ν−η

(2π)d(η + d)
J2 +

+
δ

λ(2π)d(2ν − 2η − d)
λ

2ν−2η−d
2ν−η J2 =

δ(2ν − η)λ−
η+d
2ν−η J2

(2π)d(η + d)(2ν − 2η − d)
= Ê,

где

Ê =
(ν + d/2)

η+d
2ν+d

η + d

(
(2ν − η)J2

(2π)d(2ν − 2η − d)

) 2ν−η
2ν+d

δ
2ν−2η−d

2ν+d .

Докажем, что для всех x(·) ∈ X∞ выполнено равенство

Λx(t) =
1

(2π)d

∫
|ψ(ξ)|�λ|ϕ(ξ)|2

(ψ(ξ)− λs(ξ)|ϕ(ξ)|2)Fx(ξ)ei〈t,ξ〉 dξ +

+
λ

δ(2π)d

∫
Rd

|ϕ(ξ)|2Fx(ξ)F x̂(ξ)ei〈t,ξ〉 dξ. (3.84)

Действительно,

1
(2π)d

∫
|ψ(ξ)|�λ|ϕ(ξ)|2

(ψ(ξ)− λs(ξ)|ϕ(ξ)|2)Fx(ξ)ei〈t,ξ〉 dξ +

+
λ

δ(2π)d

∫
Rd

|ϕ(ξ)|2Fx(ξ)F x̂(ξ)ei〈t,ξ〉 dξ =

=
1

(2π)d

∫
|ψ(ξ)|�λ|ϕ(ξ)|2

(ψ(ξ)− λs(ξ)|ϕ(ξ)|2)Fx(ξ)ei〈t,ξ〉 dξ +

+
1

(2π)d

∫
|ψ(ξ)|�λ|ϕ(ξ)|2

λs(ξ)|ϕ(ξ)|2Fx(ξ)ei〈t,ξ〉 dξ +

+
1

(2π)d

∫
|ψ(ξ)|<λ|ϕ(ξ)|2

ψ(ξ)Fx(ξ)ei〈t,ξ〉 dξ =
1

(2π)d

∫
Rd

ψ(ξ)Fx(ξ)ei〈t,ξ〉 dξ = Λx(t).

Оценим погрешность метода

m(y)(t) =
1

(2π)d

∫
|ψ(ξ)|�λ|ϕ(ξ)|2

(ψ(ξ)− λs(ξ)|ϕ(ξ)|2)y(ξ)ei〈t,ξ〉 dξ.
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Имеем

|Λx(t)−m(y)(t)| =
∣∣∣∣ 1
(2π)d

∫
Rd

ψ(ξ)Fx(ξ)ei〈t,ξ〉 dξ −

− 1
(2π)d

∫
|ψ(ξ)|�λ|ϕ(ξ)|2

(ψ(ξ)− λs(ξ)|ϕ(ξ)|2)y(ξ)ei〈t,ξ〉 dξ

∣∣∣∣ �
�
∣∣∣∣ 1
(2π)d

∫
Rd

ψ(ξ)Fx(ξ)ei〈t,ξ〉 dξ −

− 1
(2π)d

∫
|ψ(ξ)|�λ|ϕ(ξ)|2

(ψ(ξ)− λs(ξ)|ϕ(ξ)|2)Fx(ξ)ei〈t,ξ〉 dξ

∣∣∣∣+
+

1
(2π)d

∫
|ψ(ξ)|�λ|ϕ(ξ)|2

|ψ(ξ)− λs(ξ)|ϕ(ξ)|2|Fx(ξ)− y(ξ)| dξ.

Для x(·) таких, что

‖Fx(·)− y(·)‖L∞(Rd) � δ,
1

(2π)d

∫
Rd

|ϕ(ξ)|2|Fx(ξ)|2 dξ � 1,

учитывая (3.84), получаем

|Λx(t)−m(y)(t)| � λ

δ(2π)d

∫
Rd

|ϕ(ξ)|2|Fx(ξ)||F x̂(ξ)| dξ + μ � λ

δ
+ μ,

где

μ =
δ

(2π)d

∫
|ψ(ξ)|�λ|ϕ(ξ)|2

(|ψ(ξ)− λ|ϕ(ξ)|2) dξ.

Выше было вычислено

δ

(2π)d

∫
|ψ(ξ)|�λ|ϕ(ξ)|2

|ψ(ξ)| dξ =
δλ−

η+d
2ν−η

(2π)d(η + d)
J2.

Далее,

δλ

(2π)d

∫
|ψ(ξ)|�λ|ϕ(ξ)|2

|ϕ(ξ)|2 dξ =
δλ

(2π)d

∫
Πd−1

ϕ̃2(ω)J(ω) dω

∫ Φ2(ω)

0

ρ2ν+d−1 dρ =

=
δλ−

η+d
2ν−η

(2π)d(2ν + d)
J2.

Таким образом,

μ =
δλ−

η+d
2ν−η (2ν − η)

(2π)d(η + d)(2ν + d)
J2.

Нетрудно убедиться, что λ/δ + μ = Ê, поэтому

e∞∞(Λ, D, m) � Ê � E∞∞(Λ, D).

Отсюда вытекает, что m(y)(·) — оптимальный метод, а погрешность оптимального

восстановления равна Ê. Несложная проверка показывает, что при p = ∞ правая

часть равенства (3.83) совпадает с Ê.
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Метод m(y)(·) может быть записан в виде

m(y)(t) = F−1

((
1− λ

|ϕ(ξ)|2
|ψ(ξ)|

)
+

ψ(ξ)y(ξ)

)
(t).

При p =∞

m̂(y)(t) = F−1

((
1− σ

2ν−η
ν−η−d/2

|ϕ(ξ)|2
|ψ(ξ)|

)
+

ψ(ξ)y(ξ)

)
(t).

Легко убедиться, что при p =∞ σ
2ν−η

ν−η−d/2 = λ. Поэтому m(y)(·) = m̂(y)(·). �
Пусть d = 1, ν, η — целые неотрицательные числа, ϕ(ξ) = (iξ)ν , ψ(ξ) = (iξ)η.

Тем самым рассматривается случай, когда D =
dν

dtν
, а Λ =

dη

dtη
. Пусть функ-

ция κ∗d(·) при 1 < p <∞ определена равенством

κ∗d(ξ)
(1− κ∗d(ξ))p−1

= (2π)d |ξ|η(p−2)

|ξ|2ν(p−1)
,

при p = 1
κ∗d(ξ) = min{1, (2π)d|ξ|−η},

а при p =∞
κ∗d(ξ) =

(
1− |ξ|2ν−η

)
+

.

Следствие 3.25. Пусть ν, η — целые, η � 0, ν > η, η + p > 1 и 1 � p � ∞. Тогда

Ep∞
(

dη

dtη
,

dν

dtν

)
=

√
(ν + 1/2− 1/p)B̂1(2π)−q̂1(1+γ̂1)/2

(ν − η − 1/2)(η + 1− 1/p)
σ,

где

σ =

⎛⎝δ

√
η + 1− 1/p

ν − η − 1/2

(
B̂1(2π)−q̂1(1+γ̂1)/2

ν + 1/2− 1/p

)1/2−1/p
⎞⎠

ν−η−1/2
ν+1/2−1/p

.

Метод
m̂(y)(t) = F−1

(
κ∗1
(
σ

1
ν−η−1/2 ξ

)
(iξ)ηy(ξ)

)
(t)

является оптимальным.

Применим теорему 3.24 к операторам Λ = (−Δ)η/2 и D = (−Δ)ν/2.

Следствие 3.26. Пусть η � 0, ν > η + d/2, η + p > 1 и 1 � p �∞. Тогда

Ep∞((−Δ)η/2, (−Δ)ν/2) =

√
(ν + d(1/2− 1/p))B̂dI0(2π)−dq̂d(1+γ̂d)/2

2(ν − η − d/2)(η + d(1− 1/p))
σ̂,

где

σ̂ =

⎛⎝δ

√
η + d(1− 1/p)
ν − η − d/2

(
B̂dI0(2π)−dq̂d(1+γ̂d)/2

2(ν + d(1/2− 1/p))

)1/2−1/p
⎞⎠

ν−η−d/2
ν+d(1/2−1/p)

,
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а I0 определено равенством (3.66). Метод

m̂(y)(t) = F−1
(
κd

(
σ̂

1
ν−η−d/2 ξ

)
|ξ|ηy(ξ)

)
(t)

является оптимальным.

Рассмотрим теперь применение теоремы 3.24 к операторам Λ = Dα и D =
= (−Δ)ν/2. Пусть функция κ̂(·) при 1 < p <∞ определена равенством

κ̂(ξ)
(1− κ̂(ξ))p−1

= (2π)d |ξα|p−2

|ξ|2ν(p−1)
,

при p = 1
κ̂(ξ) = min{1, (2π)d|ξα|−1},

а при p =∞

κ̂(ξ) =
(

1− |ξ|
2ν

|ξα|

)
+

.

Следствие 3.27. Пусть η = α1 + . . . + αd > 0, ν > η + d/2, 1 � p �∞. Тогда

Ep∞(Dα, (−Δ)ν/2) =

√
(ν + d(1/2− 1/p))B̂dĴ(2π)−dq̂d(1+γ̂d)/2

2(ν − η − d/2)(η + d(1− 1/p))
σ,

где

σ =

⎛⎝δ

√
η + d(1− 1/p)
ν − η − d/2

(
B̂dĴ(2π)−dq̂d(1+γ̂d)/2

2(ν + d(1/2− 1/p))

)1/2−1/p
⎞⎠

ν−η−d/2
ν+d(1/2−1/p)

,

где
Ĵ = 2

Γ((α1q̂d + 1)/2) . . .Γ((αdq̂d + 1)/2)
Γ((ηq̂d + d)/2)

. (3.85)

Метод
m̂(y)(t) = F−1

(
κ̂
(
σ

1
ν−η−d/2 ξ

)
(iξ)αy(ξ)

)
(t)

является оптимальным.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Величина J2 из теоремы 3.24 в рассматриваемом случае

имеет вид

J2 =
∫

Πd−1

| cos ω1|α1 q̂d . . . | sin ω1 sin ω2 . . . sin ωd−2 sin ωd−1|αdq̂dJ(ω) dω = Ĵ .

Учитывая (3.72), получаем равенство (3.85). Теперь утверждение следствия непо-
средственно вытекает из теоремы 3.24. �
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3.10. ТОЧНЫЕ НЕРАВЕНСТВА ДЛЯ СТЕПЕНЕЙ ОПЕРАТОРА ЛАПЛАСА
И ДРОБНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ

В силу равенства (3.35) для задачи (3.56) имеем

Epr(Λ, D) = sup
x(·)∈Wp

‖Fx(·)‖Lp(Rd)�δ

‖Λx(·)‖Lr(Rd).

Аналогично доказательству теоремы 3.10 доказывается следующее утверждение.

Теорема 3.28. Если

sup
‖Dx(·)‖Lr(T,μ)�1
‖x(·)‖Lp(T,μ)�δ

‖Λx(·)‖Lq(T,μ) = Cδα,

где α ∈ (0, 1), то имеет место точное неравенство

‖Λx(·)‖Lq(T,μ) � C‖Fx(·)‖α
Lp(T,μ)‖Dx(·)‖1−α

Lr(T,μ). (3.86)

Таким образом, каждой рассмотренной выше задачи восстановления с конкрет-

ными операторами Λ и D соответствует точное неравенство вида (3.86). Приведем
ряд таких неравенств.

Положим

Ĉd =

√
ν + d(1/2− 1/p)
η + d(1/2− 1/p)

×

×

⎛⎝√η + d(1/2− 1/p)
(2π)d(ν − η)

(
πd/2B̃d

Γ(d/2)(ν + d(1/2− 1/p))

)1/2−1/p
⎞⎠ ν−η

ν+d(1/2−1/p)

,

где

B̃d = B

(
1

1− 2/p
,
η + d(1/2− 1/p)
(ν − η)(1− 2/p)

)
.

Из следствия 3.18 получаем

Теорема 3.29. Пусть ν, η — целые, η � 0, ν > η, 2 < p � ∞. Тогда имеет место
точное неравенство

‖x(η)(·)‖L2(R) � Ĉ1‖Fx(·)‖
ν−η

ν+1/2−1/p

Lp(R) ‖x(ν)(·)‖
η+1/2−1/p
ν+1/2−1/p

L2(R) .

Из следствия 3.20 получаем

Теорема 3.30. Пусть η � 0, ν > η, 2 < p � ∞. Тогда имеет место точное
неравенство

‖(−Δ)η/2x(·)‖L2(Rd) � Ĉd‖Fx(·)‖
ν−η

ν+d(1/2−1/p)

Lp(Rd)
‖(−Δ)ν/2x(·)‖

η+d(1/2−1/p)
ν+d(1/2−1/p)

L2(Rd)
.
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Положим

K̂ =

√
ν + d(1/2− 1/p)
η + d(1/2− 1/p)

×

×

⎛⎝√η + d(1/2− 1/p)
(2π)d(ν − η)

(
B̃dJ1

2(ν + d(1/2− 1/p))

)1/2−1/p
⎞⎠ ν−η

ν+d(1/2−1/p)

,

где

J1 = 2
Γ((α1q1 + 1)/2) . . .Γ((αdq1 + 1)/2)

Γ((ηq1 + d)/2)
,

а

q1 =
ν + d(1/2− 1/p)

(ν − η)(1/2− 1/p)
.

Из следствия 3.22 получаем

Теорема 3.31. Пусть η = α1 + . . . + αd, ν > η, 2 < p � ∞. Тогда имеет место
точное неравенство

‖Dαx(·)‖L2(Rd) � K̂‖Fx(·)‖
ν−η

ν+d(1/2−1/p)

Lp(Rd)
‖(−Δ)ν/2x(·)‖

η+d(1/2−1/p)
ν+d(1/2−1/p)

L2(Rd)
.

Приведем еще ряд точных неравенств для норм в L∞(Rd). Положим

K̂d =

√
(ν + d(1/2− 1/p))πd/2(2π)−dq̂d(1+γ̂d)/2B̂d

Γ(d/2)(ν − η − d/2)(η + d(1− 1/p))
×

×

⎛⎝√η + d(1− 1/p)
ν − η − d/2

(
πd/2(2π)−dq̂d(1+γ̂d)/2B̂d

Γ(d/2)(ν + d(1/2− 1/p))

)1/2−1/p
⎞⎠

ν−η−d/2
ν+d(1/2−1/p)

,

где γ̂d и q̂d определены равенствами (3.80), а B̂d — равенством (3.81).

Из следствия 3.25 вытекает

Теорема 3.32. Пусть ν, η — целые, η � 0, ν > η, η + p > 1 и 1 � p � ∞. Тогда
имеет место точное неравенство

‖x(η)(·)‖L∞(R) � K̂1‖Fx(·)‖
ν−η−1/2

ν+1/2−1/p

Lp(R) ‖x(ν)(·)‖
η+1−1/p

ν+1/2−1/p

L2(R) .

Из следствия 3.26 вытекает

Теорема 3.33. Пусть η � 0, ν > η + d/2, η + p > 1 и 1 � p � ∞. Тогда имеет
место точное неравенство

‖(−Δ)η/2x(·)‖L∞(Rd) � K̂d‖Fx(·)‖
ν−η−d/2

ν+d(1/2−1/p)

Lp(Rd)
‖(−Δ)ν/2x(·)‖

η+d(1−1/p)
ν+d(1/2−1/p)

L2(Rd)
.
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Положим

M̂ =

√
(ν + d(1/2− 1/p))B̂dĴ(2π)−dq̂d(1+γ̂d)/2

2(ν − η − d/2)(η + d(1− 1/p))
×

×

⎛⎝√η + d(1− 1/p)
ν − η − d/2

(
B̂dĴ(2π)−dq̂d(1+γ̂d)/2

2(ν + d(1/2− 1/p))

)1/2−1/p
⎞⎠

ν−η−d/2
ν+d(1/2−1/p)

,

где γ̂d, q̂d и B̂d те же, что и при определении величины K̂d, а Ĵ определено
равенством (3.85). Из следствия 3.27 вытекает

Теорема 3.34. Пусть η = α1 + . . .+αd > 0, ν > η +d/2, 1 � p � ∞. Тогда имеет
место точное неравенство

‖Dαx(·)‖L∞(Rd) � M̂‖Fx(·)‖
ν−η−d/2

ν+d(1/2−1/p)

Lp(Rd)
‖(−Δ)ν/2x(·)‖

η+d(1−1/p)
ν+d(1/2−1/p)

L2(Rd)
.

3.11. КОММЕНТАРИИ

3.1. Материал этого раздела взят из работы К. Ю. Осипенко [21].
3.2. Случаи совпадения метрик изучались в работе К. Ю. Осипенко [87].
3.3. Теорема 3.6 доказана К. Ю. Осипенко [21]. Случаи совпадения метрик для

однородных весов рассматривались в работе К. Ю. Осипенко [88].
3.4. Материал этого раздела основан на работах К. Ю. Осипенко [21], [24].
3.5. Теорема 3.13 доказана в работе К. Ю. Осипенко [88].
3.6. Теорема 3.14 при (q, p, r) ∈ P доказана в работе К. Ю. Осипенко [21].

Следствие 3.15 при (q, p, r) ∈ P было получено в работе S. Barza, V. Burenkov,
J. Pečarić, L.-E. Persson [1]. Неравенство, полученное в этом следствии, является
обобщением известного неравенства Карлсона. Обобщению неравенства Карлсона
посвящено много работ (см., например, соответствующие ссылки в [1]). След-

ствие 3.16, связанное с одним из таких обобщений, было получено В. И. Леви-
ным [51].

3.7. Задача восстановления дифференциальных операторов по неточно задан-
ному преобразованию Фурье при q = ∞ и p = r = 2 была поставлена и реше-

на в работе К. Ю. Осипенко [21]. Более общие случаи исследовались в работе
К. Ю. Осипенко [88].

3.8. Теорема 3.17 доказана в работе К. Ю. Осипенко [88]. Утверждение след-
ствия 3.18 было получено в работе Г. Г. Магарил-Ильяева, К. Ю. Осипенко [63].

Результат, полученный в теореме 3.19, вытекает из работы Г. Г. Магарил-Ильяева,
К. Ю. Осипенко [61]. Следствие 3.20 получено в работе К. Ю. Осипенко [88].
Случай p = ∞ рассматривался ранее Е. О. Сивковой [92]. Случай p = 2 (тео-
рема 3.21) изучался в работе Г. Г. Магарил-Ильяева, Е. О. Сивковой [69]. След-

ствие 3.22 и теорема 3.23 доказаны К. Ю. Осипенко [88]. Результаты, близкие к по-
лученным в теореме 3.23, получены в работах Г. Г. Магарил-Ильяева, К. Ю. Оси-
пенко [56], [66].

3.9. Следствие 3.25 получено К. Ю. Осипенко [88]. Случаи p = 1, 2,∞ рас-
сматривались ранее в работе Г. Г. Магарил-Ильяева, К. Ю. Осипенко [58] (там же
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рассмотрен случай, когда p = 1, а η = 0). Следствие 3.26 получено К. Ю. Осипен-
ко [88]. Случай p = ∞ был рассмотрен ранее Е. О. Сивковой [93], а случай p = 2
в работе К. Ю. Осипенко [21]. Следствие 3.27 получено К. Ю. Осипенко [88].

3.10. Теорема 3.29 получена в работе Г. Г. Магарил-Ильяева, К. Ю. Осипен-
ко [57]. Теорема 3.30 доказана К. Ю. Осипенко [24]. Случай p = 2 получен ранее
Г. Г. Магарил-Ильяевым, Е. О. Сивковой [69]. Теоремы 3.31 и 3.32 доказаны
К. Ю. Осипенко [24]. Случаи p = 1,∞ в теореме 3.32 вытекают из результатов

Г. Г. Магарил-Ильяева, К. Ю. Осипенко [58], а случай p = 2 эквивалентен нера-
венству Л. В. Тайкова [97]. Теорема 3.33 доказана К. Ю. Осипенко [24], частные
случаи были получены в работах Е. О. Сивковой [93] (p = ∞) и К. Ю. Осипен-
ко [21] (p = 2). Теорема 3.34 доказана К. Ю. Осипенко [24], частный случай,

когда p = 2, был получен в работе К. Ю. Осипенко [21].



Глава 4

ОПТИМАЛЬНАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ

4.1. ОПТИМАЛЬНАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ НА КЛАССЕ W r
∞([−1, 1])

Рассмотрим задачу оптимального восстановления значения x(τ ), τ ∈ [−1, 1],
по значениям функции x(·) ∈ W r∞([−1, 1]) и ее производных в системе различных
точек t̄ = (t1, . . . , tn) из отрезка [−1, 1]. Случаи r � n и r = 1 были разобраны
в 1.1. Будем считать, что информация о функции x(·) ∈ W r∞([−1, 1]), имеющаяся
в нашем распоряжении, такова:

Ft̄x(·) = (x(t1), . . . , x(ν1−1)(t1), . . . , x(tn), . . . , x(νn−1)(tn)). (4.1)

Теорема 4.1. Пусть −1 � t1 < . . . < tn � 1, r ∈ N, νj ∈ N, 1 � νj � r,
j = 1, . . . , n, m = ν1 + . . . + νn � r и s1 < . . . < sm−r — узлы совершенного
сплайна s(·), удовлетворяющего условиям

s(ν)(tj) = 0, ν = 0, 1, . . . , νj − 1, j = 1, . . . , n.

Тогда для всех τ ∈ [−1, 1]

E(x(τ ), W r
∞([−1, 1]), Ft̄) = |s(τ )|, (4.2)

а единственным линейным оптимальным методом восстановления является
полиномиальный сплайн S(·) степени r − 1 с узлами в точках s1, . . . , sm−r,
удовлетворяющий интерполяционным условиям

S(ν)(tj) = x(ν)(tj), ν = 0, 1, . . . , νj − 1, j = 1, . . . , n. (4.3)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Отметим, что существование сплайнов s(·) и S(·) доказано
в 7.5.2 и 7.5.3. Докажем равенство (4.2). Из теоремы 2.4 вытекает, что

E(x(τ ), W r
∞([−1, 1]), Ft̄) = sup

x(·)∈W r
∞([−1,1])

Ft̄x(·)=0

|x(τ )|.

Предположим, что найдется x̂(·) ∈ W r∞([−1, 1]), для которой Ft̄x̂(·) = 0, а |x̂(τ )| >
> |s(τ )|. Положим

y(·) = s(·)− ρx̂(·), ρ =
s(τ )
x̂(τ )

.
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Тогда функция y(·) имеет m+1 нулей с учетом кратности и, следовательно, y(r)(·)
имеет не менее m−r+1 перемен знака. С другой стороны, в силу того, что |ρ| < 1,
на каждом из интервалов (−1, s1), (s1, s2), . . . , (sm−r, 1) функция y(r)(·) имеет тот

же знак, что и s(r)(·), а значит, у нее ровно m − r перемен знака. Полученное
противоречие доказывает равенство (4.2).

Для построения оптимального метода воспользуемся теоремой 2.12. Пусть со-
вершенный сплайн s(·) имеет вид

s(t) =
r−1∑
j=0

ajt
j +

α

r!

(
tr + 2

m−r∑
j=1

(−1)j(t− sj)+r

)
.

Для точек M = (b0, . . . , br−1, u1, . . . , um−r) ∈ Rm достаточно близких к точке

M0 = (a0, . . . , ar−1, s1, . . . , sm−r) ∈ Rm рассмотрим функции

sM (t) =
r−1∑
j=0

bjt
j +

α

r!

(
tr + 2

m−r∑
j=1

(−1)j(t− uj)+r

)
.

Очевидно, что sM (·) ∈ W r∞([−1, 1]) для всех M из достаточно малой окрестно-

сти M0 и, кроме того, sM0(·) = s(·). Имеем

∂sM (t)
∂bj

∣∣M0

= tj , j = 0, . . . , r − 1,

∂sM (t)
∂uj

∣∣M0

=
2α(−1)j+1

(r − 1)!
(t− sj)r−1

+ , j = 1, . . . , m− r.

Положив

S(t) =
r−1∑
j=0

yjt
j +

m−r∑
j=1

yj(t− sj)+r−1,

получаем, что система (2.35) принимает вид (4.3). Поэтому оптимальным методом
восстановления является значение интерполяционного сплайна S(·) в точке τ . �

4.2. МИНИМИЗАЦИЯ ПОГРЕШНОСТИ ВОССТАНОВЛЕНИЯ
НА КЛАССЕ W r

∞([−1, 1])

Исследуем теперь задачу о минимизации максимальной погрешности восста-
новления на классе W r∞([−1, 1]) по информации (4.1), когда точка τ , в которой
происходит восстановление, принадлежит отрезку [−1, 1]. Иначе говоря, речь идет
о нахождении величины

Em(W r
∞([−1, 1]), C([−1, 1])) = inf

−1�t1<...<tn�1
ν1+...+νn=m

sup
τ∈[−1,1]

E(x(τ ), W r
∞([−1, 1]), Ft)

и точек с соответствующими кратностями, на которых достигается эта нижняя

грань, называемых оптимальными узлами интерполяции (подобная задача рас-
сматривалась в 1.1 для m = r и r = 1).
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Из теоремы 4.1 следует, что поставленная задача сводится к задаче о совер-
шенных сплайнах, наименее уклоняющихся от нуля в равномерной метрике. Обо-
значим через Sr

N — множество совершенных сплайнов порядка r с числом узлов,

не превосходящем N .

Теорема 4.2. При всех N ∈ N и r ∈ N существует совершенный сплайн ŝ(·) ∈
∈ Sr

N и точки −1 � τ1 < . . . < τN+r+1 � 1 такие, что

ŝ(τj) = (−1)j‖ŝ(·)‖C([−1,1]) j = 1, . . . , N + r + 1. (4.4)

При этом
inf

s(·)∈Sr
N

‖s(·)‖C([−1,1]) = ‖ŝ(·)‖C([−1,1]). (4.5)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Положим

S
N =

{
ξ ∈ R

N+1 : ‖ξ‖ =
N+1∑
j=1

|ξj | = 2
}

.

Для ξ ∈ SN определим s0 = −1, sj = −1 + |ξ1| + . . . + |ξj |, j = 1, . . . , N + 1.
Рассмотрим функцию

gξ(t) =
1

(r − 1)!

∫ t

−1

(t− τ )r−1hξ(τ ) dτ,

где
hξ(τ ) = sign ξj , t ∈ (sj−1, sj), j = 1, . . . , N + 1.

Функция gξ(·) непрерывно зависит от ξ ∈ SN относительно нормы в C([−1, 1])
(см. доказательство теоремы 7.16). Пусть

p̂ξ(t) =
N+r−1∑

j=0

aj(ξ)tj

— многочлен наилучшего равномерного приближения функции gξ(·) на отрез-

ке [−1, 1]. Положим
A(ξ) = (ar(ξ), . . . , aN+r−1(ξ)).

Отображение A : SN → RN является нечетным и непрерывным (непрерывность
следует из непрерывной зависимости gξ(·) от ξ ∈ SN и теоремы 7.2). По теореме

Борсука существует ξ̂ ∈ SN , для которого A(ξ̂) = 0. Положим

ŝ(t) = −
r−1∑
j=0

aj(ξ̂)tj + gξ̂(t). (4.6)

Очевидно, что ŝ(·) ∈ Sr
N . По теореме Чебышева найдутся N +r+1 точек −1 � τ1 <

< . . . < τN+r+1 � 1, для которых

ŝ(τj) = σ(−1)j‖ŝ(·)‖C([−1,1]), j = 1, . . . , N + r + 1,
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где σ = 1 или −1. (Если σ = −1, то в качестве ŝ(·) можно взять выражение
в правой части (4.6) с противоположным знаком.)

Докажем теперь равенство (4.5). Прежде всего заметим, что у ŝ(·) ровно N
узлов. Действительно, в силу равенств (4.4) у ŝ(·) не менее N+r нулей. Тем самым
ŝ(r)(·) имеет не менее N перемен знака, а следовательно, не может иметь меньше
N узлов. Обозначим узлы ŝ(·) через −1 < ŝ1 < . . . < ŝN < 1. Предположим, что
нашелся совершенный сплайн s̃(·) ∈ Sr

N с узлами −1 < s̃1 < . . . < s̃m < 1, m � N ,

для которого
‖s̃(·)‖C([−1,1]) < ‖ŝ(·)‖C([−1,1]).

Будем считать, что sign s̃(r)(t) = sign ŝ(r)(t) при t ∈ (0, min{ŝ1, s̃1}) (в противном
случае вместо s̃(·) рассмотрим совершенный сплайн с противоположным знаком).
Положим R(·) = ŝ(·)− s̃(·). Имеем

sign R(τj) = (−1)j , j = 1, . . . , N + r + 1.

Поэтому y R(·) не менее N +r нулей. Следовательно, у R(r)(·) не менее N перемен

знака. Однако поскольку R(r)(t) ≡ 0 при t ∈ (0, min{ŝ1, s̃1}), то у функции R(r)(·)
число перемен знака не превышает N − 1. Полученное противоречие доказывает
равенство (4.5). �

Следствие 4.3. Пусть r, m ∈ N, m � r и ŝ(·) ∈ Sr
m−r удовлетворяет условию

(4.4) для N = m− r. Тогда

Em(W r
∞([−1, 1]), C([−1, 1])) = ‖ŝ(·)‖C([−1,1]),

а нули совершенного сплайна ŝ(·) являются оптимальными узлами интерпо-
ляции.

Рассмотрим несколько частных случаев. Пусть r = 2 и m � 2. Положим

tj =
2j −m− 1
m− 2 +

√
2
, j = 1, . . . , m, (4.7)

sm2(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

− (t− t1)(t− t2)
2

, t ∈ [−1, t2],

(−1)j (t− tj)(t− tj+1)
2

, t ∈ [tj , tj+1], j = 2, . . . , m− 2,

(−1)m−1 (t− tm−1)(t− tm)
2

, t ∈ [tm−1, 1].

Нетрудно убедиться, что sm2(·) — совершенный сплайн порядка 2 с узлами в точ-
ках t2, . . . , tm−1, удовлетворяющий условию

sm2(τj) =
(−1)j

2(m− 2 +
√

2)2
= (−1)j‖sm2(·)‖C([−1,1]), j = 1, . . . , m + 1,

где τ1 = −1, τj = (tj−1+tj)/2, j = 2, . . . , m и τm+1 = 1. Тем самым из следствия 4.3
получаем
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Следствие 4.4. При всех натуральных m � 2

Em(W 2
∞([−1, 1]), C([−1, 1])) =

1
2(m− 2 +

√
2)2

,

а точки (4.7) являются оптимальными узлами интерполяции.

Пусть теперь r = 3 и m � 3. Положим

t1 =
3−

√
3−m

m− 1
, tj =

2j −m− 1
m− 1

, j = 2, . . . , m− 1, tm = −t1, (4.8)

τ1 = −1, τj =
2j − 2−m

m− 1
, j = 2, . . . , m, τm+1 = 1,

sm3(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(t− t2)3

6
− (t− t2)

2(m− 1)2
, t ∈ [τ1, τ3],

(−1)j

(
(t− tj)3

6
− (t− tj)

2(m− 1)2

)
, t ∈ [τj , τj+1], j = 3, . . . , m− 2,

(−1)m−1

(
(t− tm−1)3

6
− (t− tm−1)

2(m− 1)2

)
, t ∈ [τm−1, τm+1].

Несложно проверить, что sm3(·) — совершенный сплайн порядка 3 с узлами в точ-

ках τ3, . . . , τm−1, удовлетворяющий условию

sm3(τj) =
(−1)j

3(m− 1)3
= (−1)j‖sm3(·)‖C([−1,1]), j = 1, . . . , m + 1.

Тем самым из следствия 4.3 получаем

Следствие 4.5. При всех натуральных m � 3

Em(W 3
∞([−1, 1]), C([−1, 1])) =

1
3(m− 1)3

,

а точки (4.8) являются оптимальными узлами интерполяции.

4.3. ОПТИМАЛЬНАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ НА КЛАССЕ Hp

Пространством Харди Hp называется множество функций, аналитических
в единичном круге D := {z ∈ C : |z| < 1} и удовлетворяющих условию

‖f(·)‖Hp =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
sup

0<r<1

(
1
2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)|p dθ

)1/p

< ∞, 1 � p <∞,

sup
z∈D

|f(z)| <∞, p =∞.

Положим
Hp := { f(·) ∈ Hp : ‖f(·)‖Hp � 1 }.

Рассмотрим задачу оптимального восстановления значения функции f(·) ∈ Hp

в некоторой точке ξ ∈ D по точным значениям информационного оператора

Iτf = ( f(z1), . . . , f (ν1−1)(z1), . . . , f(zn), . . . , f (νn−1)(zn) ), (4.9)
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где

τ =
(

z1, . . . , zn

ν1, . . . , νn

)
,

а z1, . . . , zn — различные точки из D. Иными словами, нас интересует величина

E(f(ξ), Hp, Iτ ) = inf
ϕ : CN→C

sup
f(·)∈Hp

|f(ξ)− ϕ(Iτf)|, (4.10)

где N =
∑n

j=1 νj . Кроме того, мы ищем оптимальный метод восстановления,

т. е. метод, на котором достигается нижняя грань в (4.10).
Произведением Бляшке порядка m называется функция

B(z) = λ
m∏

j=1

z − αj

1− αjz
,

где |αj | < 1, j = 1, . . . , m, а |λ| = 1. Нетрудно убедиться, что |B(z)| ≡ 1 при |z| = 1,
и, следовательно, B(z) = B−1(z) при всех |z| = 1. Положим

W (z) =
n∏

j=1

(
z − zj

1− zjz

)νj

, ωj(z) =
n∏

s=1
s �=j

(
z − zs

1− zsz

)νs

.

В дальнейшем под выражениями с p при p = ∞ понимаются пределы этих
выражений при p →∞.

Теорема 4.6. При всех 1 � p �∞ метод

f(ξ) ≈
n∑

j=1

νj−1∑
ν=0

cjν(ξ, p)f (ν)(zj), (4.11)

где

cjν(ξ, p) =
W (ξ)(1− |ξ|2) p−2

p

ν!(νj − ν − 1)!

(
(1− zjz)νj

ωj(z)(ξ − z)(1− ξz)
p−2

p

)(νj−ν−1)

∣∣z=zj

,

является оптимальным методом восстановления на классе Hp. Для погрешно-
сти оптимального метода восстановления значений функций f(·) ∈ Hp в точ-
ке ξ по информации Iτ справедливо равенство

E(f(ξ), Hp, Iτ ) =
|W (ξ)|

(1− |ξ|2)1/p
.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Положим

g(z) =
W (z)

(1− ξz)2/p
, α := W (ξ)(1− |ξ|2) p−2

p .

(Здесь и далее под выражениями типа (1− ξz)2/p понимаются значения той ветви

соответствующей многозначной функции, которая при z = 0 принимает значе-
ние 1.) Очевидно, что g(·) ∈ Hp для любого ξ ∈ D. Пусть 1 � p < ∞. Положим
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dμ(eiθ) =
dθ

2π
. Тогда для всех f(·) ∈ Hp, пользуясь теоремой Коши о вычетах

(см. теорему 7.32), получаем

α

∫
|z|=1

g(z)|g(z)|p−2f(z) dμ(z) = α
1

2πi

∫
|z|=1

f(z) dz

W (z)(z − ξ)(1− ξz)
p−2

p

=

= f(ξ)−
n∑

j=1

νj−1∑
ν=0

cjν(ξ, p)f (ν)(zj).

Подставив в эти равенства f(·) = g(·), находим
‖g(·)‖Hp = (1− |ξ|2)−1/p.

Теперь утверждение теоремы вытекает из теоремы 2.9.
При p =∞, положив ϕ(z) = (1− ξz)−2, будем иметь

α

∫
|z|=1

g(z)|ϕ(z)|f(z) dμ(z) = α
1

2πi

∫
|z|=1

f(z) dz

W (z)(z − ξ)(1− ξz)
=

= f(ξ)−
n∑

j=1

νj−1∑
ν=0

cjν(ξ,∞)f (ν)(zj). (4.12)

Остается применить теорему 2.9. �
Следствие 4.7. Пусть ν1 = . . . = νn = 1. Тогда при всех 1 � p �∞ метод

f(ξ) ≈
n∑

j=1

ωj(ξ)
ωj(zj)

1− |zj |2
1− zjξ

(
1− |ξ|2
1− zjξ

) p−2
p

f(zj)

является оптимальным методом восстановления на классе Hp.

Рассмотрим еще один частный случай, когда n = 1, z1 = 0 и ν1 = ν Ifτ =
= (f(0), . . ., f (ν−1)(0)) — восстановление по тейлоровской информации. В этом
случае оптимальный метод (4.11) будет иметь следующий вид:

при p =∞

f(ξ) ≈
ν−1∑
j=0

ξj

j!
(1− |ξ|2(ν−j))f (j)(0); (4.13)

при p = 2

f(ξ) ≈
ν−1∑
j=0

ξj

j!
f (j)(0);

при p = 1

f(ξ) ≈
ν−2∑
j=0

ξj

j!
f (j)(0) +

ξν−1

(ν − 1!)
1

1− |ξ|2 f (ν−1)(0).

Кроме того, при всех 1 � p �∞

e(f(ξ), Hp, Iτ ) =
|ξ|ν

(1− |ξ|2)1/p
.
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4.4. МИНИМИЗАЦИЯ ПОГРЕШНОСТИ ВОССТАНОВЛЕНИЯ НА КЛАССЕ Hp

В 4.2 (см. также 1.1) рассматривалась задача о минимизации максимальной
погрешности восстановления за счет выбора узлов интерполяции. Сформулируем
аналогичную задачу для класса Hp. Пусть R(ξ) = E(f(ξ), Hp, Iτ ) и X — линейное
нормированное пространство такое, что R(·) ∈ X. Положим

En(Hp, X) = inf
z1,...,zn∈D

‖R(·)‖X ,

где

Iτf = ( f(z1), . . . , f(zn) )

(при совпадении точек считаем, что заданы значения функции и ее производных
до соответствующего порядка). Узлы, на которых достигается нижняя грань, будем
называть оптимальными.

Введем следующие обозначения:

Tρ = { z ∈ C : |z| = ρ }, 0 < ρ < 1, dσρ(ρeiθ) =
1
2π

dθ.

Через Bn обозначим множество произведений Бляшке порядка n.

Лемма 4.8. Для всех B(·) ∈ Bn∫
Tρ

|B(z)| dσρ(z) � ρn.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть 0 � m � n,

B(z) = zm
n−m∏
j=1

z − zj

1− zjz
,

|zj | < ρ, j = 1, . . . , s, |zj | � ρ, j = s + 1, . . . , n − m. По неравенству Йенсена
(теорема 7.46) ∫

Tρ

|B(z)| dσρ(z) � exp

(∫
Tρ

ln |B(z)| dσρ(z)

)
. (4.14)

Из формулы Йенсена (7.21) получаем

∫
Tρ

ln |B(z)| dσρ(z) = m ln ρ +
n−m∑
j=1

ln |zj |+
s∑

j=1

ln
ρ

|zj |
=

= (m + s) ln ρ +
n−m∑

j=s+1

ln |zj | � n ln ρ.

Подставляя полученную оценку в (4.14), получаем доказываемое неравенство. �
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Теорема 4.9. Для всех 1 � p, q � ∞

En(Hp, Lq(Tρ, σρ)) =
ρn

(1− ρ2)1/p
.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Имеем

E(f(ξ), Hp, Iτ ) =
|B(ξ)|

(1− |ξ|2)1/p
.

Поэтому

En(Hp, Lq(Tρ, σρ)) =
1

(1− ρ2)1/p
inf

B(·)∈Bn

‖B(·)‖Lq(Tρ,σρ).

Учитывая лемму 4.8, получаем

‖B(·)‖Lq(Tρ,σρ) � ‖B(·)‖L1(Tρ,σρ) � ρn. (4.15)

Тем самым

En(Hp, Lq(Tρ, σρ)) � ρn

(1− ρ2)1/p
.

С другой стороны,

En(Hp, Lq(Tρ, σρ)) � 1
(1− ρ2)1/p

‖zn‖Lq(Tρ,σρ) =
ρn

(1− ρ2)1/p
.

�
Рассмотрим теперь задачу о наилучшем выборе точек интерполяции на отрезке

[−
√

k,
√

k], 0 < k < 1, для класса H∞.

Теорема 4.10. Имеет место равенство

En(H∞, C([−
√

k,
√

k])) =
√

λ,

где λ определено равенством
Λ′

Λ
= n

K ′

K
;

здесь K и K ′ — полные эллиптические интегралы первого рода для модулей k
и k′ =

√
1− k2, а Λ и Λ′ — полные эллиптические интегралы первого рода для

модулей λ и λ′ =
√

1− λ2. При этом узлы

zj =
√

k sn
(
−K +

2j − 1
n

K, k

)
, j = 1, . . . , n,

являются оптимальными.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из теоремы 4.6 вытекает, что

En(H∞, C([−
√

k,
√

k])) = inf
B(·)∈Bn

‖B(·)‖C([−√k,
√

k]).
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Покажем, что нижнюю грань достаточно искать среди произведений Бляшке с ве-
щественными нулями, находящимися на отрезке [−

√
k,
√

k]. Пусть один из мно-
жителей имеет вид

x− w

1− wx
, w = α + iβ.

Тогда ∣∣∣∣ x− w

1− wx

∣∣∣∣2 − ∣∣∣∣ x− α

1− αx

∣∣∣∣2 =
β2(1− x2)((1− αx)2 + 1− α2)
(1− αx)2((1− αx)2 + β2x2)

� 0.

Тем самым ∣∣∣∣ x− w

1− wx

∣∣∣∣ � ∣∣∣∣ x− α

1− αx

∣∣∣∣ .
Если x ∈ [−

√
k,
√

k], а |α| �
√

k, то несложно убедиться, что∣∣∣∣ x− α

1− αx

∣∣∣∣ �
∣∣∣∣∣ x−

√
k sign α

1− x
√

k sign α

∣∣∣∣∣ .
Пусть B(·) — произведение Бляшке с вещественными нулями из отрезка

[−
√

k,
√

k]. Докажем, что

‖B(·)‖C([−√k,
√

k]) � ‖Zn(·, k)‖C([−√k,
√

k]), (4.16)

где Zn(·, k) — произведение Бляшке—Золотарева (см. п. 8.5). Предположим про-
тивное. Тогда существуют αj ∈ [−

√
k,
√

k], j = 1, . . . , n такие, что для произведе-

ния Бляшке

B(x) =
n∏

j=1

x− αj

1− αjx

выполняется неравенство

‖B(·)‖C([−√k,
√

k]) < ‖Zn(·, k)‖C([−√k,
√

k]).

В силу (8.16) имеем

(−1)j(Zn(ξj , k)−B(ξj)) > 0, j = 0, 1, . . . , n.

Тем самым разность Zn(·, k)−B(·) имеет не менее n нулей на отрезке [−
√

k,
√

k].
Сама эта разность имеет вид

Zn(x, k)− B(x) =

∏n
j=1(x− ξj)(1− αjx)−∏n

j=1(x− αj)(1− ξjx)∏n
j=1(1− ξjx)(1− αjx)

. (4.17)

Легко видеть, что если она обращается в нуль в точке w ∈ [−
√

k,
√

k] и w �= 0,
то она обращается в нуль и в точке 1/w. Обозначим через P2n(·) многочлен степе-
ни 2n, стоящий в числителе в правой части (4.17). Предположим, что все n нулей
разности Zn(·, k)−B(·) отличны от нуля. Тогда у P2n(·) будет не менее 2n нулей и,

кроме того, этот многочлен еще имеет нуль при x = 1. Приходим к противоречию.
Пусть теперь среди n нулей разности есть один нулевой. Он может быть только
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на одном отрезке, поэтому имеется не менее n−1, отличных от нуля. И еще n− 1
обратных к ним. Кроме того, по-прежнему нуль x = 1. Итого не менее 2n. Но из
условия P2n(0) = 0 следует, что коэффициент при старшей степени равен нулю

и поэтому степень многочлена равна 2n− 1. Снова приходим к противоречию. �
Если рассмотреть задачу о выборе наилучшим образом узлов для восстановления

функции не в одной точке, а целиком функции, как элементе некоторого простран-
ства, то возникает несколько иная постановка. Пусть X — линейное нормированное
пространство и Hp ⊂ X. Положим

sn(Hp, X) = inf
z1,...,zn∈D

inf
ϕ : CN→X

sup
f(·)∈Hp

‖f(·)− ϕ(Iτf)‖X ,

где, как и раньше,
Iτf = ( f(z1), . . . , f(zn) ).

Узлы, на которых достигается нижняя грань, так же, как и для задачи о нахож-
дении величины En(Hp, X), будем называть оптимальными.

Теорема 4.11. Для всех 1 � q � p � ∞

sn(Hp, Lq(Tρ, σρ)) = ρn.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из леммы 2.1 следует, что

inf
ϕ : CN→X

sup
f(·)∈Hp

‖f(·)− ϕ(Iτf)‖X � sup
f(·)∈Hp

Iτ f=0

‖f(·)‖X � ‖Bτ (·)‖X , (4.18)

где

Bτ (z) =
n∏

j=1

z − zj

1− zjz
.

Тем самым
sn(Hp, Lq(Tρ, σρ)) � inf

B(·)∈Bn

‖B(·)‖Lq(Tρ,σρ).

Учитывая (4.15), получаем

sn(Hp, Lq(Tρ, σρ)) � ρn.

Так как Hp ⊂ Hq при всех 1 � q < p �∞, то

sn(Hp, Lq(Tρ, σρ)) � sn(Hq, Lq(Tρ, σρ)).

Следовательно, достаточно доказать, что

sn(Hq, Lq(Tρ, σρ)) � ρn. (4.19)

Положим

pf (ξ) =
ν−1∑
j=0

ξj

j!
(1− |ξ|2(ν−j))f (j)(0).
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При доказательстве теоремы 4.6 (см. (4.12) и (4.13)) было доказано равенство

f(ξ)− pf (ξ) =
1

2πi

∫
|z|=1

ξn(1− |ξ|2)f(z) dz

zn(z − ξ)(1− ξz)
.

Положив ξ = ρeit, получаем

f(ρeit)− pf (ρeit) =
ρn

2π

∫ 2π

0

ein(t−θ)(1− ρ2)
|1− ρei(t−θ)|2 f(eiθ) dθ = ρn(Pρ ∗ F )(t),

где

Pρ(θ) =
einθ(1− ρ2)
2π|1− ρeiθ|2 , F (θ) = f(eiθ).

С помощью неравенства Юнга (7.45) получаем оценку

sn(Hq, Lq(Tρ, σρ)) � sup
f(·)∈Hq

‖f(·)− pf (·)‖Lq(Tρ,σρ) � ρn‖Pρ(·)‖L1(T).

В силу того, что

|Pρ(θ)| = 1
2π

P (ρ, θ),

где P (·, ·) — ядро Пуассона, имеем

‖Pρ(·)‖L1(T) = 1.

Тем самым оценка (4.19) доказана. �
Теорема 4.12. В обозначениях теоремы 4.10 имеет место равенство

sn(H∞, C([−
√

k,
√

k])) =
√

λ.

При этом узлы

zj =
√

k sn
(
−K +

2j − 1
n

K, k

)
, j = 1, . . . , n,

являются оптимальными.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силу (4.18), учитывая (4.16), получаем

sn(H∞, C([−
√

k,
√

k])) � inf
B(·)∈Bn

‖B(·)‖C([−√k,
√

k]) = ‖Zn(·, k)‖C([−√k,
√

k]) =
√

λ.

С другой стороны, из теоремы 4.6 (см. также следствие 4.7) следует, что для всех
f(·) ∈ H∞ и для всех ξ ∈ D

|f(ξ)− p̂f (ξ)| � |Zn(ξ, k)|,
где

p̂f (ξ) =
n∑

j=1

ωj(ξ)
ωj(zj)

(1− |zj |2)(1− |ξ|2)
|1− zjξ|2

f(zj), ωj(z) =
n∏

s=1
s �=j

z − zs

1− zsz
.

Следовательно,

sn(H∞, C([−
√

k,
√

k])) �
� sup

f(·)∈H∞
‖f(·)− p̂f (·)‖C([−√k,

√
k]) � ‖Zn(·, k)‖C([−√k,

√
k]) =

√
λ.

�
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4.5. ОПТИМАЛЬНАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ
НА КЛАССАХ ХАРДИ—СОБОЛЕВА Hr

∞

Пространством Харди—Соболева Hr∞ будем называть множество функций,
аналитических в единичном круге D, удовлетворяющих условию

‖f (r)(·)‖H∞ <∞.

Через Hr∞ обозначим класс функций из Hr∞, для которых

‖f (r)(·)‖H∞ � 1.

Рассмотрим задачу оптимального восстановления значения f(x), x ∈ (−1, 1),
на классе Hr∞ по значениям информационного оператора:

Iτf = (f(τ1), . . . , f(τn+r)),

где −1 < τ1 < . . . < τn+r < 1. В случае r = 0 решение рассматриваемой задачи

было получено в п. 4.3, поэтому будем считать, что r � 1. Для функций f(·),
аналитических в единичном круге, положим

(Trf)(z) :=
∫ z

0

(z − ζ)r−1

(r − 1)!
f(ζ) dζ.

Очевидно, что (Trf)(r)(·) = f(·), и, следовательно, Trf(·) ∈ Hr∞ при всех f(·) ∈
∈ H∞.

Теорема 4.13. При всех −1 < τ1 < . . . < τn+r < 1 найдутся такие τ1 < z1 <
< . . . < zn < τn+r, что для функции f0(·) ∈ Hr∞, имеющей вид

f0(·) = Pr−1(·) + (TrB0)(·), (4.20)

где Pr−1(·) — полином степени r − 1, вещественный на вещественной оси,
а B0(·) — произведение Бляшке порядка n

B0(z) =
n∏

j=1

z − zj

1− zjz
,

выполняются равенства

f0(τj) = 0, j = 1, . . . , n + r. (4.21)

Кроме того, при всех x ∈ (−1, 1)

sup
f(·)∈Hr

∞
f(τ1)=...=f(τn+r)=0

|f(x)| = |f0(x)|. (4.22)
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Положим

S
n = { ξ = (ξ0, ξ1, . . . , ξn) ∈ R

n+1 : |ξ0|+ |ξ1 + . . . + |ξn| = 1 }.

В теореме 7.35 было построено нечетное отображение η(·), которое каждой точке

из Cn ставит в соответствие произведение Бляшке порядка не выше n, веществен-
ное на вещественной оси и непрерывное в C(E) для любого компакта E ⊂ D.
Пусть Bξ(·) = η(ξ). Найдем полином Pξ(·) из условий

Pξ(τj) = (TrBξ)(τj), j = 1, . . . , r.

Положим
gξ(·) = Pξ(·) + (TrBξ)(·).

Определим отображение ω : Sn → Rn равенством

ω(ξ) = (gξ(τr+1), . . . , gξ(τn)).

Отображение ω(·) нечетное и непрерывное. Следовательно, по теореме Борсука су-

ществует ξ̂ ∈ Sn, для которого ω(ξ̂) = 0. Положим f0(·) = gξ̂(·). Для функции f0(·)
выполнены равенства (4.21). Введя обозначения Pr−1(·) = Pξ̂(·), B0(·) = Bξ(·),
придем к виду (4.20). Произведение Бляшке B0(·) вещественно на вещественной

оси. По теореме Ролля функция f
(r)
0 (·) в интервале (τ1, τn+r) имеет не менее n

нулей. Но f
(r)
0 (·) = B0(·). Поэтому имеет место равенство

B0(z) = λ
n∏

j=1

z − zj

1− zjz
,

где λ = ±1. Если λ = −1, то умножив f0(·) на −1, получим функцию, удовлетво-
ряющую тем же условиям (4.21) и имеющую вид (4.20).

Докажем равенство (4.22). Предположим, что для некоторого x ∈ (−1, 1) на-
шлась функция f(·) ∈ Hr∞, удовлетворяющая условию (4.21), такая, что |f(x)| >
> |f0(x)|. Естественно считать, что x �= τj , j = 1, . . . , n + r, в противном случае
утверждение тривиально. Без ограничения общности можно считать, что f(x) > 0.
Через Hr,R∞ обозначим класс функций из Hr∞, вещественных в интервале (−1, 1).
Рассмотрим функцию

f1(z) =
f(z) + f(z)

2
.

Функция f1(·) ∈ Hr,R∞ удовлетворяет условию (4.21) и для нее f1(x) > |f0(x)|.
Положим

F (·) = f0(·)− ρf1(·), ρ =
f0(x)
f1(x)

.

Тогда у функции F (·) не менее n + r + 1 нулей на интервале (−1, 1). По теореме

Ролля функция F (r)(·) = B0(·) − ρf
(r)
1 (·) имеет не менее n + 1 нулей на интерва-

ле (−1, 1). На границе единичного круга имеем

|F (r)(eiθ)−B0(eiθ)| = |ρf
(r)
1 (eiθ)| � |ρ| < 1 = |B0(eiθ)|.
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По теореме Руше у функций B0(·) и F (r)(·) должно быть одинаковое число нулей
в единичном круге D. Так как у B0(·) ровно n нулей, приходим к противоречию. �

Из равенства (2.33) сразу следует, что для погрешности оптимального восста-
новления значения f(x) на классах Hr∞ и Hr,R∞ справедливо равенство

E(f(x), Hr
∞, Iτ ) = E(f(x), Hr,R

∞ , Iτ ) = |f0(x)|.

Оптимальный метод восстановления может быть получен с помощью теоремы 2.11.

Теорема 4.14. При всех x ∈ (−1, 1) метод

f(x) ≈
n+r∑
j=1

Cj(x)f(τj),

в котором C1(x), . . . , Cn+r(x) являются решениями системы⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 . . . 1
τ1 . . . τn+r

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
τ r−1
1 . . . τ r−1

n+r

(Trg1)(τ1) . . . (Trg1)(τn+r)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(Trgn)(τ1) . . . (Trgn)(τn+r)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎝
C1(x)
C2(x)

...
Cn+r(x)

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
x
...

xr−1

(Trg1)(x)
...

(Trgn)(x)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (4.23)

где
gm(z) = B0(z)

1− z2

(z − zm)(1− zmz)
, m = 1, . . . , n,

а функция B0(·) с нулями zm определена в теореме 4.13, является оптималь-
ным на классе Hr∞.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для P = (a0, a1, . . . , ar−1, t1, . . . , tn) ∈ Rn+r положим

fP (z) =
r−1∑
j=0

ajz
j + (TrBP )(z),

где

BP (z) =
n∏

j=1

z − tj
1− tjz

.

Пусть полином Pr−1(·) из теоремы 4.13 имеет вид

Pr−1(z) =
r−1∑
j=0

a0
jz

j .

При P = P0 = (a0
0, a

0
1, . . . , a

0
r−1, z1, . . . , zn) функция fP0(·) является экстремаль-

ной в задаче оптимального восстановления значения f(x) на классах Hr∞ и Hr,R∞ .

Положим τ0 = x,
ϕj(P ) = fP (τj), j = 0, . . . , n + r.
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Имеем при всех j = 0, . . . , n + r

∂ϕj

∂am
= τm

j , m = 0, . . . , r − 1,

∂ϕj

∂tm
= (Trgm)(τj), m = 1, . . . , n + r.

Для получения оптимального метода на классе Hr,R∞ остается применить тео-
рему 2.11, предварительно проверив, что определитель системы (4.23) отличен
от нуля. Если предположить, что этот определитель равен нулю, то найдутся

C1, . . . , Cn+r, не все равные нулю, такие, что функция

F (z) =
r−1∑
j=0

Cj+1z
j +

n∑
j=1

Cj+r(Tgj)(z)

обращается в нуль в точках τ1, . . . , τn+r. Тогда по теореме Ролля найдутся точки

τ1 < x1 < . . . < xn < τn+r, в которых F (r)(·) обращается в нуль. Тем самым

F (r)(xm) =
n∑

j=1

Cj+rgj(xm) = 0, m = 1, . . . , n.

Имеем

n∑
j=1

Cj+rgj(z) = (1− z2)B0(z)
n∑

j=1

Cj+r

(z − zj)(1− zjz)
=

= (1− z2)B0(z)
Q2n−2(z)∏n

j=1(z − zj)(1− zjz)
= (1− z2)

Q2n−2(z)∏n
j=1(1− zjz)2

.

Тем самым Q2n−2(xm) = 0, m = 1, . . . , n. В силу равенства

n∑
j=1

Cj+r(
1
z
− zj

)(
1− zj

1
z

) =
Q2n−2

(
1
z

)
∏n

j=1

(
1
z
− zj

)(
1− zj

1
z

)
получаем

Q2n−2

(
1
z

)
=

Q2n−2(z)
z2n−2

.

Таким образом, если xm �= 0, то Q2n−2(1/xm) = 0. Так как все точки x1, . . . , xn

различные, то найдутся по крайней мере еще n − 1 нулей полинома Q2n−2(·).
Отсюда следует, что Q2n−2(z) ≡ 0, т. е. Cr+1 = . . . = Cn+r = 0. Отсюда вытекает,

что и C1 = . . . = Cr = 0.
Докажем, что построенный метод (обозначим его через ϕ(·)) является опти-

мальным на классе Hr∞. Предположим, что найдется функция f0∈Hr∞ и x∈(−1, 1),
для которых

|f0(x)− ϕ(Iτf0)| > E(f(x), Hr
∞, Iτ ). (4.24)
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Тогда для функции f0(z) ∈ Hr∞ также выполнено неравенство (4.24). Без огра-
ничения общности можно считать, что f0(x) − ϕ(Iτf0) > 0. Следовательно, для
функции

g(z) :=
f0(z) + f0(z)

2
∈ Hr,R

∞
имеем

g(x)− ϕ(Iτg) > E(f(x), Hr
∞, Iτ ) = E(f(x), Hr,R

∞ , Iτ ),

что невозможно в силу оптимальности метода ϕ(·) на классе Hr,R∞ . �
Обозначим матрицу системы (4.23) через A. Тогда оптимальный метод, постро-

енный в теореме 4.14, будет иметь вид

f(x) ≈ (A−1G(x), Iτf) = (G(x), (A∗)−1Iτf),

где

G(x) = (1, x, . . . , xr−1, (Trg1)(x), . . . , (Trgn)(x)),

а A∗ — матрица, сопряженная к A (здесь (·, ·) — стандартное скалярное произве-

дение в Rn+r). Тем самым оптимальный метод может быть записан в виде

f(x) ≈
r−1∑
j=0

Cj+1x
j +

n∑
j=1

Cj+r(Tgj)(x),

где C1, . . . , Cn+r — решения системы

r−1∑
j=0

Cj+1τ
j
m +

n∑
j=1

Cj+r(Tgj)(τm) = f(τm), m = 1, . . . , n + r.

Для фиксированных −1 < z1 < . . . < zn < 1 положим

Xz
n+r := span{1, z, . . . , zr−1, (Trg1)(z), . . . , (Trgn)(z)}.

Следствие 4.15. Пусть −1 < τ1 < . . . < τn+r < 1, а τ1 < z1 < . . . < zn < τn+r —
определены в теореме 4.13. Тогда функция g(x) ∈ Xz

n+r, интерполирующая f(·)
в точках τ1, . . . , τn+r, является оптимальным методом восстановления значе-
ния f(x), x ∈ (−1, 1), на классе Hr∞ по значениям в точках τ1, . . . , τn+r.

Исследуем теперь задачу о минимизации максимальной погрешности восста-
новления на классе Hr∞ по информации Iτf , когда точка x, в которой происходит
восстановление, принадлежит отрезку [a, b] ⊂ (−1, 1). Иначе говоря, речь идет

о нахождении величины

En+r(Hr
∞, C([a, b])) = inf

−1<τ1<...<τn+r<1
sup

x∈[a,b]
E(f(x), Hr

∞, Iτ )

и точек, на которых достигается эта нижняя грань, называемых оптимальными
узлами интерполяции.
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Обозначим через Ar
n — множество функций вида

f(·) = Pr−1(·) + (TrB)(·), (4.25)

где Pr−1(·) — полином степени не выше r−1, вещественный на вещественной оси,
а B(·) — произведение Бляшке порядка не выше n, вещественное на вещественной
оси. Функции вида (4.25) являются аналогами совершенных сплайнов в задаче
оптимальной интерполяции функций из класса W r∞([−1, 1]).

Теорема 4.16. При всех n ∈ N и r ∈ N существует функция f̂(·) ∈ Ar
n и точ-

ки a � t1 < . . . < tn+r+1 � b такие, что

f̂(tj) = (−1)j‖f̂(·)‖C([a,b]) j = 1, . . . , n + r + 1. (4.26)

При этом
inf

f(·)∈Ar
n

‖f(·)‖C([a,b]) = ‖f̂(·)‖C([a,b]). (4.27)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В теореме 7.35 было построено нечетное отображение η(·),
которое каждой точке из Cn ставит в соответствие произведение Бляшке порядка
не выше n, вещественное на вещественной оси и непрерывное в C(E) для любого
компакта E ⊂ D. Пусть Bξ(·) = η(ξ). Положим

gξ(·) = (TrBξ)(·).

Пусть

p̂ξ(t) =
n+r−1∑

j=0

aj(ξ)tj

— многочлен наилучшего равномерного приближения функции gξ(·) на отрез-
ке [a, b]. Положим

A(ξ) = (ar(ξ), . . . , an+r−1(ξ)).

Отображение A : Sn → Rn является нечетным и непрерывным (непрерывность
следует из непрерывной зависимости gξ(·) от ξ ∈ Sn и теоремы 7.2). По теореме

Борсука существует ξ̂ ∈ Sn, для которого A(ξ̂) = 0. Положим

f̂(t) = −
r−1∑
j=0

aj(ξ̂)tj + gξ̂(t). (4.28)

Очевидно, что f̂(·) ∈ Ar
n. По теореме Чебышева найдутся n + r + 1 точек a � t1 <

< . . . < tn+r+1 � b, для которых

f̂(tj) = σ(−1)j‖f̂(·)‖C([a,b]), j = 1, . . . , n + r + 1, (4.29)

где σ = 1 или −1. (Если σ = −1, то в качестве f̂(·) можно взять выражение

в правой части (4.28) с противоположным знаком.) Из (4.29) вытекает, что у f̂(·)
не менее n+r нулей в интервале (a, b). По теореме Ролля у f̂ (r)(·) тогда не менее n
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нулей в интервале (a, b). Но f̂ (r)(·) = B̂(·), а B̂(·) — произведение Бляшке порядка
не выше n. Следовательно,

f̂ (r)(z) = B̂(z) = λ
n∏

j=1

z − αj

1− αjz
,

где λ = ±1.
Предположим, что нашлась функция f(·) ∈ Ar

n, для которой

‖f(·)‖C([a,b]) < ‖f̂(·)‖C([a,b]).

Рассмотрим функцию R(·) = f̂(·)− f(·). Имеем

sign R(tj) = (−1)j , j = 1, . . . , n + r + 1.

Тогда по теореме Ролля функция R(r)(·) = B̂(·)−B(·), где

B(z) = μ
k∏

j=1

z − βj

1− βjz
, k � n, μ = ±1,

и, кроме того, вещественна на вещественной оси, имеет не менее n различных
нулей в интервале (a, b). Можно считать, что μ = λ (иначе можно рассмотреть

вместо f(·) функцию −f(·)). Тогда B̂(±1) − B(±1) = 0. Следовательно, раз-

ность B̂(·)−B(·) может быть представлена в виде

B̂(z)−B(z) = (1− z2)
Q(z)∏n

j=1(1− αjz)
∏k

j=1(1− βjz)
,

где Q(·) полином степени не выше 2n−2. В силу того, что для любого веществен-
ного z �= 0 справедливы равенства

B̂

(
1
z

)
=

1
B̂(z)

, B

(
1
z

)
=

1
B(z)

,

кроме n нулей в интервале (a, b) у разности B̂(·)−B(·) найдется еще не менее n−1
вещественных нулей вне отрезка [−1, 1]. Тем самым у многочлена Q(·), степень
которого не выше 2n−2 нашлось не менее 2n−1 нулей. Полученное противоречие
доказывает справедливость (4.27). �

Следствие 4.17. При всех n, r ∈ N и f̂(·) ∈ Ar
n удовлетворяет условию (4.26).

Тогда
En+r(Hr

∞, C([a, b])) = ‖f̂(·)‖C([a,b]),

а нули f̂(·) являются оптимальными узлами интерполяции.
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4.6. ИНТЕРПОЛЯЦИЯ ПО ЗНАЧЕНИЯМ В БЕСКОНЕЧНОМ ЧИСЛЕ ТОЧЕК

Рассмотрим задачу оптимального восстановления функции f(·) ∈ Hp по ее
значениям в бесконечном числе точек. Пусть информационный оператор имеет
следующий вид:

If =
{

f(zj), . . . , f (νj−1)(zj)
}+∞

j=−∞
, (4.30)

где zj ∈ (−1, 1).
Чтобы получить интегральное представление (2.30), используемое для построе-

ния оптимального метода восстановления, нам потребуется вспомогательная лемма.
Бесконечным произведением Бляшке называется произведение

B(z) = zm
∏

zn �=0

− zn

|zn|
· z − zn

1− znz
, (4.31)

где zn ∈ D и m ∈ N. В теореме 7.24 доказано, что если zn ∈ D удовлетворяют
условию Бляшке ∞∑

n=1

(1− |zn|) <∞,

то произведение (4.31) сходится в D, B(z) ∈ H∞, and |B(eiθ)| = 1 почти всюду.

Лемма 4.18. Пусть даны последовательности {zj}∞−∞, {νj}∞−∞ такие, что
−1 < zj < zj+1 < 1, νj ∈ N, j = 0,±1, . . . ,

∞∑
j=−∞

νj(1− |zj |) < ∞,

и для
W (z) =

∞∏
j=−∞

(
− sign zj

z − zj

1− zjz

)νj

(считается, что sign 0 = −1) существуют αj ∈ (zj , zj+1), j = 0,±1, . . . , для
которых |W (αj)| � c > 0. Тогда для любой функции f(·) ∈ Hp, 1 � p � ∞,
имеет место равенство

1
2πi

∫
|z|=1

f(z)
W (z)

dz =
∞∑

j=−∞

(− sign zj)νj

(νj − 1)!

(
f(z)(1− zjz)νj

ωj(z)

)(νj−1)∣∣z=zj

,

где
ωj(z) :=

∏
m �=j

(
− sign zm

z − zm

1− zmz

)νm

.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Поскольку Hp ⊂ H1 для всех 1 < p � ∞, то достаточно

рассмотреть случай, когда p = 1. Зафиксируем произвольное ε > 0 и выберем ϕ ∈
∈ (0, π/2) так, чтобы

1
2π

∫ ϕ

−ϕ

|f(eiθ)| dθ +
1
2π

∫ π+ϕ

π−ϕ

|f(eiθ)| dθ < ε.
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В силу равенства (см. (7.24))

lim
r→1

∫ 2π

0

|f(reiθ)− f(eiθ)|p dθ = 0

существует такое r1 ∈ (0, 1), для которого при всех r ∈ (r1, 1)

1
2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)− f(eiθ)| dθ < ε.

Тем самым при всех r, r∗ ∈ (r1, 1) имеем

1
2π

∫ ϕ

−ϕ

|f(reiθ)| dθ +
1
2π

∫ π+ϕ

π−ϕ

|f(r∗eiθ)| dθ �

� 1
2π

∫ ϕ

−ϕ

|f(eiθ)| dθ +
1
2π

∫ ϕ

−ϕ

|f(reiθ)− f(eiθ)| dθ +

+
1
2π

∫ π+ϕ

π−ϕ

|f(eiθ)| dθ +
1
2π

∫ π+ϕ

π−ϕ

|f(r∗eiθ)− f(eiθ)| dθ < 2ε. (4.32)

Из неравенства Фейера—Рисса (см. теорему 7.36) следует существование r2 ∈
∈ (0, 1), для которого

1
2π

∫ 1

r2

|f(xeiθ)| dx +
1
2π

∫ −1+r2

−1

|f(xeiθ)| dx < ε (4.33)

при θ = ±ϕ. Пусть

r0 := max{ r1, r2, (1− sin ϕ)/(1 + sin ϕ) }, N := max{ |n| : αn ∈ [−r0, r0] }.

Будем для определенности считать, что z1 < 0 � z0. Положим для n ∈ N

Sn = { z ∈ D : |z| > αn, | arg z| < ϕ },
S−n = { z ∈ D : |z| > |α−n|, π − ϕ < arg z < π + arg z },

Ωn = D \ (S−n ∪ Sn), Γn = ∂D ∩ (∂S−n ∪ ∂Sn),
γ−n = D ∩ ∂S−n, γn = D ∩ ∂Sn.

Имеем

Rn =

∣∣∣∣∣∣ 1
2πi

∫
|z|=1

f(z)
W (z)

dz −
n∑

j=−n

(− sign zj)νj

(νj − 1)!

(
f(z)(1− zjz)νj

ωj(z)

)(νj−1)∣∣z=zj

∣∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣ 1
2πi

∫
|z|=1

f(z)
W (z)

dz − 1
2πi

∫
∂Ωn

f(z)
W (z)

dz

∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣ 1
2πi

∫
Γn

f(z)
W (z)

dz − 1
2πi

∫
γ−n∪γn

f(z)
W (z)

dz

∣∣∣∣∣ � 1
2π

∫
Γn

|f(z)| |dz|+

+
1
2π

∫
γ−n∪γn

∣∣∣∣ f(z)
W (z)

∣∣∣∣ |dz| < ε +
bn

2π

∫
γn

|f(z)| |dz|+ b−n

2π

∫
γ−n

|f(z)| |dz|,
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Ωn

Oγ−n γn

� �

�

��

��

Рис. 4.6.1

где
bn = sup

z∈γn

|W (z)|−1, b−n = sup
z∈γ−n

|W (z)|−1.

Множество точек, для которых∣∣∣∣ z − zj

1− zjz

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣ αn − zj

1− zjαn

∣∣∣∣ ,
является кругом в D с центром на вещественной оси. Пусть n > N . При j � n +
+ 1 этот круг располагается правее точки αn, его радиус меньше (1 − αn)/2,
следовательно, он лежит в конусе | arg z| < ϕ. Поэтому весь круг лежит в Sn.

Если 0 � j � n, то рассматриваемый круг лежит левее точки αn, а точка −αn

находится, как легко проверить, вне круга. Тем самым радиус круга меньше αn,
а его центр находится между 0 и αn. Следовательно, в этом случае круг находится
внутри Ωn. Таким образом, доказано, что для всех z ∈ γn и j � 0∣∣∣∣ z − zj

1− zjz

∣∣∣∣ � ∣∣∣∣ αn − zj

1− zjαn

∣∣∣∣ .
Отсюда для всех z ∈ γn

|W (z)| �
−∞∏

j=−1

∣∣∣∣ z − zj

1− zjz

∣∣∣∣νj ∞∏
j=0

∣∣∣∣ αn − zj

1− zjαn

∣∣∣∣νj

� |W (αn)|
−∞∏

j=−1

∣∣∣∣ z − zj

1− zjz

∣∣∣∣νj

. (4.34)

При j � −1 рассмотрим круг ∣∣∣∣ z − zj

1− zjz

∣∣∣∣ < |zj |.

Несложно убедиться, что он лежит в левой полуплоскости Re z < 0. Следователь-
но, для всех j � −1 ∣∣∣∣ z − zj

1− zjz

∣∣∣∣ < |zj |.

Возвращаясь к оценке (4.34), получаем

|W (z)| � |W (αn)|
−∞∏

j=−1

|zj |νj � c
−∞∏

j=−1

|zj |νj = c1.
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Таким образом, bn � c−1
1 . Аналогичные рассуждения для z ∈ γ−n дают

|W (z)| � |W (α−n)|
∞∏

j=0

∣∣∣∣ z − zj

1− zjz

∣∣∣∣νj

� c

∣∣∣∣ z − z0

1− z0z

∣∣∣∣ν0 −∞∏
j=1

|zj |νj .

В силу того, что круг ∣∣∣∣ z − z0

1− z0z

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣ z1 − z0

1− z0z1

∣∣∣∣
находится в полуплоскости Re z > z1, получаем

|W (z)| � c

∣∣∣∣ z1 − z0

1− z0z1

∣∣∣∣ν0 −∞∏
j=1

|zj |νj = c2.

Отсюда b−n � c−1
2 . Учитывая полученные оценки, имеем

Rn < ε +
1

2πc1

(∫ ϕ

−ϕ

|f(αneiθ)| dθ +
∫ 1

αn

|f(xeiϕ)| dx +
∫ 1

αn

|f(xe−iϕ)| dx

)
+

+
1

2πc2

(∫ π+ϕ

π−ϕ

|f(α−neiθ)| dθ +
∫ 1

α−n

|f(xeiϕ)| dx +
∫ 1

α−n

|f(xe−iϕ)| dx

)
.

Положим d = max{c−1
1 , c−1

2 }. Тогда, учитывая (4.32), (4.33), получаем

Rn < ε +
d

2π

(∫ ϕ

−ϕ

|f(αneiθ)| dθ +
∫ 1

αn

|f(xeiϕ)| dx +
∫ 1

αn

|f(xe−iϕ)| dx +

+
∫ π+ϕ

π−ϕ

|f(α−neiθ)| dθ +
∫ 1

α−n

|f(xeiϕ)| dx +
∫ 1

α−n

|f(xe−iϕ)| dx

)
<

(
1 +

2d

π

)
ε.

�

Теорема 4.19. Пусть точки {zj}∞−∞ удовлетворяют условиям леммы 4.18.
Тогда для всех 1 � p � ∞ метод

f(ξ) ≈
∞∑

j=−∞

νj−1∑
ν=0

cjν(ξ, p)f (ν)(zj),

где

cjν(ξ, p) =
W (ξ)(1− |ξ|2) p−2

p

ν!(νj − ν − 1)!

(
(1− zjz)νj

ωj(z)(ξ − z)(1− ξz)
p−2

p

)(νj−ν−1)

∣∣z=zj

,

является оптимальным на классе Hp, и

E(f(ξ), Hp, I) =
|W (ξ)|

(1− |ξ|2)1/p
.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для ξ ∈ D и f ∈ Hp положим

Jf =
1

2πi

∫
|z|=1

W (ξ)
W (z)(z − ξ)

(
1− |ξ|2
1− ξz

) p−2
p

f(z) dz. (4.35)

Рассмотрим функцию g(z) = W (z)(1− ξz)−2/p. Имеем

Jf =
α

2π

∫ 2π

0

g(eiθ)|g(eiθ)|p−2f(eiθ) dθ, 1 � p <∞,

где α = W (ξ)(1− |ξ|2)(p−2)/p. Для p =∞

Jf =
α

2π

∫ 2π

0

g(eiθ)ϕ(eiθ)f(eiθ) dθ,

где ϕ(z) = |1− ξz|−2. С другой стороны, применяя лемму 4.18 к (4.35), получаем

f(ξ)−
∞∑

j=−∞

νj−1∑
ν=0

cjν(ξ, p)f (ν)(zj) = Jf.

Остается применить теорему 2.9. �

Следствие 4.20. Пусть точки {zj}∞−∞ удовлетворяют условиям леммы 4.18
при νj ≡ 1. Тогда для всех 1 � p � ∞ метод

f(ξ) ≈ W (ξ)
∞∑

j=−∞

1
W ′(zj)(ξ − zj)

(
1− |ξ|2
1− ξzj

) p−2
p

f(zj)

является оптимальным на классе Hp.

Рассмотрим некоторые конкретные системы точек. Пусть λ ∈ (0, 1)

aj := th
(

j
πΛ
Λ′

)
, j = 0,±1, . . . , (4.36)

где Λ и Λ′ — полные эллиптические интегралы первого рода для модулей λ и λ′ =
=
√

1− λ2 соответственно. Положим

B0(z) := z
∞∏

j=1

a2
j − z2

1− a2
jz

2
. (4.37)

Введем обозначение h = e−πΛ/Λ′ . Тогда

aj =
1− h2j

1 + h2j
.

Сделав замену z = −i tg πv, получим

z2 =
cos 2πv − 1
cos 2πv + 1
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и

B0(z) = −i tg πv
∞∏

j=1

1− 2h2j cos 2πv + h4j

1 + 2h2j cos 2πv + h4j
.

Функцию B0(·) можно записать через тета-функции (см. п. 8.12) следующим об-
разом:

B0(z) = −i
θ1(v)
θ2(v)

.

Из формул (8.57) вытекает равенство

B0(z) = −i
√

λ
sn(2Λ′v, λ′)
cn(2Λ′v, λ′)

.

Воспользовавшись вторым главным преобразованием первой степени (8.63), полу-
чаем

sn(2Λ′v, λ′)
cn(2Λ′v, λ′)

= −i sn(2Λ′iv, λ).

Таким образом,

B0(z) = −
√

λ sn(2Λ′iv, λ).

Из того, что v =
i

π
arth z, вытекает равенство

B0(z) =
√

λ sn
(

2Λ′

π
arth z, λ

)
. (4.38)

Положим

bj := th
(

(2j − 1)
πΛ
2Λ′

)
, j = 0,±1, . . . . (4.39)

Тогда
B0(bj) = (−1)j+1

√
λ. (4.40)

Следовательно, система точек {aj}∞−∞ удовлетворяет условиям леммы 4.18, и для
этой системы справедливо следствие 4.20, из которого вытекает, что оптимальный
метод восстановления функции из класса Hp по значениям в узлах {aj}∞−∞ имеет

вид

f(ξ) ≈ π

2Λ′
sn
(

2Λ′

π
arth z, λ

) ∞∑
j=−∞

(−1)j
1− a2

j

ξ − zj

(
1− |ξ|2
1− ξaj

) p−2
p

f(aj).

Обозначим через H∞(Sβ) множество функций f(·), аналитических в полосе

Sβ = { z ∈ C : | Im z| < β },

для которых |f(z)| � 1, z ∈ Sβ. Рассмотрим на вещественной оси равномерную

сетку {jτ}∞−∞ с шагом τ > 0. Функция

z = th
(

π

4β
w

)
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конформно отображает полосу Sβ на единичный круг D. При этом равномерная
сетка {jτ}∞−∞ переходит в систему точек {aj}∞−∞, если λ выбрано из условия

Λ′

Λ
=

4β

τ
.

Для λ справедливо следующее равенство (см. (8.54)):

λ =
θ2
2(0)

θ2
3(0)

= 4e−
s
2

( ∑∞
n=0 e−sn(n+1)

1 + 2
∑∞

n=1 e−sn2

)2

, s =
πΛ′

Λ
=

4πβ

τ
.

В силу конформной эквивалентности задач восстановления на классах H∞
и H∞(Sβ) получаем следующий результат.

Теорема 4.21. Для любого τ > 0 и любого t ∈ R метод

f(t) ≈ π

Λ′
sn
(

Λ′

2β
t, λ

) ∞∑
j=−∞

(−1)j f(jτ)

sh
(

π

2β
(t− jτ)

) , (4.41)

в котором

λ = 4e−
s
2

( ∑∞
n=0 e−sn(n+1)

1 + 2
∑∞

n=1 e−sn2

)2

, s =
4πβ

τ
,

является оптимальным методом на классе H∞(Sβ). Для его погрешности
справедливо равенство

E(f(t), H∞(Sβ), I) =
√

λ

∣∣∣∣sn(Λ′

2β
t, λ

)∣∣∣∣ .
Отметим, что для максимального значения погрешности оптимального восста-

новления имеет место равенство

max
t∈R

E(f(t), H∞(Sβ), I) =
√

λ = 2e−πβ/τ + O
(
e−5πβ/τ

)
. (4.42)

Хорошо известно, что целые функции могут быть точно восстановлены по их
значениям в равномерной сетке при достаточно малом шаге сетки (это восстанов-

ление дается формулой Котельникова). Аналитические и ограниченные в полосе
функции не могут быть точно восстановлены по значениям в равномерной сетке
какой бы малый шаг сетки не был. Тем не менее формула (4.41) дает возможность
восстанавливать такие функции приближенно (более того, наилучшим образом)

по значениям в равномерной сетке с произвольным шагом. Естественно, что по-
грешность такого приближения уменьшается с уменьшением шага (см. (4.42)).

4.7. ВОССТАНОВЛЕНИЕ ПРОИЗВОДНОЙ

Рассмотрим теперь задачу оптимального восстановления производной функ-

ции f(·) ∈ Hp в некоторой точке ξ ∈ D по значениям информационного операто-
ра (4.9). Если ξ = zj при некотором 1 � j � n, то будем считать, что νj = 1.
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Введем следующие обозначения:

β(ξ) =
1− |ξ|2

2
W ′(ξ) +

ξ

p
W (ξ),

D1 =
{

ξ ∈ D : |β(ξ)| < p− 1
p
|W (ξ)|

}
, D0 := D \D1,

b =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

p

p− 1
β(ξ)
W (ξ)

, ξ ∈ D1,

W (ξ)ei arg β(ξ)

|β(ξ)|+
√
|β(ξ)|2 − p− 2

p
|W (ξ)|2

, ξ ∈ D0,

a =
ξ − b

1− ξb
, uξ(z) =

⎧⎨⎩1, ξ ∈ D1,
z − a

1− az
, ξ ∈ D0.

Теорема 4.22. При всех 1 � p �∞ метод

f ′(ξ) ≈
n∑

j=1

νj−1∑
ν=0

cjν(ξ, p)f (ν)(zj),

где при ξ �= zj

cjν(ξ, p) = − α(ξ)
ν!(νj − ν − 1)!

(
uξ(z)(1− zjz)νj (1− az)2(p−1)/p

ωj(z)(z − ξ)2(1− ξz)2(p−2)/p

)(νj−ν−1)∣∣z=zj

,

cj0(zj , p) =
ω′j(zj)
ωj(zj)

+
2
p

zj

1− |zj |2
,

а

α(ξ) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
W (ξ)(1− |ξ|2)2(p−2)/p

uξ(ξ)(1− aξ)2(p−1)/p
, ξ /∈ {z1, . . . , zn},

ωj(ξ)
(1− |ξ|2)2/p

, ξ = zj , j = 1, . . . , n,

является оптимальным методом восстановления на классе Hp. Для погрешно-
сти оптимального метода восстановления значений производной функ-
ций f(·) ∈ Hp в точке ξ по информации Iτ справедливо равенство

E(f ′(ξ), Hp, Iτ ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
|W (ξ)|(1 + |b|2) p−1

p

|uξ(ξ)|(1− |ξ|2)
p+1

p

, ξ /∈ {z1, . . . , zn},

|ωj(ξ)|
(1− |ξ|2) p+1

p

, ξ = zj , j = 1, . . . , n.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Положим

g(z) =
z − a

1− az

W (z)(1− az)2/p

uξ(z)(1− ξz)4/p
.
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Пусть ξ /∈ {z1, . . . , zn} и 1 � p < ∞. Тогда по теореме о вычетах для любой
функции f(·) ∈ Hp имеем

α(ξ)
∫ 2π

0

g(z)|g(z)|p−2f(z) dμ(z) =
α(ξ)
2πi

∫
|z|=1

uξ(z)(1− az)2(p−1)/pf(z) dz

W (z)(z − ξ)2(1− ξz)2(p−2)/p
=

= f ′(ξ) + λ(a)f(ξ)−
n∑

j=1

νj−1∑
ν=0

cjν(ξ, p)f (ν)(zj), (4.43)

где

λ(a) = α(ξ)
(

uξ(z)(1− az)2(p−1)/p

W (z)(1− ξz)2(p−2)/p

)′∣∣z=ξ

.

Несложно убедиться, что параметр a выбран так, чтобы λ(a) = 0. Подставляя
в (4.43) f(·) = g(·), находим

‖g(·)‖p
Hp

=
1

2πi

∫
|z|=1

(1− az)(z − a) dz

(z − ξ)2(1− ξz)2
=

1 + |b|2
(1− |ξ|2)|1− ξb|2 .

Теперь утверждение теоремы в рассматриваемом случае вытекает из теоремы 2.9.
Если ξ=zk, то a = ξ, и аналогично предыдущему случаю получаем равенство

α(ξ)
∫ 2π

0

g(z)|g(z)|p−2f(z) dμ(z) =
α(ξ)
2πi

∫
|z|=1

(1− ξz)2/pf(z) dz

ωk(z)(z − ξ)2
=

= f ′(ξ)−
n∑

j=1

νj−1∑
ν=0

cjν(ξ, p)f (ν)(zj)

(надо учесть, что в силу нашей договоренности νk = 1). Далее применяем тео-
рему 2.9.

При p =∞ используется та же схема рассуждений и равенство

α(ξ)
∫ 2π

0

g(z)|ϕ(z)|f(z) dμ(z) =
α(ξ)
2πi

∫
|z|=1

uξ(z)(1− az)2f(z) dz

W (z)(z − ξ)2(1− ξz)2
,

где

ϕ(z) =
(1− az)2

(1− ξz)4
.

�
Из доказательства теоремы 4.22 вытекает, что в общей ситуации единичный

круг D разбивается на две части D0 и D1, в первой из которых экстремаль-
ная функция g(·)/‖g(·)‖Hp имеет нули соответствующих кратностей только в точ-
ках z1, . . . , zn, а во второй — появляется дополнительный нуль в точке a. По-

явление двух таких множеств впервые, по-видимому, было обнаружено J. Dieu-
donné [2], который, решая экстремальную задачу

sup
f(·)∈H∞
f(0)=0

|f ′(ξ)|,
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обнаружил, что при |ξ| �
√

2 − 1 экстремальной функцией является f(z) = z,
а при

√
2−1 < |ξ| < 1 у экстремальной функции появляется дополнительный нуль

в некоторой точке a(ξ). Для этого дополнительного нуля справедливо равенство

a(ξ) =
3|ξ|2 − 1

ξ(1 + |ξ|2)
.

В частности, имеем

sup
f(·)∈H∞
f(0)=0

∣∣∣∣f ′ ( 1√
3

)∣∣∣∣ = 2√
3
,

а f(z) = z2 является экстремальной функцией в этой задаче.

Рассмотрим задачу, обобщающую предыдущую, о нахождении величины

sup
f(·)∈Hp

f(0)=...=f(n−1)(0)=0

|f ′(ξ)|.

В этом случае множество D0, будет иметь вид

D0 =
{

ξ ∈ D :
(

n− 2
p

)
|ξ|2 + 2

p− 1
p
|ξ| − n � 0

}
.

Нетрудно убедиться, что при 1 � p � 2 D0 = D, а при 2 < p � ∞ D0 = {ξ ∈ C:

|ξ| � rnp}, где

rnp =

√(
p− 1

p

)2

+ n

(
n− 2

p

)
− p− 1

p

n− 2
p

.

Из теоремы 4.22 вытекает также решение задачи об оптимальном восстанов-
лении производной в нуле функции f(·) ∈ Hp по ее значениям в точках r и −r,
r ∈ (0, 1). Оптимальный метод восстановления при всех 1 � p �∞ имеет вид

f ′(0) ≈ (1− r2)
f(r)− f(−r)

2r
.

4.8. ВОССТАНОВЛЕНИЕ ПРОИЗВОДНЫХ
ПО НЕТОЧНЫМ ЗНАЧЕНИЯМ ФУНКЦИЙ

Рассмотрим задачу оптимального восстановления производных функций по их
значениям, заданным с ошибкой в равномерной норме. Пусть W — выпуклый

и уравновешенный класс достаточно гладких функций, определенных в области
Ω ⊂ C, содержащей множество E. Через Fδ(E) обозначим информационный опе-
ратор, который каждой функции из f(·) ∈ W ставит в соответствие множество

функций f̃(·) ∈ C(E) таких, что

‖f(·)− f̃(·)‖C(E) � δ.



4.8. Восстановление производных по неточным значениям функций 173

Положим

E(f (k)(ξ), W, Fδ(E)) = inf
ϕ : C(E)→C

sup
f(·)∈W, f̃(·)∈C(E)

‖f(·)−f̃(·)‖C(E)�δ

|f (k)(ξ)− ϕ(f̃(·))|.

Для W = W 2∞([−1, 1]), E = [−1, 1] и k = 1 эта задача рассматривалась в п. 1.4
(см. (1.13)). Здесь мы рассматриваем случай, когда W = H∞, E = (−1, 1) и k = 1.

Из теоремы 2.4 (см. равенство (2.12)) следует, что

E(f ′(ξ), H∞, Fδ((−1, 1))) = sup
f(·)∈H∞

‖f(·)‖C(−1,1)�δ

|f ′(ξ)|. (4.44)

Следовательно, для δ � 1

E(f ′(ξ), H∞, Fδ((−1, 1))) = sup
f(·)∈H∞

|f ′(ξ)|,

а метод ϕ(f̃(·)) ≡ 0 является оптимальным. Из теоремы 4.22 (при W (z) = 1)
можно получить, что

sup
f(·)∈H∞

|f ′(ξ)| = 1
1− |ξ|2 . (4.45)

В дальнейшем будем рассматривать случай, когда 0 < δ < 1. Оказывается, что
в этом случае (так же, как и в задаче (1.13)) оптимальный метод использует не

все значения функции f̃(·) из интервала (−1, 1), а только значения в дискретной

системе точек, плотность которой увеличивается при уменьшении погрешности
задания значений δ.

Теорема 4.23. Для всех 0 < δ < 1 и ξ ∈ (−1, 1) метод

f ′(ξ) ≈ 2π

Λ′(1− δ4)(1− ξ2)

∞∑
j=−∞

(−1)j+1

sh2

(
(2j − 1)

πΛ
Λ′

) f̃

(
bj + ξ

1 + ξbj

)
,

где bj определено формулой (4.39), а Λ, Λ′ — полные эллиптические интегра-
лы первого рода для модулей λ = δ2, λ′ =

√
1− δ4 соответственно, является

оптимальным методом восстановления на классе H∞ по значениям на ин-
тервале (−1, 1), заданным с погрешностью δ в равномерной метрике. Кроме
того,

E(f ′(ξ), H∞, Fδ((−1, 1))) =
2δΛ′

π(1− ξ2)
=

4
π(1− ξ2)

δ ln
2
δ

+ O

(
δ5 ln

1
δ

)
.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Положим

B1(z) :=
∞∏

j=1

b2
j − z2

1− b2
jz

2
, h(z) :=

∞∏
j=1

(
1− a2

jz
2

1− b2
jz

2

)2

, (4.46)

ψ(z) :=
B0(z)h(z)

zB1(z)
, (4.47)
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где aj и bj определены формулами (4.36) и (4.39), а функция B0(·) определе-
на равенством (4.37). Тем же путем, каким было получено представление (4.38),
получаем равенства

B1(z) =
√

λ sn
(

2Λ′

π
arth z + Λ, λ

)
(4.48)

и

h(z) =
1− z2

dn2

(
2Λ′

π
arth z, λ

) . (4.49)

Таким образом,

ψ(z) =
1− z2

z

sn
(

2Λ′

π
arth z, λ

)
cn
(

2Λ′

π
arth z, λ

)
dn
(

2Λ′

π
arth z, λ

) .

В силу (8.67) получаем

ψ(z) =
1− z2

z

1
1 + λ

sn
(

4L′

π
arth z, l

)
cn
(

4L′

π
arth z, l

) = −1− z2

z

i

(1 + λ) dn
(

4L′

π
arth z + iL′, l

) ,

где l = 2
√

λ/(1 + λ), а L, L′ — полные эллиптические интегралы первого рода
для модулей l, l′ =

√
1− l2 соответственно. Если z = eiθ, θ ∈ (0, π) ∪ (π, 2π),

то arth z = x + i
π

4
sign sin θ, где x =

1
2

ln
∣∣∣ctg θ

2

∣∣∣. Следовательно,
ψ(eiθ) = − 2 sin θ

(1 + λ) dn
(

4L′

π
x + iL′(1 + sign sin θ), l

) =
2| sin θ|

(1 + λ) dn
(

4L′

π
x, l

) .

Так как для всех u ∈ R

1 � dn(u, l) � l′ =
1− λ

1 + λ
,

то для почти всех θ ∈ T, ψ(eiθ) > 0. Кроме того, ψ(eiθ) ∈ L1(T).
Для f(·) ∈ H∞ положим

Jf :=
δ

2π

∫ 2π

0

B0(eiθ)ψ(eiθ)f(eiθ) dθ.

Запишем этот интеграл в виде

Jf =
δ

2πi

∫
|z|=1

h(z)
B1(z)z2

f(z) dz. (4.50)

В силу (4.48)

B1(aj) = (−1)j
√

λ.
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Применяя лемму 4.18 к интегралу (4.50), получаем

Jf = f ′(0) + δ
∞∑

j=−∞

h(bj)
B′1(bj)b2

j

f(bj).

Из (4.48) и (4.49) имеем

B′1(bj) = (−1)j
√

λ
2Λ′

π(1− b2
j)

, h(bj) =
1− b2

j

1− λ2
. (4.51)

Таким образом,
Jf = f ′(0)− ϕ0(If),

где

ϕ0(y(·)) =
2π

Λ′(1− δ4)

∞∑
j=−∞

(−1)j+1

sh2

(
(2j − 1)

πΛ
Λ′

)y(bj), y(·) ∈ C((−1, 1)).

Кроме того,

ϕ0(B0(·)) = δ‖ϕ0‖.
Из теоремы 2.8 следует, что метод ϕ0(·) оптимальный для ξ=0, а функция B0(·) —
экстремальная. Тем самым

E(f ′(ξ), H∞, Fδ((−1, 1))) = B′0(0) = δ
2Λ′

π
.

Асимптотическое равенство для погрешности оптимального восстановления выте-

кает из (8.56)

Λ′ = ln
4
δ2

+ O

(
δ4 ln

1
δ

)
.

Для произвольной точки ξ ∈ (−1, 1) утверждение теоремы может быть получе-

но при рассмотрении функции g(·) = f(w(·)), где

w(z) =
z + ξ

1 + ξz

— конформное преобразование единичного круга D. Для этой функции g′(0) =
= (1− ξ2)f ′(ξ). �

С помощью конформного отображения полосы Sβ на единичный круг из теоре-

мы 4.23 вытекает

Следствие 4.24. Для всех 0 < δ < 1 и t ∈ R метод

f ′(t) ≈ π2

2βΛ′(1− δ4)

∞∑
j=−∞

(−1)j+1

sh2

(
(2j − 1)

πΛ
Λ′

) f̃

(
t + (2j − 1)

2βΛ
Λ′

)

является оптимальным методом восстановления на классе H∞(Sβ) по значе-
ниям на R, заданным с погрешностью δ в равномерной метрике. Для погреш-
ности оптимального восстановления имеет место равенство

E(f ′(t), H∞(Sβ), Fδ(R)) =
δΛ′

2β
=

1
β

δ ln
2
δ

+ O

(
δ5 ln

1
δ

)
.
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4.9. НЕРАВЕНСТВО КОЛМОГОРОВА ДЛЯ АНАЛИТИЧЕСКИХ
В ПОЛОСЕ ФУНКЦИЙ

Обозначим через Hr∞(Sβ) множество функций f(·), аналитических в полосе

Sβ = { z ∈ C : | Im z| < β },

для которых |f (r)(z)| � 1, z ∈ Sβ. Нас будет интересовать величина E(f (k)(t),
Hr∞(Sβ), Fδ(R)). При k = 1, r = 0 она была найдена в следствии 4.24. В общем

случае в силу двойственности имеет место равенство, аналогичное (4.44):

E(f (k)(t), Hr
∞(Sβ), Fδ(R)) = sup

f(·)∈Hr
∞(Sβ)

‖f(·)‖C(R)�δ

|f (k)(t)|. (4.52)

А в силу инвариантности класса Hr∞(Sβ) относительно сдвига

sup
f(·)∈Hr

∞(Sβ)
‖f(·)‖C(R)�δ

|f (k)(t)| = sup
f(·)∈Hr

∞(Sβ)
‖f(·)‖C(R)�δ

‖f (k)(·)‖C(R). (4.53)

В вещественном случае для соболевского класса экстремальная задача

‖f (k)(·)‖L∞(R) → max, ‖f(·)‖L∞(R) � A0, ‖f (r)(·)‖L∞(R) � Ar, 1 � k � r − 1,

была решена А. Н. Колмогоровым [44]. Эта задача эквивалентна нахождению
точной константы в неравенстве

‖f (k)(·)‖L∞(R) � C‖f(·)‖α
L∞(R)‖f (r)(·)‖β

L∞(R).

Решение записывается в терминах констант Фавара:

Kr =
4
π

∞∑
n=0

(−1)n(r+1)

(2n + 1)r+1
, r = 0, 1, 2, . . . .

Точное неравенство имеет вид

‖f (k)(·)‖L∞(R) � Kr−k

K
1−k/r
r

‖f(·)‖1−k/r
L∞(R)‖f (r)(·)‖k/r

L∞(R).

В комплексном случае для класса Hr∞(Sβ) такой эквивалентности уже нет, хотя

неравенства в несколько ином виде выписать можно (они не будут мультиплика-
тивными).

Приведем в качестве примера неравенство, которое может быть получено

из следствия 4.24. Из этого следствия вытекает, что для функции f(·) ∈ H∞(Sβ)
такой, что ‖f(·)‖C(R) � δ, 0 < δ < 1, справедливо неравенство

‖f ′(·)‖C(R) � δΛ′

2β
=

1
2β

δ

∫ π/2

0

dx√
1− (1− δ4) sin2 x

. (4.54)
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Из равенства (4.45) с помощью конформного отображения полосы Sβ на единич-
ный круг получаем

sup
f(·)∈H∞(Sβ)

|f ′(ξ)| = π

4β
.

Тем самым неравенство (4.54) остается верным и при δ = 1. Пусть f(·) — про-
извольная функция, аналитическая в полосе Sβ, ограниченная там и отличная от

тождественного нуля. Положим в (4.54)

δ =
‖f(·)‖C(R)

‖f(·)‖C(Sβ)
.

Тогда имеет место неравенство

‖f ′(·)‖C(R) � 1
2β
‖f(·)‖C(R)‖f(·)‖2C(Sβ)

∫ π/2

0

dx√
‖f(·)‖4C(Sβ) cos2 x + ‖f(·)‖4C(R) sin2 x

.

Пусть Λ и Λ′ — полные эллиптические интегралы первого рода для модулей
λ ∈ (0, 1) и λ′ =

√
1− λ2 соответственно. Рассмотрим функцию

φλ(z) =
√

λ sn
(

Λ′

2β
z, λ

)
.

Из (8.11) следуют равенства

sn
iΛ′

2
=

i√
λ

, cn
iΛ′

2
=
√

1 + λ√
λ

, dn
iΛ′

2
=
√

1 + λ.

Из формулы (8.62) следует, что для всех x ∈ R

φλ(x± iβ) =
(1 + λ) sn

Λ′x
2β

± i cn
Λ′x
2β

dn
Λ′x
2β

1 + λ sn2
Λ′x
2β

.

Легко убедиться, что |φλ(x± iβ)| = 1 для всех x ∈ R. Тем самым φλ(·) ∈ H∞(Sβ).
Положим Φλ,0,β(z) = φλ(z),

Φλ,2j−1,β(z) =
∫ z

2Λβ/Λ′
Φλ,2j−2,β(u) du,

Φλ,2j,β(z) =
∫ z

0

Φλ,2j−1,β(u) du,

j = 1, 2, . . . .

Ясно, что
Φ(j)

λ,r,β(·) = Φλ,r−j,β(·), j = 1, 2, . . . , r.

Функции Φλ,r,β(·) имеют период 8Λβ/Λ′ и нулевое среднее на периоде.

При четном r функции Φλ,r,β(·) имеют простые нули в точках 4kΛβ/Λ′, k =
= 0,±1, ±2, . . ., а их графики симметричны относительно точек (4kΛβ/Λ′, 0)
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и прямых z = (2k + 1)2Λβ/Λ′. При нечетном r функции Φλ,r,β(·) имеют простые
нули в точках (2k + 1)2Λβ/Λ′, а их графики симметричны относительно точек
((2k + 1)2Λβ/Λ′, 0) и прямых z = 4kΛβ/Λ′. Функции Φλ,r,β(·) строго монотон-

ны между соседними точками экстремума и сохраняют направление выпуклости
между соседними нулями.

Используя разложение эллиптического синуса в ряд Фурье (см. (8.69))

sn
(

Λ′

2β
z, λ

)
=

π

λΛ

∞∑
n=0

sin
(

(2n + 1)
πΛ′

4Λβ
z

)
sh
(

(2n + 1)
πΛ′

2Λ

) ,

получаем

Φλ,r,β(z) =
π√
λΛ

(
4Λβ

πΛ′

)r ∞∑
n=0

sin
(

(2n + 1)
πΛ′

4Λβ
z − πr

2

)
(2n + 1)r sh

(
(2n + 1)

πΛ′

2Λ

) . (4.55)

Учитывая отмеченные свойства функций Φλ,r,β(·), нетрудно убедиться, что

‖Φλ,r,β(·)‖C(R) =
π√
λΛ

(
4Λβ

πΛ′

)r ∞∑
n=0

(−1)n(r+1)

(2n + 1)r sh
(

(2n + 1)
πΛ′

2Λ

) . (4.56)

Теорема 4.25. Пусть δ ∈ (0,∞) при r � 1 и δ ∈ (0, 1) при r = 0. Тогда при всех
1 � k � r + 1

sup
f(·)∈Hr

∞(Sβ)
‖f(·)‖C(R)�δ

‖f (k)(·)‖C(R) = ‖Φ(k)
λ,r,β(·)‖C(R) =

=
π√
λΛ

(
4Λβ

πΛ′

)r−k ∞∑
n=0

(−1)n(r−k+1)

(2n + 1)r−k sh
(

(2n + 1)
πΛ′

2Λ

) , (4.57)

где λ удовлетворяет равенству

‖Φλ,r,β(·)‖C(R) = δ. (4.58)

Докажем сначала ряд предварительных результатов. Обозначим через HR∞ мно-
жество функций из H∞, вещественных на вещественной оси.

Предложение 4.26. Пусть f(·) ∈ HR∞ и при некотором λ ∈ (0, 1)

‖f(·)‖C(−1,1) � ‖B0(·)‖C(−1,1), (4.59)

где функция B0(·) определена в (4.37). Если ξ ∈ (−1, 1) и f(ξ) = B0(ξ), то

|f ′(ξ)| � |B′0(ξ)|.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силу (4.38) и (4.40) имеем

‖B0(·)‖C(−1,1) =
√

λ, B0(±bj) = ±(−1)j+1
√

λ. (4.60)

Тем самым утверждение предложения очевидно для ξ = ±bj , j = 1, 2, . . . . Для
f(·) ∈ HR∞ и ξ �= ±bj , j = 1, 2, . . . положим

Jf =
1

2πi

∫
|z|=1

h(z)f(z) dz

B1(z)(z − ξ)2(1− ξz)2
,

где h(·) и B1(·) определены равенствами (4.46). Из леммы 4.18 получаем

Jf =
(

h(z)f(z)
B1(z)(1− ξz)2

)′∣∣z=ξ

+
∞∑

j=1

h(bj)
B′1(bj)

(
f(bj)

(bj − ξ)2(1− ξbj)2
− f(−bj)

(bj + ξ)2(1 + ξbj)2

)
.

Пользуясь равенствами (4.51), имеем

f ′(ξ) = −C(ξ)
(

h(z)
B1(z)(1− ξz)2

)′∣∣z=ξ

f(ξ) +
πC(ξ)

2
√

λΛ′(1− λ2)
×

×
∞∑

j=1

(−1)j+1(1− b2
j )

2

(
f(bj)

(bj − ξ)2(1− ξbj)2
− f(−bj)

(bj + ξ)2(1 + ξbj)2

)
+ C(ξ)Jf,

(4.61)

где

C(ξ) =
B1(ξ)(1− ξ2)2

h(ξ)
.

Положив

ψ1(z) =
z2

(z − ξ)2(1− ξz)2

и учитывая, что |B0(eiθ)| = 1 почти всюду, будем иметь

Jf =
1
2π

2π∫
0

B0(eiθ)ψ(eiθ)ψ1(eiθ)f(eiθ) dθ,

где функция ψ(·) определена равенством (4.47). При доказательстве теоремы 4.23
было показано, что функция ψ(eiθ) ограничена и почти всюду положительна.
Очевидно этим же свойством обладает функция ψ1(eiθ). Таким образом, для

всех f ∈ HR∞

|Jf | � 1
2π

2π∫
0

ψ(eiθ)ψ1(eiθ) dθ = JB0. (4.62)
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Предположим, что C(ξ) > 0. Тогда в силу (4.60), (4.61) и (4.62) имеем

f ′(ξ) � −C(ξ)
(

h(z)
B1(z)(1− ξz)2

)′∣∣z=ξ

f(ξ) +

+
πC(ξ)

2Λ′(1−λ2)

∞∑
j=1

(1−b2
j )

2

(
1

(bj−ξ)2(1−ξbj)2
! +

1
(bj +ξ)2(1+ξbj)2

)
+ C(ξ)JB0.

(4.63)

Если f(ξ) = B0(ξ), то правая часть в последнем неравенстве совпадает с B′0(ξ)
(см. (4.61)). Тем самым

f ′(ξ) � B′0(ξ). (4.64)

Положим

g(z) = f

(
α− z

1− αz

)
, α =

2ξ

1 + ξ2
.

Очевидно, что g ∈ HR∞ и удовлетворяет условию (4.59). Кроме того, g(ξ) = f(ξ)
и g′(ξ) = −f ′(ξ). Поэтому, применяя неравенство (4.64) к функции g(·), получаем

−f ′(ξ) � B′0(ξ).

Случай C(ξ) < 0 рассматривается аналогично, заменяя неравенство (4.63) на про-
тивоположное. �

Обозначим через Hr,R∞ (Sβ) класс функций из Hr∞(Sβ), вещественных на веще-

ственной оси. При r = 0 соответствующий класс будем обозначать через HR∞(Sβ).

Предложение 4.27. Пусть f(·) ∈ HR∞(Sβ) и при некотором λ ∈ (0, 1)

‖f(·)‖C(R) � ‖φλ(·)‖C(R).

Если a, b ∈ R и f(a) = φλ(b), то

|f ′(a)| � |φ′λ(b)|.
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силу того, что функция g(z) = f(z + a− b) принадлежит

классу HR∞(Sβ) и, кроме того,

‖g(·)‖C(R) = ‖f(·)‖C(R), g(b) = f(a), , g′(b) = f ′(a),

можно считать, что a = b. Положим

w(z) =
4β

π
arth z.

Эта функция конформно отображает единичный круг D на полосу Sβ . Тем са-

мым f(w(·)) ∈ HR∞. Так как φλ(w(·)) = B0(·) (см. (4.38)), то положив ξ = th
πa

4β
,

из предложения 4.26 будем иметь

|f ′(w(ξ))w′(ξ)| � |φ′λ(w(ξ))w′(ξ)|.
Следовательно, |f ′(a)| � |φ′λ(a)|. �
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Лемма 4.28. Пусть на отрезке [a, b] заданы вещественные непрерывные функ-
ции g(·) и ϕ(·), дифференцируемы в интервале (a, b), причем ϕ(·) строго возрас-
тает и вогнута. Если

a) g(a) = ϕ(a), g(b) > ϕ(b)
или

b) g(b) = ϕ(b), g(a) < ϕ(a),
то на интервале (a, b) существуют точки α и β такие, что g(α) = ϕ(β)
и g′(α) > ϕ′(β).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Докажем сначала утверждение леммы для случая a). Мож-

но считать, что g(x) > ϕ(x), иначе последующие рассуждения можно применить
к отрезку [a1, b], где a1 — самый правый нуль разности g(x)− ϕ(x) на (a, b).

�
x

ϕ(x)

g(x)

a bξα β

Рис. 4.9.2

Так как g(·) непрерывна, то она принимает в некоторых точках интервала (a, b)
значение, равное ϕ(b). Пусть ξ — самая левая из таких точек, т. е. g(ξ) = ϕ(ξ)
и g(x) < ϕ(b) при x ∈ (a, ξ) (см. рис. 4.9.2). Функция ϕ(·) строго возрастает,
следовательно, ϕ(ξ) < ϕ(b) и, значит,∫ ξ

a

ϕ′(x) dx <

∫ ξ

a

g′(x) dx.

Поэтому существует точка α ∈ (a, ξ) такая, что ϕ′(α) < g′(α). Но так как

ϕ(α) < g(α) < g(ξ) = ϕ(b),

то в некоторой точке β ∈ (α, b) будет ϕ(β) = g(α). В силу вогнутости функции ϕ(·)
выполняется неравенство ϕ′(β) � ϕ′(α). Следовательно,

g′(α) > ϕ′(α) � ϕ′(β).

Пусть теперь выполнено условие b). Ясно, что в некоторой точке a + h, где h ∈
∈ (0, b− a), будет g(a + h) = ϕ(a). Положим

g1(x) = g(x + h), x ∈ [a, b− h].
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Тогда g1(a) = ϕ(a), g1(b − h) = g(b) > ϕ(b). Тем самым для функций g1(·) и ϕ(·)
выполнено условие a) на отрезке [a, b − h] и по уже доказанному в некоторых
точках α1, β, a < α1 < β < b− h, выполняются соотношения

g1(α1) = ϕ(β), g′1(α1) > ϕ′(β).

Положив α = α1 + h, получим

g(α) = ϕ(β), g′(α) > ϕ′(β).

�

Теорема 4.29. Пусть f(·) ∈ Hr,R∞ (Sβ), r � 0 и при некотором λ ∈ (0, 1)

‖f(·)‖C(R) � ‖Φλ,r,β(·)‖C(R). (4.65)

Если a, b ∈ R и f(a) = Φλ,r,β(b), то

|f ′(a)| � |Φ′λ,r,β(b)|.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Будем доказывать утверждение теоремы по индукции.
При r = 0 утверждение вытекает из предложения 4.27. Пусть теорема доказа-
на для r = k − 1. Докажем ее для r = k. Пусть f(·) ∈ Hk,R∞ (Sβ), k � 1, и

‖f(·)‖C(R) � ‖Φλ,k,β(·)‖C(R). (4.66)

Покажем сначала, что

‖f ′(·)‖C(R) � ‖Φλ,k−1,β(·)‖C(R). (4.67)

Предположим, что это не так. Тогда найдется точка x0 ∈ R, для которой

|f ′(x0)| > ‖Φλ,k−1,β(·)‖C(R) = ‖Φ′λ,k,β(·)‖C(R).

Так как вместо f(z) можно рассмотреть функцию −f(z + t), где t — произвольное

вещественное число, то можно считать, что f ′(x0) > 0 и

‖Φλ,k−1,β(·)‖C(R) = Φλ,k−1,β(x0).

Обозначим через x1 и x2 ближайшие слева и справа от x0 нули функции Φλ,k−1,β(·),
которая, следовательно, вогнута на (x1, x2), строго возрастает на (x1, x0) и строго
убывает на (x0, x2).

Найдется точка α ∈ (x1, x2), в которой f ′(α) � Φλ,k−1,β(α), ибо предположе-
ние, что f ′(x) > Φλ,k−1,β(x) для всех x ∈ (x1, x2) означало бы, что∫ x2

x1

f ′(x) dx >

∫ x2

x1

Φλ,k−1,β(x) dx = 2‖Φλ,k,β(·)‖C(R)
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и, значит,
‖f(·)‖C(R) > ‖Φλ,k,β(·)‖C(R)

— в противоречии с (4.66). Положим f1(·) = γf ′(·), где γ ∈ (0, 1) выбрано так,
что ‖f1(·)‖C(R) = ‖Φλ,k−1,β(·)‖C(R). Тогда

‖f (k−1)
1 (·)‖L∞(Sβ) = γ‖f (k)(·)‖L∞(Sβ) < 1,

т. е. f1(·) ∈ Hk−1,R∞ (Sβ). Тем самым

f1(α) = γf ′(α) < Φλ,k−1,β(α), f1(x0) = Φλ,k−1,β(x0).

Предположим, что α < x0. Тогда из леммы 4.28 (условие b)) вытекает, что суще-

ствуют точки α̃, β̃ ∈ (α, x0) такие, что f1(α̃) = Φλ,k−1,β(β̃) и f ′1(α̃) > Φ′λ,k−1,β(β̃),
что противоречит предположению о справедливости теоремы при r = k − 1.
Если α > x0, то рассмотрим функции

g(x) = f1(2x0 − x), ϕ(x) = Φλ,k−1,β(2x0 − x).

Имеем

g(2x0 − α) = f1(α) < Φλ,k−1,β(α) = ϕ(2x0 − α),
g(x0) = f1(x0) = Φλ,k−1,β(x0) = ϕ(x0).

Тогда снова по лемме 4.28 (условие b)) существуют точки α̃1, β̃1 ∈ (2x0−α, x0) та-
кие, что g(α̃1) = ϕ(β̃1) и g′(α̃1) > ϕ′(β̃1). Переходя к функциям f1(·) и Φλ,k−1,β(·),
получим

f1(2x0 − α̃1) = Φλ,k−1,β(2x0 − β̃1), −f ′1(2x0 − α̃1) > −Φ′λ,k−1,β(2x0 − β̃1).

Из того, что Φ′λ,k−1,β(2x0 − β̃1) < 0 следует, что

|f ′1(2x0 − α̃1)| > |Φ′λ,k−1,β(2x0 − β̃1)|,

что противоречит предположению индукции. Итак, неравенство (4.67) доказано.

Не теряя общности можно считать, что a = b, т. е. f(a) = Φλ,k,β(a). Будем так-
же считать, что Φ′λ,k,β(a) �= 0, так как в противном случае точка a — экстремум
для функции Φλ,k,β(·) и в силу того, что ‖f(·)‖C(R) � ‖Φλ,k,β(·)‖C(R) точка a экс-
тремум и для функции f(·), а тогда f ′(a) = 0 и утверждение очевидно выполнено.

Предположим противное, а именно, что |f ′(a)| > |Φ′λ,k,β(a)|. Предположим для
определенности, что Φλ,k,β(a) > 0 и Φ′λ,k,β(a) > 0 (остальные случаи рассматрива-
ются по такой же схеме). Без ограничения общности можно считать, что f ′(a) > 0
(в случае f ′(a) = 0 утверждение очевидно). Таким образом, функция Φλ,k,β(·) воз-
растает на промежутке [a, x0], где x0 — ближайший справа ее максимум, и вогнута
(см. рис. 4.9.3).

Так как f ′(a) > Φ′λ,k,β(a), а

f(x0) � ‖f(·)‖C(R) � ‖Φλ,k,β(·)‖|C(R) = Φλ,k,β(x0),
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�
x

f(x) Φλ,k,β(x)

a ηξ x0

Рис. 4.9.3

то в некоторой точке η ∈ (a, x0] будет f(η) = Φλ,k,β(η). Отсюда∫ η

a

(f ′(x)− Φ′λ,k,β(x)) dx = 0.

Следовательно, разность f ′(x) − Φ′λ,k,β(x) в некоторой точке ξ ∈ (a, η) должна

обратиться в нуль. Итак, имеем

f ′(a) > Φ′λ,k,β(a), f ′(ξ) = Φ′λ,k,β(ξ),

при этом функция Φ′λ,k,β(·) — вогнута на интервале (a, ξ) и строго убывает. Поло-

жим

g(x) = f ′(2a− x), ϕ(x) = Φ′λ,k,β(2a− x).

Имеем

g(a) = f ′(a) > Φ′λ,k,β(a) = ϕ(a),
g(2a− ξ) = f ′(ξ) = Φ′λ,k,β(ξ) = ϕ(2a = ξ).

Тогда по лемме 4.28 (условие a)) существуют точки α̃, β̃ ∈ (2a − ξ, a) такие, что

g(α̃) = ϕ(β̃) и g′(α̃) > ϕ′(β̃). Переходя к функциям f ′(·) и Φ′λ,k,β(·) = Φλ,k−1,β(·),
получим

f ′(2a− α̃) = Φλ,k−1,β(2a− β̃), −f ′′(2a− α̃) > −Φ′λ,k−1,β(2a− β̃).

Из того, что Φ′λ,k−1,β(2a− β̃) < 0 следует, что

|f ′′(2a− α̃)| > |Φ′λ,k−1,β(2a− β̃)|,

что противоречит предположению индукции. �
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Теорема 4.30. Пусть f(·) ∈ Hr∞(Sβ), r � 0, и при некотором λ ∈ (0, 1) выпол-
нено неравенство (4.65). Тогда при всех 1 � k � r + 1

‖f (k)(·)‖C(R) � ‖Φ(k)
λ,r,β(·)‖C(R).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Легко понять, что достаточно доказать утверждение для

k = 1. Предположим, что ‖f ′(·)‖C(R) > ‖Φ′λ,r,β(·)‖C(R). Тогда найдется точка a ∈ R,
для которой |f ′(a)| > ‖Φ′λ,r,β(·)‖C(R). Без ограничения общности можно считать,
что f ′(a) > 0. Рассмотрим функцию

f1(z) =
f(z) + f(z)

2
.

Очевидно, что f1(·) ∈ Hr,R∞ (Sβ) и удовлетворяет неравенству (4.65). Выберем точ-

ку b ∈ R так, чтобы Φλ,r,β(b) = f1(a). Тогда f ′1(a) = f ′(a) > ‖Φ′λ,r,β(·)‖C(R) �
� Φ′λ,r,β(b), что противоречит теореме 4.29. �

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 4.25 Положим Φλ,−1,β(·) = Φ′λ,0,β(·). Тогда

Φ(k)
λ,r,β(·) = Φλ,r−k,β(·), k = 1, . . . , r + 1.

Легко убедиться, что равенства (4.55) остаются справедливыми и для r = −1.
Тем самым, используя теорему 4.30, достаточно доказать существование λ ∈ (0, 1),
удовлетворяющего равенству (4.58). Так как

‖Φλ,0,β(·)‖C(R) =
√

λ,

то при r = 0 λ = δ2.

Пусть r � 1. Тогда из (4.55) вытекает, что ‖Φλ,r,β(·)‖C(R) непрерывно зависит

от λ. Если λ → 0, то Λ′ →∞, Λ→ π/2 и, кроме того,

lim
λ→0

√
λ exp

(
πΛ′

4Λ

)
=

1
2

(см. (8.55)). Отсюда получаем, что для всех j � 0

√
λ sh
(

(2j + 1)
πΛ′

2Λ

)
→∞.

Следовательно, ‖Φλ,r,β(·)‖C(R) → 0 при λ → 0. Если λ → 1, то Λ′ → π/2, а Λ →∞.

В этом случае из (4.55) вытекает, что ‖Φλ,r,β(·)‖C(R) →∞. �
В силу равенств (4.52) и (4.53) из теоремы 4.25 вытекает, что

E(f (k)(t), Hr
∞(Sβ), Fδ(R)) =

π√
λΛ

(
4Λβ

πΛ′

)r−k ∞∑
n=0

(−1)n(r−k+1)

(2n + 1)r−k sh
(

(2n + 1),
πΛ′

2Λ

) ,

где λ удовлетворяет равенству (4.58).
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Рассмотрим обобщенные константы Фавара

Kr,λ =
π√
λΛ

∞∑
n=0

(−1)n(r+1)

(2n + 1)r sh
(

(2n + 1)
πΛ′

2Λ

) , λ ∈ (0, 1), r = −1, 0, 1, 2, . . . .

В силу того, что Λ′ → π/2, а Λ → +∞ при λ → 1, имеем

lim
λ→1

Λ sh
(

(2n + 1)
πΛ′

2Λ

)
=

π2

4
(2n + 1).

Тем самым Kr,λ → Kr при λ → 1 и r = 0, 1, 2, . . ..
Из (4.56) следует, что

‖Φλ,r,β(·)‖C(R) =
(

4Λβ

πΛ′

)r
Kr,λ.

Исходя из этого равенства, нетрудно подсчитать, что

K−1,λ =
2
√

λΛ
π

,

K0,λ =
√

λ,

K1,λ =
π

2
√

λΛ
ln

1√
1− λ

.

Теорема 4.31. Пусть r � 1. Тогда для всех 1 � k � r + 1 и любой функции f(·),
аналитической и ограниченной в полосе Sβ, не равной тождественно нулю,
справедливо неравенство

‖f (k)(·)‖C(R) � Kr−k,λ

K
1−k/r
r,λ

‖f(·)‖1−k/r
C(R) ‖f (r)(·)‖k/r

C(Sβ), (4.68)

где λ определяется из условия

‖Φλ,r,β(·)‖C(R) =
‖f(·)‖C(R)

‖f (r)(·)‖C(Sβ)
. (4.69)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть функция f(·) аналитическая и ограниченная в поло-

се Sβ, отлична от тождественного нуля. Положим

δ =
‖f(·)‖C(R)

‖f (r)(·)‖C(Sβ)
.

Применяя к функции
f(·)

‖f (r)(·)‖C(Sβ)
∈ Hr

∞(Sβ)

теорему 4.25, будем иметь

‖Φ(k)
λ,r,β(·)‖C(R) =

(
4Λβ

πΛ′

)r−k

Kr−k,λ. (4.70)
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Из равенств

‖Φλ,r,β(·)‖C(R) =
(

4Λβ

πΛ′

)r
Kr,λ =

‖f(·)‖C(R)

‖f (r)(·)‖C(Sβ)

получаем (
4Λβ

πΛ′

)
=

(
‖f(·)‖C(R)

Kr,λ‖f (r)(·)‖C(Sβ)

)1/r

.

Подставляя это выражение в (4.70), имеем

‖f (k)(·)‖C(R)

‖f (r)(·)‖C(Sβ)
� Kr−k,λ

(
‖f(·)‖C(R)

Kr,λ‖f (r)(·)‖C(Sβ)

)1−k/r

.

Отсюда вытекает неравенство (4.68). �
Отметим, что в отличие от неравенства Колмогорова здесь величина

Kr−k,λ

K
1−k/r
r,λ

не является постоянной. Она зависит от значения λ, которое, в свою очередь,
зависит от функции f(·) (см. (4.69)).

Если выбрать λ ∈ (0, 1) из условия

β =
πΛ′

4Λ

(
‖f(·)‖C(R)

Kr,λ‖f (r)(·)‖C(Sβ)

)1/r

,

то равенство (4.69) будет выполнено. Тем самым неравенство (4.68) будет иметь

место. Устремим β к нулю. При этом ширина полосы устремится к нулю, а λ
будет стремиться к единице. Тогда неравенство (4.68) при 1 � k � r − 1 перейдет
в неравенство Колмогорова.

4.10. КОММЕНТАРИИ

4.1. Теорема 4.1 была доказана в работах C. A. Micchelli, T. J. Rivlin, S. Wino-
grad [17] и P. W. Gaffney, M. J. D. Powell [8]. Приводимое доказательство, осно-
ванное на методе параметризации (теорема 2.11) и позволяющее доказать един-
ственность оптимального метода, было предложено в работе К. Ю. Осипенко [20].

Результаты об оптимальном восстановлении гладких функций по их значениям
в системе узлов, заданным с погрешностью получены в работе C. A. Micchelli [14].

4.2. Задача о совершенных сплайнах, наименее уклоняющихся от нуля в рав-
номерной метрике (теорема 4.2) была решена В. М. Тихомировым [98].

4.3. Оптимальный метод восстановления на классе H∞ был построен К. Ю. Оси-
пенко [75], [76]. Общий случай 1 � p � ∞ был рассмотрен в работе S. D. Fisher,
C. A. Micchelli [6]. Ряд результатов, связанных с оптимальным восстановлением

функций из класса H∞ по неточно заданным значениям в узлах можно найти
в работах К. Ю. Осипенко [78] и [79].
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4.4. Задача минимизации произведений Бляшке в равномерной норме на отрез-
ке из интервала (−1, 1) была решена в работе К. Ю. Осипенко [75]. Аналогичная
задача для метрики Lq(Tρ, σρ) была решена О. Г. Парфеновым [91]. Доказатель-

ство теоремы 4.11 основано на идеях К. И. Бабенко [33] и Л. В. Тайкова [96].
Ряд результатов о минимизации произведений Бляшке в интегральных метриках
можно найти в работе К. Ю. Осипенко [80]. Минимизация норм произведений
Бляшке тесно связана с задачами нахождения значений n-поперечников классов

аналитических функций. Более полную информацию об этой связи можно найти
в работах S. D. Fisher, C. A. Micchelli [6], A. Pinkus [27], Yu. A. Farkov [4].

4.5. Теорема 4.13 вытекает из результатов, доказанных в работе S. D. Fisher [5].
Теорема 4.14 доказана в работе К. Ю. Осипенко [84].

4.6. Содержание этого раздела взято из работы К. Ю. Осипенко [83]. Лем-
ма 4.18 в менее общей форме была доказана в работе К. Ю. Осипенко, М. И. Сте-
сина [90].

4.7. Задача оптимального восстановления производной функции f ∈ H∞ была

решена в работе C. A. Micchelli, T. J. Rivlin [15]. Общий случай 1 � p � ∞ был
получен в работе К. Ю. Осипенко, М. И. Стесина [89].

4.8. Теорема 4.23 доказана в работе К. Ю. Осипенко, М. И. Стесина [90].
4.9. Функции Φλ,r,β(·) были введены в работе К. Ю. Осипенко [82]. Эти функ-

ции являются аналогами идеальных сплайнов Эйлера (см., например, Н. П. Кор-
нейчук [47]). Материал этого раздела взят в основном из работы К. Ю. Осипен-
ко [82]. Лемма 4.28 взята из книги Н. П. Корнейчука [46]. Доказательство тео-
ремы сравнения для аналитических функций (теорема 4.29) проведено по той же

схеме, которая применялась для гладких функций в книге Н. П. Корнейчука [46].



Глава 5

ОПТИМАЛЬНОЕ ВОССТАНОВЛЕНИЕ СИГНАЛОВ

Под восстановлением сигналов мы будем понимать восстановление функций
и ее производных по ее неточно заданному преобразованию Фурье.

5.1. РЕГУЛЯРИЗАЦИЯ ПО ТИХОНОВУ

Пусть функция x(·) такова, что ее ряд Фурье

a0

2
+

∞∑
k=1

(ak cos kt + bk sin kt)

равномерно сходится на T. Предположим, что вместо точных значений коэффици-
ентов Фурье этой функции ak, k = 0, 1, . . ., и bk, k = 1, 2, . . ., нам известны их

приближенные значения ãk и b̃k такие, что

(a0 − ã0)2

2
+

∞∑
k=1

(
(ak − ãk)2 + (bk − b̃k)2

)
� δ2, (5.1)

где δ > 0 характеризует погрешность задания коэффициентов Фурье. Задача со-
стоит в восстановлении значения функции x(·) в данной точке t. Похожие задачи

для восстановления производной функции рассматривались в пп. 1.5 и 2.6.

Покажем, что при замене точных значений коэффициентов Фурье приближен-
ными невозможно восстановить значение функции, какова бы малой ни была по-

грешность задания исходных данных. Действительно, пусть

ã0 − a0 = 0, ãk − ak = b̃k − bk =
δ

C
√

2k
, k = 1, 2, . . . ,

где

C =

√√√√ ∞∑
k=1

1
k2

.

Тогда неравенство (5.1) выполнено, а разность между значением исходной функ-
ции в точке t и рядом

ã0

2
+

∞∑
k=1

(ãk cos kt + b̃k sin kt)
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равна
∞∑

k=1

((ak − ãk) cos kt + (bk − b̃k) sin kt).

При t = 0 получаем
∞∑

k=1

(ak − ãk) =
δ

C
√

2

∞∑
k=1

1
k

=∞.

Тем не менее можно предложить метод восстановления, погрешность которого
будет стремиться к нулю при стремлении к нулю погрешности, с которой задаются
приближенные коэффициенты Фурье.

Теорема 5.1 (А. Н. Тихонова). Пусть x(·) ∈ L2(T) и непрерывна в фиксирован-
ной точке t ∈ T. Тогда сумма ряда

ã0

2
+

∞∑
k=1

1
1 + k2α

(ãk cos kt + b̃k sin kt),

где ãk и b̃k — приближенные значения коэффициентов Фурье функции x(·),
удовлетворяющие условию (5.1), а α = δC(δ), 0 < C1 � C(δ) � C2, совпадает
со значением x(t) с погрешностью, стремящейся к нулю при δ → 0.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Не ограничивая общности, будем считать, что α(δ) = δ
(общий случай рассматривается совершенно аналогично). Достаточно доказать,
что для любого ε > 0 найдется δ0 > 0 такое, что при всех 0 < δ < δ0 выполняется

неравенство ∣∣∣∣ ã0

2
+

∞∑
k=1

1
1 + k2δ

(ãk cos kt + b̃k sin kt)− x(t)
∣∣∣∣ < ε.

Зафиксируем произвольное ε > 0. Покажем сначала, что найдется δ1 > 0 такое,
что для всех положительных δ < δ1 справедливо неравенство∣∣∣∣ ã0 − a0

2
+

∞∑
k=1

1
1 + k2δ

(
(ãk − ak) cos kt + (b̃k − bk) sin kt

)∣∣∣∣ < ε

4
.

Для этого достаточно убедиться, что сумма, стоящая в левой части, стремиться

к нулю при δ → 0. Разобьем эту сумму на две части. В первую часть отнесем
слагаемые с номерами k, для которых k < 1/δ, а во вторую — все остальные.
Применяя к каждой части неравенство Коши—Буняковского, получим∣∣∣∣a0 − a0

2
+

∞∑
k=1

1
1 + k2δ

(
(ãk − ak) cos kt + (b̃k − bk) sin kt

)∣∣∣∣ �
�
√√√√( (a0 − ã0)2

2
+
∑

k<1/δ

(
(ak − ãk)2 + (bk − b̃k)2

))
O

(
1
δ

)
+

+

√√√√ ∑
k�1/δ

(
(ak − ãk)2 + (bk − b̃k)2

) ∑
k�1/δ

1
k4δ2

. (5.2)
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Оценивая сумму несобственным интегралом, получаем, что∑
k�1/δ

1
k4

= O(δ3).

Тем самым в правой части (5.2) стоит величина O(
√

δ) + O(δ3/2), стремящаяся
к нулю при δ → 0.

Остается доказать, что найдется число δ2 > 0 такое, что для всех положитель-
ных δ < δ2 будет справедливо неравенство∣∣∣∣a0

2
+

∞∑
k=1

1
1 + k2δ

(ak cos kt + bk sin kt)− x(t)
∣∣∣∣ < 3

4
ε. (5.3)

Так как функция x(·) непрерывна в точке t, то для заданного ε найдется η > 0
такое, что для всех s, удовлетворяющих условию |s − t| < η, будет справедливо

неравенство

|x(s)− x(t)| < ε

4
. (5.4)

Положим γ = δ−1/2 и рассмотрим функцию

vt(s) =

{γπ

2
e−γ|t−s|, t− η < s < t + η,

0, t + η � s � t− η + 2π

(не ограничивая общности, можно считать, что η < π). Продолжим эту функцию
периодически с периодом 2π на всю прямую −∞ < s < +∞. Вычислим коэффи-

циенты Фурье функции vt(·). Имеем

Ak =
1
π

∫ t+η

t−η

vt(s) cosks ds =
γ

2

∫ t+η

t−η

e−γ|t−s| cos ks ds =

=
γ

2

∫ η

−η

e−γ|u| cos k(t + u) du =
γ

2
cos kt

∫ η

−η

e−γ|u| cos ku du−

− γ

2
sin kt

∫ η

−η

e−γ|u| sin ku du = γ cos kt

∫ η

0

e−γu cos ku du =

= γ cos kt

(
e−γu

k2 + γ2
(k sin ku− γ cos ku)

)∣∣∣∣η
0

=
γ2

k2 + γ2
cos kt + e−γησkγ cos kt,

где

σk =
k sin kη − γ cos kη

k2 + γ2
.

Учитывая, что γ = δ−1/2, получаем

Ak =
cos kt

1 + k2δ
+ e−γησkγ cos kt.

Аналогичные вычисления дают:

Bk =
sin kt

1 + k2δ
+ e−γησkγ sin kt.
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Так как x(·), vt(·) ∈ L2(T), то

1
π

∫ π

−π

vt(s)x(s) ds =
A0a0

2
+

∞∑
k=1

(Akak + Bkbk).

Следовательно,∣∣∣∣a0

2
+

∞∑
k=1

1
1 + k2δ

(ak cos kt + bk sin kt)− x(t)
∣∣∣∣ =

=
∣∣∣∣ 1π
∫ π

−π

vt(s)x(s) ds− x(t)− a0

2
e−γησ0γ − γe−γη

∞∑
k=1

σk(ak cos kt + bk sin kt)
∣∣∣∣.

Теперь для доказательства (5.3) достаточно доказать, что для всех достаточно
малых положительных δ будут выполнены неравенства:∣∣∣∣ 1π

∫ π

−π

vt(s)x(s) ds− x(t)
∣∣∣∣ < ε

2
, (5.5)∣∣∣∣a0

2
e−γησ0γ + γe−γη

∞∑
k=1

σk(ak cos kt + bk sin kt)
∣∣∣∣ < ε

4
. (5.6)

Докажем неравенство (5.5). Имеем

1
π

∫ π

−π

vt(s)x(s) ds =
1
π

∫ t−η+2π

t−η

vt(s)x(s) ds =
γ

2

∫ t+η

t−η

e−γ|t−s|x(s) ds =

= x(t)
γ

2

∫ t+η

t−η

e−γ|t−s| ds +
γ

2

∫ t+η

t−η

e−γ|t−s|(x(s)− x(t)) ds.

В силу того, что

γ

2

∫ t+η

t−η

e−γ|t−s| ds =
γ

2

∫ η

−η

e−γ|u| du = γ

∫ η

0

e−γu du = 1− e−γη,

а также того, что при s ∈ (t− η, t + η) выполнено неравенство (5.4), получаем∣∣∣∣ 1π
∫ π

−π

vt(s)x(s) ds− x(t)
∣∣∣∣ � e−γη|x(t)|+ ε

4
(1− e−γη) � e−γη|x(t)|+ ε

4
.

Так как при всех достаточно малых δ справедливо неравенство

e−γη|x(t)| = e−η/
√

δ|x(t)| < ε

4
,

то неравенство (5.5) доказано.

Остается доказать неравенство (5.6). Нетрудно убедиться, что

|σk| �
2
k

, k = 1, 2, . . . .
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Для σ0 при достаточно малых δ выполняется неравенство |σ0| � 1. Применяя
к левой части (5.6) неравенство Коши—Буняковского, получаем∣∣∣∣a0

2
e−γησ0γ + γe−γη

∞∑
k=1

σk(ak cos kt + bk sin kt)
∣∣∣∣ �

� γe−γη

(
a2
0

2
+

∞∑
k=1

(a2
k + b2

k)
)1/2(

σ2
0

2
+

∞∑
k=1

σ2
k

)1/2

�

� γe−γη

(
a2
0

2
+

∞∑
k=1

(a2
k + b2

k)
)1/2(1

2
+ 4

∞∑
k=1

1
k2

)1/2

. (5.7)

Поскольку

lim
δ→0

γe−γη = lim
δ→0

e−η/
√

δ

√
δ

= 0,

то правая часть (5.7) для достаточно малых δ может быть сделана меньше ε/4. �

5.2. РЕГУЛЯРИЗАЦИЯ ПО КОЛМОГОРОВУ

Подход, который мы называем регуляризацией по Колмогорову, предполагает
наличие некоторой априорной информации о функции x(·). Но тогда появляется
возможность учитывать имеющуюся фиксированную точность измерения и ста-
вить вопрос о нахождении наилучшего метода среди всех возможных. Этот под-

ход соответствует общему подходу, развиваемому в рамках теории оптимального
восстановления.

Перейдем к точной постановке задачи. Обозначим через W1
2 (T) пространство

абсолютно непрерывных 2π-периодических функций x(·), у которых производ-

ная x′(·) принадлежит L2(T). Если x(·) ∈ W1
2 (T), то в каждой точке t ∈ T функ-

ция x(·) разлагается в ряд Фурье, который сходится к ней равномерно.
В пространстве W1

2 (T) рассмотрим класс функций:

W 1
2 (T) = {x(·) ∈ W1

2 (T) : ‖x′(·)‖L2(T) � 1 }.

Обозначим через l2 пространство суммируемых с квадратом вещественных после-
довательностей со скалярным произведением:

〈y, y′〉 =
a0a′0

2
+

∞∑
k=1

yky′k,

где y = (y0, y1, . . .), y′ = (y′0, y′1, . . .) и с соответствующей нормой

‖y‖l2 =

(
a2
0

2
+

∞∑
k=1

y2
k

)1/2

.

Если функция x(·) принадлежит W1
2 (T), то ее коэффициенты Фурье принадле-

жат l2. Пусть F : W1
2 (T) → l2 — преобразование Фурье x(·), т. е. Fx(·)= (a0(x(·)),

a1(x(·)), b1(x(·)), . . . ) — набор коэффициентов Фурье функции x(·).
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Предположим, что о каждой функции x(·) ∈W 1
2 (T) нам известны приближенно

ее коэффициенты Фурье, а именно, известен вектор

y = (ã0, ã1, b̃1 . . .) ∈ l2

такой, что

‖Fx(·)− y‖l2 � δ,

где δ > 0.
Любой метод восстановления x(τ ) должен сопоставлять вектору (наблюдению) y

число, которое, согласно данному методу, есть некоторое приближение к x(τ ).
Таким образом, любой метод — это некоторая функция ϕ : l2 → R. Погрешностью
данного метода назовем величину

e(x(τ ), W 1
2 (T), F, δ, ϕ) = sup

x(·)∈W 1
2 (T), y∈l2

‖Fx(·)−y‖l2�δ

|x(τ )− ϕ(y)|. (5.8)

Нас интересует величина

E(x(τ ), W 1
2 (T), F, δ) = inf

ϕ : l2→R
e(x(τ ), W 1

2 (T), F, δ, ϕ), (5.9)

называемая погрешностью оптимального восстановления, и метод ϕ̂, на котором
достигается нижняя грань, называемый оптимальным методом восстановления.

Теорема 5.2. Для любого δ > 0

E(x(τ ), W 1
2 (T), F, δ) = (â + δ2)

( ∞∑
k=1

k2

(1 + âk2)2

)1/2

,

где â = â(δ) — единственное решение уравнения

1
2

+
∞∑

k=1

1
(1 + ak2)2

∞∑
k=1

k2

(1 + ak2)2

= δ2.

Метод

ϕ̂(y) =
ã0

2
+

∞∑
k=1

1
1 + âk2

(ãk cos kτ + b̃k sin kτ), (5.10)

является оптимальным.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Будем применять теорему 2.8. Покажем, что существует
функция x̂(·) ∈ W 1

2 (T) такая, что ‖F x̂(·)‖l2 = δ, ‖x̂′(·)‖L2(T) = 1, и для всех
x(·) ∈ W1

2 (T) справедливо равенство

x(τ ) = λ1〈F x̂(·), Fx(·)〉+ λ2〈Fx′(·), Fx(·)〉, (5.11)
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где λ1, λ2 > 0. Пусть Fx(·) = (a0, a1, b1, . . .), F x̂(·) = (â0, â1, b̂1, . . .). Тогда равен-
ство (5.11) может быть записано в виде

a0

2
+
∞∑

k=1

(ak cos kτ+bk sin kτ) = λ1

(
â0a0

2
+
∞∑

k=1

(âkak+b̂kbk)
)

+λ2

∞∑
k=1

k2(âkak+b̂kbk).

Отсюда

â0 =
1
λ1

, âk =
cos kτ

λ1 + λ2k2
, b̂k =

sin kτ

λ1 + λ2k2
, k = 1, 2, . . . .

Выберем λ1 и λ2 так, чтобы

‖F x̂(·)‖2l2 =
â2
0

2
+

∞∑
k=1

(â2
k + b̂2

k) = δ2,

‖x̂′(·)‖2L2(T) = ‖F x̂′(·)‖2l2 =
∞∑

k=1

k2(â2
k + b̂2

k) = 1.

Получаем систему

1
2λ2

1

+
∞∑

k=1

1
(λ1 + λ2k2)2

= δ2,

∞∑
k=1

k2

(λ1 + λ2k2)2
= 1.

Обозначая a = λ2/λ1 и деля первое уравнение на второе, получаем уравнение для
нахождения a:

1
2

+
∞∑

k=1

1
(1 + ak2)2

∞∑
k=1

k2

(1 + ak2)2

= δ2. (5.12)

Выражение в левой части (5.12) определяет функцию f(a), a ∈ (0,∞). Покажем,
что для любого δ > 0 существует единственное â = â(δ) > 0 такое, что f(â) = δ2.
Для этого сначала докажем, что lima→0 f(a) = 0 и lima→+∞ f(a) = +∞.

Пусть ε > 0 и n � 6 таково, что 1/n < ε. Так как, очевидно,

lim
a→0

(
1
2

+
n∑

k=1

1
(1 + ak2)2

)
=

1
2

+ n < 2n + 1

и

lim
a→0

n∑
k=1

k2

(1 + ak2)2
=

n∑
k=1

k2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6
> n(2n + 1) ,

то существует такое ã > 0, что для всех 0 < a < ã справедливы неравенства:

1
2

+
n∑

k=1

1
(1 + ak2)2

< 2n + 1,
n∑

k=1

k2

(1 + ak2)2
> n(2n + 1) .
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Отсюда следует, что

1
2

+
n∑

k=1

1
(1 + ak2)2

<
1
n

n∑
k=1

k2

(1 + ak2)2
.

Далее, ясно, что

∞∑
k=n+1

1
(1 + ak2)2

<
1
n2

∞∑
k=n+1

k2

(1 + ak2)2
<

1
n

∞∑
k=n+1

k2

(1 + ak2)2
.

Складывая полученные неравенства и затем деля одно на другое, получаем, что
для всех 0 < a < ã

f(a) =

1
2

+
∞∑

k=1

1
(1 + ak2)2

∞∑
k=1

k2

(1 + ak2)2

<
1
n

< ε,

т. е. lima→0 f(a) = 0.
С другой стороны, для любого a > 0

f(a) =

a2

2
+

∞∑
k=1

1
(a−1 + k2)2

∞∑
k=1

k2

(a−1 + k2)2

>
a2

2
∞∑

k=1

1
k2

,

откуда сразу следует, что lima→+∞ f(a) = +∞.
Для доказательства единственности покажем, что f(·) строго монотонно воз-

растает на (0,∞). Для этого достаточно показать, что она строго монотонно воз-
растает на любом отрезке [ã0, ã1], где 0 < ã0 < ã1 <∞. На каждом таком отрезке

выполнены стандартные условия о почленном дифференцировании рядов, входя-
щих в определение f(·), и мы имеем для a ∈ [ã0, ã1]

f ′(a) =
2g(a)( ∞∑

k=1

k2

(1 + ak2)2

)2 ,

где

g(a) = −
∞∑

k=1

k2

(1 + ak2)3

∞∑
k=1

k2

(1 + ak2)2
+
(

1
2

+
∞∑

k=1

1
(1 + ak2)2

) ∞∑
k=1

k4

(1 + ak2)3
>

> −
∞∑

k=1

k2

(1 + ak2)3

∞∑
k=1

k2

(1 + ak2)2
+

∞∑
k=1

1
(1 + ak2)2

∞∑
k=1

k4

(1 + ak2)3
=

= −
∞∑

j,k=1

αjk +
∞∑

j,k=1

βjk,
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а

αjk =
j2k2

(1 + aj2)3(1 + ak2)2
, βjk =

k4

(1 + aj2)2(1 + ak2)3
.

Отсюда

−αjk + βkj =
j2(j2 − k2)

(1 + aj2)3(1 + ak2)2
,

−αkj + βjk =
k2(k2 − j2)

(1 + ak2)3(1 + aj2)2

и тогда получаем, что

− αjk + βkj − αkj + βjk =
j2 − k2

(1 + aj2)2(1 + ak2)2

(
j2

1 + aj2
− k2

1 + ak2

)
=

=
(j2 − k2)2

(1 + aj2)3(1 + ak2)3
� 0 .

Тем самым g(a) > 0 и, значит, f ′(a) > 0 для любого a ∈ (0,∞). Единственность
доказана.

Пусть δ > 0 и â = â(δ) — единственное решение уравнения f(a) = δ2. Полагаем

λ1 =

( ∞∑
k=1

k2

(1 + âk2)2

)1/2

,

λ2 = â λ1.
Из теоремы 2.8 вытекает, что

E(x(τ ), W 1
2 (T), F, δ) = λ2‖F x̂′(·)‖l2 + δλ1‖F x̂(·)‖l2 = λ2 + λ1δ

2 =

= (â + δ2)
( ∞∑

k=1

k2

(1 + âk2)2

)1/2

,

а метод (5.10) является оптимальным. �

5.3. ЗАДАНИЕ КОЭФФИЦИЕНТОВ ФУРЬЕ
С ПОГРЕШНОСТЬЮ В РАВНОМЕРНОЙ МЕТРИКЕ

С практической точки зрения достаточно естественной представляется ситу-
ация, когда имеется возможность измерить приближенно каждый из некоторого
конечного набора коэффициентов Фурье функции. Обозначим через Wr

2 (T), r � 1,
множество 2π-периодических функций с абсолютно непрерывными производны-

ми x(r)(·), удовлетворяющих условию x(r)(·) ∈ L2(T). В пространстве Wr
2 (T) рас-

смотрим класс функций:

W r
2 (T) = {x(·) ∈ Wr

2 (T) : ‖x(r)(·)‖L2(T) � 1 }.

Будем рассматривать задачу оптимального восстановления значения x(τ ), τ ∈
∈ T, на классе W r

2 (T) по информации о неточно заданных коэффициентах Фурье
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ak, k ∈ A, и bk, k ∈ B, где A и B некоторые конечные подмножества Z+ =
= {0, 1, . . .} и N соответственно. Таким образом, вместо значений ak, k ∈ A, и bk,

k ∈ B, нам известны ãk, b̃k такие, что

|ak − ãk| � δ, k ∈ A, |bk − b̃k| � δ, k ∈ B.

Положим N = card A + card B и

FA,Bx(·) = ({ak}k∈A, {bk}k∈B).

Обозначим через lN∞ пространство векторов y = (y1, . . . , yN ) с нормой

‖y‖lN∞ = max
1�k�N

|yk|.

Итак, для каждой функции x(·) ∈ W r
2 (T) нам известен вектор

y = ({ãk}k∈A, {b̃k}k∈B)

такой, что

‖FA,Bx(·)− y‖lN∞ � δ.

Аналогично (5.8) и (5.9) вводятся величины:

e(x(τ ), W r
2 (T), FA,B, δ, ϕ) = sup

x(·)∈W r
2 (T), y∈lN∞

‖FA,Bx(·)−y‖lN∞�δ

|x(τ )− ϕ(y)|,

E(x(τ ), W r
2 (T), FA,B, δ) = inf

ϕ : lN∞→R

e(x(τ ), W r
2 (T), FA,B, δ, ϕ),

называемые погрешностью метода и погрешностью оптимального восстанов-
ления.

Нетрудно убедиться, что если 0 /∈ A, то погрешность оптимального восста-
новления равна бесконечности (достаточно рассмотреть лишь константы из клас-
са W r

2 (T)). Поэтому в дальнейшем будем считать, что 0 ∈ A.

Положим Ã = A \ {0} и рассмотрим вектор({
cos kτ

k2r

}
k∈Ã

,

{
sin kτ

k2r

}
k∈B

)
.

Пусть

|γ2| � . . . � |γN | (5.13)

— модули компонентов этого вектора, упорядоченные по убыванию. Если γs =
= k−2r

s cos ksτ , то соответствующий индекс будем обозначать через ks(A), а если
γs = k−2r

s sin ksτ , то — через ks(B). Для каждого 2 � s � N обозначим через As

и Bs подмножества индексов k2(C), . . . , ks(C) при C = A и C = B соответственно.

Для удобства обозначений будем считать, что A1 = B1 = ∅ (сумма по пустому
множеству индексов будет считаться равной нулю).
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Положим

p = max
{

s : γ2
s

(
1− δ2

∑
k∈As∪Bs

k2r

)
>

> δ2
∑

k∈N\As

cos2 kτ

k2r
+ δ2

∑
k∈N\Bs

sin2 kτ

k2r
, 2 � s � N

}
(считая p = 1, если таких s нет),

λ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∑

k∈N\Ap

cos2 kτ

k2r
+
∑

k∈N\Bp

sin2 kτ

k2r

1− δ2
∑

k∈Ap∪Bp

k2r

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
1/2

,

и

λs = k2r
s (C)(|γs| − λδ), c̃s =

{
sign γs ãks(C), C = A,

sign γs b̃ks(C), C = B.

Теорема 5.3. Для любого δ > 0

E(x(τ ), W r
2 (T), FA,B, δ) =

δ

2
+ δ

p∑
s=2

λs + λ,

а метод

m̂(y) =
ã0

2
+

p∑
s=2

λsc̃s (5.14)

является оптимальным.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Определим последовательности âk и b̂k по правилу

âk =

⎧⎪⎨⎪⎩
δ sign cos kτ, k ∈ Ap ∪ 0 ;

cos kτ

λk2r
, k /∈ Ap ∪ 0 .

b̂k =

⎧⎪⎨⎪⎩
δ sign sin kτ, k ∈ Bp ;

sin kτ

λk2r
, k /∈ Bp .

Нетрудно убедиться, что имеет место равенство

∞∑
k=1

k2r(â2
k + b̂2

k) = 1. (5.15)

Положим

x̂(t) =
â0

2
+

∞∑
k=1

(âk cos kt + b̂k sin kt).

Из (5.15) вытекает, что ‖x̂(r)(·)‖L2(T) = 1. Следовательно, x̂(·) ∈ W r
2 (T).

Воспользуемся следствием 2.7. Достаточно проверить выполнение условий (i)–
(iii). Начнем с условия (iii). Покажем, что ‖FA,Bx̂(·)‖lN∞ � δ. Нам надо показать,
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что |âk| � δ для всех k ∈ A и |̂bk| � δ для всех k ∈ B. Если p = N , то это
очевидно. Пусть p < N . Если при некотором k > 0 и k ∈ A \Ap выполняется нера-

венство |âk| > δ или при некотором k ∈ B \ Bp выполняется неравенство |̂bk| > δ,
то существует γs, p < s � N , для которого

γ2
s > δ2λ2.

В силу (5.13) отсюда вытекало бы неравенство

γ2
p+1 > δ2λ2. (5.16)

Предположим, что

γ2
p+1 =

cos2 kp+1(A)τ
k4r

p+1(A)
.

Тогда неравенство (5.16) можно записать так

cos2 kp+1(A)τ
k4r

p+1(A)

(
1− δ2

∑
k∈Ap∪Bp

k2r

)
> δ2

∑
k∈N\Ap

cos2 kτ

k2r
+ δ2

∑
k∈N\Bp

sin2 kτ

k2r
.

Поскольку Ap+1 = Ap ∪ {kp+1(A)}, а Bp+1 = Bp, то последнее неравенство запи-
сывается в виде

cos2 kp+1(A)τ
k4r

p+1(A)

(
1− δ2

∑
k∈Ap+1∪Bp+1

k2r

)
> δ2

∑
k∈N\Ap+1

cos2 kτ

k2r
+ δ2

∑
k∈N\Bp+1

sin2 kτ

k2r
.

Но такое неравенство противоречит определению p. Случай, когда

γ2
p+1 =

sin2 kp+1(B)τ
k4r

p+1(B)
,

рассматривается аналогично.

Докажем, что для любых последовательностей {ak}, k = 0, 1, . . ., и {bk}, k =
= 1, 2, . . . таких, что

∞∑
k=1

k2r(a2
k + b2

k) <∞,

имеет место тождество

∞∑
k=1

(ak cos kτ + bk sin kτ) =
p∑

s=2

λscs + λ
∞∑

k=1

k2r(âkak + b̂kbk), (5.17)

где

cs =

{
sign γs aks(C), C = A,

sign γs bks(C), C = B.
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Действительно, имеем

p∑
s=2

λscs + λ
∞∑

k=1

k2r(âkak + b̂kbk) =
p∑

s=2

k2r
s (C)|γs|cs − λδ

p∑
s=2

k2r
s (C)cs +

+ λδ

p∑
s=2

k2r
s (C)cs + λ

∑
k∈N\Ap

k2r cos kτ

λk2r
ak + λ

∑
k∈N\Bp

k2r sin kτ

λk2r
bk =

=
∞∑

k=1

(ak cos kτ + bk sin kτ).

Из (5.17) вытекает, что для всех x ∈ W r
2 (T)

x(τ )− m̂(FA,Bx(·)) = λ
∞∑

k=1

k2r(âkak + b̂kbk).

Используя неравенство Коши—Буняковского, получаем

|x(τ )− m̂(FA,Bx(·))| � λ

( ∞∑
k=1

k2r(â2
k + b̂2

k)
)1/2( ∞∑

k=1

k2r(a2
k + b2

k)
)1/2

� λ.

С другой стороны,

x̂(τ )− m̂(FA,Bx̂(·)) = λ
∞∑

k=1

k2r(â2
k + b̂2

k) = λ.

Следовательно, условие (i) выполнено.

Из определения p вытекает, что λp > 0. В силу (5.13) имеем λs > 0, s =
= 2, . . . , p− 1. Тем самым

m̂(FA,Bx̂(·)) = δ

(
1
2

+
p∑

s=2

λs

)
= δ‖m̂‖.

Это означает, что условие (ii) выполнено. Теперь утверждение теоремы вытекает

из следствия 2.7. �

5.4. ВОССТАНОВЛЕНИЕ ФУНКЦИИ И ЕЕ ПРОИЗВОДНЫХ
ПО НЕТОЧНО ЗАДАННЫМ КОЭФФИЦИЕНТАМ ФУРЬЕ В МЕТРИКЕ lN2

Рассмотрим задачу оптимального восстановления функции x(·) ∈ W r
2 (T) по

информации о неточно заданных коэффициентах Фурье ak, k ∈ A и bk, k ∈ B,
где A и B некоторые конечные подмножества Z+ = {0, 1, . . .} и N соответственно.

Сохраним обозначения для N и FA,Bx(·) из предыдущего раздела. Обозначим
через lN2 множество векторов y = (y1, . . . , yN ) с нормой

‖y‖lN2
=
(
|y1|2 + . . . + |yN |2

)1/2
.
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В случае, если 0 /∈ A, будем считать, что для каждой функции x(·) ∈ W r
2 (T) нам

известен вектор

y = ({ãk}k∈A, {b̃k}k∈B)

такой, что

‖FA,Bx(·)− y‖lN2
� δ.

Если 0 ∈ A, то под нормой в lN2 будем понимать величину

‖y‖lN2
=
(
|y1|2/2 + |y2|2 + . . . + |yN |2

)1/2
.

Введем величину, называемую погрешностью метода восстановления ϕ:
lN2 → L2(T)

e2(x(k)(·), W r
2 (T), FA,B, δ, ϕ) = sup

x(·)∈W r
2 (T), y∈lN2

‖FA,Bx(·)−y‖
lN2

�δ

‖x(k)(·)− ϕ(y)(·)‖L2(T),

и величину, называемую погрешностью оптимального восстановления

E2(x(k)(·), W r
2 (T), FA,B, δ) = inf

ϕ : lN2 →L2(T)
e2(x(k)(·), W r

2 (T), FA,B, δ, ϕ).

Метод, на котором достигается нижняя грань, назовем оптимальным.
Из леммы 2.1 следует, что

E2(x(k)(·), W r
2 (T), FA,B, δ) � sup

x(·)∈W r
2 (T)

‖FA,Bx(·)‖
lN2

�δ

‖x(k)(·)‖L2(T). (5.18)

Рассмотрим сначала случай, когда k = 0, т. е. восстановление самой функции
по неточно заданным коэффициентам Фурье. Положим

n0 = min{ min
n∈N\A

n, min
n∈N\B

n }. (5.19)

Теорема 5.4. Если 0 /∈ A, то

E2(x(·), W r
2 (T), FA,B, δ) = +∞.

Если 0 ∈ A, то

E2(x(·), W r
2 (T), FA,B, δ) =

√
δ2 +

1
n2r

0

(5.20)

и для любых наборов чисел α = {αj}j∈A\{0} и β = {βj}j∈B таких, что

n2r
0 − j2r

n2r
0 + j2r

� αj � 1, j ∈ A \ {0}, n2r
0 − j2r

n2r
0 + j2r

� βj � 1, j ∈ B, (5.21)

методы

ϕα,β

(
{ãj}j∈A, {b̃j}j∈B

)
(t) =

ã0

2
+
∑

j∈A\{0}
αj ãj cos jt +

∑
j∈B

βj b̃j sin jt (5.22)

являются оптимальными.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим экстремальную задачу в правой части (5.18)
(для удобства мы переходим к квадратам). Используя равенство Парсеваля, имеем

a2
0

2
+

∞∑
j=1

(a2
j + b2

j ) → max, ‖FA,Bx(·)‖2lN2 � δ2,
∞∑

j=1

j2r(a2
j + b2

j) � 1. (5.23)

Отсюда видно, что если 0 /∈ A, то погрешность оптимального восстановления
равна бесконечности (достаточно рассмотреть лишь константы из класса W r

2 (T)).
Пусть 0 ∈ A. Пусть для определенности n0 /∈ A (случай, когда n0 /∈ B, рас-

сматривается аналогично). Положим

a2
0

2
= δ2, an0 =

1
nr

0

, aj = 0, j �= 0, n0, bj = 0, j ∈ N.

В силу того, что это допустимая последовательность в экстремальной задаче (5.23),
получаем

E2(x(·), W r
2 (T), FA,B, δ) �

√
δ2 +

1
n2r

0

.

Будем искать оптимальные методы восстановления в виде

ϕα,β

(
{ãj}j∈A, {b̃j}j∈B

)
(t) =

a0

2
+
∑

j∈A\{0}
αj ãj cos jt +

∑
j∈B

βj b̃j sin jt,

где α = {αj}j∈A\{0} и β = {βj}j∈B — некоторые последовательности. Для оценки

погрешности метода ϕα,β

(
{ãj}j∈A, {b̃j}j∈B

)
(·) надо оценить значение следующей

экстремальной задачи

(a0 − ã0)2

2
+
∑

j∈A\{0}
(aj − αj ãj)2 +

∑
j∈B

(bj − βj b̃j)2 +
∑

j∈N\A
a2

j +
∑

j∈N\B
b2
j → max,

(a0 − ã0)2

2
+
∑

j∈N\A
(aj − ãj)2 +

∑
j∈N\B

(bj − b̃j)2 � δ2,
∞∑

j=1

j2r(a2
j + b2

j ) � 1.

(5.24)

Положим

uj = aj − ãj , j = 0, 1, . . . , vj = bj − b̃j , j = 1, 2, . . . .

Тогда задача (5.24) перепишется в виде

u2
0

2
+
∑

j∈A\{0}
((1− αj)aj + αjuj)2 +

∑
j∈N\B

((1− βj)bj + βjvj)2 +
∑

j∈N\A
a2

j +

+
∑

j∈N\B
b2
j → max,

u2
0

2
+
∑

j∈N\A
u2

j +
∑

j∈N\B
v2

j � δ2,
∞∑

j=1

j2r(a2
j + b2

j ) � 1.



204 Глава 5. Оптимальное восстановление сигналов

Из неравенства Коши—Буняковского получаем

((1− αj)aj + αjuj)2 =
(

nr
0(1− αj)

jr

jraj

nr
0

+ αjuj

)2

�

�
(

n2r
0 (1− αj)2

j2r
+ α2

j

)(
j2ra2

j

n2r
0

+ u2
j

)
.

Аналогично получаются неравенства

((1− βj)bj + βjvj)2 �
(

n2r
0 (1− βj)2

j2r
+ β2

j

)(
j2rb2

j

n2r
0

+ v2
j

)
.

Положим

Sα = max
j∈N\A

(
n2r

0 (1− αj)2

j2r
+ α2

j

)
, Sβ = max

j∈N\B

(
n2r

0 (1− βj)2

j2r
+ β2

j

)
,

S = max{Sα, Sβ}.

Если α и β выбрать из условий (5.21), то S � 1. Поэтому для квадратов погреш-
ностей методов (5.22) получаем оценку

u2
0

2
+
∑

j∈A\{0}

(
j2ra2

j

n2r
0

+ u2
j

)
+
∑

j∈N\B

(
j2rb2

j

n2r
0

+ v2
j

)
+
∑

j∈N\A
a2

j +
∑

j∈N\B
b2
j �

� u2
0

2
+
∑

j∈A\{0}
u2

j +
∑

j∈N\B
v2

j +
1

n2r
0

∞∑
j=1

j2r(a2
j + b2

j ) � δ2 +
1

n2r
0

.

Тем самым

e2(x(·), W r
2 (T), FA,B, δ, ϕα,β) �

√
δ2 +

1
n2r

0

� E2(x(·), W r
2 (T), FA,B, δ).

Отсюда следует равенство (5.20) и оптимальность методов (5.22). �
Отметим, что среди оптимальных методов (5.22) есть методы вида

ã0

2
+

n0−1∑
j=1

(αj ãj cos jt + βj b̃j sin jt).

Эти методы не используют информации о приближенных значениях коэффици-

ентах Фурье из множеств A \ {0, 1, . . . , n0 − 1}, B \ {1, . . . , n0 − 1}. Тем самым
эта информация является «лишней» в том смысле, что наличие ее не уменьшает
погрешность оптимального восстановления.

Рассмотрим теперь задачу восстановления k-й производной, k > 0, по той же

информации. При n0 > 1 положим

n1 = min

{
j :

(j + 1)2k − j2k

(j + 1)2r − j2r
� 1

n
2(r−k)
0

, 1 � j � n0 − 1

}
.
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Определим λ1 и λ2 при n0 > 1 и δ < 1 равенствами:

λ1 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(j + 1)2rj2k − (j + 1)2kj2r

(j + 1)2r − j2r
, 1/(j + 1)r � δ < 1/jr, j = 1, . . . , n1 − 1,

n2k
1

(
1−
(

n1

n0

)2(r−k)
)

, δ < 1/nr
1,

λ2 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(j + 1)2k − j2k

(j + 1)2r − j2r
, 1/(j + 1)r � δ < 1/jr, j = 1, . . . , n1 − 1,

1

n
2(r−k)
0

, δ < 1/nr
1.

Теорема 5.5. Если n0 = 1 или δ � 1, то

E2(x(k)(·), W r
2 (T), FA,B, δ) = 1,

а метод ϕ0

(
{ãj}j∈A, {b̃j}j∈B

)
(t) ≡ 0 является оптимальным. Если n0 > 1

и δ < 1, то
E2(x(k)(·), W r

2 (T), FA,B, δ) =
√

λ1δ2 + λ2, (5.25)

и для любых наборов чисел α = {αj}j∈A\{0} и β = {βj}j∈B таких, что

j2k

(
(1− αj)2

λ2j2r
+

α2
j

λ1

)
� 1, j ∈ A \ {0}, j2k

(
(1− βj)2

λ2j2r
+

β2
j

λ1

)
� 1, j ∈ B,

(5.26)
методы

ϕα,β

(
{ãj}j∈A, {b̃j}j∈B

)
(t) =

∑
j∈A\{0}

jkαj ãj cos
(

jt +
πk

2

)
+

+
∑
j∈B

jkβj b̃j sin
(

jt +
πk

2

)
(5.27)

являются оптимальными.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Экстремальная задача в правой части (5.18) (для удобства

мы снова переходим к квадратам), используя равенство Парсеваля, будет иметь
вид

∞∑
j=1

j2k(a2
j + b2

j ) → max, ‖FA,Bx(·)‖2lN2 � δ2,
∞∑

j=1

j2r(a2
j + b2

j) � 1. (5.28)

Предположим, что n0 = 1. Будем считать, что 1 /∈ A (случай 1 /∈ B рассматри-
вается аналогично). Положим

a1 = 1, aj = 0, j �= 1, bj = 0, j ∈ N.

В силу того, что это допустимая последовательность в экстремальной задаче (5.28),

получаем
E2(x(k)(·), W r

2 (T), FA,B, δ) � 1.
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Если δ � 1, то, положив a1 = 1, aj = 0, j �= 1, bj = 0, j ∈ N, убеждаемся, что

E2(x(k)(·), W r
2 (T), FA,B, δ) � 1.

Найдем погрешность метода ϕ0

(
{ãj}j∈A, {b̃j}j∈B

)
(t) ≡ 0. Имеем

e2(x(k)(·), W r
2 (T), FA,B, δ, ϕ0) = sup

x(·)∈W r
2 (T)

‖x(k)(·)|L2(T) =

= sup
x(·)∈W r

2 (T)

( ∞∑
j=1

j2k(a2
j + b2

j )
)1/2

� sup
x(·)∈W r

2 (T)

( ∞∑
j=1

j2r(a2
j + b2

j )
)1/2

= 1.

В силу полученных оценок снизу при n0 = 1 или при δ � 1 метод ϕ0

(
{ãj}j∈A,

{b̃j}j∈B

)
(·) является оптимальным, а

E2(x(k)(·), W r
2 (T), FA,B, δ) = 1.

Пусть n0 > 1 и δ � 1. При δ < 1/nr
1 рассмотрим последовательность

an1 = δ, an0 =
√

1− n2r
1 δ2

nr
0

, aj = 0, j �= n1, n0, bj = 0, j ∈ N.

В силу того, что это допустимая последовательность в экстремальной задаче (5.28),

получаем

E2(x(k)(·), W r
2 (T), FA,B, δ) �

√
n2k

1 δ2 +
1− n2r

1 δ2

n
2(r−k)
0

=
√

λ1δ2 + λ2.

Пусть теперь 1/(j + 1)r � δ < 1/jr при некотором j = 1, . . . , n1 − 1. Положим

aj =
(

(j + 1)2rδ2 − 1
(j + 1)2r − j2r

)1/2

, aj+1 =
(

1− j2rδ2

(j + 1)2r − j2r

)1/2

,

am = 0, m �= j, j + 1, bm = 0, m ∈ N. Нетрудно убедиться, что это допустимая
последовательность в экстремальной задаче (5.28), поэтому

E2(x(k)(·), W r
2 (T), FA,B, δ) �

√
j2k

(j + 1)2rδ2 − 1
(j + 1)2r − j2r

+ (j + 1)2k
1− j2rδ2

(j + 1)2r − j2r
=

=
√

λ1δ2 + λ2.

Будем искать оптимальные методы восстановления в виде

ϕα,β

(
{ãj}j∈A, {b̃j}j∈B

)
(t) =

=
∑

j∈A\{0}
jkαj ãj cos

(
jt +

πk

2

)
+
∑
j∈B

jkβj b̃j sin
(

jt +
πk

2

)
,
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где α = {αj}j∈A\{0} и β = {βj}j∈B — некоторые последовательности. Для оценки

погрешности метода ϕα,β

(
{ãj}j∈A, {b̃j}j∈B

)
(·) надо оценить значение следующей

экстремальной задачи:∑
j∈A\{0}

j2k(aj − αj ãj)2 +
∑
j∈B

j2k(bj − βj b̃j)2 +
∑

j∈N\A
j2ka2

j +
∑

j∈N\B
j2kb2

j → max,

(a0 − ã0)2

2
+
∑

j∈N\A
(aj − ãj)2 +

∑
j∈N\B

(bj − b̃j)2 � δ2,
∞∑

j=1

j2r(a2
j + b2

j ) � 1.

(5.29)
Положим

uj = aj − ãj , j = 0, 1, . . . , vj = bj − b̃j , j = 1, 2, . . . .

Тогда задача (5.24) перепишется в виде∑
j∈A\{0}

j2k((1− αj)aj + αjuj)2 +
∑

j∈N\B
j2k((1− βj)bj + βjvj)2 +

∑
j∈N\A

j2ka2
j +

+
∑

j∈N\B
j2kb2

j → max,
u2

0

2
+
∑

j∈N\A
u2

j +
∑

j∈N\B
v2

j � δ2,
∞∑

j=1

j2r(a2
j + b2

j ) � 1.

Из неравенства Коши—Буняковского получаем

((1− αj)aj + αjuj)2 =
(

(1− αj)√
λ2jr

√
λ2j

raj +
αj√
λ1

√
λ1uj

)2

�

�
(

(1− αj)2

λ2j2r
+

α2
j

λ1

)(
λ2j

2ra2
j + λ1u

2
j

)
.

Аналогично получаются неравенства

((1− βj)bj + βjvj)2 �
(

(1− βj)2

λ2j2r
+

β2
j

λ1

)(
λ2j

2rb2
j + λ1v

2
j

)
.

Положим

Sα = max
j∈N\A

j2k

(
(1− αj)2

λ2j2r
+

α2
j

λ1

)
, Sβ = max

j∈N\B
j2k

(
(1− βj)2

λ2j2r
+

β2
j

λ1

)
,

S = max{Sα, Sβ}.
Если α и β выбрать из условий (5.26), то S � 1. Поэтому для квадратов по-
грешностей методов (5.27) с учетом того, что j2k � λ2j2r при j � n0, получаем

оценку∑
j∈A\{0}

(
λ2j

2ra2
j + λ1u

2
j

)
+
∑

j∈N\B

(
λ2j

2rb2
j + λ1v

2
j

)
+
∑

j∈N\A
j2ka2

j +
∑

j∈N\B
j2kb2

j �

� λ1

( ∑
j∈A\{0}

u2
j +

∑
j∈N\B

v2
j

)
+ λ2

∞∑
j=1

j2r(a2
j + b2

j ) � λ1δ
2 + λ2.
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Тем самым

e2(x(k)(·), W r
2 (T), FA,B, δ, ϕα,β) �

√
λ1δ2 + λ2 � E2(x(k)(·), W r

2 (T), FA,B, δ).

Отсюда следует равенство (5.25) и оптимальность методов (5.27).
Осталось показать, что существуют α = {αj}j∈A\{0} и β = {βj}j∈B , удовле-

творяющие условиям (5.26). Рассмотрим на плоскости множество точек{
xj = j2r,

yj = j2k,
j = 1, 2, . . . .

Соединяя соседние точки отрезками прямой, получим вогнутую ломаную. Неслож-
но убедиться, что при 1/(j + 1)r � δ < 1/jr, j = 1, . . . , n1− 1, прямая y = λ2x + λ1

проходит через точки (xj , yj), (xj+1, yj+1). В силу вогнутости ломаной будем иметь

ys � λ2xs + λ1, s = 1, 2, . . . . (5.30)

При δ < 1/nr
1 прямая y = λ2x + λ1 проходит через точку (n2k

1 , n2r
1 ), и в силу

определения n1 для нее снова справедливы неравенства (5.30).
Положим

αj =
λ1

λ1 + λ2j2r
, j ∈ A \ {0}.

Тогда из (5.30) получаем

j2k

(
(1− αj)2

λ2j2r
+

α2
j

λ1

)
=

j2k

λ1 + λ2j2r
� 1.

Положив

βj =
λ1

λ1 + λ2j2r
, j ∈ B,

аналогичным образом получаем

j2k

(
(1− βj)2

λ2j2r
+

β2
j

λ1

)
=

j2k

λ1 + λ2j2r
� 1.

�
Пусть n0 > 1 и δ � 1. Положим

j0 = max
{

j :
1

j2(r−k)
> λ2

}
.

Так как λ2 � 1/n2
0(r − k), то j0 < n0. Если j � j0 и j ∈ A, то можно взять

αj = 0, а если j � j0 и j ∈ B, то βj = 0 тоже удовлетворяет условиям (5.26).
Следовательно, среди оптимальных методов есть метод вида

ϕα,β

(
{ãj}j∈A, {b̃j}j∈B

)
(t) =

j0∑
j=1

jk

(
αj ãj cos

(
jt +

πk

2

)
+ βj b̃j sin

(
jt +

πk

2

))
.

Тем самым при заданном δ < 1 информация о приближенных коэффициентах Фу-

рье с номерами большими, чем j0, является «лишней» в том смысле, что наличие
ее не уменьшает погрешность оптимального восстановления.
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5.5. ВОССТАНОВЛЕНИЕ ФУНКЦИИ И ЕЕ ПРОИЗВОДНЫХ
ПО НЕТОЧНО ЗАДАННЫМ КОЭФФИЦИЕНТАМ ФУРЬЕ В МЕТРИКЕ lN∞

Рассмотрим ту же задачу оптимального восстановления, что и в предыдущем
разделе, но теперь будем считать, что для каждой функции x(·) ∈ W r

2 (T) нам
известен вектор

y = ({ãj}j∈A, {b̃j}j∈B)

такой, что
‖FA,Bx(·)− y‖lN∞ � δ.

Погрешностью метода восстановления ϕ : lN∞ → L2(T) в этом случае назовем
величину

e∞(x(k)(·), W r
2 (T), FA,B, δ, ϕ) = sup

x(·)∈W r
2 (T), y∈lN∞

‖FA,Bx(·)−y‖lN∞�δ

‖x(k)(·)− ϕ(y)(·)‖L2(T),

а величину

E∞(x(k)(·), W r
2 (T), FA,B, δ) = inf

ϕ : lN∞→L2(T)
e∞(x(k)(·), W r

2 (T), FA,B, δ, ϕ)

будем называть погрешностью оптимального восстановления. Метод, на кото-

ром достигается нижняя грань, будем по-прежнему называть оптимальным ме-
тодом восстановления.

Положим

p̂ = max
{

p ∈ Z+ : 2δ2
p∑

k=0

k2n < 1
}

и p0 = min{p̂, n0 − 1}, где n0 определено равенством (5.19),

χk =

{
1, k = 0,

0, k �= 0.

Теорема 5.6. Если 0 /∈ A, то

E∞(x(·), W r
2 (T), FA,B, δ) = +∞.

Если 1 � k � r − 1 или k = 0 и 0 ∈ A, то

E∞(x(k)(·), W r
2 (T), FA,B, δ) =

=

√√√√ 1
(p0+1)2(r−k)

+
δ2

2
χk+2δ2

p0∑
j=1

j2k

(
1−
(

j

p0 + 1

)2(r−k)
)

и метод

ϕ̂({ãj}j∈A, {b̃j}j∈B)(t) =
ã0

2
χk +

+
p0∑

j=1

(
1−
(

j

p0 + 1

)2(r−k)
)

jk(ãj cos(jt + πk/2) + b̃j sin(jt + πk/2))

является оптимальным.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из леммы 2.1 (аналогично неравенству (5.18)) получаем
оценку снизу

E∞(x(k)(·), W r
2 (T), FA,B, δ) � sup

x(·)∈W r
2 (T)

‖FA,Bx(·)‖lN∞�δ

‖x(k)(·)‖L2(T). (5.31)

Пусть k = 0. Если 0 /∈ A, то для любой функции x(·), являющейся константой,
выполняются условия x(·) ∈ W r

2 (T) и ‖FA,Bx(·)‖∞ � δ (FA,Bx(·) — нулевой век-
тор) и тем самым правая часть в (5.31) может быть сделана сколь угодно большой,

т. е. E∞(x(k)(·), W r
2 (T), FA,B , δ) = +∞.

Пусть теперь 1 � k � r − 1 или k = 0 и 0 ∈ A. Рассмотрим экстремальную

задачу в правой части (5.31) (для удобства мы переходим к квадратам). Используя
равенство Парсеваля, имеем

a2
0

2
χk +

∞∑
j=1

j2k(a2
j + b2

j ) → max,
∞∑

j=1

j2r(a2
j + b2

j) � 1,

a2
j � δ2, j ∈ A, b2

j � δ2, j ∈ B.

(5.32)

Пусть p0 = p̂ < n0 − 1. Положим âj = δ, j = 0, 1, . . . , p0, b̂j = δ, j = 1, . . . , p0,

âp0+1 = b̂p0+1 = α, где

α =

√√√√1/2− δ2
p0∑

j=0

j2r

(p0 + 1)r

и âj = b̂j = 0, если j > p0 + 1.
Проверим, что α � δ. Если это не так, то мы имели бы неравенство

1− 2δ2
p0∑

j=0

j2r > 2δ2(p0 + 1)2r,

или

2δ2
p0+1∑
j=0

j2r < 1

в противоречие с тем, что p0 = p̂. Кроме того,

∞∑
j=1

j2r(â2
j + b̂2

j ) = 2δ2
p0∑

j=1

j2r +

1− 2δ2
p0∑

j=0

j2r

(p0 + 1)2r
(p0 + 1)2r = 1,
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и тем самым ({âj}j∈A, {b̂j}j∈B) — допустимая последовательность в задаче (5.32).
Следовательно, из (5.31) вытекает, что

E2
∞(x(k)(·), W r

2 (T), FA,B, δ) � â2
0

2
χk +

∞∑
j=1

j2k(â2
j + b̂2

j ) =

=
δ2

2
χk + 2δ2

p0∑
j=1

j2k +

1− 2δ2
p0∑

j=1

j2r

(p0 + 1)2r
(p0 + 1)2k = λ̂ + δ2

⎛⎝λ̂0 + 2
p0∑

j=1

λ̂j

⎞⎠, (5.33)

где

λ̂ =
1

(p0 + 1)2(r−k)
, λ̂0 =

1
2
χk, λ̂j = j2k

(
1−
(

j

p0 + 1

)2(r−k)
)

, j = 1, . . . , p0.

Пусть теперь p0 = n0 − 1. Если n0 = minn∈N\A n (n0 = minn∈N\B n), то пола-

гаем âj =δ, j = 0, 1, . . . , p0, b̂j = δ, j = 1, . . . , p0, âp0+1 =
√

2α (̂bp0+1 =
√

2α),
а остальные коэффициенты нулевые. Последовательность ({âj}j∈A, {b̂j}j∈B) допу-
стима в задаче (5.32). Проверка такая же, как в предыдущем случае, но в данной
ситуации p0 + 1 = n0 /∈ A (B) и поэтому неравенство |

√
2α| � δ не обязано

выполняться.Тем самым из (5.31) вытекает то же неравенство (5.33).
Займемся теперь построением оптимального метода. Будем искать его среди

методов вида

ϕα,β

(
{ãj}j∈A, {b̃j}j∈B

)
(t) =

=
ã0

2
χk +

p0∑
j=1

j2k

(
αj ãj cos

(
jt +

πk

2

)
+ βj b̃j sin

(
jt +

πk

2

))
,

где α = (α1, . . . , αp0) и β = (β1, . . . , βp0). Для оценки погрешности такого метода

следует оценивать значение следующей экстремальной задачи:

(a0 − ã0)2

2
+

p0∑
j=1

j2k((aj − αj ãj)2 + (bj − βj b̃j)2) +
∞∑

j=p0+1

j2k(a2
j + b2

j )→ max,

|a0 − ã0|χk � δ, |aj − ãj | � δ, |bj − b̃j | � δ, j = 1, . . . , p0,
∞∑

j=1

j2r(a2
j + b2

j ) � 1.

(5.34)
Оценим по неравенству Коши—Буняковского слагаемые под знаком первой

суммы в максимизируемом функционале:

(aj − αj ãj)2 =

⎛⎝1− αj√
λ̂jr

√
λ̂jraj +

αj√
λ̂j

√
λ̂j(aj − ãj)

⎞⎠2

�

�
(

(1− αj)2

λ̂j2r
+

α2
j

λ̂j

)(
λ̂j2ra2

j + λ̂j(aj − ãj)2
)

.
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Аналогично получаем

(bj − βj b̃j)2 �
(

(1− βj)2

λ̂j2r
+

β2
j

λ̂j

)(
λ̂j2rb2

j + λ̂j(bj − b̃j)2
)

.

Складывая полученные оценки и обозначая

Sα,β = max
1�j�p0

{
j2k

(
(1− αj)2

λ̂j2r
+

α2
j

λ̂j

)
, j2k

(
(1− βj)2

λ̂j2r
+

β2
j

λ̂j

)}
,

получим, что

p0∑
j=1

j2k((aj − αj ãj)2 + (bj − βj b̃j)2) �

� Sα,β

⎛⎝λ̂

p0∑
j=1

j2r(a2
j + b2

j ) +
p0∑

j=1

λ̂j((aj − ãj)2 + (bj − b̃j)2)

⎞⎠ �

� Sα,β

⎛⎝λ̂

p0∑
j=1

j2r(a2
j + b2

j) + 2δ2
p0∑

j=1

λ̂j

⎞⎠.

Далее, если j � p0 + 1, то j−2(r−k) � (p0 + 1)−2(r−k) = λ̂ и поэтому

∞∑
j=p0+1

j2k(a2
j + b2

j ) =
∞∑

j=p0+1

1
j2(r−k)

j2r(a2
j + b2

j ) � λ̂
∞∑

j=p0+1

j2r(a2
j + b2

j ).

Если наборы α и β таковы, что Sα,β � 1, то из полученных оценок вытекает, что
максимизируемый функционал в (5.34) не превосходит величины

δ2

2
χk + λ̂

p0∑
j=1

j2r(a2
j + b2

j) + 2δ2
p0∑

j=1

λ̂j + λ̂
∞∑

j=p0+1

j2r(a2
j + b2

j ) =

=
δ2

2
χk + λ̂

∞∑
j=1

j2r(a2
j + b2

j ) + 2δ2
p0∑

j=1

λ̂j � δ2

2
χk + λ̂ + 2δ2

p0∑
j=1

λ̂j =

= λ̂ + δ2

⎛⎝λ̂0 + 2
p0∑

j=1

λ̂j

⎞⎠,

т. е.

e(x(k)(·), W r
2 (T), FA,B, δ, ϕα,β) �

√√√√√λ̂ + δ2

⎛⎝λ̂0 + 2
p0∑

j=1

λ̂j

⎞⎠.

Вместе с оценкой (5.33) это означает, что метод ϕα,β оптимален, а

E(x(k)(·), W r
2 (T), FA,B, δ) =

√√√√√λ̂ + δ2

⎛⎝λ̂0 + 2
p0∑

j=1

λ̂j

⎞⎠.
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Покажем, что векторы α и β, для которых Sα,β � 1, существуют. Положим

αj = βj =
λ̂j

λ̂j + λ̂j2r
, j = 1, . . . , p0. (5.35)

Тогда для таких α и β

Sα,β = max
1�j�p0

j2k

λ̂j + λ̂j2r
= 1.

�
Отметим, что коэффициенты Фурье с номерами, большими p0, можно отбро-

сить — оптимальный метод их не использует.

5.6. ВОССТАНОВЛЕНИЕ ФУНКЦИИ И ЕЕ ПРОИЗВОДНЫХ
ПО НЕТОЧНО ЗАДАННОМУ ПРЕОБРАЗОВАНИЮ ФУРЬЕ

Рассмотрим аналоги задач, рассмотренных выше, для функций, определенных
на всей прямой. Здесь в качестве используемой информации выступает неточно
заданное преобразование Фурье. Пусть r ∈ N и 1 � p � ∞. Через Wr

F,p,2(R)
обозначим пространство функций x(·) ∈ L2(R), для которых x(r−1)(·) локально аб-
солютно непрерывна, x(r)(·) ∈ L2(R), а Fx(·) ∈ Lp(R) (Fx(·) — преобразование
Фурье функции x(·)). Положим

W r
F,p,2(R) = {x(·) ∈ Wr

p,2(R) : ‖x(r)(·)‖L2(R) � 1 }.

Предположим, что известно преобразование Фурье Fx(·) функции x(·) ∈
∈ W r

F,p,2(R), заданное на Δσ = [−σ, σ], σ > 0, с точностью до δ в метрике Lp(Δσ),
т. е. известна функция y(·) ∈ Lp(Δσ) такая, что ‖Fx(·)−y(·)‖Lp(Δσ) � δ. Требуется
по этой информации восстановить функцию x(k)(·), 0 � k < r, в метрике L2(R).
Всякий метод восстановления представляет из себя отображение ϕ : Lp(Δσ) →
→ L2(R).

Погрешностью метода восстановления ϕ : Lp(Δσ) → L2(R) назовем величи-
ну

e(x(k)(·), W r
F,p,2(R), σ, δ, ϕ) = sup

x(·)∈W r
F,p,2(R), y∈Lp(Δσ)

‖Fx(·)−y(·)‖Lp(Δσ)�δ

‖x(k)(·)− ϕ(y)(·)‖L2(R),

а величину

E(x(k)(·), W r
F,p,2(R), σ, δ) = inf

ϕ : Lp(Δσ)→L2(R)
e(x(k)(·), W r

F,p,2(R), σ, δ, ϕ) (5.36)

будем называть погрешностью оптимального восстановления. Метод, на кото-
ром достигается нижняя грань, будем, как обычно, называть оптимальным ме-
тодом восстановления. Случай, когда 2 � p �∞ и σ =∞ был рассмотрен ранее

(см. следствие 3.18 и теорему 3.19). Здесь будет рассмотрен случай, когда σ <∞,
а p =∞, 2.
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Из леммы 2.1 получаем оценку снизу

E(x(k)(·), W r
F,p,2(R), σ, δ) � sup

x(·)∈W r
F,p,2(R)

‖Fx(·)‖Lp(Δσ)�δ

‖x(k)(·)‖L2(R). (5.37)

Пусть p = ∞. Положим

σ̂ =
(
(2r + 1)

π

δ2

) 1
2r+1

.

Теорема 5.7. При всех σ > 0 и δ > 0

E(x(k)(·), W r
F,∞,2(R), σ, δ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√
σ−2(r−k) +

2δ2(r − k)
π(2k + 1)(2r + 1)

σ2k+1, σ < σ̂,

√
2r + 1
2k + 1

(
δ2

π(2r + 1)

) r−k
2r+1

, σ � σ̂,

а метод

ϕ̂(y)(t) =
1
2π

∫ σ0

−σ0

(iξ)k

(
1−
(

ξ

σ0

)2(r−k))
y(ξ)eiξt dξ, (5.38)

где σ0 = min{σ, σ̂}, является оптимальным.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что σ � σ̂. Рассмотрим функцию x̂(·) такую,
что ее преобразование Фурье совпадает с δ на интервале (−σ0, σ0), а вне этого
интервала равно нулю. Тогда легко убедиться, что x̂(·) — допустимая функция
в экстремальной задаче в правой части (5.37) при p =∞. Следовательно,

E(x(k)(·), W r
F,∞,2(R), σ, δ) �

(
δ2

2π

∫ σ̂

−σ̂

ξ2k dξ

)1/2

=
√

2r + 1
2k + 1

(
δ2

π(2r + 1)

) r−k
2r+1

.

(5.39)

Пусть теперь σ < σ̂. Тогда

γ = 1− δ2σ2r+1

π(2r + 1)
> 0.

Для n > γ−2 рассмотрим последовательность

un(ξ) =

⎧⎪⎨⎪⎩
δ, |ξ| � σ,

σ−r
√

π(nγ −√n), σ < |ξ| < σ + 1/n,

0, |ξ| � σ + 1/n.

Через x̂n(·) обозначим функцию, преобразование Фурье которой совпадает с un(·).
Имеем

‖x̂(r)
n (·)‖2L2(R) =

1
2π

∫
R

ξ2r|un(ξ)|2 dξ =
δ2

2π

∫ σ

−σ

ξ2r dξ +
nγ −√n

σ2r

∫ σ+1/n

σ

ξ2r dξ =

= 1− γ + (nγ −√n)
(σ + 1/n)2r+1 − σ2r+1

σ2r(2r + 1)
.
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Воспользуемся представлением

(σ + 1/n)2r+1 − σ2r+1

σ2r(2r + 1)
=

1
n

(
1 +

αn√
n

)
, (5.40)

где αn → 0 при n→∞. Тогда

‖x̂(r)
n (·)‖2L2(R) = 1− γ +

(
γ − 1√

n

)(
1 +

αn√
n

)
= 1− 1√

n

(
1− αn

(
γ − 1√

n

))
.

Так как αn → 0 при n →∞, то при достаточно больших n

1− αn

(
γ − 1√

n

)
>

1
2
.

Тем самым для достаточно больших n

‖x̂(r)
n (·)‖2L2(R) < 1− 1

2
√

n
< 1,

а соответствующие функции x̂n(·) являются допустимыми в экстремальной задаче

в правой части (5.37) при p =∞. Отсюда

E2(x(k)(·), W r
F,∞,2(R), σ, δ) � ‖x̂(k)

n (·)‖2L2(R) =
1
2π

∫
R

ξ2k|un(ξ)|2 dξ =

=
δ2

2π

∫ σ

−σ

ξ2k dξ +
nγ −√n

σ2r

∫ σ+1/n

σ

ξ2k dξ =

=
δ2σ2k+1

π(2k + 1)
+ (nγ −√n)

(σ + 1/n)2k+1 − σ2k+1

σ2r(2k + 1)
.

Переходя к пределу при n →∞, получаем

E(x(k)(·), W r
F,∞,2(R), σ, δ) �

√
σ−2(r−k) +

2δ2(r − k)
π(2k + 1)(2r + 1)

σ2k+1. (5.41)

Для оценки погрешности метода (5.38) рассмотрим экстремальную задачу:

‖x(k)(·)− ϕ̂(y)(·)‖L2(R) → max, ‖Fx(·)− y(·)‖L∞(Δσ) � δ, ‖x(r)(·)‖L2(R) � 1.

Переходя к образам Фурье, для оценки квадрата погрешности метода (5.38) полу-

чаем следующую задачу:

1
2π

∫ σ0

−σ0

ξ2k|Fx(ξ)− a(ξ)y(ξ)|2 dξ +
1
2π

∫
|ξ|>σ0

ξ2k|Fx(ξ)|2 dξ → max,

|Fx(ξ)− y(ξ)| � δ, |ξ| � σ,
1
2π

∫
R

ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ � 1,

(5.42)

где
a(ξ) = 1− λξ2(r−k), λ = σ

−2(r−k)
0 .
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Положим

λ1(ξ) =

{
ξ2k(1− λξ2(r−k)), |ξ| � σ0,

0, |ξ| > σ0.

Преобразуем выражение под знаком первого интеграла, а затем оценим его по нера-
венству Коши—Буняковского:

ξ2k|Fx(ξ)− a(ξ)y(ξ)|2 = ξ2k|(1− a(ξ))Fx(ξ) + a(ξ)(Fx(ξ)− y(ξ))|2 �

� ξ2k

(
(1− a(ξ))2

λξ2r
+

a2(ξ)
λ1(ξ)

)
(λξ2r|Fx(ξ)|2 + λ1(ξ)|Fx(ξ)− y(ξ)|2) =

= (λξ2(r−k) + a(ξ))(λξ2r|Fx(ξ)|2 + λ1(ξ)|Fx(ξ)− y(ξ)|2) =
= λξ2r|Fx(ξ)|2 + λ1(ξ)|Fx(ξ)− y(ξ)|2.

Таким образом, для допустимых функций в задаче (5.42) максимизируемый функ-

ционал оценивается величиной

λ

2π

∫ σ0

−σ0

ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ +
δ2

2π

∫ σ0

−σ0

λ1(ξ) dξ +
1
2π

∫
|ξ|>σ0

ξ2k|Fx(ξ)|2 dξ �

� λ

2π

∫ σ0

−σ0

ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ +
δ2

2π

∫ σ0

−σ0

λ1(ξ) dξ +
λ

2π

∫
|ξ|>σ0

ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ =

=
λ

2π

∫
R

ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ +
δ2

2π

∫ σ0

−σ0

λ1(ξ) dξ � λ +
δ2

2π

∫ σ0

−σ0

λ1(ξ) dξ =

= σ
−2(r−k)
0 +

δ2

π
σ2k+1

0

2(r − k)
(2k + 1)(2r + 1)

.

Следовательно,

e(x(k)(·), W r
F,∞,2(R), σ, δ, ϕ̂) �

√
σ
−2(r−k)
0 +

δ2

π
σ2k+1

0

2(r − k)
(2k + 1)(2r + 1)

=

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√
σ−2(r−k) +

2δ2(r − k)
π(2k + 1)(2r + 1)

σ2k+1, σ < σ̂,

√
2r + 1
2k + 1

(
δ2

π(2r + 1)

) r−k
2r+1

, σ � σ̂.

В силу оценок (5.39) и (5.41) отсюда вытекает оптимальность метода (5.38), а так-

же соответствующее равенство для погрешности оптимального восстановления. �
Рассмотрим теперь случай, когда p = 2.
В образах Фурье, экстремальная задача в правой части (5.37) при p = 2 запи-

сывается в виде (как обычно, переходим к квадратам)

1
2π

∫
R

ξ2k|Fx(ξ)|2 dξ → max,

∫ σ

−σ

|Fx(ξ)|2 dξ � δ2,
1
2π

∫
R

ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ � 1.

(5.43)
Пусть сначала k = 0.
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Теорема 5.8. При всех σ > 0 и δ > 0

E(x(·), W r
F,2,2(R), σ, δ) =

√
δ2

2π
+

1
σ2r

. (5.44)

Для всех функций a(·) таких, что∣∣∣∣a(ξ)− σ2r

σ2r + ξ2r

∣∣∣∣ � ξ2r

σ2r + ξ2r
, (5.45)

методы
ϕ̂(y)(t) =

1
2π

∫ σ

−σ

a(ξ)y(ξ)eiξt dξ

являются оптимальными.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Через x̂n(·) обозначим функцию, для которой

F x̂n(ξ) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
δ
√

n, 0 � ξ � 1
n

,

σ−r
√

2π(n−√n), σ < ξ < σ +
1
n

,

0, в остальных случаях.

Для n > σ−1 имеем ∫ σ

−σ

|F x̂n(ξ)|2 dξ = δ2.

Кроме того,

1
2π

∫
R

ξ2r|F x̂n(ξ)|2 dξ =
δ2n

2π

∫ 1/n

0

ξ2r dξ +
n−√n

σ2r

∫ σ+1/n

σ

ξ2r dξ =

=
δ2

2πn2r(2r + 1)
+ (n−√n)

(σ + 1/n)2r+1 − σ2r+1

σ2r(2r + 1)
.

Используя представление (5.40), получаем

1
2π

∫
R

ξ2r|F x̂n(ξ)|2 dξ =
δ2

2πn2r(2r + 1)
+
(

1− 1√
n

)(
1 +

αn√
n

)
= 1− 1√

n
βn,

где

βn = 1− αn

(
1− 1√

n

)
+

δ2

2πn2r−1/2(2r + 1)
.

В силу того, что βn → 1 при n →∞, при достаточно больших n

1
2π

∫
R

ξ2r|F x̂n(ξ)|2 dξ < 1− 1
2
√

n
< 1.

Следовательно, для достаточно больших n функции F x̂n(·) допустимые в экстре-
мальной задаче (5.43) для k = 0. Тем самым

E2(x(·), W r
F,2,2(R), σ, δ) � 1

2π

∫
R

ξ2k|F x̂n(ξ)|2 dξ =
δ2

2π
+ σ−2r

(
1− 1√

n

)
.
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Переходя к пределу при n →∞, получаем

E(x(·), W r
F,2,2(R), σ, δ) �

√
δ2

2π
+

1
σ2r

.

Будем искать оптимальные методы среди таких, преобразование Фурье кото-
рых имеет вид

Fϕ̂(y)(ξ) =

{
a(ξ)y(ξ), |ξ| < σ,

0, |ξ| � σ,

где a(·) — некоторая ограниченная функция. В образах Фурье для оценки квадрата
погрешности таких методов получаем следующую задачу:

1
2π

∫ σ

−σ

|Fx(ξ)− a(ξ)y(ξ)|2 dξ +
1
2π

∫
|ξ|>σ

|Fx(ξ)|2 dξ → max,∫ σ

−σ

|Fx(ξ)− y(ξ)|2 dξ � δ2,
1
2π

∫
R

ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ � 1.

(5.46)

Преобразуем выражение под знаком первого интеграла, а затем оценим его по нера-
венству Коши—Буняковского:

|Fx(ξ)− a(ξ)y(ξ)|2 = |(1− a(ξ))Fx(ξ) + a(ξ)(Fx(ξ)− y(ξ))|2 �

�
( |1− a(ξ)|2

σ−2rξ2r
+ |a(ξ)|2

)
(σ−2rξ2r|Fx(ξ)|2 + |Fx(ξ)− y(ξ)|2).

Предположим, что функция a(·) выбрана так, что

|1− a(ξ)|2
σ−2rξ2r

+ |a(ξ)|2 � 1. (5.47)

Тогда
|Fx(ξ)− a(ξ)y(ξ)|2 � σ−2rξ2r|Fx(ξ)|2 + |Fx(ξ)− y(ξ)|2.

Поэтому для максимизируемого функционала в (5.46) имеем оценку

1
2π

∫ σ

−σ

|Fx(ξ)− a(ξ)y(ξ)|2 dξ +
1
2π

∫
|ξ|>σ

|Fx(ξ)|2 dξ �

� σ−2r 1
2π

∫ σ

−σ

ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ +
1
2π

∫ σ

−σ

|Fx(ξ)− y(ξ)|2 dξ +
1
2π

∫
|ξ|>σ

|Fx(ξ)|2 dξ �

� σ−2r 1
2π

∫
R

ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ +
δ2

2π
� σ−2r +

δ2

2π
.

Отсюда следует, что

e(x(·), W r
F,2,2(R), σ, δ, ϕ̂) �

√
δ2

2π
+

1
σ2r

� E(x(·), W r
F,2,2(R), σ, δ).

Тем самым ϕ̂(y)(·) — оптимальный метод восстановления, а для его погрешности
справедливо равенство (5.44).
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Остается убедиться, что условие (5.47) эквивалентно условию (5.45), что легко
сделать, выделив полный квадрат в неравенстве (5.47). �

Рассмотрим теперь случай, когда k � 1. Положим

σ̂ =
( r

k

) 1
2(r−k)

(
2π

δ2

) 1
2r

.

Введем также следующие обозначения: σ0 = min{σ, σ̂},

λ̂1 =
(

k

r

) k
r−k r − k

r
σ2k

0 , λ̂2 = σ
−2(r−k)
0 .

Теорема 5.9. Пусть 1 � k � r − 1, σ > 0 и δ > 0. Тогда

E(x(k)(·), W r
F,2,2(R), σ, δ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
σk

√
r − k

2πr

(
k

r

) k
r−k

δ2 +
1

σ2r
, σ < σ̂,

(
δ2

2π

) r−k
2r

, σ � σ̂.

(5.48)

Для всех измеримых на [−σ, σ] функций θ(·) таких, что |θ(ξ)| � 1 при ξ ∈
∈ [−σ, σ], и всех

a(ξ) =
λ̂1 + θ(ξ)|ξ|r−k

√
λ̂1λ̂2(λ̂1 + λ̂2ξ2r − ξ2k)

λ̂1 + λ̂2ξ2r
(5.49)

методы
ϕ̂(y)(t) =

1
2π

∫ σ

−σ

(iξ)ka(ξ)y(ξ)eiξt dξ (5.50)

являются оптимальными.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Положим

ξ̂ =
(

k

r

) 1
2(r−k)

σ0.

Предположим сначала, что σ < σ̂ (в этом случае σ0 = σ). Рассмотрим для доста-
точно больших n последовательность функций x̂n(·) такую, что

F x̂n(ξ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√
n

δ√
2
, ξ̂ � |ξ| � ξ̂ + 1/n,

√
π

√
n−√n

σr

(
1− δ2

2π
ξ̂2r

)1/2

, σ � |ξ| � σ + 1/n,

0, в остальных случаях.
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Тогда ∫ σ

−σ

|F x̂n(ξ)|2 dξ = δ2,

1
2π

∫
R

ξ2r|F x̂n(ξ)|2 dξ =
nδ2

2π

(ξ̂ + 1/n)2r+1 − ξ̂2r+1

2r + 1
+

+
n−√n

σ2r

(
1− δ2

2π
ξ̂2r

)
(σ + 1/n)2r+1 − σ2r+1

2r + 1
.

Используя представление (5.40) и аналогичное ему

(ξ̂ + 1/n)2r+1 − ξ̂2r+1

2r + 1
=

1
n

ξ̂2r

(
1 +

γn√
n

)
,

где γn → 0 при n →∞, получаем

1
2π

∫
R

ξ2r|F x̂n(ξ)|2 dξ =
δ2

2π
ξ̂2r

(
1 +

γn√
n

)
+

+
(

1− δ2

2π
ξ̂2r

)(
1− 1√

n

)(
1 +

αn√
n

)
= 1− 1√

n

(
1− δ2

2π
ξ̂2r + εn

)
,

где εn → 0 при n →∞. Тем самым для достаточно больших n

1
2π

∫
R

ξ2r|F x̂n(ξ)|2 dξ < 1− 1
2
√

n

(
1− δ2

2π
ξ̂2r

)
< 1.

Следовательно, для достаточно больших n функции F x̂n(·) допустимые в экстре-

мальной задаче (5.43). Тем самым

E2(x(k)(·), W r
F,2,2(R), σ, δ) � 1

2π

∫
R

ξ2k|F x̂n(ξ)|2 dξ =

=
nδ2

2π

(ξ̂ + 1/n)2k+1 − ξ̂2k+1

2k + 1
+

n−√n

σ2r

(
1− δ2

2π
ξ̂2r

)
(σ + 1/n)2k+1 − σ2k+1

2k + 1
.

Переходя к пределу при n →∞, получаем

E(x(k)(·), W r
F,2,2(R), σ, δ) �

√
δ2

2π
ξ̂2k +

(
1− δ2

2π
ξ̂2r

)
σ2k

σ2r
=

= σk

√
r − k

2πr

(
k

r

) k
r−k

δ2 +
1

σ2r
=

√
λ̂1

2π
δ2 + λ̂2.

Пусть теперь σ � σ̂. В этом случае рассмотрим для достаточно больших n
последовательность функций x̂n(·) такую, что

F x̂n(ξ) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
√

n−√n
δ√
2
, ξ̂ � |ξ| � ξ̂ + 1/n,

0, в остальных случаях.
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Тогда ∫ σ

−σ

|F x̂n(ξ)|2 dξ =
(

1− 1√
n

)
δ2 < δ2,

1
2π

∫
R

ξ2r|F x̂n(ξ)|2 dξ =
(n−√n)δ2

2π

(ξ̂ + 1/n)2r+1 − ξ̂2r+1

2r + 1
=

=
δ2

2π

(
1− 1√

n

)
ξ̂2r

(
1 +

γn√
n

)
=
(

1− 1√
n

)(
1 +

γn√
n

)
=

= 1− 1√
n

(
1− γn

(
1− 1√

n

))
.

Отсюда видно, что при достаточно больших n

1
2π

∫
R

ξ2r|F x̂n(ξ)|2 dξ < 1− 1
2
√

n
< 1.

Следовательно, для достаточно больших n функции F x̂n(·) допустимые в экстре-
мальной задаче (5.43). Тем самым

E2(x(k)(·), W r
F,2,2(R), σ, δ) � 1

2π

∫
R

ξ2k|F x̂n(ξ)|2 dξ =

=
(n−√n)δ2

2π

(ξ̂ + 1/n)2k+1 − ξ̂2k+1

2k + 1
.

Переходя к пределу при n →∞, получаем

E(x(k)(·), W r
F,2,2(R), σ, δ) � δ√

2π
ξ̂k =

(
δ2

2π

) r−k
2r

=

√
λ̂1

2π
δ2 + λ̂2.

Будем искать оптимальные методы среди таких, преобразование Фурье кото-
рых имеет вид

Fϕ̂(y)(ξ) =

{
(iξ)ka(ξ)y(ξ), |ξ| < σ,

0, |ξ| � σ,

где a(·) — некоторая ограниченная функция. В образах Фурье для оценки квадрата
погрешности таких методов получаем следующую задачу:

1
2π

∫ σ

−σ

ξ2k|Fx(ξ)− a(ξ)y(ξ)|2 dξ +
1
2π

∫
|ξ|>σ

ξ2k|Fx(ξ)|2 dξ → max,∫ σ

−σ

|Fx(ξ)− y(ξ)|2 dξ � δ2,
1
2π

∫
R

ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ � 1.

(5.51)

Преобразуем выражение под знаком первого интеграла, а затем оценим его по
неравенству Коши—Буняковского

ξ2k|Fx(ξ)− a(ξ)y(ξ)|2 = ξ2k|(1− a(ξ))Fx(ξ) + a(ξ)(Fx(ξ)− y(ξ))|2 �

� ξ2k

( |1− a(ξ)|2
λ̂2ξ2r

+
|a(ξ)|2

λ̂1

)
(λ̂2ξ

2r|Fx(ξ)|2 + λ̂1|Fx(ξ)− y(ξ)|2). (5.52)
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Предположим, что функция

S(ξ) = ξ2k

( |1− a(ξ)|2
λ̂2ξ2r

+
|a(ξ)|2

λ̂1

)
(5.53)

такова, что S(ξ) � 1. Тогда

ξ2k|Fx(ξ)− a(ξ)y(ξ)|2 � λ̂2ξ
2r|Fx(ξ)|2 + λ̂1|Fx(ξ)− y(ξ)|2.

Поэтому для максимизируемого функционала в (5.51) имеем оценку

1
2π

∫ σ

−σ

ξ2k|Fx(ξ)− a(ξ)y(ξ)|2 dξ +
1
2π

∫
|ξ|>σ

ξ2k|Fx(ξ)|2 dξ �

� λ̂2
1
2π

∫ σ

−σ

ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ +
λ̂1

2π

∫ σ

−σ

|Fx(ξ)− y(ξ)|2 dξ +
1
2π

∫
|ξ|>σ

ξ2k|Fx(ξ)|2 dξ �

� λ̂2
1
2π

∫
R

ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ +
λ̂1

2π
δ2 � λ̂1

2π
δ2 + λ̂2.

Отсюда следует, что

e(x(k)(·), W r
F,2,2(R), σ, δ, ϕ̂) �

√
λ̂1

2π
δ2 + λ̂2 � E(x(k)(·), W r

F,2,2(R), σ, δ).

Тем самым ϕ̂(y(·))(·) — оптимальный метод восстановления, а для его погрешности

справедливо равенство (5.48).
Остается исследовать условия на функции a(·), при которых S(ξ) � 1. Выделяя

полный квадрат, нетрудно показать, что неравенство

ξ2k

( |1− a(ξ)|2
λ̂2ξ2r

+
|a(ξ)|2

λ̂1

)
� 1

эквивалентно неравенству∣∣∣∣∣a(ξ)− λ̂1

λ̂1 + λ̂2ξ2r

∣∣∣∣∣
2

� λ̂1λ̂2ξ2(r−k)

(λ̂1 + λ̂2ξ2r)2
(λ̂1 + λ̂2ξ

2r − ξ2k). (5.54)

Покажем, что при всех ξ ∈ R

λ̂1 + λ̂2ξ
2r − ξ2k � 0.

Действительно, минимальные значения этой функции принимаются в точках

|ξ| =
(

k

λ̂2r

) 1
2(r−k)

.

Они равны величине

λ̂1 + λ̂2

(
k

λ̂2r

) r
r−k

−
(

k

λ̂2r

) k
r−k

= λ̂1 −
(

k

λ̂2r

) k
r−k r − k

k
= 0.

Таким образом, множество функций a(·), удовлетворяющих неравенству (5.54),
имеет вид (5.49). �
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5.7. ОПТИМАЛЬНОЕ ВОССТАНОВЛЕНИЕ И ТОЧНОСТЬ
НА ПОДПРОСТРАНСТВАХ

В предыдущем разделе для задачи (5.36) при p = 2 было найдено целое семей-
ство оптимальных методов. Оказывается, что некоторые методы из этого семей-

ства имеют ряд преимуществ по сравнению с остальными. Будем сначала считать,
что 1 � k � r − 1. Рассмотрим условие

ξ2k

( |1− a(ξ)|2
λ̂2ξ2r

+
|a(ξ)|2

λ̂1

)
� 1,

которое гарантирует оптимальность метода (5.50). Если

|ξ| � λ̂
− 1

2(r−k)
2 = σ0,

то a(ξ) можно положить равным нулю. Тем самым оптимальные методы

ϕ̂(y)(t) =
1
2π

∫ σ0

−σ0

(iξ)ka(ξ)y(ξ)eiξt dξ

не используют информацию о приближенном преобразовании Фурье на множестве

σ0 � |ξ| � σ.
Положим

σ′ =
(

r − k

r

) 1
2k
(

k

r

) 1
2(r−k)

σ0.

Если
|ξ| � λ̂

1
2k
1 = σ′,

то a(ξ) можно положить равным единице. Рассмотрим методы:

ϕ̂(y)(t) =
1
2π

∫ σ′

−σ′
(iξ)ky(ξ)eiξt dξ +

1
2π

∫
σ′�|ξ|�σ0

(iξ)ka(ξ)y(ξ)eiξt dξ. (5.55)

Умножение на a(·) приближенного преобразования Фурье, задаваемого функци-
ей y(·), называется сглаживанием или фильтрацией исходной информации. Ме-

тоды (5.55) устроены следующим образом: при |ξ| � σ′ исходная информация не
фильтруется, при σ′ � |ξ| � σ0 происходит фильтрация, а при |ξ| � σ0 информация
отбрасывается. Далее мы покажем, чем хорошо отсутствие фильтрации на множе-
стве |ξ| � σ′.

Одной из распространенных идей при построении численных методов состо-
ит в том, что ищутся методы, точные на некотором подпространстве функций.
При этом исходят из естественных соображений, основанных на том, что если
исходная функция приближается с достаточной точностью элементами этого под-

пространства, то и соответствующий метод (как правило, являющийся некоторым
линейным функционалом или оператором от этой функции) будет иметь приемле-
мую погрешность. Характерным примером здесь являются квадратурные формулы,

построенные из условия их точности на алгебраических многочленах фиксирован-
ной степени, а наиболее ярким примером являются квадратурные формулы Гаусса.
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Другой подход к построению численных методов, а в более широком смысле,
к аппроксимации в целом, связан с идеями А. Н. Колмогорова. В этом случае
вначале фиксируется некоторая априорная информация о функциях — некоторое

множество функций (класс), для которых строится оптимальный (наилучший) ме-
тод из условия его минимальной погрешности на этом классе функций. Здесь
также одним из характерных примеров являются квадратурные формулы, впервые
построенные в такой постановке С. М. Никольским.

Здесь мы попытаемся совместить эти два подхода: один, идущий от Гаусса и ос-
нованный на построении методов, точных на подпространствах, и другой, идущий

от А. Н. Колмогорова, который основан на построении методов, оптимальных на
данном классе. Иначе говоря, будем искать методы, которые были бы оптимальны
на классе и в то же время точны на некотором фиксированном подпространстве.

Сначала сформулируем расширенный вариант задачи (5.36) при p = 2. Пусть
W — некоторое подмножество (класс) функций из Wr

F,2,2(R). По аналогии с зада-
чей (5.36) положим при 0 � k � r − 1

e(x(k)(·), W, σ, δ, ϕ) = sup
x(·)∈W, y∈L2(Δσ)

‖Fx(·)−y(·)‖L2(Δσ)�δ

‖x(k)(·)− ϕ(y)(·)‖L2(R),

E(x(k)(·), W, σ, δ) = inf
ϕ : L2(Δσ)→L2(R)

e(x(k)(·), W, σ, δ, ϕ). (5.56)

Будем говорить, что метод ϕ(y)(·) точен на множестве L ⊂ Wr
F,2,2(R), если

ϕ
(
Fx(·)

∣∣
Δσ

)
(·) = x(k)(·) для всех x(·) ∈ L. Следующее предложение показывает,

что оптимальность и точность метода не независимые понятия.

Предложение 5.10. Если ϕ̂ — оптимальный линейный метод в задаче (5.56),
точный на множестве L ⊂ Wr

F,2,2(R), содержащем ноль, то он оптимален и на
классе W + L. При этом

E(x(k)(·), W, σ, δ) = E(x(k)(·), W + L, σ, δ). (5.57)

Если ϕ̂ — линейный метод с конечной погрешностью на классе W +L, где L —
подпространство Wr

F,2,2(R), то он точен на L.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть x(·) ∈ W + L, x(·) = x1(·) + x2(·), где x1(·) ∈ W ,
x2(·) ∈ L и пусть y(·) ∈ L2(Δσ) такое, что ‖Fx(·) − y(·)‖L2(Δσ) � δ. Положим

y1(·) = y(·) − Fx2(·). Ясно, что y1(·) ∈ L2(Δσ) и так как Fx1(·)− y1(·) = Fx(·) −
− y(·), то

‖Fx1(·)− y1(·)‖L2(Δσ) � δ. (5.58)

Из линейности и точности ϕ̂ на L следует равенство

‖x(k)(·)− ϕ̂(y)(·)‖L2(R) = ‖x(k)
1 (·)− ϕ̂(y1)(·)‖L2(R). (5.59)

Выражение справа в (5.59) в силу (5.58) не превосходит величины e(x(k)(·), W, σ,
δ, ϕ̂), которая равна E(x(k)(·), W, σ, δ), так как метод ϕ̂ оптимален. Учитывая это
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обстоятельство и переходя в левой части (5.59) к верхней грани по всем указан-
ным x(·) и y(·), получаем, что

e(x(k)(·), W + L, σ, δ, ϕ̂) � E(x(k)(·), W, σ, δ).

Отсюда и из того, что W ⊂W + L, имеем

E(x(k)(·), W, σ, δ) � E(x(k)(·), W + L, σ, δ) �
� e(x(k)(·), W + L, σ, δ, ϕ̂) � E(x(k)(·), W, σ, δ).

Следовательно, ϕ̂ — оптимальный метод для класса W + L и справедливо равен-
ство (5.57).

Пусть теперь ϕ̂ — линейный метод с конечной погрешностью для класса W +
+ L, где L — подпространство Wr

F,2,2(R). Предположим, что существует элемент
x0(·) ∈ L, для которого

‖x(k)
0 (·)− ϕ̂(Fx0)(·)‖L2(R) = c > 0.

Тогда λx0(·) ∈ L для любого λ > 0. Тем самым

e(x(k)(·), W + L, σ, δ, ϕ̂) � λc,

что противоречит конечности погрешности метода ϕ̂. �
Из этого предложения вытекает, что если искать просто устроенные мето-

ды (например, линейные), точные на некоторых подпространствах и обладающие
к тому же некоторыми свойствами оптимальности, то вполне естественно ставить
задачу о нахождении оптимальных методов на классах вида W + L.

Будем искать оптимальные методы на классе W + L для случая, когда W =
= W r

F,2,2(R), а L = Bσ,2(R) — пространство целых функций экспоненциального
типа σ. Напомним, что если σ > 0, то Bσ,2(R) — подпространство в L2(R), обра-
зованное сужениями на R целых функций экспоненциального типа σ. Как хорошо
известно, x(·) ∈ Bσ,2(R) тогда и только тогда, когда носитель Fx(·) принадлежит

отрезку Δσ = [−σ, σ]. По определению, B0,2(R) = {0}. Очевидно, что Bσ,2(R) ⊂
⊂ Wr

F,2,2(R).
При 1 � k � r − 1 метод (5.55) является оптимальным на классе W r

F,2,2(R)
и точным на подпространстве Bσ1,2(R) для любого σ1 � σ′. Из предложения 5.10

вытекает, что этот метод является также оптимальным на классе W r
F,2,2(R) +

+ Bσ1,2(R) и

E(x(k)(·), W r
F,2,2(R) + Bσ1,2(R), σ, δ) = E(x(k)(·), W r

F,2,2(R), σ, δ)

для любого σ1 � σ′. Таким образом, при 1 � k � r − 1 задача нахождения
оптимального метода и его погрешности в области

Σ = { (σ, σ1) ∈ R
2
+ : σ1 � σ′, σ > 0 }

решена.
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При k = 0 из теоремы 5.8 следует, что метод

ϕ̂(y)(t) =
1
2π

∫ σ

−σ

y(ξ)eiξt dξ

является оптимальным на классе W r
F,2,2(R). Кроме того, он, очевидно, точен на

подпространстве Bσ1,2(R) для любого σ1 � σ. Из предложения 5.10 вытекает, что
этот метод является также оптимальным на классе W r

F,2,2(R) + Bσ1,2(R) и

E(x(·), W r
F,2,2(R) + Bσ1,2(R), σ, δ) = E(x(·), W r

F,2,2(R), σ, δ)

для любого σ1 � σ. Тем самым при k = 0 задача нахождения оптимального метода

и его погрешности в области σ1 � σ тоже решена.

Найдем решение этой задачи для остальных (σ, σ1) ∈ R2
+ и σ > 0. Положим

Σ0 =
{

(σ, σ1) ∈ R
2 : σ1 > σ > 0

}
.

При 1 � k � r − 1 положим

σ̂1 =
(

r − k

r

) 1
2k
(

2π

δ2

) 1
2r

и рассмотрим области (см. рис. 5.7.1):

Σ1 =
{

(σ, σ1) ∈ R
2 : 0 <

σ̂1

σ̂
σ � σ1 � σ

}
,

Σ2 =
{

(σ, σ1) ∈ R
2 : 0 � σ1 � σ̂1

σ̂
σ, 0 < σ � σ̂

}
,

Σ3 =
{

(σ, σ1) ∈ R
2 : σ � σ̂, 0 � σ1 � σ̂1

}
,

Σ4 =
{

(σ, σ1) ∈ R
2 : σ̂1 � σ1 � σ̂1

σ̂
σ

}
.

Так как

σ′ =
σ̂1

σ̂
σ0,

то

Σ = Σ2 ∪ Σ3.

Тем самым при 1 � k � r − 1 следует рассмотреть области Σ0, Σ1 и Σ4, а при
k = 0 лишь область Σ0.

Положим при 1 � k � r − 1

λ̂1 = σ2k
1 , λ̂2 =

⎧⎪⎨⎪⎩
σ−2(r−k), (σ, σ1) ∈ Σ1,(

σ̂

σ̂1
σ1

)−2(r−k)

, (σ, σ1) ∈ Σ4.
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Рис. 5.7.1

Теорема 5.11. Пусть σ > 0 и δ > 0.
1) Если 0 � k � r − 1 и (σ, σ′) ∈ Σ0, то

E(x(k)(·), W r
F,2,2(R) + Bσ1,2(R), σ, δ) = +∞.

.
2) Если 1 � k � r − 1 и (σ, σ′) ∈ Σ1 ∪ Σ4, то

E(x(k)(·), W r
F,2,2(R) + Bσ1,2(R), σ, δ) =

√
λ̂1

2π
δ2 + λ̂2. (5.60)

Для всех измеримых на [−σ,−σ′]∪ [σ′, σ] функций θ(·) таких, что |θ(ξ)| � 1 при
ξ ∈ [−σ,−σ′] ∪ [σ′, σ], и всех

a(ξ) =
λ̂1 + θ(ξ)|ξ|r−k

√
λ̂1λ̂2(λ̂1 + λ̂2ξ2r − ξ2k)

λ̂1 + λ̂2ξ2r
(5.61)

методы

ϕ̂(y)(t) =
1
2π

∫ σ′

−σ′
(iξ)ky(ξ)eiξt dξ +

1
2π

∫
σ′<|ξ|<σ

(iξ)ka(ξ)y(ξ)eiξt dξ

являются оптимальными.

Для доказательства этой теоремы нам потребуется следующее утверждение.

Предложение 5.12. Функция x(·) ∈ Wr
F,2,2(R) принадлежит W r

F,2,2(R)+Bσ1,2(R)
тогда и только тогда, когда

1
2π

∫
|ξ|>σ1

|ξ|2r|Fx(ξ)|2 dξ � 1. (5.62)
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если x(·) ∈ W r
F,2,2(R) + Bσ1,2(R), то x(·) = x1(·) + x2(·),

где x1(·) ∈ W r
F,2,2(R) и x2(·) ∈ Bσ1,2(R). По теореме Планшереля (учитывая,

что Fx2(·) сосредоточено на отрезке Δσ1) имеем

1
2π

∫
|ξ|>σ1

|ξ|2r|Fx(ξ)|2 dξ =
1
2π

∫
|ξ|>σ1

|ξ|2r|Fx1(ξ)|2 dξ �

� 1
2π

∫
R

ξ2r|Fx1(ξ)|2 dξ = ‖x(r)
1 (·)‖2L2(R) � 1.

Обратно, пусть x(·) ∈ W r
F,2,2(R) + Bσ1,2(R) и выполнено неравенство (5.62).

Обозначим через x2(·) функцию из L2(R) такую, что Fx2(·) = χσ1(·)Fx(·), где
χσ1(·) — характеристическая функция отрезка Δσ1 . Тогда ясно, что x2(·) ∈ Bσ1,2(R).
Положим x1(·) = x(·)− x2(·). Очевидно, что x1(·) ∈ Wr

F,2,2(R) и по теореме План-

шереля (учитывая, что Fx1(·) = 0 на Δσ1) будем иметь

‖x(r)
1 (·)‖2L2(R) =

1
2π

∫
|ξ|>σ1

ξ2r|Fx1(ξ)|2 dξ =
1
2π

∫
|ξ|>σ1

ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ � 1,

т. е. x(·) = x1(·) + x2(·) ∈ W r
F,2,2(R) + Bσ1,2(R). �

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 5.11. Из леммы 2.1 получаем оценку снизу, ана-
логичную (5.37):

E(x(k)(·), W r
F,2,2(R) + Bσ1,2(R), σ, δ) � sup

x(·)∈W r
F,2,2(R)+Bσ1,2(R)

‖Fx(·)‖L2(Δσ)�δ

‖x(k)(·)‖L2(R). (5.63)

1. Пусть (σ, σ1) ∈ Σ0. Рассмотрим последовательность функций xn(·) такую,
что

Fxn(ξ) =

{
n, ξ ∈ (σ, σ1),
0, ξ /∈ (σ, σ1).

Очевидно, что xn(·) ∈ Bσ1,2(R) для всех n ∈ N. Поэтому в силу (5.63)

E2(x(k)(·), W r
F,2,2(R) + Bσ1,2(R), σ, δ) � ‖x(k)

n (·)‖2L2(R) =
1
2π

∫ σ1

σ

ξ2kn2 dξ.

При n → +∞ правая часть в полученном выражении стремится к бесконечности.
Следовательно, в области Σ0

E(x(k)(·), W r
F,2,2(R) + Bσ1,2(R), σ, δ) = +∞.

2. Пусть теперь (σ, σ1) ∈ Σ1. Рассмотрим последовательность функций xn(·)
такую, что

Fxn(ξ) =

⎧⎪⎨⎪⎩
δ
√

n, ξ ∈ (σ1 − 1/n, σ1),√
2πn(σ + 1/n)−r, ξ ∈ (σ, σ + 1/n),

0, в остальных случаях.
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Тогда

‖Fxn(·)‖2L2(Δσ) =
∫ σ1+1/n

σ1

δ2n dξ = δ2.

Кроме того,

‖x(r)
n (·)‖2L2(R) =

1
2π

∫ σ+1/n

σ

ξ2r 2πn

(σ + 1/n)2r
dξ � 1.

Из (5.63) вытекает, что

E2(x(k)(·), W r
F,2,2(R) + Bσ1,2(R), σ, δ) � ‖x(k)

n (·)‖2L2(R) =
1
2π

∫ σ1

σ1−1/n

ξ2kδ2n dξ +

+
1
2π

∫ σ+1/n

σ

ξ2k 2πn

(σ + 1/n)2r
dξ �

(
σ1 −

1
n

)2k
δ2

2π
+ σ2k

(
σ +

1
n

)−2r

.

Переходя к пределу при n → +∞, получаем

E2(x(k)(·), W r
F,2,2(R) + Bσ1,2(R), σ, δ) � σ2k

1

δ2

2π
+ σ−2(r−k). (5.64)

Рассмотрим случай, когда (σ, σ1) ∈ Σ4. Положим

ξ̂1 =
(

r − k

r

)− 1
2k

σ1.

Очевидно, что ξ̂1 > σ1. Кроме того,

ξ̂1 �
(

r − k

r

)− 1
2k σ̂1

σ̂
σ =
(

k

r

) 1
2(r−k)

σ < σ.

Отметим также, что

ξ̂−2r
1 �

(
r − k

r

) r
k

σ̂−2r
1 =

δ2

2π
.

Пусть n таково, что 1/n < σ1 < ξ̂1 − 1/n. Для каждого такого n рассмотрим
функцию xn(·), для которой

Fxn(ξ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√
n(δ2 − 2πξ̂−2r

1 ), σ1 − 1/n � ξ < σ1,

ξ̂−r
1

√
2πn, ξ̂1 − 1/n � ξ � ξ̂1,

0, в остальных случаях.

Тогда

‖Fxn(·)‖2L2(Δσ) =
∫ σ1

σ1−1/n

n(δ2 − 2πξ̂−2r
1 ) dξ +

∫ ξ̂1

ξ̂1−1/n

ξ̂−2r
1 2πn dξ = δ2,
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а
1
2π

∫
|ξ|>σ1

|ξ|2r|Fxn(ξ)|2 dξ =
1
2π

∫ ξ̂1

ξ̂1−1/n

|ξ|2r ξ̂−2r
1 2πn dξ � 1.

Из (5.63) вытекает, что в рассматриваемом случае

E2(x(k)(·), W r
F,2,2(R) + Bσ1,2(R), σ, δ) � ‖x(k)

n (·)‖2L2(R) =

=
1
2π

∫ σ1

σ1−1/n

ξ2kn(δ2 − 2πξ̂−2r
1 ) dξ +

1
2π

∫ ξ̂1

ξ̂1−1/n

ξ2kξ̂−2r
1 2πn dξ �

�
(

σ1 −
1
n

)2k (
δ2

2π
− ξ̂−2r

1

)
+
(
ξ̂1 − 1/n

)2k

ξ̂−2r
1 .

Переходя к пределу при n → +∞, получаем

E2(x(k)(·), W r
F,2,2(R) +Bσ1,2(R), σ, δ) � ξ̂−2r

1 (ξ̂2k
1 − σ2k

1 ) = σ2k
1

δ2

2π
+
(

σ̂

σ̂1
σ1

)−2(r−k)

.

(5.65)
Итак, из неравенств (5.64) и (5.65) вытекает, что для всех (σ, σ1) ∈ Σ1 ∪ Σ4

справедливо неравенство

E(x(k)(·), W r
F,2,2(R) + Bσ1,2(R), σ, δ) �

√
λ̂1

2π
δ2 + λ̂2.

Займемся оценкой сверху. Будем искать оптимальные методы среди таких, пре-

образование Фурье которых имеет вид

Fϕ̂(y)(ξ) =

⎧⎪⎨⎪⎩
(iξ)ky(ξ), |ξ| � σ1,

(iξ)ka(ξ)y(ξ), σ1 < |ξ| < σ,

0, |ξ| � σ,

где a(·) — некоторая ограниченная функция. В образах Фурье для оценки квадрата
погрешности таких методов получаем следующую задачу:

1
2π

∫
|ξ|�σ1

ξ2k|Fx(ξ)− y(ξ)|2 dξ +
1
2π

∫
σ1<|ξ|<σ

ξ2k|Fx(ξ)− a(ξ)y(ξ)|2 dξ +

+
1
2π

∫
|ξ|�σ

ξ2k|Fx(ξ)|2 dξ → max,∫
|ξ|<σ

|Fx(ξ)− y(ξ)|2 dξ � δ2,
1
2π

∫
|ξ|>σ1

ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ � 1. (5.66)

Обозначим слагаемые, стоящие в максимизируемом функционале, через I1, I2 и I3.
Имеем

I1 � σ2k
1

2π

∫
|ξ|�σ1

|Fx(ξ)− y(ξ)|2 dξ =
λ̂1

2π

∫
|ξ|�σ1

|Fx(ξ)− y(ξ)|2 dξ.
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Аналогично неравенству (5.52) получаем

ξ2k|Fx(ξ)− a(ξ)y(ξ)|2 � S(ξ)(λ̂2ξ
2r|Fx(ξ)|2 + λ̂1|Fx(ξ)− y(ξ)|2),

где функция S(·) определена равенством (5.53). Если a(·) выбрать так, чтобы
S(ξ) � 1, то будем иметь

ξ2k|Fx(ξ)− a(ξ)y(ξ)|2 � λ̂2ξ
2r|Fx(ξ)|2 + λ̂1|Fx(ξ)− y(ξ)|2.

Отсюда

I2 � 1
2π

∫
σ1<|ξ|<σ

(λ̂2ξ
2r|Fx(ξ)|2 + λ̂1|Fx(ξ)− y(ξ)|2) dξ.

Покажем, что функцию a(·) можно выбрать так, чтобы выполнялось неравен-
ство S(ξ) � 1. В силу того, что это неравенство эквивалентно неравенству (5.54),

достаточно показать, что при всех ξ ∈ R

λ̂1 + λ̂2ξ
2r − ξ2k � 0.

Действительно, минимальные значения этой функции принимаются в точках

|ξ| =
(

k

λ̂2r

) 1
2(r−k)

.

Они равны величине

μ = λ̂1 + λ̂2

(
k

λ̂2r

) r
r−k

−
(

k

λ̂2r

) k
r−k

= λ̂1 −
(

k

λ̂2r

) k
r−k r − k

k
.

Если (σ, σ1) ∈ Σ1, то

μ = σ2k
1 − σ2k

(
k

r

) k
r−k r − k

k
= σ2k

1 − σ̂2k
1

σ̂2k
σ2k � 0.

Если же (σ, σ1) ∈ Σ4, то

μ = σ2k
1 −

(
σ̂

σ̂1
σ1

)2k (
k

r

) k
r−k r − k

k
= 0.

Принимая во внимание неравенство (5.54), получаем, что для функции a(·) спра-

ведливо представление (5.61).
Для I3 имеем

I3 =
1
2π

∫
|ξ|�σ

ξ−2(r−k)ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ � σ−2(r−k)

2π

∫
|ξ|�σ

ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ.

Следовательно, для случая, когда (σ, σ1) ∈ Σ1,

I3 � λ̂2

2π

∫
|ξ|�σ

ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ. (5.67)
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В случае, когда (σ, σ1) ∈ Σ4,

σ1 � σ̂1

σ̂
σ.

Поэтому

λ̂2 =
(

σ̂

σ̂1
σ1

)−2(r−k)

� σ−2(r−k).

Тем самым и в этом случае неравенство (5.67) выполнено.
Складывая оценки, полученные для I1, I2 и I3, получаем оценку для значения

экстремальной задачи (5.66):

I1 + I2 + I3 � λ̂1

2π

∫
|ξ|<σ

|Fx(ξ)− y(ξ)|2 dξ +
λ̂2

2π

∫
|ξ|>σ1

ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ � λ̂1

2π
δ2 + λ̂2.

Отсюда следует, что

e(x(k)(·), W r
F,2,2(R) + Bσ1,2(R), σ, δ, ϕ̂) �

√
λ̂1

2π
δ2 + λ̂2 �

� E(x(k)(·), W r
F,2,2(R) + Bσ1,2(R), σ, δ).

Тем самым ϕ̂(y)(·) — оптимальный метод восстановления, а для его погрешности
справедливо равенство (5.60). �

5.8. ОПТИМАЛЬНОЕ ВОССТАНОВЛЕНИЕ ПРОИЗВОДНЫХ
И НЕРАВЕНСТВА ДЛЯ ПРОИЗВОДНЫХ КОЛМОГОРОВСКОГО ТИПА

Под неравенствами для производных колмогоровского типа традиционно понима-
ют мультипликативные неравенства вида

‖x(k)(·)‖Lq(T ) � K‖x(·)‖α
Lp(T )‖x(n)(·)‖β

Lr(T ), (5.68)

где 0 � k < n — целые, 1 � p, q, r � ∞, α, β � 0, а T = R или R+. При этом
считается, что функции x(·) ∈ Lp(T ), имеют (n − 1)-ю производную, локально
абсолютно непрерывную на T , и x(n)(·) ∈ Lr(T ). Пространство таких функций

обозначим через Wn
p,r(T ). Неравенство (5.68) с наименьшей константой будем на-

зывать точным.
Точные неравенства для производных тесно связаны с задачами оптималь-

ного восстановления производных. Рассмотрим задачу восстановления производ-

ной x(k)(·) в метрике Lq(T ) на классе

Wn
p,r(T ) = {x(·) ∈ Wn

p,r(T ) : ‖x(n)(·)‖Lr(T ) � 1 }

по функции x(·), заданной с ошибкой в метрике Lp(T ). Для каждого метода вос-
становления ϕ : Lp(T ) → Lq(T ) определим его погрешность равенством

eq(x(k)(·), Wn
p,r(T ), δ, ϕ) = sup

x(·)∈W n
p,r(T ), y(·)∈Lp(T )

‖x(·)−y(·)‖Lp(T )�δ

‖x(k)(·)− ϕ(y)(·)‖Lq(T ).
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Задача состоит в нахождении погрешности оптимального восстановления:

Eq(x(k)(·), Wn
p,r(T ), δ) = inf

ϕ:Lp(T )→Lq(T )
eq(x(k)(·), Wn

p,r(T ), δ, ϕ) (5.69)

и метода, на котором достигается эта нижняя грань, называемым оптимальным.
Из леммы 2.1 получается оценка снизу

Eq(x(k)(·), Wn
p,r(T ), δ) � sup

x(·)∈W n
p,r(T )

‖x(·)‖Lp(T )�δ

‖x(k)(·)‖Lq(T ). (5.70)

Тем самым значение экстремальной задачи

‖x(k)(·)‖Lq(T ) → max, ‖x(·)‖Lp(T ) � δ, ‖x(n)(·)‖Lr(T ) � 1 (5.71)

дает оценку снизу погрешности оптимального восстановления.

Предложение 5.13. Если K — точная константа в неравенстве (5.68), а S —
значение задачи (5.71), то

S = Kδα.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Очевидно, что S � Kδα. Докажем, что имеет место равен-
ство. В силу определения точной константы для любого ε > 0 найдется функция

x0(·) ∈ Wn
p,r(T ), для которой

‖x(k)
0 (·)‖Lq(T ) > (K − ε)‖x0(·)‖α

Lp(T )‖x
(n)
0 (·)‖β

Lr(T ).

Рассмотрим функцию y(t)=cx0(ρt), c, ρ>0. Выберем c и ρ так, чтобы ‖y(·)‖Lp(T ) =
= δ, а ‖y(n)(·)‖Lr(T ) = 1. Несложные вычисления показывают, что

ρ =

(
‖x0(·)‖Lp(T )

δ‖x(n)
0 (·)‖Lr(T )

) 1
n−1/r+1/p

, c =
δ

‖x0(·)‖Lp(T )

(
‖x0(·)‖Lp(T )

δ‖x(n)
0 (·)‖Lr(T )

) 1/p
n−1/r+1/p

.

Тогда

S � ‖y(k)(·)‖Lq(T ) = cρk−1/q‖x(k)
0 (·)‖Lq(T ) =

= ‖x(k)
0 (·)‖Lq(T )

δα

‖x0(·)‖α
Lp(T )‖x

(n)
0 (·)‖β

Lr(T )

> (K − ε)δα.

В силу произвольности ε > 0 получаем S � Kδα. �
Рассмотрим задачу о нахождении точной константы в неравенстве

|x(k)(0)| � K‖x(·)‖α
Lp(T )‖x(n)(·)‖β

Lr(T ). (5.72)

Предложение 5.14. Константа K является точной в неравенстве (5.68)

при q = ∞ в том и только в том случае, когда она является точной в нера-
венстве (5.72).
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть q = ∞. Докажем, что неравенство (5.68) выполнено
в том и только в том случае, когда выполнено неравенство (5.72). Если выполнено
неравенство (5.68), то неравенство (5.72) очевидно выполняется. Пусть выполнено

неравенство (5.72). Докажем, что для всех τ ∈ T

|x(k)(τ )| � K‖x(·)‖α
Lp(T )‖x(n)(·)‖β

Lr(T ).

Предположим, что это не так. Тогда найдется функция x̂(·) такая, что

|x̂(k)(τ )| > K‖x̂(·)‖α
Lp(T )‖x̂(n)(·)‖β

Lr(T ).

Положим y(t) = x̂(t + τ ). Тогда y(k)(0) = x̂(k)(τ ), а ‖y(·)‖Lp(T ) � ‖x̂(·)‖Lp(T )

и ‖y(n)(·)‖Lr(T ) � ‖x̂(n)(·)‖Lr(T ). Тем самым

|y(k)(0)| = |x̂(k)(τ )| > K‖x̂(·)‖α
Lp(T )‖x̂(n)(·)‖β

Lr(T ) � K‖y(·)‖α
Lp(T )‖y(n)(·)‖β

Lr(T ).

Это противоречит выполнению неравенства (5.72) для всех x(·) ∈ Wn
p,r(T ). �

Займемся исследованием вопроса о том, при каких условиях неравенство (5.68)
может выполняться.

Пусть S — отрезок числовой прямой, полупрямая или прямая. Через Wn
pr(S)

обозначим множество функций x(·), у которых (n − 1)-я производная абсолютно

непрерывна на любом отрезке [a, b] ⊂ S, x(·) ∈ Lp(S) и x(n)(·) ∈ Lr(S).

Теорема 5.15. Пусть p, q, r � 1, 0 � k < n и

n− k

p
+

k

r
� n

q
.

Тогда для любой функции x(·) ∈ Wn
p,r(T ) при всех δ, 0 < δ < mes S, выполнено

неравенство

‖x(k)(·)‖Lq(T ) � A
(
δ−k−1/p+1/q‖x(·)‖Lp(T ) + δn−k−1/r+1/q‖x(n)(·)‖Lr(T )

)
, (5.73)

где A не зависит от δ и S.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Без ограничения общности можно считать, что S — от-
резок на прямой, так как случай mes S = ∞ получается предельным переходом.
Доказательство проведем с помощью индукции по параметру n.

1. n = 1, k = 0. Для t0 ∈ S и δ > 0 положим Tδ = [t0 − δ, t0 + δ] ∩ S. Для
функции x(·) ∈ W1

pr(S) выберем t1 ∈ Tδ так, чтобы

|x(t1)| = min
t∈Tδ

|x(t)|.

Имеем
‖x(·)‖Lp(Tδ) � |x(t1)|(mesTδ)1/p � δ1/p|x(t1)|.

По неравенству Гельдера∫ t0

t1

|x′(t)| dt � δ1−1/r‖x′(·)‖Lr(Tδ).
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Из равенства

x(t0) = x(t1) +
∫ t0

t1

x′(t) dt

получаем

|x(t0)|�δ−1/p‖x(·)‖Lp(Tδ)+δ1−1/r‖x′(·)‖Lr(Tδ) �δ−1/p‖x(·)‖Lp(S)+δ1−1/r‖x′(·)‖Lr(S).

В силу произвольности t0 доказано, что

‖x(·)‖L∞(S) � δ−1/p‖x(·)‖Lp(S) + δ1−1/r‖x′(·)‖Lr(S). (5.74)

Пусть теперь q � p. Тогда

‖x(·)‖Lq(S) =
(∫

S

|x(t)|p|x(t)|q−p dt

)1/q

� ‖x(·)‖1−p/q
L∞(S)‖x(·)‖p/q

Lp(S).

Пользуясь неравенством (5.74) и тем, что

‖x(·)‖Lp(S) � δ1/p
(
δ−1/p‖x(·)‖Lp(S) + δ1−1/r‖x′(·)‖Lr(S)

)
,

получаем

‖x(·)‖Lq(S) � δ−1/p+1/q‖x(·)‖Lp(S) + δ1−1/r+1/q‖x′(·)‖Lr(S). (5.75)

Тем самым теорема при n = 1 доказана.
2. n = 2, k = 1. Пусть q � p � 1. Докажем, что для всех функций x(·) ∈

∈ W1
pr(S), S = [a, b], имеет место неравенство

‖x(·)− x(ξ)‖Lq(S) � 4‖x(·)‖α
Lp(S)‖x′(·)‖1−α

Lr(S), (5.76)

где

α =
1− 1/r + 1/q

1− 1/r + 1/p
,

а точка ξ ∈ S такова, что

|x(ξ)| = min
t∈S

|x(t)|. (5.77)

Положим y(·) = x(·)− x(ξ). Тогда |y(t)| � |x(t)| и, следовательно,

‖y(·)‖Lp(S) � ‖x(·)‖Lp(S).

Пусть S1 = (−∞, b], а S2 = [a, +∞). Функции

y1(t) =

{
0, −∞ < t � ξ,

y(t), ξ < t � b,
y2(t) =

{
y(t), a � t < ξ,

0, ξ < t < +∞,

локально абсолютно непрерывны. Кроме того,

‖yj(·)‖Lp(Sj) � ‖x(·)‖Lp(S), ‖y′j(·)‖Lr(Sj) � ‖y′(·)‖Lr(S) = ‖x′(·)‖Lr(S), j = 1, 2.
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Следовательно, yj(·) ∈ W1
pr(Sj), j = 1, 2. Из (5.75) получаем

‖yj(·)‖Lq(Sj) � δ−1/p+1/q‖yj(·)‖Lp(Sj) + δ1−1/r+1/q‖y′j(·)‖Lr(Sj) �
� δ−1/p+1/q‖x(·)‖Lp(S) + δ1−1/r+1/q‖x′(·)‖Lr(S).

Поскольку y(·) = y1(·) + y2(·), то

‖y(·)‖Lq(S) � 2
(
δ−1/p+1/q‖x(·)‖Lp(S) + δ1−1/r+1/q‖x′(·)‖Lr(S)

)
.

Положив

δ =
( ‖x(·)‖Lp(S)

‖x′(·)‖Lr(S)

)(1−1/r+1/p)−1

,

получим неравенство (5.76).
Покажем, что если x(·) ∈ W2

pr(S) и x′(·) имеет хотя бы один нуль на S, то при

1/p + 1/r � 2/q
‖x′(·)‖Lq(S) � K‖x(·)‖α

Lp(S)‖x′′(·)‖1−α
Lr(S), (5.78)

где

K =

{
2

3α2+2
1−α2+α1α2 , q > 1,

8, q = 1,

α1 =
1− 1/q

1− 1/q + 1/p
, α2 =

1− 1/r + 1/q

2− 1/r
, α =

1− 1/r + 1/q

2− 1/r + 1/p
.

При ‖x′′(·)‖Lr(S) = 0 утверждение очевидно, так как ‖x′(·)‖Lq(S) = 0. Предпо-
ложим сначала, что x′(·) не меняет знака на S. Тогда для любой точки t0 ∈ S

‖x′(·)‖L(S) =
∫

S

|x′(t)| dt =
∣∣∣∣∫

S

x′(t) dt

∣∣∣∣ = |x(b)− x(a)| �

� |x(b)− x(t0)|+ |x(a)− x(t0)| � 2‖x(·)− x(t0)‖L∞(S). (5.79)

Так как x(·) ∈ W2
pr(S) и mes S < ∞, то x(·) ∈ W1

pq(S) и x′(·) ∈ W1
1r(S). Применяя

неравенство (5.76), получаем

‖x(·)− x(ξ)‖L∞(S) � 4‖x(·)‖α1
Lp(S)‖x′(·)‖

1−α1
Lq(S), (5.80)

‖x′(·)‖Lq(S) � 4‖x′(·)‖α2
L(S)‖x′′(·)‖

1−α2
Lr(S), (5.81)

где точка ξ ∈ S такова, что выполнено условие (5.77). Оценивая в (5.81) ‖x′(·)‖L(S)

с помощью (5.79) (при t0 = ξ), имеем

‖x′(·)‖Lq(S) � 4 · 2α2‖x(·)− x(ξ)‖α2
L∞(S)‖x′′(·)‖

1−α2
Lr(S).

Используя оценку (5.80), получаем неравенство

‖x′(·)‖Lq(S) � 4 · 2α2

(
4‖x(·)‖α1

Lp(S)‖x′(·)‖
1−α1
Lq(S)

)α2

‖x′′(·)‖1−α2
Lr(S),

из которого при q > 1 следует (5.78).
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Если q = 1, то из условия 1/p + 1/r � 2/q вытекает, что p = r = 1. В этом
случае из уже доказанного неравенства (5.80) при p = 1, q =∞ имеем

‖x(·)− x(ξ)‖L∞(S) � 4‖x(·)‖1/2
L(S)‖x′(·)‖

1/2
L∞(S).

Из равенствa

x′(t) =
∫ t

t1

x′′(τ ) dτ,

где t1 — нуль x′(·), получаем

‖x′(·)‖L∞(S) � ‖x′′(·)‖L(S).

Тем самым, учитывая (5.79), имеем

‖x′(·)‖L(S) �2‖x(·)− x(ξ)‖L∞(S) � 8‖x(·)‖1/2
L(S)‖x′(·)‖

1/2
L∞(S) �8‖x(·)‖1/2

L(S)‖x′′(·)‖
1/2
L(S).

Докажем теперь неравенство (5.78) в предположении, что у функции x(·) ∈
∈ W2

pr(S) имеется хотя бы один нуль производной на S, но не предполагая,

что x′(·) сохраняет знак на S. Для этого рассмотрим множество точек разрыва
функции sign x′(·). Это замкнутое множество разбивает S, не более чем на счетное
множество интервалов Ek, k ∈ A. На каждом отрезке Ek функция x(·) ∈ W2

pr(Ek),
x′(·) не меняет знака и имеет хотя бы один нуль. Применяя неравенство (5.78),

получаем

‖x′(·)‖q
Lq(S) =

∑
k∈A

∫
Ek

|x′(t)|q dt �

�
∑
k∈A

K

(∫
Ek

|x(t)|p dt

)αq/p(∫
Ek

|x′′(t)|r dt

)(1−α)q/r

.

Из условия 1/p + 1/r � 2/q вытекает, что

αq

p
+

(1− α)q
r

� 1.

Воспользуемся неравенством (см. предложение 7.51 и следствие 7.52)

∑
k∈A

aλ
kbμ

k �
(∑

k∈A

ak

)λ(∑
k∈A

bk

)μ

, λ + μ � 1.

Тогда будем иметь

‖x′(·)‖q
Lq(S) � K

(∑
k∈A

∫
Ek

|x(t)|p dt

)αq/p(∑
k∈A

∫
Ek

|x′′(t)|r dt

)(1−α)q/r

=

= K‖x(·)‖αq
Lp(S)‖x′′(·)‖

(1−α)q
Lr(S) .
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Поскольку при α ∈ [0, 1]

AαB1−α � αA + (1− α)B � A + B,

то при всех δ > 0

‖x′(·)‖Lq(S) � K‖x(·)‖α
Lp(S)‖x′′(·)‖1−α

Lr(S) =

= K
(
δ−1−1/p+1/q‖x(·)‖Lp(S)

)α (
δ1−1/r+1/q‖x′′(·)‖Lr(S)

)1−α

�

� K
(
δ−1−1/p+1/q‖x(·)‖Lp(S) + δ1−1/r+1/q‖x′′(·)‖Lr(S)

)
. (5.82)

Завершим доказательство теоремы для n = 2, k = 1. Пусть x(·) ∈ W2
pr(S)

и p1(t) = a0 + a1t — полином наилучшего приближения x(·) в метрике Lp(S).
Положим ϕ(·) = x(·)− p1(·). Очевидно, что

‖ϕ(·)‖Lp(S) � ‖x(·)‖Lp(S), ‖ϕ′′(·)‖Lr(S) = ‖x′′(·)‖Lr(S),

‖p1(·)‖Lp(S) � 2‖x(·)‖Lp(S).
(5.83)

Нетрудно убедиться, что при всех a0, a1 ∈ R∫
S

|a0 + a1t| dt � |a1|
4

(mes S)2.

Отсюда для любого 0 < δ < mes S

‖p′1(·)‖Lq(S) = |a1|(mes S)1/q � 4(mes S)−2+1/q

∫
S

|p1(t)| dt �

� 4(mes S)−1−1/p+1/q‖p1(·)‖Lp(S) � 8δ−1−1/p+1/q‖x(·)‖Lp(S). (5.84)

Функция ϕ(·) ∈ W2
pr(S), а так как x(·) и p1(·) имеют по меньшей мере две

общие точки, то ϕ′(·) имеет хотя бы один нуль на S. Из (5.84) и (5.82) с уче-
том (5.83) получаем, что для любого 0 < δ < mes S имеет место неравенство

‖x′(·)‖Lq(S) � ‖p′1(·)‖Lq(S) + ‖ϕ′(·)‖Lq(S) �
� (K + 8)

(
δ−1−1/p+1/q‖x(·)‖Lp(S) + δ1−1/r+1/q‖x′′(·)‖Lr(S)

)
.

Итак, теорема для n = 2 и k = 1 доказана.
3. n > 2, 0 < k < n. Предположим, что теорема верна для всех l � n и всех

0 < k < l. Докажем ее для l = n + 1 и всех 0 < k � n. Пусть x(·) ∈ Wn+1
pr (S)

и выполняются условия
n + 1− k

p
+

k

r
� n + 1

q
. (5.85)

1a. k > 1. В силу условия (5.85) имеет место неравенство

n + 1− k

p
+

k

r
− n + 1

q
� 1

k

(
n + 1− k

p
+

k

r
− n + 1

q

)
.
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Перепишем это неравенство в виде

(n + 1− k)
(

1
p
− 1

pk
+

1
qk

)
� n

q
− k − 1

r
. (5.86)

Положим
1
q1

=
1
p
− 1

pk
+

1
qk

.

Если 1/q − 1/p � 0, то 1/q1 � 1/p � 1. Если же 1/q − 1/p > 0, то из того, что

k � 2, получаем
1
q1

� 1
2p

+
1
2q

� 1.

Итак, существует q1 � 1 такое, что

k − 1
p

+
1
q

=
k

q1
. (5.87)

Если записать неравенство (5.86), используя обозначение q1, то получим неравен-
ство

n + 1− k

q1
+

k − 1
r

� n

q
. (5.88)

Из того, что x(·) и x(k)(·) непрерывны на S, а mes S < ∞, следует, что x(·) ∈
∈ Wk

pq(S). Тогда по предположению индукции, учитывая (5.87), при всех 0 < δ1 <
< mes S имеем

‖x′(·)‖Lq1(S) � A1

(
δ
−1−1/p+1/q1
1 ‖x(·)‖Lp(S) + δ

k−1−1/q+1/q1
1 ‖x(k)(·)‖Lq(S)

)
. (5.89)

Теперь в силу того, что x′(·) ∈ Wn
q1,r(S), учитывая (5.88), при всех 0 < δ < mes S

получаем

‖x(k)(·)‖Lq(S) �
� A2

(
δ1−k−1/q1+1/q‖x′(·)‖Lq1(S) + δn−k+1−1/r+1/q‖x(n+1)(·)‖Lr(S)

)
. (5.90)

Положим δ1 = γδ, 0 < γ � 1. Из (5.89), (5.90) следует, что

‖x(k)(·)‖Lq(S) � A1A2γ
−1−1/p+1/q1δ−k−1/p+1/q‖x(·)‖Lp(S) +

+ A1A2γ
k−1−1/q+1/q1‖x(k)(·)‖Lq(S) + A2δ

n−k+1−1/r+1/q‖x(n+1)(·)‖Lr(S).

Выбирая γ так, чтобы
A1A2γ

k−1−1/q+1/q1 � 1/2,

получаем

‖x(k)(·)‖Lq(S) � A
(
δ−k−1/p+1/q‖x(·)‖Lp(S) +δn−k+1−1/r+1/q‖x(n+1)(·)‖Lr(S)

)
,

где

A = 2 max
(
A1A2γ

−1−1/p+1/q1 , A2

)
.
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1b. k = 1. В силу условия (5.85) имеет место неравенство

n

p
+

1
r
− n + 1

q
� 1

n

(
n

p
+

1
r
− n + 1

q

)
.

Перепишем это неравенство в виде

n− 1
p

+
1
r
− 1

nr
+

1
nq

� n

q
. (5.91)

Положим
1
q1

=
1
r
− 1

nr
+

1
nq

.

Если 1/q − 1/r � 0, то 1/q1 � 1/r � 1. Если же 1/q − 1/r > 0, то из того, что
n � 2, получаем

1
q1

� 1
2r

+
1
2q

� 1.

Итак, существует q1 � 1 такое, что

1
q

+
n− 1

r
=

n

q1
. (5.92)

Если записать неравенство (5.91), используя обозначение q1, то получим неравен-

ство
n− 1

p
+

1
q1

� n

q
. (5.93)

По предположению индукции, учитывая (5.93) и то, что x(·) ∈ Wn
p,q1

(S), при всех
0 < δ1 < mes S имеем

‖x′(·)‖Lq(S) � A1

(
δ
−1−1/p+1/q
1 ‖x(·)‖Lp(S) + δ

n−1−1/q1+1/q
1 ‖x(n)(·)‖Lq1 (S)

)
. (5.94)

В силу того, что x′(·) ∈ Wn
q,r(S), учитывая (5.92), при всех 0 < δ < mes S получаем

‖x(n)(·)‖Lq1(S) � A2

(
δ−n+1−1/q+1/q1‖x′(·)‖Lq(S) + δ1−1/r+1/q1‖x(n+1)(·)‖Lr(S)

)
.

(5.95)

Положим δ1 = γδ, 0 < γ � 1. Из (5.94), (5.95) следует, что

‖x′(·)‖Lq(S) � A1γ
−1−1/p+1/qδ−1−1/p+1/q‖x(·)‖Lp(S) +

+ A1A2γ
n−1−1/q1+1/q‖x′(·)‖Lq(S) +

+ A1A2γ
n−1−1/q1+1/qδn−1/r+1/q‖x(n+1)(·)‖Lr(S).

Выбирая γ так, чтобы

A1A2γ
n−1−1/q1+1/q � 1/2,

получаем

‖x′(·)‖Lq(S) � A
(
δ−1−1/p+1/q‖x(·)‖Lp(S) + δn−1/r+1/q‖x(n+1)(·)‖Lr(S)

)
,
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где

A = max
(
2A1γ

−1−1/p+1/q, 1
)

.

4. n � 2, k = 0. Определим q1 равенством

n− 1
p

+
1
r

=
n

q1
.

Аналогично тому, как это делалось в п.п. 1a и 1b, доказывается, что q1 � 1.
Тем самым в силу п. 1b

‖x′(·)‖Lq1(S) � A1

(
δ−1−1/p+1/q1‖x(·)‖Lp(S) + δn−1−1/r+1/q1‖x(n)(·)‖Lr(S)

)
. (5.96)

Из (5.75) следует, что

‖x(·)‖Lq(S) � δ−1/p+1/q‖x(·)‖Lp(S) + δ1−1/q1+1/q‖x′(·)‖Lq1(S). (5.97)

Из (5.96) и (5.97) получаем

‖x(·)‖Lq(S) � (A1 + 1)
(
δ−1/p+1/q1‖x(·)‖Lp(S) + δn−1/r+1/q‖x(n)(·)‖Lr(S)

)
.

�

Теорема 5.16. Если

n− 1
r

+
1
p
�= 0, (5.98)

то для того, чтобы для функций из Wn
p,r(T ) имело место неравенство (5.68),

необходимо и достаточно, чтобы

1) α =
n− k − 1

r
+

1
q

n− 1
r

+
1
p

, β =
k − 1

q
+

1
p

n− 1
r

+
1
p

,

2)
n− k

p
+

k

r
� n

q
.

Если условие (5.98) не выполнено, то для того, чтобы для функций из Wn
p,r(T )

имело место неравенство (5.68), необходимо и достаточно, чтобы

q = ∞, α = 1, β = 0.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 1. Достаточность. Пусть условие (5.98) выполнено. Поло-
жив в теореме 5.15

δ =
( ‖x(·)‖Lp(T )

‖x(n)(·)‖Lr(T )

) 1
n−1/r+1/p

,

получим неравенство (5.68). Пусть условие (5.98) не выполнено. Это означает,

что n = 1, r = 1 и p = ∞. Если при этом q = ∞, α = 1, а β = 0, то неравен-
ство (5.68) становится очевидным тождеством.
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2. Необходимость. Пусть для функций из Wn
p,r(T ) справедливо неравен-

ство (5.68). Положим

ϕ(t) =

{
tn(1− t)n, t ∈ [0, 1],
0, t /∈ [0, 1],

ψ(t) =
n∑

j=0

ϕ(t− j).

Рассмотрим функцию y(t) = γψ(ρt), где γ, ρ > 0. Нетрудно убедиться, что при
всех p � 1 и j � n

‖y(j)(·)‖Lp(T ) = n1/pγρj−1/p‖ϕ(j)(·)‖Lp(T ).

Так как y(·) ∈ Wn
p,r(T ), то должно выполняться неравенство

n1/qγρk−1/q‖ϕ(k)(·)‖Lq(T ) �
� Knα/p+β/rγα+βρ−α/p+β(n−1/r)‖ϕ(·)‖α

Lq(T )‖ϕ(n)(·)‖β
Lr(T ).

Отсюда следует, что

a)
α

p
+

β

r
� 1

q
,

b) α + β = 1,

c) k − 1
q

= −α

p
+ β

(
n− 1

r

)
.

Из b) и c) получаем

α

(
n− 1

r
+

1
p

)
= n− k − 1

r
+

1
q
.

При выполнении условия (5.98) из этого равенства получаются равенства 1).
А из 1) и a) вытекает неравенство 2).

Если условие (5.98) не выполнено, то, как было отмечено, n = 1, r = 1 и p =∞.
Тогда из c) вытекает, что q =∞ и неравенство (5.68) имеет вид

‖x(·)‖L∞(T ) � K‖x(·)‖α
L∞(T )‖x′(·)‖β

L1(T ).

Очевидно, что это неравенство не может быть выполнено при β �= 0 (достаточно
подставить x(t) ≡ 1). Таким образом, в этом случае β = 0, а α = 1. �

5.9. ВОССТАНОВЛЕНИЕ ПРОИЗВОДНЫХ НА ПОЛУПРЯМОЙ

Рассмотрим задачу о нахождении величины E∞(x(k)(·), Wn
2,2(R+), δ) (см. (5.69))

и соответствующего метода оптимального восстановления. Тем самым речь идет
о восстановлении x(k)(·) в метрике L∞(R+) на классе Wn

2,2(R+) по информации
о самой функции x(·), заданной с погрешностью в метрике L2(R+).

Положим

λj = e(n+2j−1) iπ
2n , j = 1, . . . , n, A =

⎛⎝ λn
1 . . . λn

n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
λ2n−1

1 . . . λ2n−1
n

⎞⎠.
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Через As,j обозначим алгебраическое дополнение к элементу λn+s−1
j . Через |A|

будем обозначать определитель матрицы A.

Лемма 5.17. Пусть 0 � k < n. Для всех x(·) ∈ Wn
2,2(R+) имеет место равенство

x(k)(0) =
∫

R+

x(t)x̂(t) dt +
∫

R+

x(n)(t)x̂(n)(t) dt, (5.99)

где

x̂(t) =
(−1)n−k

|A|
n∑

j=1

An−k,je
λjt.

Кроме того,
x̂(k)(0) = Â2

n,k, (5.100)

где

Ân,k =
1

sin1/2((2k + 1)α)

k∏
j=1

ctg jα, α =
π

2n
.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Поскольку λ2n
j = (−1)n−1, j = 1, . . . , n, имеет место равен-

ство
x̂(t) + (−1)nx̂(2n)(t) = 0.

Так как Re λj < 0 для всех j = 1, . . . , n, то x̂(s)(·) ∈ L2(R+), s = 0, 1, . . . , 2n.
Тем самым для любой функции x(·) ∈ Wn

2,2(R+) имеем∫
R+

x(t)x̂(t) dt + (−1)n

∫
R+

x(t)x̂(2n)(t) dt = 0.

Так как x(·) ∈ Wn
2,2(R+), то из теоремы 5.16 вытекает, что x(l)(·) ∈ L2(R+) при

всех l = 1, . . . , n− 1. Из той же теоремы вытекает справедливость неравенства

‖x(l)(·)‖L∞([a,+∞)) � A‖x(·)‖
2n−2l−1

2n

L2([a,+∞))‖x(n)(·)‖
2l+1
2n

L2([a,+∞))

при всех a > 0. Поэтому x(l)(t) → 0 при t → +∞. Принимая это во внимание
и интегрируя по частям, получаем∫

R+

x(t)x̂(t) dt + (−1)n
n∑

l=1

(−1)lx(l−1)(0)x̂(2n−l)(0) +
∫

R+

x(n)(t)x̂(n)(t) dt = 0.

(5.101)

Для всех s, l = 1, . . . , n имеет место равенство

n∑
j=1

Asjλ
n+l−1
j = δls|A|,

где δls — символ Кронекера. Следовательно,

x̂(2n−l)(0) =
(−1)n−k

|A|
n∑

j=1

An−k,jλ
2n−l
j = (−1)n−kδn−l+1,n−k. (5.102)
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Подставив (5.102) в (5.101), получим равенство

x(k)(0) =
∫

R+

x(t)x̂(t) dt +
∫

R+

x(n)(t)x̂(n)(t) dt. (5.103)

Найдем x̂(k)(0). Имеем

x̂(k)(0) =
(−1)n−k

|A|
n∑

j=1

An−k,jλ
k
j = (−1)n−k |Ak|

|A| ,

где

Ak =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λn
1 . . . λn

n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
λ2n−k−2

1 . . . λ2n−k−2
n

λk
1 . . . λk

n

λ2n−k
1 . . . λ2n−k

n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
λ2n−1

1 . . . λ2n−1
n

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

В силу того, что

λm
j = σmμj−1

m ,

где

|σm| = 1, μm = ei πm
n ,

матрицы A и Ak могут быть записаны в виде

A =

⎛⎝ σn . . . σnμn−1
n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
σ2n−1 . . . σ2n−1μ

n−1
2n−1

⎞⎠,

Ak =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

σn . . . σnμn−1
n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
σ2n−k−2 . . . σ2n−k−2μ

n−1
2n−k−2

σk . . . σkμn−1
k

σ2n−k . . . σ2n−kμn−1
2n−k

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
σ2n−1 . . . σ2n−1μ

n−1
2n−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Так как очевидно, что Re x̂(·), Im x̂(·) ∈ Wn
2,2(R+), можно подставить x(·) = x̂(·)

в равенство (5.103). Тогда получим

x̂(k)(0) = ‖x̂(·)‖2L2(R+) + ‖x̂(n)(·)‖2L2(R+)). (5.104)

Следовательно, x̂(k)(0) > 0. Пользуясь этим и формулой для определителя Ван-
дермонда, находим, что

x̂(k)(0) =
n∏

j=1
j �=n−k

|μk − μn+j−1|
|μ2n−k−1 − μn+j−1|

.
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Из равенства

|μl − μs| = 2| sin(l − s)α|, α =
π

2n
,

получаем

x̂(k)(0) =
n∏

j=1
j �=n−k

| sin(n + j − k − 1)α|
| sin(n + j + k)α| =

=
1

sin((2k + 1)α)

∏k+n
j=k+1 sin jα∏k

j=1 sin jα
∏n−k−1

j=1 sin jα
=

=
1

sin((2k + 1)α)

∏n−1
j=k+1 sin jα

∏n+k
j=n+1 sin jα∏k

j=1 sin jα
∏n−k−1

j=1 sin jα
=

=
1

sin((2k + 1)α)

k∏
j=1

ctg jα

∏n−1
j=k+1 sin jα∏n−k−1
j=1 sin jα

=
1

sin((2k + 1)α)

k∏
j=1

ctg jα
n−k−1∏

j=1

ctg jα.

Из того, что ctg jα ctg(n− j)α = 1, вытекает равенство

n−k−1∏
j=1

ctg jα =
k∏

j=1

ctg jα.

Тем самым

x̂(k)(0) =
1

sin((2k + 1)α)

k∏
j=1

ctg2 jα.

Положим ŷ(t) = Re x̂(t). Так как функции x(·) ∈ Wn
2,2(R+) вещественные,

из (5.103) вытекает равенство

x(k)(0) =
∫

R+

x(t)ŷ(t) dt +
∫

R+

x(n)(t)ŷ(n)(t) dt.

Положив в этом равенстве x(·) = ŷ(·), получим

x̂(k)(0) = ŷ(k)(0) = ‖ŷ(·)‖2L2(R+) + ‖ŷ(n)(·)‖2L2(R+).

Следовательно,

‖ŷ(·)‖2L2(R+) + ‖ŷ(n)(·)‖2L2(R+) = ‖x̂(·)‖2L2(R+) + ‖x̂(n)(·)‖2L2(R+).

Тем самым x̂(·) — вещественная функция. Поэтому равенство (5.103) может быть
записано в виде (5.99). �

Теорема 5.18. Пусть 0 � k < n. Тогда имеет место равенство

E∞(x(k)(·), Wn
2,2(R+), δ) = Ân,k

(
2n

2n− 2k − 1

) 2n−2k−1
4n

(
2n

2k + 1

) 2k+1
4n

δ
2n−2k−1

2n .
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Метод
m̂(y)(τ ) = βk+1

∫
R+

y(t + τ )x̂(βt) dt, (5.105)

где

β =
(

2n− 2k − 1
2k + 1

) 1
2n

δ−
1
n ,

является оптимальным.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для x(·), y(·) ∈ Wn
2,2(R+) положим

〈x(·), y(·)〉 =
∫

R+

x(t)y(t) dt +
∫

R+

x(n)(t)y(n)(t) dt.

Из неравенства Коши—Буняковского вытекает, что

|x(k)(0)| = |〈x(·), x̂(·)〉| �
√
〈x(·), x(·)〉

√
〈x̂(·), x̂(·)〉 =

=
(
‖x̂(·)‖2L2(R+) + ‖x̂(n)(·)‖2L2(R+)

)1/2 (
‖x(·)‖2L2(R+) + ‖x(n)(·)‖2L2(R+)

)1/2

.

Учитывая (5.104) и (5.100), получаем

|x(k)(0)| � Ân,k

(
‖x(·)‖2L2(R+) + ‖x(n)(·)‖2L2(R+)

)1/2

. (5.106)

Положим y(t) = x̂(bt), b > 0. Тогда

‖y(·)‖2L2(R+) =
1
b
‖x̂(·)‖2L2(R+), ‖y(n)(·)‖2L2(R+) = b2n−1‖x̂(n)(·)‖2L2(R+).

Подставляя y(·) в (5.106), получаем, что для всех b > 0 выполняется неравенство

bkÂ2
n,k � Ân,k

(
1
b
‖x̂(·)‖2L2(R+) + b2n−1‖x̂(n)(·)‖2L2(R+)

)1/2

.

В силу (5.104) и (5.100) получаем, что для всех b > 0 имеет место неравенство
f(b) � 0, где

f(b) = b2n‖x̂(n)(·)‖2L2(R+) − Â2
n,kb2k+1 + Â2

n,k − ‖x̂(n)(·)‖2L2(R+).

Нетрудно убедиться, что у функции f(·) имеется единственный минимум на R+

в точке

b0 =

(
(2k + 1)Â2

n,k

2n‖x̂(n)(·)‖2L2(R+)

) 1
2n−2k−1

.

С другой стороны, f(1) = 0. Следовательно, b0 = 1. Таким образом,

‖x̂(n)(·)‖L2(R+) = Ân,k

√
2k + 1

2n
.
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Из (5.104) и (5.100) вытекает, что

‖x̂(·)‖L2(R+) = Ân,k

√
2n− 2k − 1

2n
.

Положим

α = Â−1
n,k

√
2n

2n− 2k − 1

(
2n− 2k − 1

2k + 1

) 1
4n

δ1− 1
2n .

Рассмотрим функцию x̂1(t) = αx̂(βt). Имеем

‖x̂1(·)‖2L2(R+) = α2β−1‖x̂(·)‖2L2(R+) = δ2,

‖x̂(n)
1 (·)‖L2(R+) = α2β2n−1‖x̂(n)(·)‖2L2(R+) = 1.

Подставляя x̂(t) = α−1x̂1(t/β) в (5.99), получаем

x(k)(0) = α−1

∫
R+

x(t)x̂1(t/β) dt + α−1β−n

∫
R+

x(n)(t)x̂(n)
1 (t/β) dt.

Сделаем подстановку t = βs и положим z(s) = x(βs). Тогда для всех z(·) ∈
∈ Wn

2,2(R+) будем иметь равенство

z(k)(0) = λ1

∫
R+

z(s)x̂1(s) ds + λ2

∫
R+

z(n)(s)x̂(n)
1 (s) ds, (5.107)

в котором

λ1 =
βk+1

α
, λ2 =

1
αβ2n−k−1

.

Из (5.70) имеем

E∞(x(k)(·), Wn
2,2(R+), δ) � sup

x(·)∈W n
2,2(R+)

‖x(·)‖L2(R+)�δ

‖x(k)(·)‖L∞(R+) �

� ‖x̂(k)
1 (·)‖L∞(R+) � |x̂(k)

1 (0)| = λ1δ
2 + λ2. (5.108)

Пусть y(·) ∈ Wn
2,2(R+). Рассмотрим функцию z(t) = y(t + τ ), где τ � 0. Под-

ставив эту функцию в (5.107), получим, что для любой функции y(·) ∈ Wn
2,2(R+)

и любого τ � 0 справедливо равенство

y(k)(τ ) = λ1

∫
R+

y(s + τ )x̂1(s) ds + λ2

∫
R+

y(n)(s + τ )x̂(n)
1 (s) ds. (5.109)

Оценим погрешность метода (5.105), который можно записать в виде

m̂(y)(τ ) = λ1

∫
R+

y(t + τ )x̂1(t) dt.
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Предположим, что z(·) ∈ Wn
2,2(R+) и ‖z(·) − y(·)‖L2(R+) � δ. Учитывая равенство

(5.109), имеем

|z(k)(τ )− m̂(y)(τ )| =

=
∣∣∣∣z(k)(τ )− λ1

∫
R+

z(t + τ )x̂1(t) dt + λ1

∫
R+

(z(t + τ )− y(t + τ ))x̂1(t) dt

∣∣∣∣ =
=
∣∣∣∣λ1

∫
R+

(z(t + τ )− y(t + τ ))x̂1(t) dt + λ2

∫
R+

z(n)(t + τ )x̂(n)
1 (t) dt

∣∣∣∣ �
� λ1

(∫
R+

|z(t + τ )− y(t + τ )|2 dt

)1/2

‖x̂1(·)‖L2(R+)+

+ λ2

(∫
R+

|z(n)(t + τ )|2 dt

)1/2

‖x̂(n)
1 (·)‖L2(R+) � λ1δ

(∫ +∞

τ

|z(t)− y(t)|2 dt

)1/2

+

+ λ2

(∫ +∞

τ

|z(n)(t + τ )|2 dt

)1/2

� λ1δ
2 + λ2.

Следовательно,

‖z(k)(·)− m̂(y)(·)‖L∞(R+) � λ1δ
2 + λ2.

Таким образом, принимая во внимание (5.108), получаем

E∞(x(k)(·), Wn
2,2(R+), δ) � e∞(x(k)(·), Wn

2,2(R+), δ, m̂) �
� λ1δ

2 + λ2 � E∞(x(k)(·), Wn
2,2(R+), δ).

Отсюда вытекает, что метод (5.105) является оптимальным, а

E∞(x(k)(·), Wn
2,2(R+), δ) = λ1δ

2 + λ2 =

= Ân,k

(
2n

2n− 2k − 1

) 2n−2k−1
4n

(
2n

2k + 1

) 2k+1
4n

δ
2n−2k−1

2n .

�
Из (5.108) следует, что

sup
x(·)∈W n

2,2(R+)

‖x(·)‖L2(R+)�δ

‖x(k)(·)‖L∞(R+) = λ1δ
2 + λ2 =

= Ân,k

(
2n

2n− 2k − 1

) 2n−2k−1
4n

(
2n

2k + 1

) 2k+1
4n

δ
2n−2k−1

2n .

Применяя предложение 5.13, получаем точное неравенство

‖x(k)(·)‖L∞(R+) � Knk‖x(·)‖
2n−2k−1

2n

L2(R+) ‖x(n)(·)‖
2k+1
2n

L2(R+),
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где

Knk = Ân,k

(
2n

2n− 2k − 1

) 2n−2k−1
4n

(
2n

2k + 1

) 2k+1
4n

=

= Ân,k

√
2n

2n− 2k − 1

(
2n− 2k − 1

2k + 1

) 2k+1
4n

.

5.10. ВОССТАНОВЛЕНИЕ ПРОИЗВОДНЫХ В МНОГОМЕРНОМ СЛУЧАЕ

Пусть α = (α1, . . . , αd) ∈ R+
d. В п.п. 3.8 и 3.9 рассматривалась задача об опти-

мальном восстановлении оператора Dα (см. (3.71)) на классах, задаваемых степе-

нью оператора Лапласа, по неточно заданному преобразованию Фурье. Здесь будет
рассматриваться задача оптимального восстановления оператора Dα по неточно
заданным производным Dαj , j = 1, . . . , m, на классах, задаваемых ограничения-
ми на другие производные Dαj , j = m + 1, . . . , N . Перейдем к точной постановке

задачи.

Пусть N ∈ N, αj ∈ R+
d, j = 0, 1, . . . , N и A = {α1, . . . , αN}. Положим

WA
2 (Rd) = {x(·) ∈ L2(Rd) : Dαj

x(·) ∈ L2(Rd), j = 1, . . . , N }.

Пусть, далее, δ = (δm+1, . . . , δN ), где δj > 0, j = m + 1, . . . , N , m ∈ N, m � N .
Рассмотрим следующий класс функций:

WA
2 (Rd, δ) = {x(·) ∈ WA

2 (Rd) : ‖Dαj

x(·)‖L2(Rd) � δj , j = m + 1, . . . , N }

(при m = N полагаем WA
2 (Rd, δ) =WA

2 (Rd)).
Предположим, что функции x(·) ∈ WA

2 (Rd, δ) известны приближенно, или точ-

нее, нам известны функции yj(·) ∈ L2(Rd), j = 1, . . . , m такие, что

‖Dαj

x(·)− yj(·)‖L2(Rd) � δj , j = 1, . . . , m,

где δj > 0, j = 1, . . . , m. По этой информации мы хотим восстановить производную

Dα0
x(·) на классе WA

2 (Rd, δ) в метрике L2(Rd). Любой метод восстановления
ϕ — это отображение из (L2(Rd))m в L2(Rd). Погрешностью метода ϕ назовем
величину

e(Dα0
, WA

2 (Rd, δ), δ, ϕ) = sup
x(·)∈WA

2 (Rd,δ), y(·)∈(L2(Rd))m

‖Dαj
x(·)−yj(·)‖L2(Rd)�δj , j=1,...,m

‖Dα0
x(·)− ϕ(y)(·)‖L2(Rd),

где δ = (δ1, . . . , δm).
Нас будут интересовать те методы, на которых погрешность минимальна,

т. е. те методы ϕ̂, для которых

e(Dα0
, WA

2 (Rd, δ), δ, ϕ̂) = inf
ϕ

e(Dα0
, WA

2 (Rd, δ), δ, ϕ), (5.110)
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где нижняя грань берется по всем отображениям ϕ : (L2(Rd))m → L2(Rd). Та-
кие методы будем называть оптимальными методами восстановления. Величи-
ну справа в (5.110) будем называть погрешностью оптимального восстановления
и обозначать E(Dα0

, WA
2 (Rd, δ), δ).

Положим

Q = co{((α1, ln 1/δ1), . . . , (αN , ln 1/δN )) : α = (α1, . . . , αN ) ∈ A},

где co A обозначает выпуклую оболочку множества A, и определим функцию S(·)
на Rd по формуле

S(α) = max{ z ∈ R : (α, z) ∈ Q }, (5.111)

считая, что S(α) = −∞, если множество в фигурных скобках пусто.
Несложная проверка показывает, что S(·) — вогнутая функция на Rd и что S(α)

конечно тогда и только тогда, когда α ∈ coA.
Пусть α0 ∈ coA. Тогда точка (α0, S(α0)) принадлежит границе выпуклого мно-

гогранника Q. Проведем опорную гиперплоскость к выпуклому многограннику Q
в точке (α0, S(α0)). Ее можно записать в виде z = 〈α, η̂〉 + â при некоторых η̂ =
= (η̂1, . . . , η̂d) ∈ Rd и â ∈ R. По теореме Каратеодори (теорема 7.41) найдутся

точки (αjk , ln 1/δjk
), k = 1, . . . , s, s � d + 1, из этой гиперплоскости такие, что

α0 =
s∑

k=1

θjk
αjk , θjk

> 0, k = 1, . . . , s,
s∑

k=1

θjk
= 1. (5.112)

Положим
M = {j1, . . . , js} ∩ {1, . . . , m}.

Теорема 5.19. Пусть α0 ∈ coA. Тогда

E(Dα0
, WA

2 (Rd, δ), δ) = e−S(α0).

Если M �= ∅, то все методы вида

ϕ(y)(·) =
∑
j∈M

Λjyj(·), (5.113)

где Λj : L2(Rd) → L2(Rd), j ∈ M — линейные непрерывные операторы, действия
которых в образах Фурье имеют вид: FΛjyj(·) = aj(·)Fyj(·), а функции aj(·),
j ∈ M , выбраны из любой системы функций ajk

(·), k = 1, . . . , s, s � d + 1,
удовлетворяющей условиям

s∑
k=1

(iξ)αjk
ajk

(ξ) = (iξ)α0
, (5.114)

s∑
k=1

δ2
jk
|ajk

(ξ)|2
θjk

� e−2S(α0), (5.115)

для п. в. ξ ∈ Rd, являются оптимальными.
Если M = ∅, то метод ϕ(y)(·) = 0 является оптимальным.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Как и раньше, оценку снизу получаем из леммы 2.1:

E(Dα0
, WA

2 (Rd, δ), δ) � sup
x(·)∈WA

2 (Rd,δ)

‖Dαj
x(·)‖L2(Rd)�δj , j=1,...,m

‖Dα0
x(·)‖L2(Rd). (5.116)

Согласно теореме Планшереля, квадрат значения экстремальной задачи в правой
части этого неравенства равен значению такой задачи:

1
(2π)d

∫
Rd

|ξ|2α0 |Fx(ξ)|2 dξ → max,

1
(2π)d

∫
Rd

|ξ|2αj |Fx(ξ)|2 dξ � δ2
j , j = 1, . . . , N,

(5.117)

где |ξ|α = |ξ1|α1 . . . |ξd|αd , если ξ = (ξ1, . . . , ξd) ∈ Rd и α = (α1, . . . , αd) ∈ Rd
+.

Положим Â = e−2â, ξ̂j = e−η̂j , j = 1, . . . , d, ξ̂ = (ξ̂1, . . . , ξ̂d). Для достаточно
малых ε > 0 рассмотрим куб

Bε = { ξ = (ξ1, . . . , ξd) ∈ R
d : ξ̂j − ε � ξj � ξ̂j , j = 1, . . . , d }

и функцию xε(·) такую, что

Fxε(ξ) =

{
(2π)d/2

√
Â/|Bε|, ξ ∈ Bε

0, ξ /∈ Bε

(через |Bε| обозначен объем куба Bε). Тогда

1
(2π)d

∫
Rd

|ξ|2αj |Fxε(ξ)|2 dξ � Â|ξ̂|2αj

= e−2(〈αj ,η̂〉+â).

В силу того, что z = 〈α, η̂〉+ â — уравнение опорной гиперплоскости к Q, имеем

〈αj , η̂〉+ â � ln 1/δj .

Отсюда вытекает, что

1
(2π)d

∫
Rd

|ξ|2αj |Fxε(ξ)|2 dξ � δ2
j , j = 1, . . . , N.

Тем самым xε(·) — допустимая функция в задаче (5.117). Из (5.116) получаем

E2(Dα0
, WA

2 (Rd, δ), δ) � 1
(2π)d

∫
Rd

|ξ|2α0 |Fxε(ξ)|2 dξ � Â|ξ̂ε|2α0
,

где
ξ̂ε = (ξ̂1 − ε, . . . , ξ̂d − ε).

Устремив ε к нулю, будем иметь

E(Dα0
, WA

2 (Rd, δ), δ) � e−a|ξ̂|α0
= e−(〈α0,η̂〉+â) = e−S(α0).
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Теперь докажем оптимальность методов восстановления (5.113). Для этого оце-
ним квадрат их погрешности, т. е. оценим значение следующей экстремальной за-
дачи:∥∥∥∥Dα0

x(·)−
∑
j∈M

Λjyj(·)
∥∥∥∥2

L2(Rd)

→ max,

‖Dαj

x(·)− yj(·)‖2L2(Rd) � δ2
j , j = 1, . . . , m,

‖Dαj

x(·)‖2L2(Rd) � δ2
j , j = m + 1, . . . , N.

При M = ∅ соответствующие суммы считаем равными нулю. Переходя к образам

Фурье, получаем по теореме Планшереля такую задачу:

1
(2π)d

∫
Rd

∣∣∣∣(iξ)α0
Fx(ξ)−

∑
j∈M

aj(ξ)Fyj(ξ)
∣∣∣∣2 dξ → max,

1
(2π)d

∫
Rd

|(iξ)αj

Fx(ξ)− Fyj(ξ)|2 dξ � δ2
j , j = 1, . . . , m,

1
(2π)d

∫
Rd

|ξ|2αj |Fx(ξ)|2 dξ � δ2
j , j = m + 1, . . . , N. (5.118)

Положим zj(ξ) = (iξ)αj

Fx(ξ) − Fyj(ξ), j = 1, . . . , m, и ω(ξ) = (iξ)α0−
−∑j∈M (iξ)αj

aj(ξ). Тогда задача (5.118) перепишется в виде

1
(2π)d

∫
Rd

∣∣∣∣ω(ξ)Fx(ξ) +
∑
j∈M

aj(ξ)zj(ξ)
∣∣∣∣2 dξ → max,

1
(2π)d

∫
Rd

|zj(ξ)|2 dξ � δ2
j , j = 1, . . . , m,

1
(2π)d

∫
Rd

|ξ|2αj |Fx(ξ)|2 dξ � δ2
j , j = m + 1, . . . , N.

Пусть функции aj(·), j ∈ M , выбраны из системы функций ajk
(·), k = 1, . . . , s,

удовлетворяющей условию (5.114). Тогда надо оценить значение следующей задачи:

1
(2π)d

∫
Rd

∣∣∣∣ ∑
j∈{j1,...,js}\M

(iξ)αj

aj(ξ)Fx(ξ) +
∑
j∈M

aj(ξ)zj(ξ)
∣∣∣∣2 dξ → max,

1
(2π)d

∫
Rd

|zj(ξ)|2 dξ � δ2
j , j = 1, . . . , m,

1
(2π)d

∫
Rd

|ξ|2αj |Fx(ξ)|2 dξ � δ2
j , j = m + 1, . . . , N.

Положим

λ̂jk
=

θjk

δ2
jk

e−2S(α0), k = 1, . . . , s.
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По неравенству Коши—Буняковского имеем∣∣∣∣ ∑
j∈{j1,...,js}\M

(iξ)αj

aj(ξ)Fx(ξ) +
∑
j∈M

aj(ξ)zj(ξ)
∣∣∣∣2 �

� Ωa(·)(ξ)
( ∑

j∈{j1,...,js}\M
λ̂j |ξ|2αj |Fx(ξ)|2 +

∑
j∈M

λ̂j |zj(ξ)|2
)

,

где

Ωa(·)(ξ) =
s∑

k=1

|ajk
(ξ)|2

λ̂jk

, a(·) = (aj1(·), . . . , ajs(·)).

Интегрируя последнее неравенство, учитывая ограничения в задаче (5.118), полу-
чаем, что значение этой задачи оценивается величиной

‖Ωa(·)(·)‖L∞(Rd)

s∑
k=1

λ̂jk
δ2
jk

.

В силу равенства
s∑

k=1

λ̂jk
δ2
jk

= e−2S(α0)

погрешность методов (5.113) оценивается величиной

‖Ωa(·)(·)‖L∞(Rd)e
−2S(α0),

что при условии Ωa(·)(ξ) � 1 для п. в. ξ ∈ Rd, т. е.

s∑
k=1

|ajk
(ξ)|2

λ̂jk

� 1 (5.119)

для п. в. ξ ∈ Rd, означает совпадение оценок снизу и сверху для погрешности оп-
тимального восстановления и тем самым оптимальность рассматриваемых методов.

Из определения λ̂jk
следует, что условие (5.119) совпадает с условием (5.115).

Остается показать, что множество функций αj(·), удовлетворяющих услови-
ям (5.114) и (5.115) не пусто. Рассмотрим на Rd функцию

f(η) = −1 +
s∑

k=1

λ̂jk
e−2〈αjk−α0,η〉.

Это, очевидно, выпуклая функция, причем легко убедиться, что f(η̂) = 0 и произ-

водная этой функции в точке η̂ также равна нулю. Отсюда вытекает, что f(η) � 0
при всех η ∈ Rd. Следовательно,

−e−2〈α0,η〉 +
s∑

k=1

λ̂jk
e−2〈αjk ,η〉 � 0.
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Положив e−ηj = |ξj |, j = 1, . . . , d, получаем, что

−|ξ|2α0
+

s∑
k=1

λ̂jk
|ξ|2αjk � 0 (5.120)

при всех ξ ∈ Rd. Положим

ajk
(t) = (iξ)α0 λ̂jk

(−iξ)αjk∑s
k=1 λ̂jk

|ξ|2αjk

.

Легко убедиться, что условие (5.114) выполнено. Имеем

s∑
k=1

|ajk
(ξ)|2

λ̂jk

=
|ξ|2α0∑s

k=1 λ̂jk
|ξ|2αjk

.

Теперь выполнение условия (5.115) вытекает из неравенства (5.120). �

5.11. КОММЕНТАРИИ

5.1. Формулировка теоремы 5.1 и ее доказательство взяты из учебника

В. А. Ильина, Э. Г. Позняка [42]. Метод регуляризации Тихонова широко при-
меняется в различных прикладных задачах. Тем не менее, на наш взгляд, у этого
метода есть ряд недостатков. Авторы учебника [42] пишут: «... должны ли мы,
желая получить как можно более точное представление об интересующем нас
физическом процессе, неограниченно совершенствовать точность прибора или
путь к этому лежит через развитие таких математических методов обра-
ботки результатов измерений, которые позволяют при имеющейся точности
измерения частотных характеристик извлечь максимальную информацию об
изучаемом процессе.» (Выделено жирным шрифтом нами.) Но метод регуляри-
зации утверждает о сходимости предложенного алгоритма при δ → 0 и не дает
информации о погрешности алгоритма при данном фиксированном δ. Кроме того,
мы не можем утверждать, что мы «извлекли максимальную информацию об изуча-

емом процессе», так как нет гарантии, что не существует алгоритма, который дал
бы лучший результат (в данной постановке нет возможности сравнивать разные
алгоритмы).

5.2. Подход к задачам восстановления функции по ее неточно заданным ко-
эффициентам Фурье, основанный на общей теории оптимального восстановления

свободен от тех недостатков, которые указывались в предыдущем пункте. А имен-
но, здесь удается получить оценку погрешности восстановления при любой фикси-
рованной погрешности задания коэффициентов Фурье, а также найти наилучший
метод восстановления. Мы называем этот метод регуляризацией по Колмогорову

в силу того, что сама идея построения теории оптимального восстановления берет
свое начало от идей А. Н. Колмогорова, связанных с построением оптимальных
квадратурных формул и введением понятия n-поперечника. Ради объективности

стоит сказать, что и этот подход может быть подвергнут некоторой критики, свя-
занной с тем, что исследователь не знает, какому классу функций принадлежат
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функции, значения которых он хочет восстанавливать. Тем не менее, строя опти-
мальные методы для различных классов, мы получаем семейство методов, каждый
из которых обладает хорошими свойствами (оптимальность на соответствующем

классе). Среди этих методов исследователь может выбирать те, применение кото-
рых наиболее адекватно отображают изучаемые процессы.

Материал этого раздела взят из работы Г. Г. Магарил-Ильяева, К. Ю. Осипен-

ко [64].

5.3. Задача оптимального восстановления линейного функционала в гильбер-
товом пространстве по неточно заданным значениям на ортонормированной систе-

ме функционалов рассматривалась в работе К. Ю. Осипенко [77]. Та же задача
при задании погрешности в равномерной метрике с приложением к восстановле-
нию по неточно заданным коэффициентам Фурье на различных классах функций
изучалась в работе К. Ю. Осипенко [18]. Текст данного раздела взят из обзорной

статьи К. Ю. Осипенко [20]. Случай r = 1 (класс W 1
2 (T)) рассматривался в работе

Г. Г. Магарил-Ильяева, К. Ю. Осипенко [67].

5.4. Восстановление функций и их производных по неточно заданным коэффи-
циентам Фурье (в комплексной форме) рассматривалось в работе Г. Г. Магарил-

Ильяева, К. Ю. Осипенко [54]. Более общие результаты в этом направлении мож-
но найти в работах Н. Д. Выск, К. Ю. Осипенко [38] и К. Ю. Осипенко [87,
теорема 10].

5.5. Для восстановления функций и их производных по неточно заданным ко-
эффициентам Фурье в комплексной форме аналогичный результат был получен
в работе Г. Г. Магарил-Ильяева, К. Ю. Осипенко [54]. Теорема 5.6 доказана
в работе Г. Г. Магарил-Ильяева, К. Ю. Осипенко [64]. Несколько более общая

задача о восстановлении линейного оператора по коэффициентам Фурье, задан-
ным с ошибкой в равномерной метрике, и применение ее к задаче восстановления
решения волнового уравнения по неточным начальным условиям рассматривалась
в работе Н. Д. Выск [37].

5.6. Теорема 5.7 является частным случаем несколько более общего результата
(когда погрешность δ зависит от точки, в которой она измеряется), полученного
в работе Г. Г. Магарил-Ильяева, К. Ю. Осипенко [57]. В задаче (5.36) при p =
= 2 и σ = ∞ информация равносильна (в силу теоремы Планшереля) тому, что
известна сама функция с точностью до δ в метрике L2(R). В такой постановке
задача решена в работе A. A. Melkman, C. A. Micchelli [13]. Теоремы 5.8 и 5.9 (без
нахождения семейства оптимальных методов) доказаны в работе Г. Г. Магарил-

Ильяева, К. Ю. Осипенко [57]. Существование семейств оптимальных методов
восстановления было обнаружено в работе Г. Г. Магарил-Ильяева, К. Ю. Осипенко
[61]. В более общей ситуации семейства оптимальных методов восстановления
описаны в работе К. Ю. Осипенко [87].

5.7. Идея совмещения двух подходов (одного, основанного на построении мето-
дов, точных на подпространствах, и другого, основанного на построении методов,
оптимальных на данном классе) была высказана в работе Г. Г. Магарил-Ильяева,

К. Ю. Осипенко [68]. Теорема 5.11 является упрощенным вариантом доказанного
в этой работе результата.
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5.8. Первые точные неравенства типа (5.68) были получены в работах E. Lan-
dau [11] (T = R+, n = 2, k = 1, p = q = r = ∞) и J. Hadamard [7] (T = R, n = 2,
k = 1, p = q = r = ∞). В конце тридцатых годов в работе А. Н. Колмогорова [44]

были найдены точные константы в (5.68) при T = R, p = q = r = ∞ в общем
случае, т. е. при любых n � 2 и 0 < k < n. Этот результат является наиболее
ярким в данной проблематике, поэтому точные неравенства вида (5.68) часто на-
зывают неравенствами типа Колмогорова или (отдавая дань первому результату

в этой области) неравенствами типа Ландау—Колмогорова.
Этой тематике посвящено довольно много работ. Но результаты, аналогичные

по своей завершенности колмогоровскому, получены лишь еще в четырех случаях:
в трех случаях на R (p = q = r = 2 — Г. Г. Харди, Дж. Е. Литтлвуд, Г. Полиа

[104], p = q = r = 1 — E. M. Stein [29], p = r = 2, q = ∞ — Л. В. Тайков [97])
и в одном случае на R+ (p = r = 2, q = ∞ — В. Н. Габушин [40], Г. А. Каля-
бин [43]). Более подробную информацию о точных неравенствах для производных
можно найти в обзорных статьях В. В. Арестова [32] и Г. Г. Магарил-Ильяева,

В. М. Тихомирова [70].
Теоремы 5.15 и 5.16 доказаны В. Н. Габушиным [39].
5.9. В работе Г. А. Калябина [43] был найден явный вид точной константы

в неравенстве

x(k)(0) � Ân,k

(
‖x(·)‖2L2(R+) + ‖x(n)(·)‖2L2(R+)

)1/2

,

которое тесно связано с соответствующим мультипликативным неравенством типа
Колмогорова. Несколько более общая задача была рассмотрена в работе А. А. Лу-
нева, Л. Л. Оридороги [52]. Доказательство леммы 5.17 основано на результатах
этой работы. Решение задачи оптимального восстановления (теорема 5.18) в су-

щественном опирается на результаты работы К. Ю. Осипенко [22].
5.10. Решение экстремальной задачи в правой части неравенства (5.116) при-

ведено в работе Г. Г. Магарил-Ильяева, В. М. Тихомирова [70] в связи с обобще-
нием неравенства Харди—Литтлвуда—Полиа. Оценка сверху погрешности опти-

мального метода использует прием (применение неравенства Коши—Буняковского
со специально подобранными весами), который уже неоднократно использовался
(см., например, доказательство теоремы 5.9).



Глава 6

ОПТИМАЛЬНОЕ ВОССТАНОВЛЕНИЕ РЕШЕНИЙ
УРАВНЕНИЙ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ

6.1. ВОССТАНОВЛЕНИЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

Распространение тепла в Rd описывается уравнением

∂u

∂t
= Δu (6.1)

(где Δ — оператор Лапласа в Rd и u(·, ·) — функция на Rd × [0,∞)) с заданным

начальным распределением температуры:

u(·, 0) = u0(·). (6.2)

Мы предполагаем, что u0(·) ∈ L2(Rd). Единственным решением задачи (6.1)–

(6.2) при t > 0 является интеграл Пуассона:

u(x, t) = u(x, t; u0(·)) =
1

2
√

πt

∫
Rd

e−
|x−ξ|2

4t u0(ξ) dξ, (6.3)

где x = (x1, . . . , xd), ξ = (ξ1, . . . , ξd),

|x− ξ|2 =
d∑

j=1

(xj − ξj)2.

Пусть в моменты времени 0 � t1 < . . . < tn приближенно известны распре-
деления температур u(·, t1), . . . , u(·, tn). Точнее говоря, известны функции yj(·) ∈
∈ L2(Rd) такие, что

‖u(·, tj)− yj(·)‖L2(Rd) � δj , j = 1, . . . , n,

где δj > 0, j = 1, . . . , n. По этой информации требуется восстановить распределе-
ние температуры в Rd в фиксированный момент времени τ , t1 � τ � tn.

Тем самым рассматривается задача (2.36), в которой X = Y0 = Y1 = . . . = Yn =
= L2(Rd), k = 0, а операторы Ij : L2(Rd) → L2(Rd), j = 0, 1, . . . , n, определены
равенствами

I0u0(·) = u(·, τ), Iju0(·) = u(·, tj), j = 1, . . . , n.

На двумерной плоскости (t, v) построим множество

M = co{ (tj , ln(1/δj)), 1 � j � n }+ { (t, 0) : t � 0 }.
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Определим функцию θ(·) на [t1, +∞) равенством

θ(t) = max{ v : (t, v) ∈ M }.
Ясно, что на [t1, +∞) функция θ(·) — вогнутая ломаная. Обозначим через ts1 <
< . . . < tsk

ее точки излома (считая t1 также точкой излома, т. е. ts1 = t1), которые,
очевидно, являются подмножеством точек {t1, . . . , tn} (см. рис. 6.1.1, на котором
изображенные точки имеют координаты (tj , ln(1/δj), жирная кривая — график
функции θ(·)).
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Рис. 6.1.1

Теорема 6.1. Для любого τ � t1 имеет место равенство

E(I, δ) = e−θ(τ).

Если τ ∈ (tsm , tsm+1) при некотором m, 1 � m � k − 1, то для всех α(·),
удовлетворяющих условию

e−2|ξ|2τ

(
e2|ξ|2tsm

|α(ξ)|2

λ
(m)
1

+ e2|ξ|2tsm+1
|1− α(ξ)|2

λ
(m)
2

)
� 1, (6.4)

где

λ
(m)
1 =

tsm+1 − τ

tsm+1 − tsm

(
δsm+1

δsm

) 2(τ−tsm )
tsm+1−tsm

,

λ
(m)
2 =

τ − tsm

tsm+1 − tsm

(
δsm

δsm+1

) 2(tsm+1−τ)

tsm+1−tsm

,
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методы

ϕ̂(y)(·) = F−1
(
e−|ξ|

2(τ−tsm )α(ξ)Fysm(ξ) + e−|ξ|
2(τ−tsm+1 )(1− α(ξ))Fysm+1(ξ)

)
(·)

(6.5)
являются оптимальными. Если τ = tsm при некотором m, 1 � m � k, то метод

ϕ̂(y)(·) = ysm(·)

является оптимальным. При τ > tsk
метод

ϕ̂(y)(·) = F−1
(
e−|ξ|

2(τ−tsk
)Fysk

(ξ)
)

(·)

является оптимальным.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Воспользуемся теоремой 2.19. Рассмотрим экстремальную

задачу:

‖I0u0(·)‖2Y0
→ max, ‖Iju0(·)‖2Yj

� δ2
j , j = 1, . . . , n, u0(·) ∈ L2(Rd). (6.6)

Хорошо известно (при d = 1 см., например, [45, с. 408]), что

F (I0u0(·))(ξ)=e−|ξ|
2τFu0(ξ), F (Iju0(·))(ξ)=e−|ξ|

2tj Fu0(ξ), j = 1, . . . , n, ξ ∈ R
d.

По теореме Планшереля экстремальная задача (6.6) может быть записана в виде

1
(2π)d

∫
Rd

e−2|ξ|2τ |Fu0(ξ)|2 dξ → max,

1
(2π)d

∫
Rd

e−2|ξ|2tj |Fu0(ξ)|2 dξ � δ2
j , j = 1, . . . , n, u0(·) ∈ L2(Rd).

(6.7)

Пусть τ ∈ [tsm , tsm+1) при некотором m, 1 � m � k − 1. Прямая x = at + b, где

a =
ln 1/δsm+1 − ln 1/δsm

tsm+1 − tsm

, b =
tsm+1 ln 1/δsm − tsm ln 1/δsm+1

tsm+1 − tsm

,

проходит через точки (tsm , ln 1/δsm) и (tsm+1 , ln 1/δsm+1). Для ε > 0 рассмотрим
шар

Bε = { ξ ∈ R
d : |ξ − ξε| < ε }, ξε = (

√
a + ε, 0, . . . , 0).

Пусть функция û0(·) такова, что

F û0(ξ) =

{
A, ξ ∈ Bε ∪ (−Bε),
0, ξ /∈ Bε ∪ (−Bε),

где

A =
(2π)d/2√

2|Bε|
δ

tsm+1
tsm+1−tsm
sm δ

− tsm
tsm+1−tsm

sm+1 ,

а |Bε| — объем шара Bε. Тогда

1
(2π)d

∫
Rd

e−2|ξ|2t|F û0(ξ)|2 dξ =
2A2

(2π)d

∫
Bε

e−2|ξ|2t dξ � 2A2|Bε|
(2π)d

e−2at = e−2(at+b).
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В силу того, что θ(·) — вогнутая ломаная, atj + b � ln 1/δj для всех j = 1, . . . , n.
Отсюда следует, что

1
(2π)d

∫
Rd

e−2|ξ|2tj |F û0(ξ)|2 dξ � e−2(atj+b) � δ2
j .

Тем самым функция û0(·) является допустимой в задаче (6.7) и

1
(2π)d

∫
Rd

e−2|ξ|2τ |F û0(ξ)|2 dξ =
2A2

(2π)d

∫
Bε

e−2|ξ|2τ dξ �

� 2A2|Bε|
(2π)d

e−2(
√

a+2ε)2τ = e−2(aτ+b)e−2ε(4
√

a+ε)τ .

Устремляя ε к нулю, получаем

sup
u0(·)∈L2(R

d)

‖Iju0(·)‖2Yj
�δ2

j , j=1,...,n

‖I0u0(·)‖2Y0
� e−2(aτ+b) = e−2θ(τ) =

= δ

2(tsm+1−τ)

tsm+1−tsm
sm δ

2(τ−tsm )
tsm+1−tsm
sm+1 =

{
λ

(m)
1 δ2

sm
+ λ

(m)
2 δ2

sm+1
, τ ∈ (tsm , tsm+1),

δ2
sm

, τ = tsm

.

Пусть теперь τ � tsk
. Положим

B̂ε = { ξ ∈ R
d : |ξ| < ε }.

Определим функцию û0(·) так, чтобы

F û0(ξ) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(2π)d/2√
|B̂ε|

δsk
, ξ ∈ B̂ε,

0, ξ /∈ B̂ε,

где |B̂ε| — объем шара B̂ε. Тогда для всех t � 0

1
(2π)d

∫
Rd

e−2|ξ|2t|F û0(ξ)|2 dξ =
A2

(2π)d

∫
B̂ε

e−2|ξ|2t dξ � A2|B̂ε|
(2π)d

= δ2
sk

.

В силу определения множества M для всех j = 1, . . . , n

1
(2π)d

∫
Rd

e−2|ξ|2tj |F û0(ξ)|2 dξ � δ2
sk

� δ2
j .

Следовательно, функция û0(·) является допустимой в задаче (6.7), а

1
(2π)d

∫
Rd

e−2|ξ|2τ |F û0(ξ)|2 dξ =
δ2
sk

|B̂ε|

∫
Bε

e−2|ξ|2τ dξ � δ2
sk

e−2ε2τ .

Устремляя ε к нулю, получаем

sup
u0(·)∈L2(R

d)

‖Iju0(·)‖2Yj
�δ2

j , j=1,...,n

‖I0u0(·)‖2Y0
� δ2

sk
= e−2θ(τ).
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Займемся теперь оценкой (2.63). Пусть τ ∈ (tsm , tsm+1) при некотором m, 1 �
� m � k−1. Определим операторы Sj : L2(Rd) → L2(Rd), j = m, m + 1 так, чтобы

F (Smx(·))(ξ) = e−|ξ|
2(τ−tsm )α(ξ)Fx(ξ),

F (Sm+1x(·))(ξ) = e−|ξ|
2(τ−tsm+1 )(1− α(ξ))Fx(ξ).

Нетрудно убедиться, что для всех u0(·) ∈ L2(Rd)

F ((I0 − SmIsm − Sm+1Ism+1)u0(·))(ξ) ≡ 0.

Поэтому I0 = SmIsm + Sm+1Ism+1 . По теореме Планшереля получаем

‖Smzm(·) + Sm+1zm+1(·)‖2L2(Rd) =

=
1

(2π)d

∫
Rd

e−2|ξ|2τ
∣∣∣e|ξ|2tsm α(ξ)Fzm(ξ) + e|ξ|

2tsm+1 (1− α(ξ))Fzm+1(ξ)
∣∣∣2 dξ.

Из неравенства Коши—Буняковского вытекает, что

e−2|ξ|2τ
∣∣∣e|ξ|2tsm α(ξ)Fzm(ξ) + e|ξ|

2tsm+1 (1− α(ξ))Fzm+1(ξ)
∣∣∣2 �

� Ω(ξ)(λ(m)
1 |Fzm(ξ)|2 + λ

(m)
2 |Fzm+1(ξ)|2),

где

Ω(ξ) = e−2|ξ|2τ

(
e2|ξ|2tsm

|α(ξ)|2

λ
(m)
1

+ e2|ξ|2tsm+1
|1− α(ξ)|2

λ
(m)
2

)
.

В силу условия (6.4) получаем

‖Smzm(·) + Sm+1zm+1(·)‖2L2(Rd) �

� 1
(2π)d

∫
Rd

(λ(m)
1 |Fzm(ξ)|2 + λ

(m)
1 |Fzm+1(ξ)|2) dξ =

= λ
(m)
1 ‖zm(·)‖2L2(Rd) + λ

(m)
2 ‖zm+1(·)‖2L2(Rd).

Из теоремы 2.19 вытекает, что в рассматриваемом случае методы

ϕ̂(y) = Smysm + Sm+1ysm+1

являются оптимальными, а

E(I, δ) = (λ(m)
1 δ2

sm
+ λ

(m)
2 δ2

sm+1
)1/2 = e−θ(τ).

Из того, что

Fϕ̂(y)(ξ) = e−|ξ|
2(τ−tsm )α(ξ)Fysm(ξ) + e−|ξ|

2(τ−tsm+1 )(1− α(ξ))Fysm+1(ξ),

следует равенство (6.5).
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Рассмотрим теперь случай, когда τ � tsk
. Определим оператор S0

k : L2(Rd) →
→ L2(Rd) так, чтобы

F (S0
kx(·))(ξ) = e−|ξ|

2(τ−tsk
)Fx(ξ).

Так как
F ((I0 − S0

kIsk
)u0(·))(ξ) ≡ 0,

то I0 = S0
kIsk

. По теореме Планшереля получаем

‖S0
kzk(·)‖2L2(Rd) =

1
(2π)d

∫
Rd

e−2|ξ|2(τ−tsk
)|Fzk(ξ)|2 dξ �

� 1
(2π)d

∫
Rd

|Fzk(ξ)|2 dξ = ‖zk(·)‖2L2(Rd).

Из теоремы 2.19 вытекает, что в рассматриваемом случае метод

ϕ̂(y)(·) = S0
kysk

(·)

является оптимальным, а
E(I, δ) = δsk

= e−θ(τ).

При τ = tsm , 1 � m � k − 1, аналогичные рассуждения проводятся для S0
mzm(·) =

= zm(·).
Докажем, что множество функций α(·), удовлетворяющих условию (6.4) не

пусто. Пусть τ ∈ (tsm , tsm+1). Рассмотрим вогнутую функцию

y = x
τ−tsm

tsm+1−tsm , x � 0. (6.8)

Проведем касательную к графику этой функции в точке x0 > 0. Нетрудно убе-
диться, что касательная будет иметь вид y = λ1 + λ2x, где

λ1 =
tsm+1 − τ

tsm+1 − tsm

x

τ−tsm
tsm+1−tsm

0 , λ2 =
τ − tsm

tsm+1 − tsm

x

τ−tsm+1
tsm+1−tsm

0 .

В силу вогнутости кривой (6.8) для всех x � 0 будет выполняться неравенство

x
τ−tsm

tsm+1−tsm � λ1 + λ2x.

Положим

x = e−|ξ|
2(tsm+1−tsm ), x0 =

(
δsm+1

δsm

)2

.

Тогда λj = λ
(m)
j , j = 1, 2, и для всех ξ ∈ Rd выполняется неравенство

e−|ξ|
2(τ−tsm ) � λ

(m)
1 + λ

(m)
2 e−|ξ|

2(tsm+1−tsm ).

Отсюда следует, что

e−|ξ|
2τ

λ
(m)
1 e−|ξ|2tsm + λ

(m)
2 e−|ξ|

2tsm+1
� 1.
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Положив

α(ξ) =
λ

(m)
1 e−|ξ|

2tsm

λ
(m)
1 e−|ξ|2tsm + λ

(m)
2 e−|ξ|

2tsm+1
,

получаем

e−2|ξ|2τ

(
e2|ξ|2tsm

|α(ξ)|2

λ
(m)
1

+e2|ξ|2tsm+1
|1− α(ξ)|2

λ
(m)
2

)
=

=
e−|ξ|

2τ

λ
(m)
1 e−|ξ|2tsm +λ

(m)
2 e−|ξ|

2tsm+1
� 1.

�

6.2. ОБОБЩЕННОЕ УРАВНЕНИЕ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ НА СФЕРЕ

Положим

S
d−1 = {x ∈ R

d : |x| = 1 }, d � 2,

где |x| =
√

x2
1 + . . . + x2

d. Оператор Лапласа—Бельтрами ΔS определяется для
функций, заданных на единичной сфере Sd−1, следующим образом:

ΔSY (x′) = ΔY

(
x

|x|

)∣∣x=x′
.

Обозначим через Hk множество сферических гармоник порядка k (см. п. 9.3).

Выберем в Hk ортонормированный базис Y
(k)
j (·), j = 1, . . . , ak,

ak = (d + 2k − 2)
(d + k − 3)!
(d− 2)!k!

, k � 2, a0 = 1, a1 = d.

Для α > 0 оператор (−ΔS)α/2 определяется равенством

(−ΔS)α/2Y (·) =
∞∑

k=1

Λα/2
k

ak∑
j=1

ckjY
(k)
j (·),

где

Y (·) =
∞∑

k=0

ak∑
j=1

ckjY
(k)
j (·),

а Λk = k(k + d− 2) — собственные значения оператора −ΔS .

Рассмотрим задачу нахождения решения уравнения

ut + (−ΔS)α/2u = 0,

с начальным условием

u(·, 0) = f(·),
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где f(·) ∈ L2(Sd−1). Если

f(·) =
∞∑

k=0

ak∑
j=1

ckjY
(k)
j (·), (6.9)

то решение этой задачи дается равенством (9.11)

u(x′, t) =
∞∑

k=0

e−Λ
α/2
k t

ak∑
j=1

ckjY
(k)
j (x′).

Предположим, что приближенно известны решения рассматриваемой задачи
при t = 0, T . Требуется восстановить решение в момент времени τ , 0 < τ < T .
Тем самым мы приходим к задаче о нахождении величины:

E(I, δ) = inf
ϕ : L2(Sd−1)×L2(Sd−1)→L2(Sd−1)

e(I, δ, ϕ),

где
e(I, δ, ϕ) = sup

f(·),y1(·),y2(·)∈L2(S
d−1)

‖u(·,0)−y1(·)‖L2(Sd−1)�δ1

‖u(·,T )−y2(·)‖L2(Sd−1)�δ2

‖u(·, τ)− ϕ(y1, y2)(·)‖L2(Sd−1),

и соответствующего оптимального метода.

Теорема 6.2. Если δ1/δ2 ∈
[
eΛα/2

m T , eΛ
α/2
m+1T

]
при некотором m ∈ Z+, то для

всех αkj , удовлетворяющих условию(
eΛ

α/2
k (T−τ) − αkj

)2

λ1e2Λ
α/2
k T

+
α2

kj

λ2
� 1,

где

λ1 =
e2Λ

α/2
m+1(T−τ) − e2Λα/2

m (T−τ)

e2Λ
α/2
m+1T − e2Λ

α/2
m T

,

λ2 =
e2Λα/2

m (T−τ)e2Λ
α/2
m+1T − e2Λ

α/2
m+1(T−τ)e2Λα/2

m T

e2Λ
α/2
m+1T − e2Λ

α/2
m T

,

методы

ϕ̂(y1, y2)(·) =
∞∑

k=0

ak∑
j=1

(
e−Λ

α/2
k T

(
eΛ

α/2
k (T−τ) − αkj

)
y
(1)
kj + αkjy

(2)
kj

)
Y

(k)
j (·),

где

ys(·) =
∞∑

k=0

ak∑
j=1

y
(s)
kj Y

(k)
j (·), s = 1, 2,

являются оптимальными, а

E(I, δ) =
√

λ1δ2
1 + λ2δ2

2 .
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Если δ1/δ2 ∈ (0, 1], то метод

ϕ̂(y1, y2)(·) =
∞∑

k=0

e−Λ
α/2
k τ

ak∑
j=1

y
(1)
kj Y

(k)
j (·)

является оптимальным, а E(I, δ) = δ1.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть дана функция f(·) ∈ L2(Sd−1), имеющая разложе-
ние (6.9). Обозначим через {xkj} коэффициенты Фурье функции u(·, T ). Тогда для
коэффициентов Фурье функции f(·) справедливо равенство

ckj = eΛ
α/2
k T xkj ,

а коэффициенты Фурье функции u(·, τ) имеют вид

eΛ
α/2
k (T−τ)xkj .

Рассматриваемая задача эквивалентна дискретной задаче, о которой шла речь
в теореме 2.20, при p = 2 и с операторами

I0x = {eΛ
α/2
k (T−τ)xkj}, I1x = {eΛ

α/2
k T xkj}, I2x = {xkj}.

При этом информационными операторами являются I1 и I2. Таким образом, утвер-
ждение доказываемой теоремы вытекает из теоремы 2.20. �

Если рассмотреть задачу об оптимальном восстановлении решения в момент
времени τ по неточно заданному решению в момент времени T > τ на классе

W = { f(·) ∈ L2(Sd−1) : ‖f(·)‖L2(Sd−1) � δ1 },

то из той же теоремы 2.20 будет следовать, что методы ϕ̂(0, y2)(·) будут оптималь-
ными.

6.3. ОБОБЩЕННОЕ УРАВНЕНИЕ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ В ШАРЕ

Положим

B
d = {x ∈ R

d : |x| < 1 }, d � 2.

Рассмотрим задачу нахождения решения обобщенного уравнения теплопровод-
ности в шаре Bd:

ut + (−Δ)α/2u = 0, α > 0,

u|t=0 = f(x),
u|x∈Sd−1 = 0,

(6.10)

где f(·) ∈ L2(Bd), а оператор (−Δ)α/2 определен равенством (9.24).

Если

f(·) =
∞∑

k=0

∞∑
s=1

ak∑
j=1

cksjYksj(·) (6.11)
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(функции Yksj(·) определены равенством (9.23)), то решение этой задачи дается
равенством

u(x, t) =
∞∑

k=0

∞∑
s=1

e−(μ(p)
s )αt

ak∑
j=1

cksjYksj(x),

где μ
(p)
s — положительные нули функции Бесселя Jp(·), p = k + d/2 − 1, зануме-

рованные в порядке возрастания.
Как и в предыдущем пункте, предположим, что приближенно известны ре-

шения рассматриваемой задачи при t = 0, T . Требуется восстановить решение

в момент времени τ , 0 < τ < T . Тем самым мы приходим к задаче о нахождении
величины

E(I, δ) = inf
ϕ : L2(Bd)×L2(Bd)→L2(Bd)

e(I, δ, ϕ),

где

e(I, δ, ϕ) = sup
f(·),y1(·),y2(·)∈L2(Bd)
‖u(·,0)−y1(·)‖L2(Bd)�δ1

‖u(·,T )−y2(·)‖L2(Bd)�δ2

‖u(·, τ)− ϕ(y1, y2)(·)‖L2(Bd),

и соответствующего оптимального метода.
Упорядочим множество положительных нулей функций Бесселя Jp(·) при p =

= k + d/2 − 1, k = 0, 1, . . ., по возрастанию μ
(p1)
s1 < μ

(p2)
s2 < . . . < μ

(pj)
sj < . . . так,

чтобы на интервалах (0, μ
(p1)
s1 ), (μ(pj)

sj , μ
(pj+1)
sj+1 ), j = 1, 2, . . ., не было нулей из этого

множества (о свойствах нулей функций Бесселя см. п. 3.10).
Положим

aks = e(μ(p)
s )α

= e(μ(k+d/2−1)
s )α

, βj = e

(
μ

(pj )
sj

)α

.

Теорема 6.3. Если δ1/δ2 ∈
[
βT

m, βT
m+1

]
при некотором m ∈ N, то для всех αksj,

удовлетворяющих условию(
aT−τ

ks − αksj

)2
λ1a2T

ks

+
α2

ksj

λ2
� 1,

где

λ1 =
β

2(T−τ)
m+1 − β

2(T−τ)
m

β2T
m+1 − β2T

m

,

λ2 =
β

2(T−τ)
m β2T

m+1 − β
2(T−τ)
m+1 β2T

m

β2T
m+1 − β2T

m

,

методы

ϕ̂(y1, y2)(·) =
∞∑

k=0

∞∑
s=1

ak∑
j=1

(
a−T

ks

(
aT−τ

ks − αksj

)
y
(1)
ksj + αksjy

(2)
ksj

)
Yksj(·),

где

yn(·) =
∞∑

k=0

∞∑
s=1

ak∑
j=1

y
(n)
ksjYksj(·), n = 1, 2,
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являются оптимальными, а

E(I, δ) =
√

λ1δ2
1 + λ2δ2

2 .

Если δ1/δ2 ∈ (0, βT
1 ], то метод

ϕ̂(y1, y2)(·) =
∞∑

k=0

∞∑
s=1

a−τ
ks

ak∑
j=1

y
(1)
ksjYksj(·)

является оптимальным, а E(I, δ) = δ1.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть дана функция f(·) ∈ L2(Bd), имеющая разложе-

ние (6.11). Обозначим через {xksj} коэффициенты Фурье функции u(·, T ). Тогда
для коэффициентов Фурье функции f(·) справедливо равенство

cksj = aT
ksxksj ,

а коэффициенты Фурье функции u(·, τ) имеют вид

aT−τ
ks xksj .

Рассматриваемая задача снова эквивалентна дискретной задаче, о которой шла
речь в теореме 2.20, при p = 2 и с операторами

I0x = {aT−τ
ks xksj}, I1x = {aT

ksxksj}, I2x = {xksj}.

При этом информационными операторами являются I1 и I2. Таким образом, утвер-

ждение доказываемой теоремы вытекает из теоремы 2.20. �
Если рассмотреть задачу об оптимальном восстановлении решения в момент

времени τ по неточно заданному решению в момент времени T > τ на классе

W = { f(·) ∈ L2(Bd) : ‖f(·)‖L2(Bd) � δ1 },

то из той же теоремы 2.20 будет следовать, что методы ϕ̂(0, y2)(·) будут оптималь-

ными.

6.4. ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА В ШАРЕ

Рассмотрим в шаре Bd, d � 2, задачу Дирихле для уравнения Лапласа:

Δu = 0,

u∣∣Sd−1 = f(·), (6.12)

где f(·) ∈ L2(Sd−1). Граничное условие здесь понимается в смысле равенства

lim
r→1−0

∫
Sd−1

|u(rx′)− f(x′)|2 dx′ = 0.
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Решением этой задачи (см. п. 9.5) является функция

u(x) =
∞∑

k=0

|x|k
ak∑

j=1

ckjY
(k)
j

(
x

|x|

)
,

доопределенная в нуле по непрерывности, где ckj — коэффициенты Фурье функ-

ции f(·), имеющей разложение (6.9).
Предположим, что приближенно известна граничная функция f(·) и прибли-

женно известно решение на сфере радиуса r < 1. Как наилучшим образом по

этой информации восстановить решение на сфере радиуса ρ, r < ρ < 1? Перейдем
к более точной постановке. Положим

ur(x′) = u(rx′), uρ(x′) = u(ρx′), x′ =
x

|x| .

Речь идет о нахождении величины

E(I, δ) = inf
ϕ : L2(Sd−1)×L2(Sd−1)→L2(Sd−1)

e(I, δ, ϕ),

где
e(I, δ, ϕ) = sup

f(·),y1(·),y2(·)∈L2(S
d−1)

‖f(·)−y1(·)‖L2(Sd−1)�δ1

‖ur(·)−y2(·)‖L2(Sd−1)�δ2

‖uρ(·)− ϕ(y1, y2)(·)‖L2(Sd−1),

и соответствующего оптимального метода.

Теорема 6.4. Если δ1/δ2 ∈
[
r−m, r−(m+1)

]
при некотором m ∈ Z+, то для

всех αkj , удовлетворяющих условию(
ρk − rkαkj

)2
λ1

+
α2

kj

λ2
� 1,

где
λ1 =

ρ2m(ρ2 − r2)
1− r2

, λ2 =
ρ2m(ρ2 − r2)
r2m(1− r2)

,

методы

ϕ̂(y1, y2)(·) =
∞∑

k=0

ak∑
j=1

(
(ρk − rkαkj)y

(1)
kj + αkjy

(2)
kj

)
Y

(k)
j (·),

где

ys(·) =
∞∑

k=0

ak∑
j=1

y
(s)
kj Y

(k)
j (·), s = 1, 2,

являются оптимальными, а

E(I, δ) =
√

λ1δ2
1 + λ2δ2

2 .

Если δ1/δ2 ∈ (0, 1], то метод

ϕ̂(y1, y2)(·) =
∞∑

k=0

ρk
ak∑

j=1

y
(1)
kj Y

(k)
j (·)

является оптимальным, а E(I, δ) = δ1.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть дана функция f(·) ∈ L2(Sd−1), имеющая разложе-
ние (6.9). Обозначим через {xkj} коэффициенты Фурье функции ur(·). Тогда для
коэффициентов Фурье функции f(·) справедливо равенство

ckj = r−kxkj ,

а коэффициенты Фурье функции uρ(·) имеют вид (ρ/r)kxkj . Рассматриваемая
задача эквивалентна дискретной задаче, о которой шла речь в теореме 2.20,
при p = 2 и с операторами

I0x = {(ρ/r)kxkj}, I1x = {r−kxkj}, I2x = {xkj}.

При этом информационными операторами являются I1 и I2. Таким образом, утвер-
ждение доказываемой теоремы вытекает из теоремы 2.20. �

Если рассмотреть задачу об оптимальном восстановлении решения на сфере
радиуса ρ по неточно заданному решению на сфере радиуса r на классе

W = { f(·) ∈ L2(Sd−1) : ‖f(·)‖L2(Sd−1) � δ1 },

то из той же теоремы 2.20 будет следовать, что методы ϕ̂(0, y2)(·) будут оптималь-
ными.

6.5. ОПТИМАЛЬНОЕ ВОССТАНОВЛЕНИЕ РЕШЕНИЙ
РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ

Рассмотрим процесс распространения тепла в бесконечном стержне, описывае-
мый дискретной моделью, а именно, неявной разностной схемой:

us+1,j − usj

τ
=

us+1,j+1 − 2us+1,j + us+1,j−1

h2
. (6.13)

Здесь τ и h — положительные числа, (s, j) ∈ Z+ ×Z, us,j — температура стержня

в момент времени sτ в точке jh.
Обозначим через l2,h множество векторов x = {xj}j∈Z, для которых

‖x‖l2,h
=
(

h
∑
j∈Z

|xj |2
)1/2

< ∞, h > 0.

Предположим, что приближенно измерена температура стержня в нулевой момент
времени и в момент времени nτ , т. е. приближенно известны векторы u0 = {u0,j}
и un = {un,j}, или, точнее говоря, нам известны векторы y1, y2 ∈ l2,h такие, что

‖u0 − y1‖l2,h
� δ1, ‖un − y2‖l2,h

� δ2,

где δj > 0, j = 1, 2. По этой информации требуется восстановить вектор um =
= {um,j}, где 0 < m < n, т. е. восстановить значение температуры стержня в мо-
мент времени mτ .
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Тем самым мы снова приходим к задаче (2.36), в которой X = Y0 = Y1 = Y2 =
= l2, k = 0, а операторы Ij : l2,h → l2,h, j = 0, 1, 2, определены равенствами

I0u0 = um, I1u0 = u0, I2u0 = un.

Таким образом, для данного метода восстановления ϕ : l2,h × l2,h → l2,h его
погрешностью называется величина

e(I, δ, ϕ) = sup
u0,y1,y2∈l2,h

‖u0−y1‖l2,h
�δ1

‖un−y2‖l2,h
�δ2

‖um − ϕ(y1, y2)‖l2,h
.

Величина

E(I, δ) = inf
ϕ : l2,h×l2,h→l2,h

e(I, δ, ϕ)

называется погрешностью оптимального восстановления, а метод, на котором до-
стигается нижняя грань, называется оптимальным.

Преобразованием Фурье последовательности x = {xj}j∈Z ∈ l2,h назовем функ-

цию

Fx(ξ) = h
∑
j∈Z

xje
−ijhξ.

Несложно убедиться, что Fx(·) ∈ L2([−π/h, π/h]) и

‖Fx(·)‖2L2([−π/h,π/h]) = 2π‖x‖2l2,h
. (6.14)

Применим преобразование Фурье к обеим частям равенства (6.13):

h
∑
j∈Z

us+1,j − usj

τ
e−ijhξ = h

∑
j∈Z

us+1,j+1 − 2us+1,j + us+1,j−1

h2
e−ijhξ.

Отсюда

Us+1(ξ)− Us(ξ)
τ

=
eihξ − 2 + e−ihξ

h2
Us+1(ξ),

где

Us(ξ) = h
∑
j∈Z

us,je
−ijhξ.

Тем самым

Us+1(ξ) =
(

1 +
4τ

h2
sin2 hξ

2

)−1

Us(ξ).

Следовательно,

Us(ξ) = Λs(ξ)U0(ξ), Λ(ξ) =
(

1 +
4τ

h2
sin2 hξ

2

)−1

.



6.5. Оптимальное восстановление решений разностных уравнений 271

Положим a = (1 + 4τ/h2)−1,

λ1 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, δ2/δ1 ∈ (0, an],(
1− m

n

)(δ2

δ1

)2m/n

, δ2/δ1 ∈ (an, 1),

1, δ2/δ1 ∈ [1, +∞),

λ2 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
a2(m−n), δ2/δ1 ∈ (0, an],
m

n

(
δ2

δ1

)2(m/n−1)

, δ2/δ1 ∈ (an, 1),

0, δ2/δ1 ∈ [1, +∞).

Теорема 6.5. Имеет место равенство

E(I, δ) =
√

λ1δ2
1 + λ2δ2

2 .

Для всех α(·), удовлетворяющих при δ2/δ1 ∈ (an, 1) условию

Λ2m(ξ)
( |1− α(ξ)|2

λ1
+ Λ−2n(ξ)

|α(ξ)|2
λ2

)
� 1, (6.15)

а в остальных случаях равенству

α(ξ) =

{
1, δ2/δ1 ∈ (0, an],
0, δ2/δ1 ∈ [1, +∞),

методы

ϕ̂(y1, y2) = F−1(Λm(·)(1− α(·))Fy1(·) + Λm−n(·)α(·)Fy2(·))

являются оптимальными.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим экстремальную задачу:

‖um‖2l2,h
→ max, ‖u0‖2l2,h

� δ2
1 , ‖un‖2l2,h

� δ2
2 .

Переходя к образам Фурье, получим следующую задачу:

1
2π
‖Λm(·)U0(·)‖2L2([−π/h,π/h]) → max,

1
2π
‖U0(·)‖2L2([−π/h,π/h]) � δ2

1 ,

1
2π
‖Λn(·)U0(·)‖2L2([−π/h,π/h]) � δ2

2 .
(6.16)

Предположим, что

δ2/δ1 ∈ (an, 1).

Функция Λ(ξ) при ξ ∈ [0, π/h] монотонно убывает от 1 до a. Поэтому найдется

ξ̂ ∈ (0, π/h) такое, что Λn(ξ̂) = δ2/δ1. Положим для достаточно малых ε > 0

Û0(ξ) =

⎧⎨⎩
√

2π

ε
δ1, ξ ∈ (ξ̂, ξ̂ + ε),

0, ξ /∈ (ξ̂, ξ̂ + ε).
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Имеем
1
2π
‖Û0(·)‖2L2([−π/h,π/h]) = δ2

1 ,

а
1
2π
‖Λn(·)Û0(·)‖2L2([−π/h,π/h]) =

δ2
1

ε

∫ ξ̂+ε

ξ̂

Λ2n(ξ) dξ � δ2
1Λ

2n(ξ̂) = δ2
2 .

Тем самым функция Û0(·) является допустимой в задаче (6.16). Следовательно,

sup
u0∈l2,h

‖u0‖2l2,h
�δ2

1

‖un‖2l2,h
�δ2

2

‖um‖2l2,h
� 1

2π
‖Λm(·)Û0(·)‖2L2([−π/h,π/h]) =

=
δ2
1

ε

∫ ξ̂+ε

ξ̂

Λ2m(ξ) dξ = δ2
1Λ

2m(c),

где c ∈ [ξ̂, ξ̂ + ε]. Переходя к пределу при ε→ 0, получаем

sup
u0∈l2,h

‖u0‖2l2,h
�δ2

1

‖un‖2l2,h
�δ2

2

‖um‖2l2,h
� δ2

1Λ
2m(ξ̂) = δ

2(1−m/n)
1 δ

2m/n
2 = λ1δ

2
1 + λ2δ

2
2 .

Предположим, что δ2/δ1 ∈ (0, an]. Положим для достаточно малых ε > 0

Û0(ξ) =

⎧⎨⎩
√

2π

ε

δ2

Λn(ξ)
, ξ ∈ (π/h− ε, π/h],

0, ξ /∈ (π/h− ε, π/h].

Тогда 1
2π
‖Λn(·)Û0(·)‖2L2([−π/h,π/h]) = δ2

2 ,

а
1
2π
‖Û0(·)‖2L2([−π/h,π/h]) =

δ2
2

ε

∫ π/h

π/h−ε

Λ−2n(ξ) dξ � δ2
2a−2n � δ2

1 .

Тем самым функция Û0(·) является допустимой в задаче (6.16). Следовательно,

sup
u0∈l2,h

‖u0‖2l2,h
�δ2

1

‖un‖2l2,h
�δ2

2

‖um‖2l2,h
� 1

2π
‖Λm(·)Û0(·)‖2L2([−π/h,π/h]) =

δ2
2

ε

∫ π/h

π/h−ε

Λ2(m−n)(ξ) dξ =

= δ2
2Λ2(m−n)(c),

где c ∈ [π/h− ε, π/h]. Переходя к пределу при ε→ 0, получаем

sup
u0∈l2,h

‖u0‖2l2,h
�δ2

1

‖un‖2l2,h
�δ2

2

‖um‖2l2,h
� δ2

2a
2(m−n) = λ2δ

2
2 ,

где λ2 = a2(m−n).
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Если, наконец, δ2/δ1 ∈ [1, +∞), положим для достаточно малых ε > 0

Û0(ξ) =

⎧⎨⎩
√

2π

ε
δ1, ξ ∈ (0, ε),

0, ξ /∈ (0, ε).

Тогда
1
2π
‖Û0(·)‖2L2([−π/h,π/h]) = δ2

1 ,

а
1
2π
‖Λn(·)Û0(·)‖2L2([−π/h,π/h]) =

δ2
1

ε

∫ ε

0

Λ2n(ξ) dξ � δ2
1 � δ2

2 .

Таким образом, функция Û0(·) является допустимой в задаче (6.16). Следователь-
но,

sup
u0∈l2,h

‖u0‖2l2,h
�δ2

1

‖un‖2l2,h
�δ2

2

‖um‖2l2,h
� 1

2π
‖Λm(·)Û0(·)‖2L2([−π/h,π/h]) =

δ2
1

ε

∫ ε

0

Λ2m(ξ) dξ = δ2
1Λ2m(c),

где c ∈ [0, ε]. Переходя к пределу при ε → 0, получаем

sup
u0∈l2,h

‖u0‖2l2,h
�δ2

1

‖un‖2l2,h
�δ2

2

‖um‖2l2,h
� δ2

1 .

Займемся теперь оценкой (2.63). Пусть δ2/δ1 ∈ (an, 1). Определим операторы
Sj : l2,h → l2,h, j = 1, 2 так, чтобы

F (S1u)(·) = Λm(·)(1− α(·))Fu(·),
F (S2u)(·) = Λm−n(·)α(·)Fu(·).

Нетрудно убедиться, что для всех u0 ∈ l2,h

F ((I0 − S1I1 − S2I2)u)(·) ≡ 0.

Поэтому I0 = S1I1 + S2I2. В силу (6.14) получаем

‖S1z1 + S2z2‖2l2,h
=

1
2π

∫ π/h

−π/h

Λ2m(ξ)
∣∣(1− α(ξ)Fz1(ξ) + Λ−n(ξ)α(ξ)Fz2(ξ)

∣∣2 dξ.

Из неравенства Коши—Буняковского вытекает, что

Λ2m(ξ)
∣∣(1− α(ξ)Fz1(ξ) + Λ−nα(ξ)Fz2(ξ)

∣∣2 � Ω(ξ)(λ1|Fz1(ξ)|2 + λ2|Fz2(ξ)|2),

где

Ω(ξ) = Λ2m(ξ)
( |1− α(ξ)|2

λ1
+ Λ−2n(ξ)

|α(ξ)|2
λ2

)
.
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В силу условия (6.15) получаем

‖S1z1 +S2z2‖2l2,h
� 1

2π

∫ π/h

−π/h

(λ1|Fz1(ξ)|2 +λ2|Fz2(ξ)|2) dξ = λ1‖z1‖2l2,h
+λ2‖z2‖2l2,h

.

Из теоремы 2.19 вытекает, что в рассматриваемом случае методы

ϕ̂(y1, y2) = S1y1 + S2y2

являются оптимальными, а

E(I, δ) =
√

λ1δ2
1 + λ2δ2

2 .

Рассмотрим теперь случай, когда δ2/δ1 ∈ (0, an]. Определим оператор S2 : l2,h →
→ l2,h так, чтобы

F (S2u)(·) = Λm−n(·)Fu(·).
Так как

F ((I0 − S2I2)u0)(ξ) ≡ 0,

то I0 = S2I2. Кроме того,

‖S2z2‖2l2,h
=

1
2π

∫ π/h

−π/h

Λ2(m−n)(ξ)|Fz2(ξ)|2 dξ � a2(m−n)‖z2‖2l2,h
.

Из теоремы 2.19 вытекает, что в рассматриваемом случае метод

ϕ̂(y1, y2) = S2y2

является оптимальным, а
E(I, δ) = am−nδ2.

Наконец, если δ2 � δ1, определим оператор S1 : l2,h → l2,h так, чтобы

F (S1u)(·) = Λm(·)Fu(·).

Тогда I0 = S1I1 и

‖S1z1‖2l2,h
=

1
2π

∫ π/h

−π/h

Λ2m(ξ)|Fz1(ξ)|2 dξ � ‖z1‖2l2,h
.

Из теоремы 2.19 следует, что метод

ϕ̂(y1, y2) = S1y1

является оптимальным, а
E(I, δ) = δ1.

Докажем, что при δ2/δ1 ∈ (an, 1) множество функций α(·), удовлетворяющих
условию (6.15) не пусто. Рассмотрим вогнутую функцию

y = xm/n, x � 0. (6.17)
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Проведем касательную к графику этой функции в точке x0 > 0. Нетрудно убе-

диться, что касательная будет иметь вид y = λ̂1 + λ̂2x, где

λ̂1 =
(
1− m

n

)
x

m/n
0 , λ̂2 =

m

n
x

m/n−1
0 .

В силу вогнутости кривой (6.17) для всех x � 0 будет выполняться неравенство

xm/n � λ̂1 + λ̂2x.

Положим

x = Λ2n(ξ), x0 =
(

δ2

δ1

)2

.

Тогда λ̂j = λj , j = 1, 2, и для всех ξ ∈ [−π/h, π/h] выполняется неравенство

Λ2m(ξ) � λ1 + λ2Λ2n(ξ).

Отсюда следует, что
Λ2m(ξ)

λ1 + λ2Λ2n(ξ)
� 1.

Положив

α(ξ) =
λ2Λ2n(ξ)

λ1 + λ2Λ2n(ξ)
,

получаем

Λ2m(ξ)
( |1− α(ξ)|2

λ1
+ Λ−2n(ξ)

|α(ξ)|2
λ2

)
=

Λ2m(ξ)
λ1 + λ2Λ2n(ξ)

� 1.

�
Если рассмотреть задачу об оптимальном восстановлении решения в момент

времени mτ по неточно заданному решению в момент времени nτ на классе

W = {u0 ∈ l2,h : ‖u0‖l2,h
� δ1 },

то из той же теоремы 2.19 будет следовать, что методы ϕ̂(0, y2)(·) будут оптималь-
ными.

Заметим, что результат, полученный в теореме 6.1 для t1 = 0, t2 = T (n =
= 2) и промежуточной точки τ0, в которой требуется восстановить распределение
температуры, в одномерном случае совпадет с предельным значением погрешности

восстановления и метода из теоремы 6.5 при h → 0 и τ → 0 (в этом случае надо
положить a = 0).

Для процесса распространения тепла в бесконечном стержне, описываемого
дискретной моделью, можно было бы получить более общий результат, анало-
гичный тому, который был получен в п. 6.1, но мы ограничились более простой

задачей, из решения которой видно, что общий случай может быть рассмотрен
с помощью аналогичных рассуждений.
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6.6. КОММЕНТАРИИ

6.1. Применение теории оптимального восстановления линейных операторов

по неточно заданной информации к решению уравнений математической физики
началось с работ Г. Г. Магарил-Ильяева, К. Ю. Осипенко, В. М. Тихомирова [12]
и К. Ю. Осипенко [85]. Теорема 6.1 (без нахождения семейства оптимальных
методов) была доказана в работе Г. Г. Магарил-Ильяева, К. Ю. Осипенко [60].

6.2. Задачи об оптимальном восстановлении значений оператора (−ΔS)α/2

по неточно заданным коэффициентам Фурье на обобщенных соболевских клас-
сах рассматривались в работе Г. Г. Магарил-Ильяева, К. Ю. Осипенко [54].

6.3. Оптимальный метод восстановления решения обобщенного уравнения теп-

лопроводности в шаре (6.10) (без нахождения семейства оптимальных методов)
был получен в работе Е. В. Введенской, К. Ю. Осипенко [26].

6.4. Теорема 6.4 (без нахождения семейства оптимальных методов) была дока-
зана в работе Е. А. Баловой [34]. Ряд других постановок задач о восстановлении

решений задачи Дирихле по неточным исходным данным можно найти в работах
К. Ю. Осипенко [85] и Е. А. Баловой, К. Ю. Осипенко [35].

6.5. Задача об оптимальном восстановлении решений разностных уравнений
рассматривалась в работе Г. Г. Магарил-Ильяева, К. Ю. Осипенко [65], где рас-

сматривался процесс распространения тепла на окружности.



Глава 7

ДОПОЛНЕНИЕ I

7.1. РАВНОМЕРНОЕ НАИЛУЧШЕЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ

7.1.1. Наилучшее приближение в линейном нормированном пространстве

Пусть X — линейное нормированное пространство и Y — некоторое множество
из X. Для фиксированного элемента x ∈ X рассмотрим задачу о нахождении
величины

E(x, Y ) = inf
y∈Y

‖x− y‖X ,

называемой наилучшим приближением элемента x множеством Y . Если суще-
ствует ŷ∈Y , для которого

‖x− ŷ‖X = E(x, Y ),

то ŷ называется элементом наилучшего приближения.

Теорема 7.1. Пусть X — линейное нормированное пространство, а Y — конеч-
номерное линейное подпространство X. Тогда для любого x ∈ X существует
элемент наилучшего приближения.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть x — произвольный элемент из X. По определению

нижней грани найдется последовательность {yn}, для которой

‖x− yn‖X < E(x, Y ) +
1
n

.

Тогда при всех n ∈ N

‖yn‖X � ‖yn − x‖X + ‖x‖X � E(x, Y ) + 1 + ‖x‖X .

Тем самым последовательность {yn} ограничена, а значит, из нее можно выделить
сходящуюся подпоследовательность ynk

→ ŷ ∈ Y . Имеем

E(x, Y ) � ‖x− ŷ‖X � ‖x− ynk
‖X + ‖ynk

− ŷ‖X � E(x, Y ) +
1
nk

+ ‖ynk
− ŷ‖X .

Устремляя k к бесконечности, получаем

‖x− ŷ‖X = E(x, Y ).

�
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Множество Y из линейного нормированного пространства X, обладающее тем
свойством, что для любого x ∈ X существует единственный элемент наилуч-
шего приближения из Y , называется чебышевским множеством. Пусть Y — че-

бышевское множество в линейном нормированном пространстве X. Оператором
наилучшего приближения называется оператор P : X → Y , сопоставляющий каж-
дому x ∈ X элемент наилучшего приближения, т. е. определенный равенством

‖x− Px‖X = E(x, Y ).

Теорема 7.2. Если Y — конечномерное подпространство линейного нормиро-
ванного пространства X, являющееся чебышевским множеством, то оператор
наилучшего приближения непрерывен.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть a, b ∈ X. Тогда для любого y ∈ Y

E(a, Y ) � ‖a− y‖X � ‖a− b‖X + ‖b− y‖X .

Следовательно,

E(a, Y ) � ‖a− b‖X + E(b, Y ).

Отсюда вытекает, что для любых a, b ∈ X

|E(a, Y )− E(b, Y )| � ‖a− b‖X . (7.1)

Пусть xn → x̂. Положим yn = Pxn, ŷ = P x̂ и докажем, что yn → ŷ. Из (7.1)

следует, что
|E(xn, Y )− E(x̂, Y )| � ‖xn − x̂‖X .

Тем самым последовательность {E(xn, Y )} сходящаяся. Тогда из того, что

‖yn‖X � ‖yn − xn‖X + ‖xn‖X = E(xn, Y ) + ‖xn‖X ,

вытекает ограниченность последовательности {yn}. Если предположить, что yn �→ ŷ,
то найдется подпоследовательность ynk

→ y0 �= ŷ. Имеем

‖xnk
− ynk

‖X = E(xnk
, Y ) � ‖xnk

− ŷ‖X .

Переходя к пределу при k →∞, получим

‖x̂− y0‖X � ‖x̂− ŷ‖X ,

что противоречит тому, что Y — чебышевское множество. �

7.1.2. Наилучшее равномерное приближение многочленами.
Теорема Чебышева

Обозначим через C([a, b]) линейное пространство функций x(·), непрерывных
на отрезке [a, b], с нормой

‖x(·)‖C([a,b]) = max
t∈[a,b]

|x(t)|.
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Через Pn будем обозначать множество алгебраических многочленов степени не
выше n. Рассмотрим задачу наилучшего приближения функции x(·) ∈ C([a, b])
алгебраическими многочленами из Pn, т. е. задачу о нахождении величины:

E(x(·),Pn) = inf
pn(·)∈Pn

‖x(·)− pn(·)‖C([a,b]).

В силу теоремы 7.1 существует многочлен p̂(·) ∈ Pn такой, что

E(x(·),Pn) = ‖x(·)− p̂n(·)‖C([a,b]).

Многочлен p̂(·) называется многочленом наилучшего равномерного приближения
для x(·).

Теорема 7.3 (Валле-Пуссен). Предположим, что существуют n + 2 точки
a � t1 < . . . < tn+2 � b, в которых для некоторого pn(·) ∈ Pn выполняются
равенства

sign(x(tj)− pn(tj)) = σ(−1)j , j = 1, . . . , n + 2,

где σ = 1 или −1. Тогда

E(x(·),Pn) � min
1�j�n+2

|x(tj)− pn(tj)|.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что для многочлена наилучшего приближе-

ния p̂n(·)
‖x(·)− p̂n(·)‖C([a,b]) < min

1�j�n+2
|x(tj)− pn(tj)|.

Тогда

sign(p̂n(tj)− pn(tj)) = sign(p̂n(tj)− x(tj) + x(tj)− pn(tj)) =
= sign(x(tj)− pn(tj)) = σ(−1)j , j = 1, . . . , n + 2.

Тем самым многочлен p̂n(·) − pn(·) ∈ Pn меняет знак не менее (n + 1)-го раза,
что невозможно, так как многочлены из Pn, отличные от тождественного нуля, не

могут иметь более n нулей. �

Теорема 7.4 (Чебышев). Многочлен p̂n(·) ∈ Pn является многочленом наилуч-
шего равномерного приближения для функции x(·) ∈ C([a, b]) в том и только
в том случае, когда существуют n + 2 точки a � t1 < . . . < tn+2 � b такие,
что

x(tj)− p̂n(tj) = σ(−1)j‖x(·)− p̂n(·)‖C([a,b]), j = 1, . . . , n + 2,

где σ = 1 или −1.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Необходимость. Пусть p̂n(·) ∈ Pn — многочлен наилучше-

го равномерного приближения для функции x(·) ∈ C([a, b]). Обозначим через t1
минимальную из точек отрезка [a, b], в которых

|x(t)− p̂n(t)| = E(x(·),Pn).
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Пусть для определенности x(t1)− p̂n(t1) = E(x(·),Pn). Через t2 обозначим мини-
мальную из точек отрезка [t1, b], в которых

x(t)− p̂n(t) = −E(x(·),Pn).

Продолжая этот процесс, получим точки a � t1 < . . . < tm � b, в которых

x(tj)− p̂n(tj) = (−1)j+1E(x(·),Pn), j = 1, . . . , m.

Предположим, что m < n+2. В силу непрерывности функции x(·)−p̂n(·) на каждом
из интервалов (tj , tj+1), j = 1, . . . , m − 1, найдется точка sj , в которой x(sj) −
− p̂n(sj) = 0. Положим s0 = a и sm = b. Тогда из построения точек tj вытекает,

что на каждом из отрезков [sj , sj+1], j = 0, 1, . . . , m− 1, выполняются неравенства

−E(x(·),Pn) < (x(t)− p̂n(t))(−1)j � E(x(·),Pn).

Поэтому найдется такое ε > 0, что при t ∈ [sj , sj+1], j = 0, 1, . . . , m− 1

−E(x(·),Pn) + ε < (x(t)− p̂n(t))(−1)j � E(x(·),Pn).

Положим

q(t) = λ
m−1∏
j=1

(sj − t) ∈ Pn,

где λ > 0 выберем так, чтобы

‖q(·)‖C([a,b]) � ε

2
.

Тогда при t ∈ (sj , sj+1), j = 0, 1, . . . , m− 1, имеем

(x(t)− p̂n(t)− q(t))(−1)j � E(x(·),Pn)− q(t)(−1)j < E(x(·),Pn)

и, кроме того,

(x(t)− p̂n(t)− q(t))(−1)j � −E(x(·),Pn) + ε− q(t)(−1)j �
� −E(x(·),Pn) +

ε

2
> −E(x(·),Pn).

Тем самым для многочлена rn(·) = p̂n(·) + q(·) ∈ Pn

‖x(·)− rn(·)‖C([a,b]) < E(x(·),Pn).

Полученное противоречие доказывает, что m � n + 2.
Достаточность. Из теоремы 7.3 вытекает, что

E(x(·),Pn) � ‖x(·)− p̂n(·)‖C([a,b]).

Следовательно, p̂n(·) — многочлен наилучшего равномерного приближения. �
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7.1.3. Многочлены Чебышева

Многочлен Чебышева на отрезке [−1, 1] определяется равенством

Tn(t) = cos(n arccos t).

Из тождества

cos(n + 1)ϕ + cos(n− 1)ϕ = 2 cos ϕ cosnϕ,

полагая ϕ = arccos t, получаем

Tn+1(t) = 2tTn(t)− Tn−1(t), n = 1, 2, . . . . (7.2)

Так как T0(t) ≡ 1, а T1(t) = cos arccos t = t, то из равенства (7.2) вытекает,
что Tn(·) — действительно многочлен степени n, при этом нетрудно убедиться,
что у него коэффициент при старшей степени равен 2n−1.

Отметим ряд важных свойств многочленов Чебышева. У Tn(·) имеется n раз-
личных вещественных корней

tj = cos
2j − 1

2n
π, j = 1, . . . , n.

Из определения Tn(·) следует, что

|Tn(t)| � 1, t ∈ [−1, 1].

На отрезке [−1, 1] имеется n + 1 точка

sj = cos
jπ

n
, j = 0, 1, . . . , n,

в которых |Tn(·)| принимает максимальные значения

Tn(sj) = (−1)j , j = 0, 1, . . . , n. (7.3)

Рассмотрим следующую экстремальную задачу. Среди всех алгебраических

многочленов степени n со старшим коэффициентом, равным единице, найти тот,
для которого максимальное значение его модуля на отрезке [−1, 1] было бы наи-
меньшим. Эту задачу можно сформулировать как задачу наилучшего равномерного
приближения функции tn многочленами степени не выше n− 1, т. е. задачу о на-

хождении величины E(tn,Pn−1). Из теоремы 7.4 и равенств (7.3) получаем, что
решением поставленной задачи является многочлен

Tn(t) =
1

2n−1
Tn(t).

А именно, имеет место

Теорема 7.5. При всех n ∈ N

E(tn,Pn−1) = ‖Tn(·)‖C([−1,1]) =
1

2n−1
.



282 Глава 7. Дополнение I

7.2. ТЕОРЕМА ХАНА—БАНАХА ДЛЯ ОДНОРОДНО-ВЫПУКЛОГО
ФУНКЦИОНАЛА С БЕСКОНЕЧНЫМИ ЗНАЧЕНИЯМИ

Неотрицательный функционал p(·) на вещественном (комплексном) линейном
пространстве назовем однородно-выпуклым, если для всех x, y ∈ X и всех веще-
ственных (комплексных) чисел λ

p(x + y) � p(x) + p(y), (7.4)

p(λx) = |λ|p(x).

Однородно-выпуклый функционал, вообще говоря, может принимать и бесконеч-
ные значения.

Пусть W — выпуклое уравновешенное множество в линейном пространстве X.

Тогда функционал
pW (x) = inf{t > 0 : x ∈ tW}

называется функционалом Минковского множества W . Если не существует та-
ких t > 0, при которых x ∈ tW , то считается, что pW (x) = +∞.

Докажем, что функционал Минковского pW (·) является однородно-выпуклым.
Пусть y = λx, где λ �= 0 — вещественное или комплексное число (в зависимости

от того, над каким полем рассматривается линейное пространство X). Тогда

pW (y) = inf{t > 0 : λx ∈ tW} = inf{|λ|r > 0 : x ∈ rW} = |λ|pW (x).

Пусть теперь x, y ∈ X и ε > 0. Будем считать, что pW (x) < +∞ и pW (y) <
< +∞ (в противном случае неравенство (7.4) очевидным образом выполняется).

Выберем t и s так, чтобы выполнялись неравенства

pW (x) < t < pW (x) + ε,

pW (y) < s < pW (y) + ε.

Тогда x ∈ tW и y ∈ sW . Положим r = t + s. Имеем

x + y

r
=

t

r

x

t
+

s

r

y

s
.

Тем самым элемент (x + y)/r принадлежит отрезку с концами x/t и y/t, а следо-
вательно, и множеству W . Отсюда

pW (x + y) � r = t + s < pW (x) + pW (y) + 2ε.

В силу произвольности ε > 0

pW (x + y) � pW (x) + pW (y).

Пусть X — линейное пространство и X0 — некоторое его подпространство.
Предположим, что на X0 задан линейный функционал x′0. Линейный функцио-

нал x′, определенный на всем пространстве X, называется продолжением функ-
ционала x′0, если

〈x′, x〉 = 〈x′0, x〉
для всех x ∈ X0.
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Теорема 7.6 (Хана—Банах). Пусть p(·) — однородно-выпуклый функционал
(не обязательно конечный), определенный на линейном пространстве X,
и пусть X0 — линейное подпространство X. Если x′ — линейный функцио-
нал на X0, удовлетворяющий при всех x ∈ X0 условию

|〈x′0, x〉| � p(x), (7.5)

то x′0 может быть продолжен до линейного функционала x′ на X, для кото-
рого сохраняется условие подчинения (7.5) на всем X.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Докажем сначала теорему для вещественного случая. По-

кажем, что при X0 �= X функционал x′0 можно продолжить с X0 на некото-
рое большее подпространство X1 с сохранением условия (7.5). Действительно,
пусть z — произвольный элемент из X, не принадлежащий X0. Обозначим че-
рез X1 линейное подпространство элементов, имеющих вид x + tz, где x ∈ X0,

а t ∈ R. Положим
〈x′, x + tz〉 = 〈x′0, x〉+ tc,

а число c подберем так, чтобы сохранить условие (7.5), т. е. так, чтобы при всех
x ∈ X0 и t ∈ R выполнялось неравенство

|〈x′0, x〉+ tc| � p(x + tz).

При t �= 0 это неравенство можно записать в виде

−p
(x

t
+ z
)
−
〈
x′0,

x

t

〉
� c � p

(x

t
+ z
)
−
〈
x′0,

x

t

〉
.

Покажем, что всегда существует c, удовлетворяющее этим условиям. Пусть x1

и x2 — произвольные элементы из X0. Тогда из того, что

〈x′0, x2〉 − 〈x′0, x1〉 � p(x2 − x1) = p((x2 + z)− (x1 + z)) � p(x2 + z) + p(x1 + z),

имеем
−p(x1 + z)− 〈x′0, x1〉 � p(x2 + z)− 〈x′0, x2〉. (7.6)

Положим

c1 = sup
x1∈X0

(−p(x1 + z)− 〈x′0, x1〉), c2 = inf
x2∈X0

(p(x2 + z)− 〈x′0, x2〉).

Из (7.6) вытекает, что c1 � c2. Если существует x ∈ X0, для которого p(x + z) <
< +∞, то c1 > −∞ и c2 < +∞, а значит, найдется c ∈ R, для которого

c1 � c � c2. (7.7)

Если же p(x + z) = +∞ для всех x ∈ X0, то c1 = −∞, а c2 = +∞ и существова-
ние c, удовлетворяющего равенству (7.7), очевидно.

Тем самым доказано, что функционал x′0 можно продолжить с сохранением

условия (7.5) на некоторое большее подпространство X1. Совокупность всевоз-
можных продолжений функционала x′0, удовлетворяющих условию (7.5), частично
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упорядочена, и каждое ее линейно упорядоченное подмножество обладает верхней
гранью: этой верхней гранью является функционал, определенный на объедине-
нии областей определения функционалов из этого подмножества и совпадающий

с каждым таким функционалом на его области определения. В силу леммы Цорна
во всем множестве всевозможных продолжений существует максимальный эле-
мент. Этот максимальный элемент и представляет собой искомый функционал.

Докажем теперь утверждение теоремы для комплексного случая. Обозначим

через XR и X0R пространства X и X0, рассматриваемые как вещественные линей-
ные пространства. Определим вещественный линейный функционал x′0R

на X0R

равенством
〈x′0R, x〉 = Re〈x′0, x〉.

По доказанному существует продолжение этого функционала x′
R
на все XR, удо-

влетворяющее условию

|〈x′R, x〉| � p(x). (7.8)

Положим
〈x′, x〉 = 〈x′R, x〉 − i〈x′R, ix〉.

Нетрудно убедиться, что x′ — линейный функционал на X, причем при x ∈ X0

〈x′, x〉 = Re〈x′0, x〉 − i Re〈x′0, ix〉 = 〈x′0, x〉.

Предположим, что найдется x0 ∈ X, для которого |〈x′, x0〉| > p(x0). Пусть 〈x′, x0〉 =
= |〈x′, x0〉|eiϕ. Положим y0 = e−iϕx0. Тогда

〈x′R, y0〉 = Re〈x′, y0〉 = Re e−iϕ〈x′, x0〉 = |〈x′, x0〉| > p(x0),

что противоречит (7.8). �

7.3. НАИЛУЧШИЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ В ЛИНЕЙНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ
С ПОЛУСКАЛЯРНЫМ ПРОИЗВЕДЕНИЕМ

Говорят, что в линейном пространстве E задано полускалярное произведе-
ние (·, ·)E, если каждой паре элементов x, y ∈ E сопоставлено число (вещественное
или комплексное в зависимости от того, на каком поле рассматривается простран-
ство E) (x, y)E, обладающее следующими свойствами:

1) (x.x)E � 0,

2) (x, y)E = (y, x)E ,

3) (αx + βy, z)E = α(x, z)E + β(y, z)E , α, β ∈ C (или R).

Отличие полускалярного произведения от скалярного состоит в том, что для по-

лускалярного произведения из того, что (x, x)E = 0, вообще говоря, не следует,
что x = 0.

В линейном пространстве E с полускалярным произведением (x, y)E можно
ввести полунорму равенством

‖x‖E =
√

(x, y)E.
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Пусть E — линейное пространство с полускалярным произведением (x, y)E,
L — линейное подпространство E и y ∈ E. Рассмотрим задачу о нахождении
элемента наилучшего приближения к y из подпространства L:

‖x− y‖E → min, x ∈ L. (7.9)

Теорема 7.7. Если x̂ — решение задачи (7.9), то для всех x ∈ L

(x̂− y, x)E = 0.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что для некоторого x0 ∈ L

(x̂− y, x0)E = α �= 0.

Положим z = x̂− λx0, где λ = α/‖x0‖2. Тогда

‖z − y‖2E = ‖x̂− λx0 − y‖2E = ‖x̂− y‖2E − 2 Re(λα) + |λ|2‖x0‖2E =

= ‖x̂− y‖2E −
|α|2
‖x0‖2E

< ‖x̂− y‖2E ,

что противоречит тому, что x̂ — решение задачи (7.9). �

7.4. ТЕОРЕМА БОРСУКА

7.4.1. Симплексы в Rn и триангуляция Sn

Точки p0, p1, . . . , ps ∈ Rn называются аффинно-независимыми, если не суще-
ствует (s−1)-мерной гиперплоскости, содержащей эти точки. Пусть p0, p1, . . . , ps —

аффинно-независимые точки из Rn. Тогда выпуклая оболочка этих точек{
x ∈ R

n : x =
s∑

j=0

λjpj , 0 � λj � 1,
s∑

j=0

λj = 1
}

называется s-симплексом с вершинами p0, p1, . . . , ps и обозначается через [p0,
p1, . . . , ps]. Будем также обозначать симплексы через σ и σs, где верхний ин-
декс обозначает размерность симплекса. Симплекс с k +1 вершиной из множества
p0, p1, . . . , ps называется k-гранью σs. При k = 1 k-грань — это отрезок [pi, pj ],
называемый ребром σs. В силу выпуклости симплекса σs его диаметр δ(σs) равен
длине максимального ребра.

Стандартным s-симплексом в Rs+1 называется s-симплекс с вершинами e0 =
= (1, 0, . . . , 0), . . . , es = (0, 0, . . . , 1).

Введем в Rn норму

‖x‖ =
n∑

j=1

|xj |, x = (x1, . . . , xn).

Через Bn будем обозначать единичный шар в Rn

B
n = {x ∈ R

n : ‖x‖ � 1 },
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а через Sn−1 — единичную сферу

S
n−1 = {x ∈ R

n : ‖x‖ = 1 }.

Верхней полусферой будем называть множество

S
n
+ = {x ∈ S

n : xn+1 � 0 },

а нижней полусферой — множество

S
n
− = {x ∈ S

n : xn+1 � 0 }.

Очевидно, что Sn = S+
n ∪ S−n, а Sn−1 = S+

n ∩ S−n.
Конечное семейство симплексов Sn = {σ} из Sn называется триангуляцией Sn,

если

1) пересечение любых двух симплексов из Sn либо пусто, либо является общей
гранью каждого;

2) σ ∈ Sn, то каждая грань σ принадлежит Sn;

3) Sn =
⋃

σ∈Sn

σ.

Из свойств 1)–3) вытекает, что каждый (n−1)-симплекс из Sn является общей
гранью в точности двух n-симплексов из Sn.

Множество всех n-симплексов [±e1, . . . ,±en+1] и всех их граней называется
базисной триангуляцией Sn и обозначается через Σn. Каждый симплекс из Σn

имеет единственное представление в виде [±ei0 , . . . ,±eis ], где i0 < . . . < is, назы-
ваемой стандартной формой.

Отображение α : Sn → Sn, определяемое равенством α(x) = −x, называется
симметричным. Триангуляцию Sn сферы Sn будем называть симметричной, если
для всех k � n и всех симплексов σk ∈ Sn множество α(σk) — также k-симплекс
из Sn.

Очевидно, что Σn является симметричной триангуляцией. Кроме того, суще-
ствует симметричная триангуляция Sn со сколь угодно малыми симплексами.

Формальное доказательство этого простого геометрического факта основывает-
ся на том, что симметричная триангуляция Sn = ∂S+

n+1 с малыми симплексами
может быть продолжена на разбиение с малыми симплексами S+

n+1. Тогда мно-
жество

{σn+1, α(σn+1) : σn+1 ∈ S+
n+1 }

будет являться симметричной триангуляцией Sn+1.

7.4.2. Комбинаторная лемма

Пусть Sk и Sn — триангуляции Sk и Sn, соответственно. Отображение вершин
из Sk в вершины Sn называется симплициальным, если для каждого симплекса
[p0, . . . , ps] из Sk точки f(p0), . . . , f(ps) являются вершинами некоторого симплекса

из Sn (быть может, меньшей размерности). Пусть Sk — произвольная триангуля-
ция Sk и f : Sk → Σn — симплициальное отображение. Симплекс [p0, . . . , pr] из
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Sk называется положительным, если вершины f(p0), . . . , f(pr) образуют r-симп-
лекс σr ∈ Σn, стандартная форма которого имеет вид

σr = [ei0 ,−ei1 , . . . , (−1)reir ].

Симплекс [p0, . . . , pr] из Sk называется отрицательным, если вершины f(p0), . . .,
f(pr) образуют r-симплекс σr ∈ Σn, стандартная форма которого имеет вид

σr = [−ei0 , ei1 , . . . , (−1)r+1eir ].

Симплекс [p0, . . . , pr] из Sk, не являющийся ни положительным, ни отрицатель-

ным, называется нейтральным.
Пусть L — некоторое множество из Sk. Число положительных r-симплексов из L

под действием симплициального отображения f будем обозначать через p(f, L, r).

Предложение 7.8. Пусть k � n, Sk — симметричная триангуляция и f : Sk →
→ Σn — нечетное симплициальное отображение. Тогда

p(f, Sk, k) ≡ p(f, Sk−1, k − 1) mod 2.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Разобьем множество k-симплексов из верхней полусфе-
ры S+

k на три непересекающихся множества: A+ — множество положительных
k-симплексов, A− — множество отрицательных k-симплексов и A0 — множество

нейтральных k-симплексов. Положим

T =
∑

sk∈A+

p(f, sk, k − 1) +
∑

sk∈A−
p(f, sk, k − 1) +

∑
sk∈A0

p(f, sk, k − 1).

Отметим, что p(f, sk, k − 1) — это число положительных (k − 1)-граней симплек-
са sk. Каждый положительный симплекс sk−1 из S+

k, не лежащий в Sk−1, яв-
ляется гранью в точности двух симплексов из S+

k, а каждый положительный

симплекс sk−1 из Sk−1 — гранью только одного симплекса sk из S+
k. Поэтому

T ≡ p(f, Sk−1, k − 1) mod 2.

Получим теперь другое представление для T . Рассмотрим произвольный ней-
тральный симплекс sk из S+

k. Если он содержит положительную k − 1-грань,
то его образ f(sk) может быть записан в виде

f(sk) = [±ei0 , . . . ,±eik
],

где i0 � . . . � ik, и либо имеется одна повторяющаяся вершина, либо все вер-
шины разные, но знаки не альтернируют. И в том, и в другом случае должна

существовать одна пара соседних вершин с одинаковым знаком. Положительные
(k − 1)-грани будут получаться при удалении одной из этих вершин. Тем самым
доказано, что p(f, sk, k − 1) — четное число для всех sk ∈ A0. Следовательно,

T ≡
( ∑

sk∈A+

p(f, sk, k − 1) +
∑

sk∈A−
p(f, sk, k − 1)

)
mod 2.
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Поскольку каждый положительный симплекс sk имеет ровно одну положитель-
ную (k − 1)-грань, а каждый отрицательный симплекс sk имеет также ровно одну
положительную (k − 1)-грань, то∑

sk∈A+

p(f, sk, k − 1) = cardA+,
∑

sk∈A−
p(f, sk, k − 1) = cardA−.

Тем самым
T ≡ (cardA+ + cardA−) mod 2.

В силу нечетности f симплекс sk из S+
k является отрицательным в том и только

в том случае, если α(sk) — положительный симплекс из S−k. Поэтому

cardA+ + cardA− = p(f, Sk, k).

�

Теорема 7.9 (комбинаторная лемма). Пусть Sn — симметричная триангуля-
ция и f : Sn → Σn — нечетное симплициальное отображение. Тогда f отобра-
жает нечетное число симплексов из Sn в симплекс

[e1,−e2, . . . , (−1)nen+1].

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из предложения 7.8

p(f, Sn, n) ≡ p(f, Sn−1, n− 1) ≡ . . . ≡ p(f, S0, 0) mod 2.

Поскольку S0 состоит из двух симметричных вершин и f отображает их в пару
симметричных вершин, то p(f, S0, 0) = 1. �

7.4.3. Теорема Люстерника—Шнирельмана—Борсука

Пусть A — подмножество метрического пространства (X, ρ). Через δ(A) обо-
значим диаметр множества A:

δ(A) = sup
x,y∈A

ρ(x, y).

Лемма 7.10 (Лебег). Пусть {M1, . . . , Mn} — семейство замкнутых непустых
множеств из компактного метрического пространства (X, ρ) и M1∩ . . .∩Mn =
= ∅. Тогда существует ε > 0 такое, что для любого подмножества A ⊂ X,
пересекающегося с каждым из множеств Mi, i = 1, . . . , n, δ(A) � ε.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим непрерывное отображение λ : M1× . . .×Mn →
→ R, определенное равенством

λ(x1, . . . , xn) = max
1�i<j�n

ρ(xi, xj).

Из того, что M1 ∩ . . . ∩Mn = ∅, следует, что λ не обращается в нуль. Тем самым

min
(x1,...,xn)∈M1×...×Mn

λ(x1, . . . , xn) = ε > 0.
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Предположим, что A ⊂ X пересекается с каждым из Mi, i = 1, . . . , n, и xi ∈
∈ A∩Mi, i = 1, . . . , n. Так как λ(x1, . . . , xn) � ε, то найдутся xi и xj , для которых
ρ(xi, xj) � ε. Отсюда δ(A) � ε. �

Из доказанной леммы непосредственно вытекает

Теорема 7.11 (Лебег). Пусть {M1, . . . , Mn} — замкнутое покрытие компакт-
ного метрического пространства (X, ρ). Тогда существует λ > 0 (число Ле-
бега для данного покрытия) такое, что если некоторое множество A с диа-
метром, меньшим λ, пересекается с каждым из множеств Mi1 , . . . , Mir , то
Mi1 ∩ . . . ∩Mir �= ∅.

Для доказательства теоремы Люстерника—Шнирельмана—Борсука нам по-
требуется еще один вспомогательный результат.

Лемма 7.12. Пусть M1, . . . , Mn+1 — замкнутые подмножества Sn, ни одно из
которых не содержит пары симметричных точек. Если семейство

{M1, . . . , Mn+1, α(M1), . . . , α(Mn+1) }

является покрытием Sn, то M1 ∩ . . . ∩Mn+1 �= ∅.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Положим M−i = α(Mi). Так как Mi не содержит ни одной
пары симметричных точек, то

max
x∈Mi, y∈M−i

‖x− y‖ = εi > 0, i = 1, . . . , n + 1.

Упорядочим покрытие следующим образом:

M1, M−1, M2, M−2, . . . , Mn+1, M−(n+1). (7.10)

Пусть λ — число Лебега для этого покрытия. Обозначим через Sn симметричную
триангуляцию Sn с диаметром каждого симплекса, меньшим ε=min{λ, ε1, . . . , εn+1}.
Рассмотрим отображение f : Sn → Σn, которое каждой вершине p из Sn ставит
в соответствие вершину

f(p) = sign j(−1)j+1e|j|,

где j таково, что Mj — первое множество из покрытия (7.10), содержащее p.
Любые две вершины pi и pj не могут отобразиться в симметричные вершины, так
как ‖pi−pj‖ < ε. Поэтому f — симплициальное отображение. Нетрудно убедиться,
что оно нечетное. Из теоремы 7.9 вытекает, что найдется симплекс [p1, . . . , pn+1],
отображаемый f в [e1,−e2, . . ., (−1)nen+1]. Можно для определенности считать,

что f(pi) = (−1)i+1ei. Это означает, что pi ∈ Mi, т. е. [p1, . . . , pn+1] ∩Mi �= ∅ при
всех i = 1, . . . , n + 1. Из теоремы 7.11 и того, что δ([p1, . . . , pn+1]) < λ вытекает,
что M1 ∩ . . . ∩Mn+1 �= ∅. �

Теорема 7.13 (Люстерник—Шнирельман—Борсук). В любом замкнутом по-
крытии {M1, . . . , Mn+1} множества Sn существует множество Mi, содержа-
щее симметричные точки.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим противное. Тогда, применяя лемму 7.12 к по-
крытию

{M1, . . . , Mn+1, α(M1), . . . , α(Mn+1) },
получим, что M1 ∩ . . . ∩Mn+1 �= ∅. Если x0 ∈M1 ∩ . . . ∩Mn+1, то x0 ∈ α(Mj) для
некоторого j, так как {α(M1), . . . , α(Mn+1)} — тоже покрытие Sn. Но тогда Mj

будет содержать пару симметричных точек, что противоречит предположению. �
7.4.4. Теорема Борсука

Теорема 7.14 (Борсук). Для любого непрерывного нечетного отображения
f : Sn → Rn найдется точка x̂ ∈ Sn, для которой f(x̂) = 0.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что такой точки не существует. Тогда отоб-

ражение F : Sn → Sn−1, определенное равенством

F (x) =
f(x)
‖f(x)‖ ,

является непрерывным и нечетным. Проецируя границу какого-либо n-симплекса
с центром в нуле на Sn−1, можно разбить Sn−1 на замкнутые множества A1, . . .,
An+1 (Ai — образы n − 1-граней при таком проектировании). Очевидно, что Ai

не содержат симметричных точек. Положим Mi = F−1(Ai), i = 1, . . . , n + 1. То-
гда Mi — замкнутые множества, образующие покрытие Sn. Из теоремы 7.13 сле-
дует, что существует x ∈ Mi ∩ α(Mi) при некотором 1 � i � n + 1. Из нечетности F
вытекает, что F (x) и −F (x) принадлежат Ai, что противоречит построению Ai. �

7.5. СОВЕРШЕННЫЕ СПЛАЙНЫ. ИНТЕРПОЛЯЦИЯ СПЛАЙНАМИ

7.5.1. Разделенные нули и существенные перемены знака функций

Пусть функция x(·) — непрерывна на отрезке [a, b], n � 2 и

x(t1) = . . . = x(tn) = 0, a � t1 < . . . < tn � b.

Точки t1, . . . , tn называются разделенными нулями функции x(·), если на каждом
интервале (tj , tj+1), j = 1, . . . , n − 1, функция x(·) не есть тождественный нуль.

Максимальное число разделенных нулей функции x(·) будем обозначать через
ν(x(·); [a, b]). Если у функции x(·) �≡ 0 не существует двух разделенных нулей, но
она обращается в нуль на отрезке [a, b], то положим ν(x; [a, b]) = 1. Если |x(t)| > 0,
t ∈ [a, b], то положим ν(x; [a, b]) = 0.

Будем говорить, что функция x(·), определенная в каждой точке отрезка [a, b],
имеет n перемен знака, если существуют точки a < t0 < . . . < tn < b и число
ε > 0 такие, что для почти всех t ∈ (−ε, ε)

α(−1)jx(tj + t) > 0, j = 0, 1, . . . , n,

где α = 1 или −1. Максимальное число перемен знака функции x(·) будем обо-
значать через μ(x(·); [a, b]).

Если функция x(·) — непрерывна на отрезке [a, b] вместе со своей производной,
то из теоремы Ролля вытекает, что

ν(x′(·); [a, b]) � ν(x(·); [a, b])− 1.
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Лемма 7.15. Если x(·) — абсолютно непрерывна на отрезке [a, b], то

μ(x′(·); [a, b]) � ν(x(·); [a, b])− 1.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для доказательства леммы достаточно доказать, что между
любыми двумя разделенными нулями функции x(·) ее производная имеет не менее

одной перемены знака. Пусть a � t1 < t2 � b, а t1, t2 — разделенные нули
функции x(·). Тогда если предположить, что x′(·) не имеет перемен знака на [a, b],
то x′(t) � 0 или x′(t) � 0 почти всюду на (t1, t2). Из того, что

x(t2) =
∫ t2

t1

x′(t) dt = 0,

вытекает, что x(t) ≡ 0 на интервале (t1, t2), что противоречит определению разде-
ленных нулей. �

7.5.2. Совершенные сплайны

Совершенным сплайном порядка r с N узлами s1 < . . . < sN называется
функция вида

s(t) = pr−1(t) +
α

r!

(
tr + 2

N∑
j=1

(−1)j(t− sj)+r

)
,

где pr−1(·) — полином степени не выше r − 1, α = 1 или −1, а

t+ =

{
t, t > 0,

0, t � 0.

Будем считать, что узлы лежат в интервале (−1, 1). Совершенный сплайн харак-
теризуется тем, что его (r − 1)-я производная абсолютно непрерывна и s(r)(t) =
= α(−1)j при t ∈ (sj , sj+1), j = 0, . . . , N (s0 = −1, sN+1 = 1).

Теорема 7.16. Пусть −1 � t1 < . . . < tn � 1, r ∈ N, νj ∈ N, 1 � νj � r,
j = 1, . . . , n и m = ν1 + . . . + νn � r. Тогда существует совершенный сплайн
порядка r с m− r узлами в интервале (−1, 1), удовлетворяющий условиям

s(ν)(tj) = 0, ν = 0, 1, . . . , νj − 1, j = 1, . . . , n. (7.11)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Положим N = m− r и

S
N =

{
ξ ∈ R

N+1 : ‖ξ‖ =
N+1∑
j=1

|ξj | = 2
}

.

Для ξ ∈ SN положим s0 = −1, sj = −1 + |ξ1| + . . . + |ξj |, j = 1, . . . , N + 1. Тем
самым sN+1 = 1. Нетрудно убедиться, что функция sξ(·) = pr−1(·) + gξ(·), где

gξ(t) =
1

(r − 1)!

∫ t

−1

(t− τ )r−1hξ(τ ) dτ,
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pr−1(·) — полином степени не выше r − 1, а

hξ(τ ) = sign ξj , t ∈ (sj−1, sj), j = 1, . . . , N + 1,

является совершенным сплайном с числом узлов, не превосходящим N . Выберем
1 � l � n и 1 � p � νl так, чтобы ν1+ . . .+νl−1+p = r. Полином pr−1(·) определим
из r условий

p
(ν)
r−1(tj) = −g

(ν)
ξ (tj), ν = 0, 1, . . . , νj − 1, j = 1, . . . , l − 1,

p
(ν)
r−1(tl) = −g

(ν)
ξ (tl), ν = 0, 1, . . . , p− 1.

(7.12)

Мера множества точек t, в которых hξ′(t) �= hξ(t) стремится к нулю при ξ′ → ξ.
Поэтому в силу неравенств

|g(j)
ξ′ (t)− g

(j)
ξ (t)| � 1

(r − j − 1)!

∫ t

−1

(t− τ )r−j−1|hξ′(τ )− hξ(τ )| dτ,

j = 0, 1, . . . , r − 1,

функции g
(j)
ξ (·), j = 0, 1, . . . , r − 1, непрерывно (относительно нормы в C([−1, 1]))

зависят от ξ на сфере SN . Следовательно (в силу непрерывной зависимости от ин-

терполяционных условий полинома pr−1), и функции s
(j)
ξ (·), j = 0, 1, . . . , r − 1,

непрерывно зависят от ξ.
Положим теперь для ξ ∈ SN

ηl,ν(ξ) = s
(ν)
ξ (tl), ν = p, . . . , νl − 1,

ηj,ν(ξ) = s
(ν)
ξ (tj), ν = 0, 1, . . . , νj − 1, j = l + 1, . . . , n.

(7.13)

Равенства (7.13) задают ровно N условий, которыми на SN задается непрерывное

и нечетное отображение η : SN → RN . В силу теоремы Борсука найдется ξ̂ ∈ SN ,

для которого η(ξ̂) = 0. С учетом равенств (7.12) это означает, что совершенный
сплайн sξ̂(·) удовлетворяет условиям (7.11).

Докажем, что у совершенного сплайна sξ̂(·) ровно m− r узлов. Действительно,

по теореме Ролля у функции s
(r−1)

ξ̂
(·) не менее, чем m− r + 1 разделенных нулей.

Тогда по лемме 7.15 у s
(r)

ξ̂
(·) не менее m−r перемен знака, что и означает наличие

у sξ̂(·) ровно m− r узлов. �

Предложение 7.17. Если s1 < . . . < sm−r — узлы совершенного сплайна s(·)
порядка r, удовлетворяющего интерполяционным условиям (7.11), то при всех
1 � j � m− r в промежутке [−1, sj) содержится не менее j интерполяционных
условий, а в промежутке (sj , 1] — не менее m−r−j+1. При этом если при неко-
тором k, 1 � k � n, точка tk совпала с каким-нибудь из узлов совершенного
сплайна, то νk � r − 1.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что в промежутке [−1, sj) содержится ме-
нее j интерполяционных условий. Тогда отрезок [sj , 1] будет содержать более m−j
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интерполяционных условий. Следовательно, функция s(r−1)(·) будет иметь более
m− j − r + 1 разделенных нулей. По лемме 7.15 у s(r)(·) должно тогда быть более
m − j − r перемен знака. Но, как легко убедиться, кусочно постоянная функция

s(r)(·), принимающая попеременно значения 1 и −1, имеет на [sj , 1] ровно m− j −
− r− 1 перемен знака. Аналогично доказывается утверждение относительно числа
интерполяционных условий на промежутке (sj , 1].

Предположим, что точка tk совпала с узлом sj . Тогда по доказанному число

интерполяционных условий левее точки tk не менее j, правее — не менее m− r−
− j + 1, а в самой точке — νk. В силу того, что общее число интерполяционных
условий равно m, имеем

m � j + νk + m− r − j + 1.

Отсюда νk � r − 1. �

7.5.3. Интерполяция сплайнами

Полиномиальным сплайном степени r − 1, r ∈ N, с N узлами s1 < . . . < sN

называется функция вида

S(t) =
r−1∑
j=0

ajt
j +

N∑
j=1

bj(t− sj)+r−1.

На каждом из промежутков (−∞, s1], [s1, s2], . . . , [sN , +∞) сплайн S(·) совпадает
с некоторым полиномом степени не выше r−1, а при r � 2 S(r−2)(·) — непрерывная

кусочно-линейная функция.

Теорема 7.18. Пусть −1 � t1 < . . . < tn � 1, r ∈ N, νj ∈ N, 1 � νj � r, j =
= 1, . . . , n и m = ν1 + . . . + νn � r. Пусть, кроме того, s1 < . . . < sm−r — узлы
совершенного сплайна порядка r, удовлетворяющего условиям (7.11). Тогда для
любых xjν существует единственный полиномиальный сплайн S(·) степени
r − 1 с узлами в точках s1, . . . , sm−r, удовлетворяющий интерполяционным
условиям

S(ν)(tj) = xjν , ν = 0, 1, . . . , νj − 1, j = 1, . . . , n. (7.14)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Условия (7.14) — это система линейных уравнений порядка

m относительно коэффициентов сплайна aj , bj . Для доказательства ее однознач-
ной разрешимости при любых xjν достаточно доказать, что однородная система
имеет только нулевое решение.

Допустим противное, т. е. существует сплайн S(·) �≡ 0, обращающийся в нуль

в точках tj с соответствующими кратностями. Тогда возможны следующие случаи
(здесь по-прежнему считается, что s0 = −1, а sN+1 = 1):

1. |S(t)| > 0 почти всюду на [−1, 1];

2. |S(t)| > 0 почти всюду на [−1, sj ], 1 � j � N , но S(t) ≡ 0 на [sj , sj+1];

3. |S(t)| > 0 почти всюду на [sj , 1], 1 � j � N , но S(t) ≡ 0 на [sj−1, sj ];
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4. |S(t)| > 0 почти всюду на [sj , sj+k], 1 � j < j + k � N , но S(t) ≡ 0 на
[sj−1, sj ] и [sj+k, sj+k+1].

Предположим, что имеет место случай 1. Тогда S(r−2)(·) имеет по теореме
Ролля не менее m − r + 2 разделенных нулей и, следовательно, число перемен
знака у S(r−1)(·) — не менее m − r + 1, но у кусочно-постоянной на m − r + 1
интервалах функции не может быть больше m− r перемен знака.

Пусть имеет место случай 2. Тогда в силу непрерывности S(r−2)(·)

S(ν)(sj) = 0, ν = 0, 1, . . . , r − 2.

Тем самым из предложения 7.17 вытекает, что у сплайна S(·) на отрезке [−1, sj ]
имеется не менее j+r−1 нулевых интерполяционных условий. Отсюда аналогично
предыдущему случаю заключаем, что S(r−1)(·) имеет не менее j перемен знака,
что невозможно для функции, кусочно-постоянной на j интервалах.

Случай 3 рассматривается аналогично. Перейдем к последнему случаю 4. Обо-
значим число нулевых интерполяционных условий на интервале (tj , tj +k) через p.
Тогда если α — число интерполяционных условий левее этого интервала, а β —
правее, то в силу предложения 7.17

α + p � j + k, p + β � m− r − j + 1.

Складывая эти неравенства, получаем, что p � k − r + 1. Учитывая непрерыв-
ность S(r−2)(·), получаем еще 2r−2 нулевых интерполяционных условий на концах
интервала (tj , tj + k). Следовательно, S(r−1)(·) имеет не менее k перемен знака,

что невозможно для функции, кусочно-постоянной на k интервалах. �

7.6. ГРАНИЧНЫЕ ЗНАЧЕНИЯ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

7.6.1. Граничные значения интеграла Пуассона—Стилтьеса

Интегралом Пуассона называется интеграл вида

u(z) = u(reiθ) =
1
2π

∫ 2π

0

P (r, t− θ)f(t) dt,

где

P (r, θ) =
1− r2

1− 2r cos θ + r2
= 1 + 2

∞∑
n=1

rn cos nθ

— ядро Пуассона. Если f(·) непрерывна на R и имеет период 2π, то интеграл Пуас-

сона дает решение классической задачи Дирихле для единичного круга D = {z ∈
∈ C : |z| < 1}, представляя собой гармоническую функцию в D, непрерывную в D
и принимающую значения f(θ) для z = eiθ.

Пусть μ(·) — функция ограниченной вариации на [0, 2π]. Интегралом Пуассо-
на—Стилтьеса называется интеграл вида

u(z) = u(reiθ) =
1
2π

∫ 2π

0

P (r, t− θ) dμ(t).
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При этом, как несложно показать, функция u(·) — снова гармоническая в D. Нас
будут интересовать существование радиальных граничных значений этой функ-
ции, т. е. величин

lim
r→1

u(reiθ0).

Теорема 7.19. Пусть u(·) — интеграл Пуассона—Стилтьеса для функции
ограниченной вариации μ(·) и при некотором 0 < θ0 < 2π существует μ′(θ0).
Тогда

lim
r→1

u(reiθ0) = μ′(θ0).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пользуясь тем, что при всех 0 < r < 1

1
2π

∫ 2π

0

P (r, t) dt = 1,

имеем

u(reiθ0)− μ′(θ0) =
1
2π

∫ 2π

0

P (r, t− θ0) d(μ(t)− μ′(θ0)t) =

=
1
2π

P (r, t− θ0)(μ(t)− μ′(θ0)t)
∣∣∣2π

0
− 1

2π

∫ 2π

0

(μ(t)− μ′(θ0)t)
∂P (r, t− θ0)

∂t
dt.

(7.15)

В силу того, что для любого t P (r, t) → 0 при r → 1, достаточно доказать, что
интеграл в правой части (7.15) стремится к нулю.

Для любого ε > 0 найдется 0 < δ < min{θ0, 2π − θ0} такое, что при всех
0 < t < δ ∣∣∣∣μ(θ0 + t)− μ(θ0 − t)

2t
− μ′(θ0)

∣∣∣∣ < ε. (7.16)

Поскольку при всех t ∈ [0, θ0 − δ] ∪ [θ0 + δ, 2π]∣∣∣∣∂P (r, t− θ0)
∂t

∣∣∣∣ � 2r(1− r2)
(1− 2r cos δ + r2)2

r→1→ 0,

то интеграл в правой части (7.15), взятый по отрезку [0, θ0 − δ] ∪ [θ0 + δ, 2π],
стремится к нулю при r → 1. Обозначим интеграл по оставшейся части через Iδ.
Имеем

Iδ =
1
2π

∫ δ

−δ

(μ(t + θ0)− μ′(θ0)(t + θ0))
∂P (r, t)

∂t
dt =

=
1
2π

∫ δ

0

(μ(t + θ0)− μ′(θ0)(t + θ0))
∂P (r, t)

∂t
dt−

− 1
2π

∫ δ

0

(μ(−t + θ0)− μ′(θ0)(−t + θ0))
∂P (r, t)

∂t
dt =

=
1
2π

∫ δ

0

(μ(t + θ0)− μ(−t + θ0)− μ′(θ0)2t)
∂P (r, t)

∂t
dt.



296 Глава 7. Дополнение I

Учитывая неравенство (7.16), получаем

|Iδ| �
ε

2π

∫ δ

0

2t

(
−∂P (r, t)

∂t

)
dt � ε

2π

∫ π

−π

t

(
−∂P (r, t)

∂t

)
dt =

=
ε

2π

(
−tP (r, t)

∣∣∣π
−π

+
∫ π

−π

P (r, t) dt

)
= ε

2r

1 + r
< ε.

�
Поскольку функция ограниченной вариации имеет почти всюду производную,

то из доказанной теоремы получаем

Следствие 7.20. Пусть u(·) — интеграл Пуассона—Стилтьеса для функции
ограниченной вариации μ(·). Тогда для почти всех θ ∈ [0, 2π]

lim
r→1

u(reiθ) = μ′(θ).

На самом деле имеет место более сильное утверждение, заключающееся в том,
что интеграл Пуассона—Стилтьеса для почти всех θ ∈ [0, 2π] имеет предельные
значения, когда точка z = reiϕ ∈ D стремится к точке eiθ по любому некасатель-

ному пути (см. [41], [49], [3]).

7.6.2. Граничные свойства гармонических функций из пространства h1

Обозначим через h1 множество гармонических в единичном круге D функ-

ций u(·), для которых ∫ 2π

0

|u(reiθ)| dθ < ∞.

Теорема 7.21. Каждая функция u(·) ∈ h1 представима интегралом Пуассона—
Стилтьеса с некоторой функцией ограниченной вариации.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть u(·) ∈ h1. Рассмотрим функцию:

μr(t) =
∫ t

0

u(reiθ) dθ.

В силу того, что

|μr(t)| �
∫ 2π

0

|u(reiθ)| dθ � C

и для всех 0 = t0 < t1 < . . . < tn = 2π

n∑
k=1

|μr(tk)− μr(tk−1)| �
n∑

k=1

∫ tk

tk−1

|u(reiθ)| dθ �
∫ 2π

0

|u(reiθ)| dθ � C,

функция μr(·) будет равномерно ограниченной и равномерно ограниченной ва-

риации относительно r, 0 < r < 1. Взяв последовательность функций μrn(·),
где rn → 1 при n → ∞, по теореме Хелли (см., например, [45, с. 344]) из нее
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можно выбрать подпоследовательность μrnk
(·), сходящуюся в каждой точке из от-

резка [0, 2π] к некоторой функции ограниченной вариации μ(·), причем для любой
функции f(t), непрерывной на отрезке [0, 2π],

lim
k→∞

∫ 2π

0

f(t) dμrnk
(t) =

∫ 2π

0

f(t) dμ(t). (7.17)

Возьмем произвольную точку z = reiθ ∈ D. Тогда из (7.17) и формулы Пуассона
для круга радиуса rnk

имеем

1
2π

∫ 2π

0

P (r, t− θ) dμ(t) = lim
k→∞

1
2π

∫ 2π

0

P (r, t− θ) dμrnk
(t) =

= lim
k→∞

1
2π

∫ 2π

0

P (r, t− θ)u(rnk
eit) dt = lim

k→∞
u(rnk

z) = u(z).

�
Из теоремы 7.21 и следствия 7.20 получаем

Следствие 7.22. Функции из h1 имеют почти всюду радиальные граничные
значения.

7.6.3. Пространства Харди Hp

Пространством Харди Hp, 0 < p < ∞ называется множество функций f(·),
аналитических в единичном круге D, для которых

sup
0<r<1

∫ 2π

0

|f(reiθ)|p dθ < ∞.

При p = ∞ пространством H∞ называется множество функций, аналитических
и ограниченных в D.

Из неравенства xp < xq+1, выполненного при всех 0 < p < q и x � 0, вытекает,
что Hq ⊂ Hp при 0 < p < q. В частности Hp ⊂ H1 при p > 1. Так как веществен-
ная и мнимая части функции из H1 являются гармоническими функциями из h1,
то из следствия 7.22 вытекает, что функции f(·) ∈ Hp, p � 1 имеют почти всюду

радиальные граничные значения, которые обозначаются через f(eiθ). Из теоремы
Фату ([45, с. 287]) следует, что f(eiθ) ∈ Lp([0, 2π]).

Если функция f(·) аналитична в D и имеет там конечное число нулей z1, . . . , zn

(каждый нуль повторяется столько раз, какова его кратность), то ее можно пред-

ставить в виде
f(·) = Bn(·)g(·),

где g(·) аналитична в D и не имеет там нулей, а

Bn(z) =
n∏

j=1

z − zj

1− zjz

— конечное произведение Бляшке. Нетрудно убедиться, что |Bn(z)| � 1 при z ∈ D
и |Bn(eiθ)| ≡ 1.
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Теорема 7.23. Пусть функция f(·) аналитична в единичном круге D. Тогда∫ 2π

0

|f(reiθ)|p dθ, p > 0,

есть неубывающая функция r в интервале (0, 1).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. При любом 0 < ρ < 1 функция fρ(z) = f(ρz) аналитична
в D и, следовательно, имеет конечное число нулей в D. Тем самым ее можно

представить в виде

fρ(·) = bρ(·)hρ(·),
где bρ(·) — конечное произведение Бляшке, а hρ(·) — аналитическая функция в D,

не имеющая нулей в D. Тогда функция hp
ρ(·) аналитична в D и непрерывна в D.

Запишем для нее интеграл Пуассона

hp
ρ(re

iθ) =
1
2π

∫ 2π

0

P (r, t− θ)hp
ρ(e

it) dt.

Следовательно,

|hρ(reiθ)|p � 1
2π

∫ 2π

0

P (r, t− θ)|hρ(eit)|p dt.

Интегрируя это равенство по θ от нуля до 2π, получаем∫ 2π

0

|hρ(reiθ)|p dθ �
∫ 2π

0

|hρ(eit)|p dt.

Поскольку |bρ(reiθ)| � 1 и |bρ(eit)| ≡ 1, то |fρ(reiθ)|p � |hρ(reiθ)|p и |fρ(eit)| ≡
≡ |hρ(eit)|. Таким образом, при всех r и ρ из интервала (0, 1) справедливо нера-
венство ∫ 2π

0

|fρ(reiθ)|p dθ �
∫ 2π

0

|fρ(eiθ)|p dθ.

Положив r = ρ1/ρ, где ρ1 < ρ, будем иметь∫ 2π

0

|f(ρ1e
iθ)|p dθ �

∫ 2π

0

|f(ρeiθ)|p dθ.

�

7.6.4. Бесконечные произведения Бляшке

Пусть z1, . . . , zn, . . . — последовательность комплексных чисел из единичного
круга D такая, что 0 < |z1| � . . . � |zn| � . . . и m ∈ Z+. Бесконечным произведе-
нием Бляшке называется произведение

zm
∞∏

n=1

|zn|
zn

zn − z

1− znz
. (7.18)
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Теорема 7.24. Если
∞∑

n=1

(1− |zn|) <∞, (7.19)

то бесконечное произведение Бляшке (7.18) сходится равномерно на каждом
круге |z| � r < 1 к аналитической в D функции B(·), для которой |B(z)| < 1
в D и почти всюду |B(eiθ)| = 1.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для |z| � r < 1 имеем∣∣∣∣1− |zn|
zn

zn − z

1− znz

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ (zn + |zn|z)(1− |zn|)
zn(1− znz)

∣∣∣∣ � 2(1− |zn|)
1− r

.

Из условия (7.19) вытекает равномерная сходимость ряда

∞∑
n=1

∣∣∣∣1− |zn|
zn

zn − z

1− znz

∣∣∣∣
на каждом круге |z| � r < 1. Отсюда следует равномерная сходимость произве-

дения (7.18). Условие |B(z)| < 1, z ∈ D, выполнено, так как оно выполнено для
каждого из сомножителей. Таким образом, функция B(·) ∈ H∞ и имеет почти
всюду радиальные граничные значения B(eiθ).

Докажем, что почти всюду |B(eiθ)| = 1. Для каждой функции из f(·) ∈ H∞
из теоремы 7.23 и теоремы Лебега ([45, с. 284]) вытекает справедливость неравен-
ства ∫ 2π

0

|f(reiθ)| dθ �
∫ 2π

0

|f(eiθ)| dθ.

Запишем это неравенство для функции f(·) = B(·)/Bn(·), где

Bn(z) =
n∏

k=1

|zk|
zk

zk − z

1− zkz
.

Поскольку |Bn(eiθ)| ≡ 1, будем иметь∫ 2π

0

∣∣∣∣ B(reiθ)
Bn(reiθ)

∣∣∣∣ dθ �
∫ 2π

0

|B(eiθ)| dθ.

В силу того, что Bn(·) стремится к B(·) равномерно на |z| = r, получаем

2π �
∫ 2π

0

|B(eiθ)| dθ.

С другой стороны, |B(eiθ)|�1 почти всюду. Отсюда следует, что почти всюду
|B(eiθ)|=1. �



300 Глава 7. Дополнение I

7.6.5. Формула Йенсена

Лемма 7.25. Пусть |z0| = ρ. Тогда имеет место равенство

1
2π

∫ 2π

0

ln |ρeiθ − z0| dθ = ln ρ. (7.20)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Функция f(z) = ln(z − z0) аналитична в круге |z| � r < ρ.
По формуле Пуассона

ln |z0| =
1
2π

∫ 2π

0

ln |reiθ − z0| dθ.

Докажем, что

Δ =
1
2π

∫ 2π

0

ln |reiθ − z0| dθ − 1
2π

∫ 2π

0

ln |ρeiθ − z0| dθ → 0, r → ρ− 0.

Пусть z = ρeiθ0 . Имеем

Δ =
1
2π

∫ 2π

0

(ln |1− ε− e−i(θ−θ0)| − ln |1− e−i(θ−θ0)|) dθ,

где ε = 1− r/ρ. В силу периодичности

Δ =
1
2π

∫ π

−π

(ln |1− ε− e−iθ| − ln |1− e−iθ|) dθ =

=
1
4π

∫ π

−π

(ln((1− ε)4 sin2 θ/2 + ε2)− ln 4 sin2 θ/2) dθ =

=
1
π

∫ π/2

0

(ln((1− ε)4 sin2 α + ε2)− ln 4 sin2 α) dα.

Интегрируя по частям, получаем

Δ =
1
π

α(ln((1− ε)4 sin2 α + ε2)− ln 4 sin2 α)
∣∣∣∣π/2

0

−

− 1
π

∫ π/2

0

α

(
(1− ε)4 sin 2α

(1− ε)4 sin2 α + ε2
− 4 sin 2α

4 sin2 α

)
dα =

=
1
2

ln
(

1− ε +
ε2

4

)
+

2
π

∫ π/2

0

α cos α

sin α
· δ2

4 sin2 α + δ2
dα,

где

δ2 =
ε2

1− ε
.

Положим

I0 =
2
π

∫ π/2

0

α cos α

sin α
· δ2

4 sin2 α + δ2
dα.
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В силу того, что
α cos α

sin α
� π

2
,

имеем

0 � I0 �
∫ π/2

0

δ2

4 sin2 α + δ2
dα =

πδ

2
√

4 + δ2
.

Отсюда следует, что I0 → 0 при ε → 0. Следовательно, Δ → 0 при ε → 0. �

Теорема 7.26. Пусть функция f(·) аналитична в единичном круге D и 0 <
< |z1| � . . . � |zn| � . . . — ее нули (каждый нуль пишется столько раз, какова
его кратность). Тогда для любого 0 < ρ < 1 имеет место равенство

1
2π

∫ 2π

0

ln |f(ρeiθ)| dθ = ln |f(0)|+
∑
|zn|<ρ

ln
ρ

|zn|
. (7.21)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что z1, . . . , zn — все нули f(·) в круге |z| <
< ρ. Рассмотрим сначала случай, когда |zn+1| > ρ. Положим fρ(z) = f(ρz). Тогда
имеет место представление

fρ(·) = bρ(·)hρ(·),
где

bρ(z) =
n∏

j=1

z − zj/ρ

1− zjz/ρ
,

а hρ(·) — аналитическая функция в D, не обращающаяся в нуль. Тем самым
функция lnhρ(z) аналитична в D и по формуле Пуассона

ln |hρ(0)| = 1
2π

∫ 2π

0

ln |hρ(eiθ)| dθ.

Отсюда, учитывая, что |hρ(eiθ)| ≡ |fρ(eiθ)|, получаем доказываемое равенство.
Пусть теперь |zn+1| = . . . = |zn+k| = ρ, а |zn+k+1| > ρ. Положим

f1(z) =
f(z)

(z − zn+1) . . . (z − zn+k)
.

Функция f1(·) не имеет нулей на окружности радиуса ρ и по доказанному к ней
можно применить формулу (7.21). Имеем

1
2π

∫ 2π

0

ln |f1(ρeiθ)| dθ = ln |f1(0)|+
∑
|zn|<ρ

ln
ρ

|zn|
.

Следовательно,

1
2π

∫ 2π

0

ln |f(ρeiθ)| dθ −
k∑

j=1

1
2π

∫ 2π

0

ln |ρeiθ − zn+j | dθ =

= ln |f(0)| −
k∑

j=1

|zn+j |+
∑
|zn|<ρ

ln
ρ

|zn|
.
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Отсюда, учитывая равенство (7.20), получаем доказываемое равенство в общем
случае. �

Равенство (7.21) обычно называется формулой Йенсена.

7.6.6. Факторизация функций из Hp

Теорема 7.27. Если f(·) ∈ Hp, p > 0 и 0 � |z1| � . . . � |zn| � . . . — нули f(·),
записанные с учетом кратности, то

∞∑
n=1

(1− |zn|) <∞. (7.22)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть f(·) имеет в точке z = 0 нуль кратности m � 0.
Положим g(z) = f(z)/zm. Тогда по формуле Йенсена (7.21) для любого ρ ∈ (0, 1)
такого, что |zn| �= ρ при всех n,

1
2π

∫ 2π

0

ln |g(ρeiθ)| dθ = ln |g(0)|+
∑

0<|zn|<ρ

ln
ρ

|zn|
.

Подставляя выражение функции g(·) через f(·), получим∑
0<|zn|<ρ

ln
ρ

|zn|
=

1
2π

∫ 2π

0

ln |f(ρeiθ)| dθ −m ln ρ− ln
|f (m)(0)|

m!
.

Из того, что f(·) ∈ Hp и очевидного неравенства lnx � xp/p, справедливого при

всех p > 0 и x > 0, имеем

1
2π

∫ 2π

0

ln |f(ρeiθ)| dθ � 1
2πp

∫ 2π

0

|f(ρeiθ)|p dθ � C.

Тем самым для ρ, достаточно близких к единице,∑
0<|zn|<ρ

ln
ρ

|zn|
� C1,

где константа C1 не зависит от ρ. Следовательно, для любого N > 0 при всех ρ,
достаточно близких к единице,

N∑
n=1

ln
ρ

|zn|
� C1.

Устремляя ρ к единице, получаем, что

∞∑
n=1

ln
1
|zn|

< ∞.

Отсюда вытекает сходимость ряда (7.22). �
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Теорема 7.28. Всякая функция f(·) ∈ Hp, p > 0, не являющаяся тождествен-
ным нулем, может быть представлена в виде f(·) = B(·)g(·), где B(·) — про-
изведение Бляшке (конечное или бесконечное), а g(·) ∈ Hp и не обращается
в нуль в единичном круге D.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть 0 � |z1| � |z2| � . . . — нули f(·). Пусть f(·) имеет
в точке z = 0 нуль кратности m � 0. Положим

Bn(z) = zm
n∏

k=1

|zn|
zn

zn − z

1− znz
, gn(·) =

f(·)
Bn(·) .

При фиксированном n для любого ε > 0 |Bn(z)| > 1 − ε при |z|, достаточно
близких к единице. Поэтому, для достаточно больших r,∫ 2π

0

|gn(reiθ)|p dθ � 1
(1− ε)p

∫ 2π

0

|f(reiθ)|p dθ � 1
(1− ε)p

C.

Из теоремы 7.23 следует, что это неравенство выполнено при всех r ∈ (0, 1).
Устремляя ε к нулю, получаем, что для всех r ∈ (0, 1)∫ 2π

0

|gn(reiθ)|p dθ � C.

Если число нулей f(·) конечно, то на этом доказательство заканчивается. Пред-
положим, что число нулей f(·) бесконечно. Тогда из теорем 7.24 и 7.27 следует,
что gn(z) равномерно стремится на каждой окружности |z| = r к функции g(·) =
= f(·)/B(·). Поэтому g(·) ∈ Hp и не имеет нулей в D. �

В 7.6.3 было отмечено, что у функций из Hp при p � 1 почти всюду существуют
радиальные граничные значения f(eiθ) ∈ Lp([0, 2π]). Это остается справедливым

и для 0 < p < 1. Действительно, пусть f(·) ∈ Hp, 0 < p < 1. По теореме 7.28 ее
можно представить в виде f(·) = B(·)g(·), где g(·) ∈ Hp и не имеет нулей. Тогда
функция gp(·) ∈ H1 и, следовательно, почти всюду имеет радиальные граничные
значения из L1([0, 2π]). Но тогда и g(·) имеет почти всюду радиальные граничные

значения, принадлежащие Lp([0, 2π]). Так как B(·) ∈ H∞, то получаем

Следствие 7.29. Если f(·) ∈ Hp, 0 < p � ∞, то у нее почти всюду существуют
радиальные граничные значения f(eiθ) ∈ Lp([0, 2π]).

7.6.7. Формула Коши для функций из Hp

Теорема 7.30. Если f(·) ∈ Hp, 0 < p <∞, то

lim
r→1

∫ 2π

0

|f(reiθ)|p dθ =
∫ 2π

0

|f(eiθ)|p dθ (7.23)

и

lim
r→1

∫ 2π

0

|f(reiθ)− f(eiθ)|p dθ = 0. (7.24)
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Докажем сначала (7.24) для p = 2. Если

f(z) =
∞∑

n=1

anzn ∈ H2,

то при всех r ∈ (0, 1) ∫ 2π

0

|f(reiθ)|2 dθ = 2π
∞∑

n=1

|an|2r2n < C,

где C не зависит от r. Следовательно,

∞∑
n=1

|an|2 <∞.

При всех 0 < r < ρ < 1∫ 2π

0

|f(reiθ)− f(ρeiθ)|2 dθ = 2π
∞∑

n=1

|an|2(ρn − rn)2 � 2π
∞∑

n=1

|an|2(1− rn)2.

Устремляя ρ к единице, по теореме Фату ([45, с. 287]) получим, что∫ 2π

0

|f(reiθ)− f(eiθ)|2 dθ � 2π
∞∑

n=1

|an|2(1− rn)2. (7.25)

Так как сумма ряда в правой части (7.25) стремится к нулю при r → 1, то (7.24)
для p = 2 доказано. Из неравенства∣∣ ‖f(·)‖L2([0,2π]) − ‖g(·)‖L2([0,2π])

∣∣ � ‖f(·)− g(·)‖L2([0,2π])

сразу же получаем и (7.23) для p = 2.
Если f(·) ∈ Hp, 0 < p < ∞, воспользуемся представлением f(·) = B(·)g(·) из

теоремы 7.28. Тогда gp/2(·) ∈ H2 и, пользуясь доказанным,∫ 2π

0

|f(reiθ)|p dθ �
∫ 2π

0

|g(reiθ)|p dθ →
∫ 2π

0

|g(eiθ)|p dθ =
∫ 2π

0

|f(eiθ)|p dθ.

С другой стороны, по теореме Фату∫ 2π

0

|f(eiθ)|p dθ � lim
r→1

∫ 2π

0

|f(reiθ)|p dθ,

что и завершает доказательство равенства (7.23).

Докажем (7.24). В силу абсолютной непрерывности интеграла Лебега (см. [45,
с. 282]) для любого ε > 0 существует δ > 0 такое, что для каждого множества ω ⊂
⊂ [0, 2π] с мерой mes ω < δ выполняется неравенство∫

ω

|f(eiθ)|p dθ < ε.
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Возьмем произвольную последовательность rn → 1, rn < 1. Поскольку f(rneiθ)
почти всюду сходится к f(eiθ), то по теореме Егорова ([45, с. 269]) найдется такое
множество ω1, mes ω1 < δ, что на множестве E = [0, 2π]\ω1 сходимость f(rneiθ) →
→ f(eiθ) будет равномерной. Поэтому

lim
n→∞

∫
E

|f(rneiθ)|p dθ =
∫

E

|f(eiθ)|p dθ. (7.26)

Из (7.23) и (7.26) следует, что

lim
n→∞

∫
ω1

|f(rneiθ)|p dθ =
∫

ω1

|f(eiθ)|p dθ < ε.

Выберем N1 так, чтобы для всех n > N1 выполнялось неравенство∫
ω1

|f(rneiθ)|p dθ < ε.

В силу равномерной сходимости последовательности f(rneiθ) найдется N2 такое,
что для всех n > N2 на E будет выполняться неравенство

|f(rneiθ)− f(eiθ)|p < ε.

Положим N = max{N1, N2}. Тогда, пользуясь легко доказываемым неравенством

|a− b|p � 2p(|a|p + |b|p),

будем иметь∫ 2π

0

|f(rneiθ)− f(eiθ)|p dθ �
∫

E

|f(rneiθ)− f(eiθ)|p dθ +

+ 2p

∫
ω1

(|f(rneiθ)|p + |f(eiθ)|p) dθ � 2πε + 2p2ε.

Отсюда в силу произвольности ε > 0 и последовательности rn вытекает (7.24). �

Теорема 7.31. Для функций f(·) ∈ Hp, 1 � p � ∞ имеет место формула
Пуассона

f(reiθ) =
1
2π

∫ 2π

0

f(eit)P (r, t− θ) dt. (7.27)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силу того, что для 1 < p � ∞ Hp ⊂ H1 достаточно

доказать теорему для H1. Пусть f(·) ∈ H1. Положим для 0 < ρ < 1 fρ(z) = f(ρz).
Функция fρ(·) аналитична в D и поэтому для нее имеет место формула Пуассона

fρ(reiθ) =
1
2π

∫ 2π

0

fρ(eit)P (r, t− θ) dt.

Тем самым

f(ρreiθ) =
1
2π

∫ 2π

0

f(ρeit)P (r, t− θ) dt.
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Тогда∣∣∣∣f(ρreiθ)− 1
2π

∫ 2π

0

f(eit)P (r, t− θ) dt

∣∣∣∣ � 1
2π

∫ 2π

0

|f(ρeit)− f(eit)|P (r, t− θ) dt �

� 1 + r

1− r

1
2π

∫ 2π

0

|f(ρeit)− f(eit)| dt.

Устремляя ρ к единице и пользуясь (7.24) при p = 1, получаем равенство (7.27). �

Теорема 7.32. Для функций f(·) ∈ Hp, 1 � p �∞ имеет место формула Коши

f(z) =
1

2πi

∫
|ξ|=1

f(ξ)
ξ − z

dξ. (7.28)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть z = reiθ, a ξ = eit. Тогда в силу того, что

P (r, t− θ) =
1− |z|2
|1− ξz|2

,

равенство (7.27) может быть записано в виде

f(z) =
1

2πi

∫
|ξ|=1

f(ξ)
1− |z|2

(ξ − z)(1− ξz)
dξ. (7.29)

Предположим, что f(·) ∈ Hp, 1 � p � ∞. Для фиксированного z ∈ D рассмотрим
функцию

gz(ζ) =
1

1− |z|2 (1− zζ)f(ζ),

очевидно, что gz(·) ∈ Hp. Записывая для нее равенство (7.29), получим (7.28). �

7.7. ЗАДАЧА НЕВАНЛИННЫ—ПИКА

Обозначим через HR∞ множество функций из H∞, вещественных на веществен-

ной оси. Пусть z0, z1, . . . , zn — различные точки из интервала (−1, 1). Положим

An = { (f(z0), f(z1), . . . , f(zn)) : f(·) ∈ HR

∞ }.

Множество An является ограниченным множеством из Rn+1. В силу принципа
компактности оно замкнуто. Кроме того, это множество выпукло. Действительно,

если (a(j)
0 , a

(j)
1 , . . ., a

(j)
n ) ∈ An, j = 1, 2, то найдутся функции fj(·) ∈ HR∞, j = 1, 2

такие, что fj(zk) = a
(j)
k , k = 0, 1, . . . , n, j = 1, 2. Тогда для всех λ ∈ [0, 1]

(1− λ)(a(1)
0 , a

(1)
1 , . . . , a(1)

n ) + λ(a(2)
0 , a

(2)
1 , . . . , a(2)

n ) ∈ An,

так как функция f(·) = (1 − λ)f1(·) + λf2(·) ∈ HR∞ и f(zk) = (1 − λ)a(1)
k + λa

(2)
k ,

k = 0, 1, . . . , n.
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Теорема 7.33. Каждой граничной точке множества An соответствует един-
ственная функция f(·) ∈ HR∞ вида

f(z) = λ
zm + p1zm−1 + . . . + pm

1 + p1z + . . . + pmzm
, (7.30)

где λ = ±1, m � n, а p1, . . . , pm ∈ R.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть (c0, c1, . . . , cn) — граничная точка An и f(·) ∈ HR∞
такова, что f(zj) = cj , j = 0, 1, . . . , n. Если хотя бы для одного из чисел |cj | = 1,
то f(z) = c0 = c1 = . . . = cn. Тем самым функция f(·) имеет вид (7.30) с m = 0.
Предположим, что |cj | < 1, j = 0, 1, . . . , n. Положим

f1(z) =

f(z)− c0

1− c0f(z)
z − z0

1− z0z

, c
(1)
j =

cj − c0

1− c0cj

zj − z0

1− z0zj

, j = 1, . . . , n.

Несложно убедиться, что f1(·) ∈ HR∞ и имеют место равенства f1(zj) = c
(1)
j , j =

= 1, . . . , n. Если хотя бы для одного из чисел |c(1)
j | = 1, то f1(z) = c

(1)
1 = . . . = c

(1)
n .

В этом случае имеем для функции f(·)

f(z) =
c0 + c

(1)
1

z − z0

1− z0z

1 + c0c
(1)
1

z − z0

1− z0z

.

Легко проверяется, что в этом случае функция f(·) имеет вид (7.30) с m = 1.
Предположим, что |c(1)

j | < 1, j = 1, . . . , n. Продолжая этот процесс, на k-ом шаге
будем иметь

fk(z) =

fk−1(z)− c
(k−1)
k−1

1− c
(k−1)
k−1 fk−1(z)
z − zk−1

1− zk−1z

, c
(k)
j =

c
(k−1)
j − c

(k−1)
k−1

1− c
(k−1)
k−1 c

(k−1)
j

zj − zk−1

1− zk−1zj

, j = k, . . . , n.

Для fk(·) ∈ HR∞ имеют место равенства fk(zj) = c
(k)
j , j = k, . . . , n. Если хотя

бы для одного из чисел |c(k)
j | = 1, то fk(z) = c

(k)
k = . . . = c

(k)
n . В этом случае

переходим от функции fk(·) к функции fk−1(·), затем к fk−2(·) и так далее, пока

не придем к выражению для f(·). При этом на каждом этапе эти функции могут
быть записаны в виде (7.30) с соответствующим m.

Если же, придя к последнему n-му этапу, окажется, что |c(n)
n | < 1, то это же

неравенство и все предыдущие строгие неравенства для c
(k)
j будут выполняться

для любых точек (c∗0, c∗1, . . . , c∗n), достаточно близких к точке (c0, c1, . . . , cn). Тогда,
положив fn(z) = (c(n)

n )∗ и применив рекуррентную процедуру, придем к функции
f∗(·) ∈ HR∞, принимающей в заданных точках значения c∗0, c∗1, . . . , c∗n, что противо-

речит тому, что точка (c0, c1, . . . , cn) является граничной. Единственность вытекает
из проведенного выше анализа вида функции f(·). �
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Рассмотрим интерполяционный полином Лагранжа (см. (1.1)):

Ln(z) =
n∑

j=0

lj(z)cj , lj(z) =
n∏

k=0
k �=j

z − zk

zj − zk
.

Имеем
Ln(zj) = cj , j = 0, 1, . . . , n.

Положим
Mj = sup

|z|�1
|lj(z)|, j = 0, 1, . . . , n.

Тогда

‖Ln(·)‖H∞ �
√

M2
0 + M2

1 + . . . + M2
n

√
|c0|2 + |c1|2 + . . . + |cn|2.

Следовательно, все точки (c0, c1, . . . , cn), достаточно близкие к нулю, лежат в мно-
жестве An. Тем самым (0, 0, . . . , 0) — внутренняя точка множества An.

Пусть R = R(c0, c1, . . . , cn) — верхняя граница чисел r > 0 таких, что (rc0,

rc1, . . ., rcn) ∈ An. Число R конечно и положительно, поскольку An ограни-
чено и имеет начало координат своей внутренней точкой. В силу выпуклости
множества An (rc0, rc1, . . . , rcn) ∈ An при всех r � R. А в силу замкнутости
(Rc0, Rc1, . . . , Rcn) ∈ An. Из определения R следует, что точка (Rc0, Rc1, . . . , Rcn)
является граничной.

Рассмотрим отображение ξ : Rn+1 → Rn+1, определенное равенством

ξ(c0, c1, . . . , cn) = (c∗0, c
∗
1, . . . , c

∗
n),

где (c∗0, c∗1, . . . , c∗n) = (Rc0, Rc1, . . . , Rcn).

Теорема 7.34. Отображение ξ является непрерывным.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Зафиксируем точку c = (c0, c1, . . . , cn). Пусть ей соответ-
ствует граничная точка c∗ = (c∗0, c∗1, . . . , c∗n). Если точка d = (d0, d1, . . . , dn) доста-
точно близка к точке c = (c0, c1, . . . , cn), то угол α между этими векторами доста-

точно мал. Будем считать, что векторы c и d не коллинеарны, так как в противном
случае α = 0 и образы векторов совпадают. Рассмотрим плоскость, проходящую
через эти два вектора (см. рис. 7.7.1). Из того, что начало координат является

�
O

α

��
�	 ��

�
c∗

l1

l2

���
���

���
�

���
���

���
���

���
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Рис. 7.7.1
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внутренней точкой, вытекает существование шара некоторого радиуса r, лежаще-
го в множестве An. В построенной плоскости проведем из точки c∗ касательные
к кругу радиуса r с центром в начале координат l1 и l2. Через d∗ обозначим гра-

ничную точку, соответствующую вектору d. В силу выпуклости точка d∗ должна
лежать на луче, соединяющим начало координат с точкой d в той же полуплос-
кости относительно прямой l1, что и сам круг (в противном случае точка c∗ не
являлась бы граничной). С другой стороны, она должна лежать в той полуплоско-

сти относительно прямой l2, которая не содержит круг (в противном случае из-за
выпуклости на луче, соединяющем начало координат с точкой d, нашлась бы точ-
ка из An более удаленная от начала координат). Таким образом, точка d∗ лежит
на части луча, которая находится в пересечении двух упомянутых полуплоскостей

(на рис. 7.7.1 это отрезок AB). Легко понять, что все точки отрезка AB стремятся
к c∗ при α → 0. Этим доказана непрерывность отображения ξ. �

Как было доказано в теореме 7.33 каждой граничной точке множества An мож-
но поставить единственную функцию вида (7.30). Нетрудно показать, что несокра-

тимая дробь (7.30) является произведением Бляшке:

Bm(z) = λ
m∏

j=1

z − αj

1− αjz
, αj ∈ D, j = 1, . . .m.

Рассмотрим отображение η : Rn+1 → Bn (здесь под Bn мы понимаем мно-
жество произведений Бляшке порядка не выше n), которое каждой точке c =
= (c0, c1, . . . , cn) ставит в соответствие произведение Бляшке, соответствующее
граничной точке ξ(c0, c1, . . . , cn). Нетрудно убедиться, что η(·) — нечетное отобра-

жение.

Теорема 7.35. Для любого компакта E ⊂ D

‖η(d0, d1, . . . , dn)(·)− η(c0, c1, . . . , cn)(·)‖C(E) → 0

при (d0, d1, . . . , dn) → (c0, c1, . . . , cn).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силу непрерывности отображения ξ достаточно дока-
зать утверждение теоремы лишь для граничных точек. Пусть d∗ = (d∗0, d∗1, . . . , d∗n)
и c∗ = (c∗0, c∗1, . . ., c∗n) — граничные точки и им соответствуют произведения
Бляшке:

Bk(z) = λ
k∏

j=1

z − αj

1− αjz
, Bl(z) = μ

l∏
j=1

z − βj

1− βjz
, |λ| = |μ| = 1, k, l � n.

Имеем

|Bk(z)−Bl(z)| = |Q(z)|∏k
j=1 |1− αjz|

∏l
j=1 |1− βjz|

� |Q(z)|, (7.31)

где

Q(z) = λ
k∏

j=1

(z − αj)
l∏

j=1

(1− βjz)− μ
l∏

j=1

(z − βj)
k∏

j=1

(1− αjz).
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Пусть |c∗ − d∗| < ε. Тогда |c∗j − d∗j | < ε, j = 0, 1, . . . , n. Следовательно,

|Bk(zj)−Bl(zj)| = |c∗j − d∗j | < ε, j = 0, 1, . . . , n.

Из (7.31) вытекает, что |Q(zj)| < ε, j = 0, 1, . . . , n. Легко убедиться из вида Q(·),
что для любого z ∈ C, z �= 0, справедливо равенство

Q

(
1
z

)
= − Q(z)

λμzk+l
.

Точки zj ∈ (−1, 1), j = 0, 1, . . . , n, по условию все различные. Без ограничения
общности можно считать, что zj �= 0, j = 1, . . . , n. Тогда∣∣∣∣Q( 1

zj

)∣∣∣∣ = |Q(zj)|
|zj |k+l

<
ε

ρn
, ρ = min

1�j�n
|zj |.

Степень многочлена Q(·) равна m + l � 2n. Поэтому его можно записать че-

рез интерполяционный многочлен Лагранжа, интерполируя в 2n + 1-й точке
z0, z1, . . . , zn, z−1

1 , . . . , z−1
n :

Q(z) =
n∑

j=0

lj(z)Q(zj) +
n∑

j=1

lj+n(z)Q(z−1
j ).

Положив

Mj = sup
z∈E

|lj(z)|, j = 0, 1, . . . , 2n,

получим

‖Q(·)‖C(E) < max
0�j�2n

Mj
ε

ρn
. (7.32)

Положим

r = max
z∈E

|z|.

Тогда |1− γz| � 1− r для любого γ ∈ D. Из (7.31) и (7.31) получаем

‖Bk(·)−Bl(·)|C(E) � ‖Q(·)‖C(E)

(1− r)2n
< Cε,

где

C =
1

ρn(1− r)2n
max

0�j�2n
Mj .

�

7.8. НЕРАВЕНСТВО ФЕЙЕРА—РИССА

Теорема 7.36 (Неравенство Фейера—Рисса). Для всех f ∈ Hp, 0 < p <∞,∫ 1

−1

|f(x)|p dx � 1
2

∫ 2π

0

|f(eiθ)|p dθ. (7.33)
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим сначала случай p = 2. Предположим, что f(·)
вещественна на вещественной оси. Тогда по теореме Коши для интеграла по гра-
нице верхнего полукруга радиуса r < 1 будем иметь∫ r

−r

f2(x) dx + i

∫ π

0

f2(reiθ)eiθ dθ = 0.

Отсюда ∫ r

−r

f2(x) dx �
∫ π

0

|f(reiθ)|2 dθ.

Складывая это неравенство с аналогичным, полученным для нижнего полукруга,
получаем

2
∫ r

−r

f2(x) dx �
∫ 2π

0

|f(reiθ)|2 dθ.

Из теоремы 7.23 и (7.23) получаем

2
∫ r

−r

f2(x) dx �
∫ 2π

0

|f(eiθ)|2 dθ.

Устремляя r → 1, получаем доказываемое неравенство.
Произвольная функция из H2 может быть представлена в виде

f(z) =
∞∑

n=0

(αn + iβn)zn =
∞∑

n=0

αnzn + i
∞∑

n=0

βnzn = g(z) + ih(z),

где g(·), h(·) ∈ H2 и вещественны на вещественной оси. Тогда по доказанному∫ 1

−1

|f(x)|2 dx =
∫ 1

−1

g2(x) dx +

+
∫ 1

−1

h2(x) dx � 1
2

∫ 2π

0

|g(eiθ)|2 dθ +
1
2

∫ 2π

0

|h(eiθ)|2 dθ =

=
1
2

∫ 2π

0

|f(eiθ)|2 dθ − i

2

∫ 2π

0

(h(eiθ)g(e−iθ)− g(eiθ)h(e−iθ)) dθ.

Последний интеграл в силу нечетности подынтегральной функции равен нулю.
Тем самым для p = 2 неравенство (7.33) доказано.

Если f(·) ∈ Hp и не имеет нулей в D, то fp/2(·) ∈ H2. Применяя доказан-
ное для p = 2 неравенство, получаем (7.33). Если f(·) ∈ Hp имеет нули в D,

то воспользуемся представлением f(·) = B(·)g(·) (см. теорему 7.28), где B(·) —
произведение Бляшке, а g(·) ∈ Hp и не имеет нулей в D. Тогда∫ 1

−1

|f(x)|p dx �
∫ 1

−1

|g(x)|p dx � 1
2

∫ 2π

0

|g(eiθ)|p dθ =
1
2

∫ 2π

0

|f(eiθ)|p dθ.

�
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7.9. ТЕОРЕМЫ ОТДЕЛИМОСТИ

Пусть A и B — непустые подмножества нормированного пространства X. Го-
ворят, что ненулевой функционал x∗ ∈ X∗ отделяет множества A и B, если

sup
x∈A

〈x∗, x〉 � inf
x∈B

〈x∗, x〉.

Если неравенство строгое, то говорят, что x∗ строго отделяет A и B.

Пусть число γ ∈ R таково, что

sup
x∈A

〈x∗, x〉 � γ � inf
x∈B

〈x∗, x〉.

Тогда, геометрически, отделимость множеств A и B означает, что они расположе-
ны по разные стороны от гиперплоскости:

{x ∈ X : 〈x∗, x〉 = γ }.

Если A — некоторое множество из X, то точка x̂ ∈ A называется внутренней
точкой A, если существует такое ε > 0, что Bε(x̂) ⊂ A. Множество внутренних

точек A обозначается через int A.

Напомним формулировку первой теоремы отделимости (см. [45, с. 243]).

Теорема 7.37 (первая теорема отделимости). Пусть A и B — непустые вы-
пуклые подмножества нормированного пространства X, причем int A �= ∅
и B ∩ int A = ∅. Тогда множества A и B отделимы.

Отсюда следует

Теорема 7.38 (вторая теорема отделимости). Пусть A — непустое замкну-
тое выпуклое подмножество нормированного пространства X и x̂ /∈ A. Тогда
множества A и x̂ строго отделимы.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как A замкнуто, то дополнение к A открыто и поэтому
существует такое r > 0, что открытый шар BX(x̂, r) не пересекается с A. Тогда
по первой теореме отделимости существует ненулевой функционал x∗ ∈ X∗ такой,
что

sup
x∈A

〈x∗, x〉 � inf
x∈BX (x̂,r)

〈x∗, x〉.

Но

inf
x∈BX (x̂,r)

〈x∗, x〉 < 〈x∗, x̂〉,

так как ненулевой линейный непрерывный функционал не может достигать точ-
ной нижней грани во внутренней точке. Следовательно, множества A и x̂ строго
отделимы. �
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7.10. АФФИННЫЕ ПОДПРОСТРАНСТВА

Подмножество Y ⊂ X называется аффинным подпространством X, если для
любых x, y ∈ Y точка (1− α)x + αy ∈ Y при всех α ∈ R.

Аффинной комбинацией точек x1, . . . , xn называется точка

x =
n∑

j=1

αjxj ,
n∑

j=1

αj = 1, α1, . . . , αn ∈ R. (7.34)

Предложение 7.39. Если Y — аффинное подпространство, то любая аффин-
ная комбинация точек x1, . . . , xn ∈ Y принадлежит Y .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Доказательство проведем индукцией по числу точек. При
n = 1 утверждение очевидно. Предположим, что утверждение верно для любой аф-

финной комбинации из не более, чем n−1 точек. Пусть имеется точка x вида (7.34)
и n > 1. Среди α1, . . . , αn найдется отличное от единицы. Без ограничения общ-
ности можно считать, что α1 �= 1. Положим

α̃j =
αj

1− α1
, j = 2, . . . , n.

В силу того, что
n∑

j=2

α̃j = 1,

из предположения индукции вытекает, что

x̃ =
n∑

j=2

α̃jxj ∈ Y.

Тогда из того, что Y аффинное подпространство следует, что

x =
n∑

j=1

αjxj = α1x1 + (1− α1)x̃ ∈ Y.

�
Множество всех аффинных комбинаций точек из множества A называется аф-

финной оболочкой aff A множества A:

aff A =
{

x ∈ X : x =
n∑

j=1

αjxj , x1, . . . , xn ∈ A,
n∑

j=1

αj = 1, n ∈ N

}
.

Предложение 7.40. Каждое аффинное подпространство Y ⊂ X представля-
ется в виде Y = a + LY , где a — произвольная точка из Y , а LY — линейное
подпространство из X, причем LY определено однозначно (не зависит от a).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть a ∈ Y . Положим

LY = {x ∈ X : x = y − a, y ∈ Y }.
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Докажем, что LY — линейное подпространство X. Пусть x ∈ LY . Тогда x = y− a,
где y ∈ Y . Для любого λ ∈ R в силу того, что λy + (1− λ)a ∈ Y , имеем

λx = λ(y − a) = λy + (1− λ)a− a ∈ LY .

Пусть теперь x1, x2 ∈ LY и x1 = y1 − a, а x2 = y2 − a, где y1, y2 ∈ Y . Так как

(y1 + y2)/2 ∈ Y , то
x1 + x2

2
=

y1 + y2

2
− a ∈ LY .

Из доказанного выше, положив λ = 2, получаем, что x1 + x2 ∈ LY .

Положим

MY = {x ∈ X : x = y − b, y ∈ Y },
где b ∈ Y . В силу того, что b− a ∈ LY , имеем

b + LY = a + (b− a) + LY = a + LY = Y.

Следовательно, MY = LY . �
Размерностью аффинного подпространства Y называется размерность соответ-

ствующего линейного подпространства LY :

dim Y = dim LY .

Размерностью произвольного множества A называется размерность его аффин-

ной оболочки aff A:

dim A = dim aff A.

Поскольку co A ⊂ aff A, то

dimA = dim coA = dim aff A.

7.11. ТЕОРЕМА КАРАТЕОДОРИ

Теорема 7.41 (Каратеодори). Если dim co A = d, то любой элемент множества
co A представляется в виде выпуклой комбинации не более, чем d+1 элемента
множества A.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Положим Y = aff A. Тогда dimY = d. Пусть

x =
n∑

j=1

αjxj , αj � 0,
n∑

j=1

αj = 1, n � d + 2, xj ∈ A.

Тогда элементы x2−x1, . . . , xn−x1 принадлежат линейному пространству LY (см.
предложение 7.40), размерность которого d. Следовательно, они линейно зависи-
мы. Тем самым существуют β2, . . . , βn, не все равные нулю, для которых

n∑
j=2

βj(xj − x1) = 0.
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Положим

γ1 = −
n∑

j=2

βj , γj = βj , j = 2, . . . , n.

Тогда
n∑

j=1

γjxj = 0,
n∑

j=1

γj = 0,

причем γ1, . . . , γn не все равны нулю. Следовательно, среди чисел γ1, . . . , γn суще-
ствуют отрицательные числа. Пусть

a = min
{
−αj

γj
: γj < 0

}
= −αk

γk
.

Тогда αj + aγj � 0 для всех j = 1, . . . , n. Кроме того,

x =
n∑

j=1

(αj + aγj)xj ,
n∑

j=1

(αj + aγj) = 1.

Так как αk + aγk = 0, то x представляется в виде выпуклой комбинации из n− 1
точки. Если n − 1 > d + 1, то продолжая этот процесс придем к тому, что x
представляется в виде выпуклой комбинации не более, чем d + 1 элемента множе-
ства A. �

7.12. АФФИННАЯ НЕЗАВИСИМОСТЬ. СИМПЛЕКСЫ

Пусть X — линейное пространство. Векторы x1, . . . , xk+1 ∈ X называются
аффинно независимыми, если из того, что

k+1∑
j=1

λjxj = 0 и

k+1∑
j=1

λj = 0, (7.35)

следует, что λ1 = . . . = λk+1 = 0.

Предложение 7.42. Векторы x1, . . . , xk+1 аффинно независимы в том и только
в том случае, если векторы xj − x1, 2 � j � k + 1 — линейно независимы.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть x1, . . . , xk+1 аффинно независимы и

k+1∑
j=2

λj(xj − x1) = 0. (7.36)

Тогда
k+1∑
j=2

λjxj −
(k+1∑

j=2

λj

)
x1 = 0. (7.37)

Из аффинной независимости x1, . . . , xk+1 вытекает, что λ2 = . . . = λk+1 = 0.
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Пусть теперь векторы xj − x1, 2 � j � k + 1 — линейно независимы и выпол-
няются условия (7.35). Тогда имеет место равенство (7.37), которое эквивалентно
равенству (7.36). Из линейной независимости векторов xj − x1, 2 � j � k + 1,
получаем, что λ2 = . . . = λk+1 = 0. Кроме того,

λ1 = −
k+1∑
j=2

λj = 0.

�
Выпуклая оболочка аффинно независимых векторов x1, . . . , xk+1 называется

k-мерным симплексом, а векторы x1, . . . , xk+1 — вершинами симплекса. Любой
вектор из этого симплекса единственным образом представим в виде

x =
k+1∑
j=1

λjxj ,
k+1∑
j=1

λj = 1, λj � 0, j = 1, . . . , k + 1.

Числа λ1, . . . , λk+1 называются барицентрическими координатами вектора x.

Предложение 7.43. Пусть X — линейное пространство размерности d.
Для любой точки x ∈ X найдется d-мерный симплекс, содержащий некото-
рую окрестность x.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть e1, . . . , ed — базис пространства X. Рассмотрим
d-мерный симплекс A с вершинами в точках 0, e1, . . . , ed и точку

x̃ =
1

d + 1

d∑
j=1

ej .

Очевидно, что x̃ ∈ A. Функция

ϕ(ξ) =
∥∥∥∥ d∑

j=1

ξjej

∥∥∥∥
X

, ξ = (ξ1, . . . , ξd) ∈ R
d,

непрерывна на единичной сфере Rd и в силу теоремы Вейерштрасса достигает
минимума на ней, который обозначим через m > 0. Тем самым имеет место нера-
венство ∥∥∥∥ d∑

j=1

ξjej

∥∥∥∥
X

� m

( d∑
j=1

ξ2
j

)1/2

. (7.38)

Положим для x ∈ X и ε > 0

Bε(x̂) = {x ∈ X : ‖x− x̂‖X < ε }.

Если

xξ =
d∑

j=1

ξjej ∈ Bε(0),
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то из неравенства (7.38) получаем

|ξj | �
( d∑

j=1

ξ2
j

)1/2

<
ε

m
.

Выберем ε < m/(d(d + 1)). Тогда для всех xξ ∈ Bε(0) имеем

x̃ + xξ =
d∑

j=1

(
1

d + 1
+ ξj

)
ej .

Из того, что
1

d + 1
+ ξj >

1
d + 1

− ε

m
>

d− 1
d(d + 1)

� 0,

а
d∑

j=1

(
1

d + 1
+ ξj

)
<

d

d + 1
+ d

ε

m
< 1,

вытекает, что симплекс A содержит шар Bε(x̃). Сдвинув симплекс A на век-
тор x− x̃, получим d-мерный симплекс с вершинами a0 = x − x̃, ej + x − x̃,
j = 1, . . . , d, содержащий шар Bε(x). �

7.13. ВЫПУКЛЫЕ ФУНКЦИИ

Мы будем рассматривать функции, которые принимают не только конечные

значения. С этой целью вводится понятие расширенной прямой R = R ∪ {−∞}∪
∪{+∞}. Арифметические операции и неравенства для элементов расширенной
прямой понимаются следующим образом: −∞ < a < +∞, a ∈ R, a + (±∞) =
= ±∞ для всех a ∈ R,

a(±∞) =

⎧⎪⎨⎪⎩
±∞, a > 0,

0, a = 0,

∓∞, a < 0,

+∞+ (+∞) = +∞, −∞+ (−∞) = −∞.
Пусть X — линейное пространство и f : X → R. Множества

dom f = {x ∈ X : f(x) < +∞},
epi f = { (x, α) ∈ X × R : α � f(x), x ∈ dom f }

называются соответственно эффективным множеством и надграфиком (или эпигра-
фом) функции f . Функцию f называют собственной, если dom f �= ∅ и f(x) > −∞
при всех x ∈ X.

Функция f : X → R называется выпуклой, если ее надграфик выпуклое множе-
ство в X × R. Нетрудно проверить, что функция f выпукла тогда и только тогда,
когда для любых x1, x2 ∈ dom f и любого 0 � α � 1 выполняется неравенство

f((1− α)x1 + αx2) � (1− α)f(x1) + αf(x2),

которое называется неравенством Йенсена.
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Если функция f выпукла тогда для любых x1, . . . , xk ∈ dom f и любых αj � 0
таких, что

k∑
j=1

αj = 1

выполняется неравенство

f

( k∑
j=1

αjxj

)
�

k∑
j=1

αjf(xj). (7.39)

Докажем это неравенство по индукции. При k = 2 оно непосредственно вытекает
из неравенства Йенсена. Пусть неравенство доказано для k � n− 1. Докажем его
для k = n. При α1 = 1 оно очевидно. Пусть α1 < 1. Положим

α̃j =
αj

1− α1
, j = 2, . . . , n, x̃ =

n∑
j=2

α̃jxj .

Имеем

f

( n∑
j=1

αjxj

)
= f

(
α1x1 + (1− α1)

n∑
j=2

αj

1− α1
xj

)
= f(α1x1 + (1− α1)x̃) �

� α1f(x1) + (1− α1)f(x̃) �
n∑

j=1

αjf(xj).

Предложение 7.44. Пусть X — конечномерное линейное нормированное про-
странство и f : X → R — выпуклая функция. Тогда f непрерывна в любой
точке x̂ ∈ X.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Без ограничения общности будем доказывать непрерыв-
ность в точке x̂ = 0. Пусть dimX = d. Из предложения 7.43 следует, что существу-

ет d-мерный симплекс, содержащий некоторый шар Br(0). Если a0, a1, . . . , ad —
вершины этого симплекса, то для всех точек x ∈ Br(0), учитывая (7.39), имеем

|f(x)| = |f(α0a0 + . . . + αdad)| � |α0f(a0) + . . . + αdf(ad)| � C, C = max
0�j�d

|f(aj)|.

Пусть 0 < ε � 1, а x ∈ Br(0). Тогда

f(εx) = f(εx + (1− ε)0) � εf(x) + (1− ε)f(0).

Отсюда

f(εx)− f(0) � ε(f(x)− f(0)) � ε(C − f(0)). (7.40)

Кроме того,

f(0) = f

(
1

ε + 1
εx +

ε

ε + 1
(−x)

)
� 1

ε + 1
f(εx) +

ε

ε + 1
f(−x).
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Следовательно,

(ε + 1)f(0) � f(εx) + εf(−x).

Тем самым

f(εx)− f(0) � ε(f(0)− f(−x)) � ε(f(0)− C).

Из этого неравенства, учитывая (7.40), получаем

|f(εx)− f(0)| � ε(C − f(0)).

Для всех y ∈ Bεr(0) y/ε ∈ Br(0), поэтому

|f(y)− f(0)| = |f(ε(y/ε))− f(0)| � ε(C − f(0)).

Из этого неравенства следует непрерывность функции f в нуле. �

7.14. ДВОЙСТВЕННОСТЬ ВЫПУКЛЫХ ФУНКЦИЙ

Функция f : X → R называется замкнутой, если множество epi f замкнуто
в X × R.

Напомним, что функция a(x) = 〈x∗, x〉 + α, где x∗ ∈ X∗, а α ∈ R, называется

аффинной.

Теорема 7.45 (о поточечной верхней грани аффинных функций). Функция
f : X → R ∪ {+∞} является выпуклой и замкнутой тогда и только тогда,
когда она есть поточечная верхняя грань аффинных функций, не превосходя-
щих f .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если f — поточечная верхняя грань семейства аффинных
функций, то ее надграфик есть пересечение надграфиков этих функций, которые,
очевидно, выпуклы и замкнуты и поэтому функция f выпукла и замкнута.

Обратно, пусть функция f выпукла и замкнута. Если f(x) ≡ +∞, то она есть,
например, поточечный предел констант. Пусть функция f не равна тождественно

+∞ и x0 ∈ X, α0 ∈ R такие, что α0 < f(x0). Ясно, что (x0, α0) /∈ epi f . По вто-
рой теореме отделимости (теорема 7.38) найдется x∗ ∈ X∗ и γ ∈ R, не равные
одновременно нулю, такие, что

sup
(x,α)∈epi f

(〈x∗, x〉+ γα) < 〈x∗, x0〉+ γα0. (7.41)

Заметим, что γ � 0, ибо в противном случае, увеличивая α, пришли бы к проти-

воречию с неравенством (7.41).

Пусть f(x0) < +∞. Подставляя точку (x0, f(x0)) ∈ epi f в (7.41), получаем,
что γ(α0−f(x0)) > 0. Но α0−f(x0) < 0 и поэтому в данном случае γ < 0. Можно
считать, что γ = −1 (деля, если необходимо, обе части неравенства (7.41) на −γ).
Тогда, обозначая через c верхнюю грань в (7.41), это неравенство можно записать
в виде двух неравенств

〈x∗, x0〉 − c > α0, 〈x∗, x〉 − c � α ∀ (x, α) ∈ epi f. (7.42)
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Рассмотрим аффинную функцию a(x) = 〈x∗, x〉−c. Если f(x) = +∞, то, очевидно,
a(x) < f(x). Если f(x) < +∞, то из второго неравенства в (7.42) при α = f(x) сле-
дует, что a(x) � f(x). Таким образом, это неравенство выполняется для всех x ∈ X.

Из первого неравенства в (7.42) следует, что α0 < a(x0), и, значит, α0 < a(x0) �
� f(x0). Выбирая α0 сколь угодно близко к f(x0), получаем, что во всех точках,
где функция f конечна, она есть поточечная верхняя грань семейства аффинных
функций, не превосходящих f .

Пусть теперь f(x0) = +∞. Для доказательства теоремы в этом случае надо

для любого α0 ∈ R построить аффинную функцию, не превосходящую f , значение
которой в точке x0 больше α0. Пусть α0 ∈ R. Если в (7.41) γ < 0 (как и выше,
считаем тогда, что γ = −1), то из (7.42) вытекает, что a(x0) = 〈x∗, x0〉 − c >
> α0 и все доказано. Если же γ = 0 (отделяющая гиперплоскость «вертикальна»),

то (7.41) запишется так

〈x∗, x0〉 − c > 0, 〈x∗, x〉 − c � 0 ∀ (x, α) ∈ epi f. (7.43)

По доказанному выше существует аффинная функция a, которая всюду не пре-
восходит f . Для каждого μ > 0 рассмотрим аффинную функцию aμ(x) = a(x) +
+ μ(〈x∗, x〉 − c). Из второго неравенства в (7.43) следует, что эта функция также
всюду не превосходит f , а из первого, что aμ(x0) = a(x0) + μ(〈x∗, x0〉 − c) > α0

для достаточно больших μ. Итак, f есть поточечная верхняя грань семейства аф-
финных функций, ее не превосходящих. �

7.15. ИНТЕГРАЛЬНОЕ НЕРАВЕНСТВО ЙЕНСЕНА

Теорема 7.46 (неравенство Йенсена). Пусть v(·) ∈ L1(T, μ), где μ — вероят-
ностная мера (μ(T ) = 1), а ϕ : R → R — выпуклая функция. Тогда

ϕ

(∫
T

v(x) dμ(x)
)

�
∫

T

ϕ(v(x)) dμ(x). (7.44)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из теоремы 7.44 вытекает, что функция ϕ(·) непрерывна.
Следовательно, она замкнута. Кроме того, ϕ(v(·)) — измерима (см. [45, с. 266]).

В силу выпуклости и замкнутости ϕ(·) она является поточечной верхней гранью
аффинных функций (см. теорему 7.45). Тем самым для всех t0 ∈ R

ϕ(t0) = sup{ at0 + b : at + b � ϕ(t), t ∈ R }.

Пусть at + b � ϕ(t) для всех t ∈ R. Тогда рассмотрим измеримую функцию:

g(x) = ϕ(v(x))− av(x)− b � 0.

Если ∫
T

g(x) dμ(x) = +∞,

то и ∫
T

ϕ(v(x)) dμ(x) = +∞.
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Поэтому неравенство (7.44) очевидным образом выполнено. В противном слу-
чае ϕ(v(·)) — интегрируемая функция и

a

∫
T

v(x) dμ(x) + b =
∫

T

(av(x) + b) dμ(x) �
∫

T

ϕ(v(x)) dμ(x).

Переходя в левой части к точной верхней грани, получаем (7.44). �

7.16. НЕРАВЕНСТВО ЮНГА ДЛЯ СВЕРТОК

Теорема 7.47. Пусть 1 � q �∞, f(·) ∈ L1(T) и g(·) ∈ Lq(T). Тогда

‖(f ∗ g)(·)‖Lq(T) � ‖f(·)‖L1(T)‖g(·)‖Lq(T). (7.45)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Имеем

‖(f ∗ g)(·)‖q
Lq(T) �

∫
T

(∫
T

|f(t− θ)||g(θ)| dθ

)q

dt =

=
∫

T

(∫
T

(|f(t− θ)||g(θ)|q)1/q |f(t− θ)|1−1/q dθ

)q

dt.

Применяя неравенство Гельдера, получаем∫
T

(|f(t− θ)||g(θ)|q)1/q |f(t− θ)|1−1/q dθ �

�
(∫

T

|f(t− θ)||g(θ)|q dθ

)1/q(∫
T

|f(t− θ)| dθ

)1−1/q

=

=
(∫

T

|f(t− θ)||g(θ)|q dθ

)1/q

‖f(·)‖1−1/q
L1(T) .

Отсюда

‖(f ∗ g)(·)‖q
Lq(T) � ‖f(·)‖q−1

L1(T)

∫
T

(∫
T

|f(t− θ)||g(θ)|q dθ

)
dt =

= ‖f(·)‖q−1
L1(T)

∫
T

(
|g(θ)|q

∫
T

|f(t− θ)| dt

)
dθ = ‖f(·)‖q−1

L1(T)‖f(·)‖L1(T)‖g(·)‖q
Lq(T) =

= ‖f(·)‖q
L1(T)‖g(·)‖q

Lq(T).

�

7.17. НЕРАВЕНСТВА ДЛЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ

Пусть ak � 0, k = 1, . . . , N .

Предложение 7.48. Если 0 < p � q, то( N∑
k=1

aq
k

)1/q

�
( N∑

k=1

ap
k

)1/p

.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Будем считать, что

N∑
k=1

ap
k > 0

(в противном случае a1 = . . . = aN = 0 и утверждение предложения очевидно
справедливо). Положим

αk =
ak(

N∑
k=1

ap
k

)1/p
.

Тогда
N∑

k=1

αp
k = 1.

Поэтому αk � 1, k = 1, . . . , N . Следовательно, αq
k � αp

k. Отсюда

N∑
k=1

αq
k �

N∑
k=1

αp
k = 1.

Тем самым ( N∑
k=1

αq
k

)1/q

� 1.

Это означает, что (
N∑

k=1

aq
k

)1/q

(
N∑

k=1

ap
k

)1/p
� 1.

Из этого неравенства очевидным образом вытекает доказываемое неравенство. �

Следствие 7.49. Если q � 1, то

N∑
k=1

aq
k �
( N∑

k=1

ak

)q

.

Пусть ak, bk � 0, k = 1, . . . , N .

Предложение 7.50. Если α, β � 0 и α + β = 1, то

N∑
k=1

aα
k bβ

k �
( N∑

k=1

ak

)α( N∑
k=1

bk

)β

.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если α = 0 или β = 0, то очевидно, что неравенство
обращается в равенство. Предположим, что α > 0 и β > 0. Положим p = 1/α,
q = 1/β. Тогда p > 1, q > 1 и

1
p

+
1
q

= 1.
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Положим
tk = aα

k , sk = bβ
k .

По неравенству Гельдера имеем

N∑
k=1

tksk �
( N∑

k=1

tpk

)1/p( N∑
k=1

sq
k

)1/q

.

Возвращаясь к последовательностям {ak} и {bk}, получаем доказываемое неравен-
ство. �

Предложение 7.51. Если α, β � 0 и α + β � 1, то

N∑
k=1

aα
k bβ

k �
( N∑

k=1

ak

)α( N∑
k=1

bk

)β

.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Положим

α′ =
α

α + β
, β′ =

β

α + β
.

Тогда из предложения 7.51 и следствия 7.49 имеем

N∑
k=1

aα
k bβ

k =
N∑

k=1

(
aα+β

k

)α′ (
bα+β
k

)β′

�
( N∑

k=1

aα+β
k

)α′( N∑
k=1

bα+β
k

)β′

�

�
( N∑

k=1

ak

)(α+β)α′( N∑
k=1

bk

)(α+β)β′

=
( N∑

k=1

ak

)α( N∑
k=1

bk

)β

.

�

Следствие 7.52. Если α, β � 0, α + β � 1, а ряды

∞∑
k=1

ak,
∞∑

k=1

bk

сходятся, то ∞∑
k=1

aα
k bβ

k �
( ∞∑

k=1

ak

)α( ∞∑
k=1

bk

)β

.



Глава 8

ДОПОЛНЕНИЕ II. ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

8.1. ПЕРИОДЫ МЕРОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ

Будем рассматривать функции комплексного переменного. Число T такое, что

для всех значений z из области определения выполняется равенство

f(z + T ) = f(z),

называется периодом функции f(·). Тривиальным периодом называется период

T = 0. Функция f(·) называется периодической, если у нее существует нетриви-
альный период.

Предложение 8.1. Если T1, . . . , Tk — периоды функции f(·), то

T = n1T1 + . . . + nkTk

также период этой функции для любых nj ∈ Z, j = 1, . . . , k.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если nj � 0, то очевидно, что f(z + njTj) = f(z). Пусть
nj < 0. Тогда достаточно доказать, что −Tj является периодом f(·). Имеем

f(z − Tj) = f(z − Tj + Tj) = f(z).

�

Лемма 8.2. Множество периодов мероморфной функции f(z) �≡ C не может
содержать никакой последовательности, сходящейся к конечной точке плос-
кости.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим противное. Пусть существует последователь-
ность периодов Tj , j = 1, 2, . . ., сходящаяся к конечной точке T , и z0 — точка из

области определения f(·). Сходящаяся к нулю последовательность T̃j = Tj+1 − Tj

является последовательностью периодов. Поэтому f(z0 + T̃j) = f(z0). Последова-
тельность z0 + T̃j сходится к точке z0 и в точках этой последовательности f(·)
принимает одно и то же значение. По теореме единственности отсюда следует,
что f(z) ≡ C, а это противоречит условию утверждения. �
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Теорема 8.3 (Абель). Для всякой периодической мероморфной функции
f(z) �≡ C существуют два периода τ и τ ′ такие, что любой период T функ-
ции f(·) имеет вид

T = nτ + n′τ ′,

где n, n′ ∈ Z.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть T0 — какой-нибудь период f(·). В силу леммы 8.2 на

отрезке [0, T0] существует лишь конечное число периодов. Обозначим через τ наи-
меньший по модулю из них. Пусть L — прямая, проходящая через точки 0 и T0.
Тогда точки T = nτ , n = 0,±1,±2, . . ., лежащие на этой прямой, являются перио-
дами функции f(·). Покажем, что других периодов на прямой L нет. Предположим

противное. Пусть T ′ — период функции f(·), который находится между периодами
nτ и (n + 1)τ . Тогда T ′ = (n + r)τ , где 0 < r < 1. В силу предложения 8.1 точка

T ′0 = T ′ − nτ = rτ

является периодом f(·), а это противоречит тому, что τ наименьший по модулю
период на L. Если у функции f(·) нет периодов, не лежащих на L, то теорема
доказана.

Пусть у функции f(·) существует период T ′, не лежащий на прямой L. Рассмот-
рим треугольник с вершинами 0, τ , T ′. Из предложения 8.1 следует, что в этом
треугольнике может быть лишь конечное число периодов. Если в нем существует
период T ′′, не лежащий в вершинах треугольника, то заменим вершину T ′ на T ′′.
В силу того, что внутри отрезка [0, τ ] периодов нет, получится нетривиальный тре-

угольник, в котором периодов меньше, чем в исходном. Продолжая этот процесс,
мы получим треугольник с вершинами 0, τ , τ ′, в котором нет периодов, кроме тех,
которые находятся в вершинах. Достроим этот треугольник до параллелограмма
с вершинами 0, τ , τ ′, τ + τ ′. Покажем, что в треугольнике τ , τ ′, τ + τ ′ нет пе-
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Рис. 8.1.1

риодов, кроме вершин. Действительно, если бы точка τ0 из этого треугольника
была бы периодом, то точка τ + τ ′ − τ0 принадлежала бы треугольнику с вершина-
ми 0, τ , τ ′ и была бы тоже периодом, а это противоречит построению треугольника

с вершинами 0, τ , τ ′.
Пусть T — произвольный период функции f(·). Тогда его можно записать

в виде

T = ατ + βτ ′.
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Запишем α и β в виде

α = n + r, β = n′ + r′, 0 � r, r′ < 1.

Имеем

T = nτ + n′τ ′ + rτ + r′τ ′.

Из предложения 8.1 следует, что точка rτ +r′τ ′ является периодом f(·). Эта точка
лежит в параллелограмме с вершинами 0, τ , τ ′, τ + τ ′. Но в нем не содержится
периодов, кроме его вершин. Поэтому r = r′ = 0. Тем самым

T = nτ + n′τ ′.

�
Числа τ и τ ′ из доказанной теоремы называются основными периодами функ-

ции f(·). Таким образом, периодические мероморфные функции делятся на два
класса: однопериодические, у которых один основной период (τ ′ = 0) и двоякопе-
риодические, имеющие два основных периода. Двоякопериодические мероморфные
функции называются эллиптическими.

8.2. ОБЩИЕ СВОЙСТВА ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Предложение 8.4. Пусть f(·) и g(·) — эллиптические функции с периодами τ
и τ ′. Тогда функции

f(·)± g(·), f(·)g(·), f(·)
g(·) , f ′(·),

являются также эллиптическими с теми же периодами.

Доказательство этого утверждения вытекает из того, что свойства мероморф-

ности и периодичности при указанных операциях не меняются.

Будем рассматривать эллиптические функции с основными периодами τ и τ ′.
Условимся считать, что отношение τ ′/τ имеет положительную мнимую часть.

Возьмем в комплексной плоскости некоторую точку c и построим параллелограмм
с вершинами c, c + τ , c + τ + τ ′, c + τ ′. В силу условий на τ и τ ′ переход от
вершины к вершине, соответствующий написанному порядку вершин, отвечает
обходу границы параллелограмма в положительном направлении. Из четырех вер-

шин к параллелограмму отнесем только вершину c, а из четырех сторон отнесем
те, которые сходятся в точке c. Определенное таким образом точечное множество
назовем параллелограммом периодов.

Начальная вершина c параллелограмма произвольна. Благодаря этому можно

строить параллелограмм периодов так, чтобы на его сторонах функция не принима-
ла каких-либо наперед указанных значений, например, не обращалась в бесконеч-
ность. Такой выбор параллелограмма периодов возможен, так как эллиптическая

функция, как всякая мероморфная функция (отличная от постоянной), принимает
в конечной области каждое свое значение конечное число раз.
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Теорема 8.5 (Лиувилль). Если эллиптическая функция является целой, то
она постоянна.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Такая эллиптическая функция должна быть ограничена
в параллелограмме периодов. Тогда она ограничена во всей плоскости и, следова-
тельно, постоянна. �

Следствие 8.6. Пусть эллиптические функции f(·) и g(·) с одними и теми же
периодами имеют в параллелограмме периодов совпадающие нули и полюсы
с учетом кратности. Тогда найдется постоянная C такая, что

f(·) = Cg(·).
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим эллиптическую функцию f(·)/g(·). У нее нет

полюсов в параллелограмме периодов. Тем самым она является целой. По теоре-
ме 8.5 f(·)/g(·) = C. Отсюда вытекает утверждение следствия. �

Теорема 8.7. Сумма вычетов эллиптической функции относительно всех ее
полюсов в параллелограмме периодов равна нулю.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Выберем параллелограмм периодов так, чтобы эллиптиче-

ская функция f(·) была регулярна на его сторонах. Тогда интеграл по контуру Γ
этого параллелограмма по теореме Коши равен сумме вычетов f(·) относительно
всех полюсов, лежащих внутри параллелограмма, умноженной на 2πi. Имеем∫

Γ

f(u) du =
∫ c+τ

c

f(u) du+
∫ c+τ+τ ′

c+τ

f(u) du+
∫ c+τ ′

c+τ+τ ′
f(u) du+

∫ c

c+τ ′
f(u) du. (8.1)

Сделав замену u = v + τ ′, получим∫ c+τ ′

c+τ+τ ′
f(u) du =

∫ c

c+τ

f(v + τ ′) dv = −
∫ c+τ ′

c

f(v) dv.

Тем самым первый и третий интегралы в правой части (8.1) сокращаются. Анало-

гичная ситуация происходит со вторым и четвертым интегралом. Следовательно,∫
Γ

f(u) du = 0. (8.2)

В силу определения параллелограмма периодов из двух параллельных сторон па-
раллелограмму периодов принадлежит только одна. Поэтому доказанное утвер-

ждение справедливо и в том случае, когда функция имеет полюсы на границе
параллелограмма. �

Пусть функция f(·) аналитична внутри ограниченной области D всюду, кроме
конечного числа полюсов, непрерывна на границе этой области Γ и не обращается
на Γ в 0. Предположим, что f ′(·) тоже непрерывна на Γ. Тогда известно (см.,

например, [50, с. 88], что

1
2π

∫
Γ

f ′(u)
f(u)

du = N − P,

где N — полное число нулей, а P — полное число полюсов внутри области D.
Применяя теорему 8.7 к эллиптической функции f ′(·)/f(·), получаем



328 Глава 8. Дополнение II. Эллиптические функции

Теорема 8.8. Полное число полюсов эллиптической функции в параллелограм-
ме периодов равно полному числу нулей.

8.3. ЭЛЛИПТИЧЕСКИЙ СИНУС

Эллиптическим интегралом первого рода называется функция

F (z, k) =
∫ z

0

dz√
(1− z2)(1− k2z2)

, (8.3)

где k ∈ (0, 1) — параметр (берется та ветвь корня, которая на отрезке [0, 1] прини-
мает положительные значения). Когда точка z = x двигается по отрезку [0, 1] от 0
до 1, интеграл

F (x, k) =
∫ x

0

dx√
(1− x2)(1− k2x2)

принимает положительные значения, изменяясь от 0 до значения

K =
∫ 1

0

dx√
(1− x2)(1− k2x2)

.

При переходе через точку z = 1 множитель 1 − x меняет знак. Так как рас-

сматриваемая ветвь корня аналитична в верхней полуплоскости, то мы должны
считать, что такой переход происходит в результате обхода точки z = 1 по малой
полуокружности γ (см. рис. 8.3.2).

�

�

x

y

��
0 1−1

� ��
1/k−1/k

�
γI ′ I IIII ′ IIIIII ′

Рис. 8.3.2

В результате такого обхода arg(1−z) меняется от 0 до −π, а аргументы осталь-
ных множителей не меняются. Поэтому на отрезке II = [1, 1/k] аргумент корня
равен −π/2, а аргумент подынтегрального выражения в (8.3) равен π/2. Тем са-
мым значения F (x, k) на отрезке II можно представить в виде

F (x, k) =
∫ 1

0

dx√
(1− x2)(1− k2x2)

+
∫ x

1

dx√
(1− x2)(1− k2x2)

=

= K + i

∫ x

1

dx√
(x2 − 1)(1− k2x2)

,



8.3. Эллиптический синус 329

где в последнем интеграле корень принимает положительные значения. Следо-
вательно, при движении точки x по отрезку [1, 1/k] от 1 до 1/k точка F (x, k)
двигается по отрезку [K, K + iK ′] от K до K + iK ′, где

K ′ =
∫ 1/k

1

dx√
(x2 − 1)(1− k2x2)

.

Величина K называется полным эллиптическим интегралом первого рода
для модуля k. С помощью замены переменной x = (1−k′2t2)−1/2, где k′ =

√
1− k2,

величина K ′ может быть записана в виде

K ′ =
∫ 1

0

dt√
(1− t2)(1− k′2t2)

.

Тем самым K ′ есть тоже полный эллиптический интеграл первого рода, но для
дополнительного модуля k′.

При переходе через точку z = 1/k множитель 1 − kx меняет знак. Как и вы-
ше, можно убедиться в том, что рассматриваемая ветвь корня на луче III =
= [1/k, +∞) имеет аргумент −π, т. е. принимает отрицательные значения. Таким
образом, на этом луче

F (x, k) =
∫ 1

0

dx√
(1− x2)(1− k2x2)

+
∫ 1/k

1

dx√
(1− x2)(1− k2x2)

+

+
∫ x

1/k

dx√
(1− x2)(1− k2x2)

= K + iK ′ −
∫ x

1/k

dx√
(x2 − 1)(k2x2 − 1)

, (8.4)

где в последнем интеграле корень принимает положительные значения. Замена

переменных x =
1
kξ

показывает, что

∫ +∞

1/k

dx√
(x2 − 1)(k2x2 − 1)

=
∫ 1

0

dξ√
(1− ξ2)(1− k2ξ2)

= K.

Поэтому луч III функция F (·, k) преобразует в полуинтервал [K + iK ′, iK ′).
Совершенно аналогично показывается, что F (·, k) гомеоморфно преобразует от-

рицательную полуось в левую половину контура прямоугольника, изображенного
на рис. 8.3.3.

Применяя принцип соответствия границ, можно утверждать, что эллиптиче-
ский интеграл первого рода F (·, k) реализует конформное отображение верхней
полуплоскости на прямоугольник R0 с вершинами ±K, ±K + iK ′. Обозначим
через

w = sn(z, k) (8.5)

(или, короче, w = sn z) обращение интеграла

z =
∫ w

0

dw√
(1− w2)(1− k2w2)

. (8.6)
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Функция (8.5) называется эллиптическим синусом. Она является аналитической

в прямоугольнике R0 и отображает его на верхнюю полуплоскость.
Так как функция sn z переводит отрезок [−K, K] в отрезок [−1, 1], то к ней

применим принцип симметрии, по которому она аналитически продолжается в пря-
моугольник R−1, симметричный с R0 относительно [−K, K], причем продолжен-

ная функция (мы снова обозначаем ее через sn z) отображает R−1 на нижнюю
полуплоскость. Функция sn z переводит отрезок [K, K + iK ′] в отрезок [1, 1/k].
К ней снова можно применить принцип симметрии, по которому она продолжает-
ся в прямоугольник R1, симметричный с R0 относительно [K, K + iK ′], причем
продолженная функция отображает R1 тоже на нижнюю полуплоскость. Продол-
женную функцию можно продлить в прямоугольник R2.

Точно также мы можем продлить функцию sn z в прямоугольник R1. Только
теперь продолженная функция будет мероморфной — в точке iK ′ она будет иметь

полюс. Рассуждая таким же образом, мы можем продлить эллиптический синус
на всю плоскость C.

Отметим некоторые свойства полученной функции. В силу принципа симмет-
рии точка z1 из прямоугольника R1, симметричная точке z0 относительно отрезка

[K, K + iK ′] переходит в точку sn z0, а точка z2 = z0 + 4K, симметричная с z1

относительно [3K, 3K + iK ′] — снова в точку sn z0. Тем самым для всех z ∈ C

sn(z + 4K) = sn z.
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Аналогично можно показать, что

sn(z + 2iK ′) = sn z.

Таким образом, построенная функция является эллиптической с основными пери-
одами 4K и 2iK ′.

Точка z0, симметричная точке z0 относительно отрезка [−K, K] переходит
в точку sn z0. Следовательно, sn z0 = sn z0. Было показано, что sn z1 = sn z0.
Но z1 = 2K − z0. Тем самым sn(2K − z0) = sn z0. Отсюда для всех z ∈ C

sn(2K − z) = sn z.

Получим еще одно соотношение. Пусть x ∈ [1/k, +∞). Тогда из (8.4) следует,
что

z =
∫ x

0

dx√
(1− x2)(1− k2x2)

=
∫ 1

0

dx√
(1− x2)(1− k2x2)

+

+
∫ 1/k

1

dx√
(1− x2)(1− k2x2)

+
∫ x

1/k

dx√
(1− x2)(1− k2x2)

=

= K + iK ′ −
∫ x

1/k

dx√
(x2 − 1)(k2x2 − 1)

.

Сделав в последнем интеграле замену x =
1
kξ

, получаем

z = K + iK ′ +
∫ 1

kx

1

dξ√
(1− ξ2)(1− k2ξ2)

= iK ′ +
∫ 1

kx

0

dξ√
(1− ξ2)(1− k2ξ2)

.

Отсюда получаем x = sn z и

1
kx

= sn(z − iK ′) = sn(z + iK ′).

В силу мероморфности функции sn z для всех z ∈ C (кроме нулей sn z) справед-
ливо равенство

sn(z + iK ′) =
1

k sn z
. (8.7)

Из (8.6) следует, что

dz

dw
=

1√
(1− w2)(1− k2w2)

.

Тем самым
d sn z

dz
=
√

(1− sn2 z)(1− k2 sn2 z).

В частности,

(sn z)′|z=0 = 1.
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Следовательно, нули функции sn z кратны единице. В силу равенства (8.7) полюса
этой функции также однократные.

Итак, выяснено, что функция sn z является эллиптической, имеет параллело-
грамм периодов с вершинами в точках 0, 4K, 2iK ′, 4K + 2iK ′ (напомним, что
из него удалены отрезки [4K, 4K + 2iK ′] и [2iK ′, 4K + 2iK ′]). В параллелограм-
ме периодов у sn z два однократных нуля (z = 0, 2K) и два однократных полюса
(z = iK ′, 2K + iK ′).

8.4. ПЕРВОЕ ГЛАВНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ n-Й СТЕПЕНИ

Предложение 8.9. Имеет место равенство

sn(u + v) sn(u− v) =
sn2 u− sn2 v

1− k2 sn2 u sn2 v
. (8.8)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим функции

f(z) = sn(z + v) sn(z − v), g(z) =
sn2 z − sn2 v

1− k2 sn2 z sn2 v
.

В силу предложения 8.4 обе эти функции эллиптические с периодами 4K, 2iK ′

(на самом деле даже период 2K, но это не играет особого значения). Нули функ-
ции f(·) имеют вид z = ±v + 2Kn + 2iK ′m, n, m ∈ Z. Те же нули имеет функ-
ция g(·). Полюсы функции f(·) имеют вид z = ±v + 2Kn + (2m + 1)iK ′, n, m ∈ Z.

В силу равенства (8.7) те же полюсы имеет функция g(·). Все нули и полюсы
у этих функций кратны единице. Тогда из следствия 8.6 найдется постоянная C
такая, что f(z) = Cg(z). Подставив z = 0, убеждаемся, что C = 1. �

Пусть модуль λ такой, что
Λ′

Λ
= n

K ′

K
.

Положим

M =
K ′

Λ′
.

Тогда

Λ =
K

nM
.

Рассмотрим функцию

f(z) =
n−1∏
j=0

sn(t− tj , k),

где

tj = −K +
2j + 1

n
K, j = 0, 1, . . . , n− 1,

и функцию

g(z) = sn
( z

M
, λ
)

.
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Величины 4K и 2iK ′ являются периодами для обеих функций. Пусть n = 2m + 1.
Множество нулей функции f(·) имеет вид

−K +
2j + 1

n
K + 2Ks + 2iK ′r = 2ΛM(j −m + sn) + 2iΛ′Mr,

j = 0, 1, . . . , n− 1, s, r ∈ Z.

Легко убедиться, что каждый такой нуль является нулем и для функции g(·).
Для функции g(·) множество нулей таково:

2ΛMp + 2iΛ′Mq =
2K

n
p + 2iK ′q, p, q ∈ Z.

Покажем, что каждый такой нуль является нулем функции f(·). Представим p+m
в виде p + m = ns + r, где 0 � r � n− 1. Имеем

sn
(

2K

n
p + 2iK ′q − tr, k

)
= sn

(
2K

n
p + K − 2r + 1

n
K, k

)
=

= sn
(

2K

n
(p + m− r), k

)
= sn(2Ks, k) = 0.

Займемся теперь полюсами этих функций. Полюсы f(·) имеют вид

−K +
2j + 1

n
K + 2sK + (2r + 1)iK ′ = 2ΛM(j −m + sn) + iΛ′M(2r + 1),

j = 0, 1, . . . , n− 1, s, r ∈ Z.

Очевидно, что каждый из таких полюсов является полюсом функции g(·). Полюсы
функции g(·) имеют вид

2ΛMp + iΛ′M(2q + 1) =
2K

n
p + iK ′(2q + 1), p, q ∈ Z.

Как и выше, воспользуемся представлением p + m = ns + r. Тогда

2K

n
p + iK ′(2q + 1)− tr = 2Ks + iK ′(2q + 1), (8.9)

а это точка является полюсом для sn(z, k). Для остальных множителей функ-

ции f(·) точка
2K

n
p + iK ′(2q + 1)

не является нулем, так как на прямой z = iK ′ у функции sn(z, k) нет нулей.
Следовательно, точка (8.9) — полюс f(·).

Из следствия 8.6 получаем, что существует постоянная C такая, что g(z) =
= Cf(z). Заметим, что tm = 0 и tm−j = −tm+j , j = 1, . . . , m. Учитывая (8.8),

имеем

f(z) = sn(z, k)
2m∏

j=m+1

sn2(z, k)− sn2(tj , k)
1− k2 sn2(tj , k) sn2(z, k)

.
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Таким образом, доказано, что существует постоянная C такая, что

sn
( z

M
, λ
)

= C sn(z, k)
m∏

r=1

sn2(z, k)− c2
2r

1− k2c2
2r sn2(z, k)

, (8.10)

где

cr = sn
(

rK

n
, k

)
.

Подставив z = −iK ′/2 в (8.7), получим, что

sn
(

iK ′

2
, k

)
=

i√
k

. (8.11)

Положив в (8.10) z = iK ′/2, имеем

i√
λ

= Ci
(−1)m

km+1/2
.

Отсюда

C = (−1)m kn/2

√
λ

.

Итак, для n = 2m+1 мы получили представление (нам удобнее z заменить на Kz):

√
λ sn(nΛz, λ) = (−1)mkn/2 sn(Kz, k)

m∏
r=1

sn2(Kz, k)− c2
2r

1− k2c2
2r sn2(Kz, k)

. (8.12)

Рассмотрим теперь случай, когда n = 2m. Функцию g(·) определим следующим

образом:

g(z) = sn
( z

M
+ Λ, λ

)
.

Множество нулей функции f(·) в рассматриваемом случае имеет вид

−K +
2j + 1

n
K + 2Ks + 2iK ′r = 2ΛM(j −m + sn) + ΛM + 2iΛ′Mr,

j = 0, 1, . . . , n− 1, s, r ∈ Z.

Каждый такой нуль является нулем и для функции g(·). Для функции g(·) множе-
ство нулей таково:

ΛM(2p + 1) + 2iΛ′Mq =
K

n
(2p + 1) + 2iK ′q, p, q ∈ Z.

Покажем, что каждый такой нуль является нулем функции f(·). Представим p+m
в виде p + m = ns + r, где 0 � r � n− 1. Имеем

sn
(

K

n
(2p + 1) + 2iK ′q − tr, k

)
= sn

(
K

n
(2p + 1) + K − 2r + 1

n
K, k

)
=

= sn
(

2K

n
(p + m− r), k

)
= sn(2Ks, k) = 0.
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Займемся теперь полюсами этих функций. Полюсы f(·) имеют вид

−K +
2j + 1

n
K + 2sK + (2r + 1)iK ′ = 2ΛM(j −m + sn) + ΛM + iΛ′M(2r + 1),

j = 0, 1, . . . , n− 1, s, r ∈ Z.

Очевидно, что каждый из таких полюсов является полюсом функции g(·). Полюсы
функции g(·) имеют вид

ΛM(2p + 1) + iΛ′M(2q + 1) =
K

n
(2p + 1) + iK ′(2q + 1), p, q ∈ Z.

Как и выше, воспользуемся представлением p + m = ns + r. Тогда

K

n
(2p + 1) + iK ′(2q + 1)− tr = 2Ks + iK ′(2q + 1), (8.13)

а это точка является полюсом для sn(z, k). Для остальных множителей функ-
ции f(·) точка

K

n
(2p + 1) + iK ′(2q + 1)

не является нулем, так как на прямой z = iK ′ у функции sn(z, k) нет нулей.
Следовательно, точка (8.13) — полюс f(·).

Из следствия (8.6) получаем, что существует постоянная C такая, что g(z) =
= Cf(z). Заметим, что tm−j = −tm+j , j = 1, . . . , m. Учитывая (8.8), имеем

f(z) =
2m∏

j=m+1

sn2(z, k)− sn2(tj , k)
1− k2 sn2(tj , k) sn2(z, k)

.

Таким образом, доказано, что существует постоянная C такая, что

sn
( z

M
+ Λ, λ

)
= C

m∏
r=1

sn2(z, k)− c2
2r−1

1− k2c2
2r−1 sn2(z, k)

. (8.14)

Подставив z = K − iK ′/2 в (8.7), получим, что

sn
(

K +
iK ′

2
, k

)
=

1

k sn
(

K − iK ′

2
, k

) =− 1

k sn
(

iK ′

2
−K, k

)=
1

k sn
(

iK ′

2
+ K, k

) .

Отсюда

sn
(

K +
iK ′

2
, k

)
=

1√
k

.

Положив в (8.14) z = iK ′/2, имеем

1√
λ

= C
(−1)m

km
.

Таким образом, для n = 2m мы получили представление (снова z заменим на Kz):

√
λ sn(nΛz + Λ, λ) = (−1)mkn/2

m∏
r=1

sn2(Kz, k)− c2
2r−1

1− k2c2
2r−1 sn2(Kz, k)

. (8.15)
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8.5. ПРОИЗВЕДЕНИЯ БЛЯШКЕ—ЗОЛОТАРЕВА

Пусть k ∈ (0, 1), а K — полный эллиптический интеграл первого рода для
модуля k. Функцию

Zn(z, k) =
n∏

j=1

z − zj

1− zjz
,

где

zj =
√

k sn
(
−K +

2j − 1
n

K, k

)
,

будем называть произведением Бляшке—Золотарева. Если n = 2m+1, то Zn(·, k)
можно записать в виде

Zn(z, k) = z
m∏

j=1

z2 − u2
j

1− u2
jz

2
, uj =

√
k sn
(

2j

n
K, k

)
.

При n = 2m функция Zn(·, k) записывается в виде

Zn(z, k) =
m∏

j=1

z2 − v2
j

1− v2
j z2

, vj =
√

k sn
(

2j − 1
n

K, k

)
.

Подставляя z =
√

k sn(Kt, k), учитывая (8.12) и (8.15), получаем параметрическую
запись для произведений Бляшке—Золотарева:

Zn(z, k) =

{
(−1)n/2

√
λ sn(nΛt + Λ, λ), n = 2m,

(−1)(n−1)/2
√

λ sn(nΛt, λ), n = 2m + 1,

где λ определено равенством

Λ′

Λ
= n

K ′

K
,

а Λ и Λ′ — полные эллиптические интегралы первого рода для модулей λ и λ′ =
=
√

1− λ2. Таким образом,

‖Zn(·, k)‖C([−√k,
√

k]) =
√

λ.

Важным свойством произведений Бляшке—Золотарева является наличие у них
альтернанса, т. е. таких точек

ξj =
√

k sn
(
−K +

2j

n
K, k

)
, j = 0, 1, . . . , n,

для которых

Z(ξj , k) = (−1)j‖Zn(·, k)‖C([−√k,
√

k]), j = 0, 1, . . . , n. (8.16)
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8.6. ФУНКЦИЯ ВЕЙРШТРАССА ℘(·)
Рассмотрим ряд ∑

n,n′

′ 1
|2nω + 2n′ω′|3 , (8.17)

где суммирование берется по всем целым n и n′, кроме пары n = n′ = 0 (это
отмечается штрихом у знака суммы), а числа ω и ω′ таковы, что отношение ω′/ω
не является действительным числом.

Предложение 8.10. Ряд (8.17) сходится.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Положим

Sk =
∑
n,n′

1
|2nω + 2n′ω′|3 ,

где сумма распространяется на те n и n′, для которых

n = ±k, − k < n′ < k,

n′ = ±k, − k < n < k,

n = ±k, n′ = ±k.

(8.18)

Число пар (n, n′), удовлетворяющих условию (8.18), равно 8k, при этом для та-

ких пар

|2nω + 2n′ω′| � kd,

где d наименьшее расстояние до начала координат среди точек

±2ω, ±(2ω + 2ω′), ±2ω′, ±(2ω − 2ω′).

Поэтому имеет место оценка

Sk � 8k · 1
(kd)3

=
8
d3
· 1
k2

.

Тем самым ряд ∑
n,n′

′ 1
|2nω + 2n′ω′|3 =

∞∑
k=1

Sk

сходится. �

Предложение 8.11. Ряд ∑
n,n′

1
(u− 2nω − 2n′ω′)3

сходится абсолютно и равномерно в каждой ограниченной области плоскости
u, если из него удалить то конечное число членов, которые в этой области
обращаются в бесконечность.



338 Глава 8. Дополнение II. Эллиптические функции

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим круг |u| � R. Удалим из ряда все слагаемые,
для которых |2nω+2n′ω′| � 2R. Очевидно, что их конечное число. Для оставшихся
слагаемых

|u− 2nω − 2n′ω′| � |2nω + 2n′ω′| − |u| � 1
2
|2nω + 2n′ω′|.

Следовательно, для оставшихся слагаемых

1
|u− 2nω − 2n′ω′|3 � 8

|2nω + 2n′ω′|3 .

Из сходимости ряда (8.17) вытекает утверждение предложения. �
Положим

Q(u) = −2
∑
n,n′

1
(u− 2nω − 2n′ω′)3

.

Эта функция имеет периоды 2ω и 2ω′. Действительно,

Q(u + 2ω) = −2
∑
n,n′

1
(u + 2ω − 2nω − 2n′ω′)3

= −2
∑
m,n′

1
(u− 2mω − 2n′ω′)3

,

где m = n − 1. Так как пара (m, n′) пробегает ту же совокупность, что и пара
(n, n′), то

Q(u + 2ω) = Q(u).

Аналогично показывается, что

Q(u + 2ω′) = Q(u).

Функция Q(·) является нечетной. Действительно,

Q(−u) = 2
∑
n,n′

1
(u + 2nω + 2n′ω′)3

= 2
∑
n,n′

1
(u− 2mω − 2m′ω′)3

,

где m = −n и m′ = −n′. Так как обе пары пробегают одну и ту же совокупность,
то

Q(−u) = −Q(u).

Положим

℘(u) =
1
u2

+
∫ u

0

(
Q(u) +

2
u3

)
du,

где путь интегрирования не проходит через вершины сетки периодов, отличные
от точки u = 0. Таким образом,

℘′(u) = Q(u).

Почленное интегрирование дает

℘(u) =
1
u2

+
∑
n,n′

′( 1
(u− 2nω − 2n′ω′)2

− 1
(2nω + 2n′ω′)2

)
.

Так как Q(·) — функция нечетная, то ℘(·) — функция четная.
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Поскольку Q(·) имеет период 2ω, то

℘′(u + 2ω) = ℘′(u). (8.19)

Значит,

℘(u + 2ω) = ℘(u) + c, (8.20)

где c — константа. Положив в (8.20) u = −ω, получим

℘(ω) = ℘(−ω) + c.

Отсюда в силу четности ℘(·) вытекает, что c = 0, т. е.

℘(u + 2ω) = ℘(u).

Аналогично показывается, что

℘(u + 2ω′) = ℘(u).

Таким образом, ℘(·) является эллиптической функцией, у которой в параллело-
грамме периодов один полюс второго порядка.

8.7. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ ДЛЯ ФУНКЦИИ ℘(·)
В окрестности точки u = 0 функция ℘(·) имеет вид

℘(u) =
1
u2

+ 3u2
∑
n,n′

′ 1
(2nω + 2n′ω′)4

+ 5u4
∑
n,n′

′ 1
(2nω + 2n′ω′)6

+ . . . .

Следуя Вейерштрассу, введем обозначения

g2 = 60
∑
n,n′

′ 1
(2nω + 2n′ω′)4

, g3 = 140
∑
n,n′

′ 1
(2nω + 2n′ω′)6

.

В этих обозначениях

℘(u) =
1
u2

+
g2

20
u2 +

g3

28
u4 + . . . .

Отсюда

℘′(u) = − 2
u3

+
g2

10
u +

g3

7
u3 + . . . .

Поэтому

℘′2(u) =
4
u6

(
1− g2

10
u4 − g3

7
u6 + . . .

)
,

℘3(u) =
1
u6

(
1 +

3g2

20
u4 +

3g3

28
u6 + . . .

)
.

В силу этих разложений

℘′2(u)− 4℘3(u) + g2℘(u) = −g3 + Au2 + Bu4 + . . . .
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Левая часть полученного равенства есть эллиптическая функция с основными
периодами τ и τ ′. Ее полюсами могут быть только точки nτ + n′τ ′. А так как
в точке u = 0, как показывает написанная формула, эта функция регулярна и рав-

на −g3, то она регулярна во всяком параллелограмме периодов, для которого u = 0
есть внутренняя точка. Следовательно, по теореме Лиувилля она есть константа.
Тем самым

℘′2(u) = 4℘3(u)− g2℘(u)− g3. (8.21)

Иначе говоря, ℘(·) удовлетворяет дифференциальному уравнению

z′2 = 4z3 − g2z − g3.

Положим

4z3 − g2z − g3 = 4(z − e1)(z − e2)(z − e3).

Тогда

e1 + e2 + e3 = 0,

e1e2 + e2e3 + e3e1 = −1
4
g2,

e1e2e3 =
1
4
g3.

Подставляя в равенство (8.19) u = −ω, получаем

℘′(ω) = ℘′(−ω).

В силу нечетности ℘′(·) отсюда следует, что ℘(ω) = 0. Подобным образом можно
показать, что

℘′(ω′) = ℘′(ω + ω′) = 0.

Тем самым точки ω, ω + ω′, ω′ являются нулями ℘′(·) и притом простыми нулями,
так как ℘′(·) — эллиптическая функция третьего порядка.

Заметим, что величины

℘(ω), ℘(ω + ω′), ℘(ω′) (8.22)

все различны между собой. Действительно, если, например, ℘(ω) = ℘(ω + ω′), то
эллиптическая функция второго порядка ℘(·)− ℘(ω) имела бы два нуля ω, ω + ω′

второго порядка, что невозможно.
В силу (8.21) величины (8.22) совпадают с корнями многочлена 4z3 − g2z− g3.

Поэтому числа e1, e2, e3 все различны между собой.

Будем использовать обозначения

ω1 = ω,

ω2 = −ω − ω′
(

τ =
ω3

ω1
, Im τ > 0

)
,

ω3 = ω′.

Заметим, что ω1 + ω2 + ω3 = 0. В дальнейшем считаем, что

ek = ℘(ωk), k = 1, 2, 3. (8.23)
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8.8. ФУНКЦИЯ ВЕЙРШТРАССА ζ(·)
Функция ζ(·) определяется следующим образом:

ζ(u) =
1
u
−
∫ u

0

(
℘(u)− 1

u2

)
du, (8.24)

где путь интегрирования не проходит через вершины сетки периодов, отличные от
точки u = 0. Таким образом,

ζ ′(u) = −℘(u). (8.25)

Почленное интегрирование дает

ζ(u) =
1
u

+
∑
n,n′

′ ( 1
u− 2nω − 2n′ω′

+
1

2nω + 2n′ω′
+

u

(2nω + 2n′ω′)2

)
.

Из (8.24) следует, что ζ(·) — нечетная функция. В силу (8.25)

ζ(u + 2ω)− ζ(u) = 2η,

ζ(u + 2ω′)− ζ(u) = 2η′,
(8.26)

где η и η′ — некоторые константы. Подставляя u = −ω в первое равенство и ис-

пользуя нечетность ζ(·), получаем η = ζ(ω). Аналогично находим, что η′ = ζ(ω′).
Будем использовать обозначения

ηk = ζ(ωk), k = 1, 2, 3.

Нетрудно видеть, что

η1 + η2 + η3 = 0.

Действительно, в силу (8.26)

ζ(u + 2ω + 2ω′) = ζ(u + 2ω) + 2η = ζ(u) + 2η + 2η′.

Полагая u = −ω − ω′, находим

η + η′ = ζ(ω + ω′).

Следовательно,
η1 + η3 = −η2.

Докажем, что

ηω′ − η′ω =
πi

2
. (8.27)

Напомним, что для определенности Im ω′/ω > 0. Рассмотрим какой-нибудь парал-
лелограмм периодов с вершинами c, c+2ω, c+2ω +2ω′, c+ω′, для которого точка

u = 0 является внутренней. Интегрируя по контуру Γ этого параллелограмма,
будем иметь

2πi =
∫

Γ

ζ(u) du =
∫ c+2ω

c

ζ(u) du +
∫ c+2ω+2ω′

c+2ω

ζ(u) du +

+
∫ c+2ω′

c+2ω+2ω′
ζ(u) du +

∫ c

c+2ω′
ζ(u) du.
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Делая в правой части во втором интеграле подстановку u = 2ω + v, а в третьем
интеграле подстановку u = 2ω′ + v, получаем

2πi =
∫ c+2ω

c

(ζ(u)− ζ(u + 2ω′)) du +
∫ c+2ω′

c

(ζ(u + 2ω)− ζ(u)) du =

=
∫ c+2ω′

c

2η du−
∫ c+2ω

c

2η′ du = 4(ηω′ − η′ω).

Тем самым имеет место соотношение (8.27).
Соотношение (8.27) можно переписать в виде

η1ω3 − η3ω1 =
πi

2
. (8.28)

Подставляя в (8.28) ω3 = −ω1 − ω2 и η3 = −η1 − η2, получаем

η1(−ω1 − ω2)− (−η1 − η2)ω1 =
πi

2
.

Следовательно,

η1ω2 − η2ω1 = −πi

2
. (8.29)

8.9. ФУНКЦИЯ ВЕЙРШТРАССА σ(·)
Определим функцию σ(·) равенством

ln
σ(u)

u
=
∫ u

0

(
ζ(u)− 1

u

)
du, (8.30)

где путь интегрирования не проходит ни через одну вершину сетки периодов,
отличную от точки u = 0. Из (8.30) следует, что

σ′(u)
σ(u)

= ζ(u). (8.31)

Заменяя в (8.30) функцию ζ(·) ее разложением на простейшие дроби и почленно

интегрируя, получаем

ln
σ(u)

u
=
∑
n,n′

′(
ln
(

1− u

2nω + 2n′ω′

)
+

u

2nω + 2n′ω′
+

u2

2(2nω + 2n′ω′)2

)
.

Отсюда вытекает следующее разложение функции σ(·) в бесконечное произве-

дение:

σ(u) = u
∏
s

′ (
1− u

s

)
e

u
s + u2

2s2 , s = 2nω + 2n′ω′.

Из этого представления видно, что σ(·) — целая функция, имеющая лишь простые
нули, лежащие в вершинах сетки периодов.

Из (8.30) вытекает, что σ(·) — нечетная функция.
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Заменим в (8.31) u на u + 2ω. В силу (8.26) получим

σ′(u + 2ω)
σ(u + 2ω)

=
σ′(u)
σ(u)

+ 2η.

Отсюда
lnσ(u + 2ω) = lnσ(u) + 2ηu + C.

Следовательно,
σ(u + 2ω) = C ′e2ηuσ(u).

Полагая здесь u = −ω, будем иметь

σ(ω) = −σ(ω)C ′e−2ηω.

Так как σ(ω) �= 0, то C ′ = −e2ηω. Тем самым

σ(u + 2ω) = −e2η(u+ω)σ(u). (8.32)

Легко показать, что вообще

σ(u + 2ωk) = −e2ηk(u+ωk)σ(u). (8.33)

8.10. СВЯЗЬ МЕЖДУ ФУНКЦИЯМИ ℘(·) И σ(·). ФУНКЦИИ σ1(·), σ2(·), σ3(·)
Предложение 8.12. Имеет место равенство

℘(u)− ℘(v) = −σ(u− v)σ(u + v)
σ2(u)σ2(v)

. (8.34)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим функции

f(u) = ℘(u)− ℘(v), g(u) =
σ(u− v)σ(u + v)

σ2(u)
,

где v фиксировано и не совпадает ни с одной вершиной сетки периодов 2ω и 2ω′.
Функция f(·) — эллиптическая с периодами 2ω и 2ω′. Она имеет полюсы второго
порядка в точках 2nω+2n′ω′ и простые нули в точках v+2nω+2n′ω′ и −v+2nω+
+ 2n′ω′. Покажем, что функция g(·) является эллиптической функцией с теми же

периодами. В силу (8.32) имеем

σ(u + 2ω − v)σ(u + 2ω + v) = e2η(2u+2ω)σ(u + v)σ(u− v).

Кроме того,
σ2(u + 2ω) = e2η(2u+2ω)σ2(u).

Тем самым

g(u + 2ω) = g(u).

Аналогично показывается, что

g(u + 2ω′) = g(u).
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У функции g(·) полюсы второго порядка в точках 2nω + 2n′ω′ и простые нули
в точках v + 2nω + 2n′ω′ и −v + 2nω + 2n′ω′. Из следствия 8.6 вытекает, что
найдется постоянная C такая, что f(z) = Cg(z). Таким образом,

℘(u)− ℘(v) = C
σ(u− v)σ(u + v)

σ2(u)
.

Умножим обе части этого равенства на u2 и подставим u = 0. Получим 1 =
= −Cσ2(v). Отсюда

C = − 1
σ2(v)

.

�
Из (8.33) вытекает, что

σ(u + ωk) = σ(u− ωk + 2ωk) = −e2ηkuσ(u− ωk).

Заменяя в равенстве (8.34) v на ωk и учитывая, что ℘(ωk) = ek, получаем

℘(u)− ek = e2ηku

(
σ(u− ωk)
σ(ωk)σ(u)

)2

, k = 1, 2, 3.

Введем, кроме σ(·), еще три сигма-функции:

σk(u) = −eηku σ(u− ωk)
σ(ωk)

, k = 1, 2, 3.

Знак минус взят для того, чтобы имело место равенство σk(0) = 1. Функции

σk(·) — четные. Действительно,

σk(−u) = −e−ηku σ(−u− ωk)
σ(ωk)

= e−ηku σ(u + ωk)
σ(ωk)

= −e−ηku e2ηkuσ(u− ωk)
σ(ωk)

= σk(u).

Из определений функций σk(·)

℘(u)− ek =
(

σk(u)
σ(u)

)2

, k = 1, 2, 3. (8.35)

Примем то определение
√

℘(u)− ek, которое в окрестности точки u = 0 ведет себя
как 1/u. Тогда √

℘(u)− ek =
σk(u)
σ(u)

, k = 1, 2, 3. (8.36)

8.11. ТЕТА-ФУНКЦИИ

В качестве основной тета-функции примем

θ3(v) =
∞∑

m=−∞
e(m2τ+2mv)πi.
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Здесь v — аргумент, а τ — параметр, для которого Im τ < 0. При таком условии
величина h = eπiτ по модулю меньше единицы, что влечет абсолютную сходимость
рассматриваемого ряда для любого конечного v.

Нетрудно привести θ3(·) к виду

θ3(v) = 1 + 2h cos 2πv + 2h4 cos 4πv + 2h9 cos 6πv + . . . .

Таким образом, θ3(·) — четная целая функция с периодом 1.
Кроме θ3(·) вводятся еще три тета-функции:

θ0(v) = θ3

(
v +

1
2

)
,

θ1(v) = ie−πi(v−τ/4)θ3

(
v +

1− τ

2

)
,

θ2(v) = e−πi(v−τ/4)θ3

(
v − τ

2

)
.

(8.37)

Нетрудно получить разложения этих тета-функций в ряды Фурье:

θ0(v) = 1− 2h cos 2πv + 2h4 cos 4πv − 2h9 cos 6πv + . . . ,

θ1(v) = 2h
1
4 sin πv − 2h

9
4 sin 3πv + 2h

25
4 sin 5πv − . . . ,

θ2(v) = 2h
1
4 cos πv + 2h

9
4 cos 3πv + 2h

25
4 cos 5πv + . . . .

8.12. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ТЕТА-ФУНКЦИЙ БЕСКОНЕЧНЫМИ
ПРОИЗВЕДЕНИЯМИ

Рассмотрим функцию

f(s) =
∞∏

k=1

(1− h2k−1s)
∞∏

k=1

(1− h2k−1s−1), (8.38)

где h — константа, модуль которой меньше единицы, а s — комплексная пере-
менная. Написанные бесконечные произведения сходятся абсолютно при любом
s �= 0, и функция f(·) регулярна в каждой конечной точке s �= 0. Из вида правой
части (8.38) вытекает, что

f(s) = −hsf(h2s). (8.39)

Разложим f(·) в ряд Лорана:

f(s) =
∞∑

k=−∞
aksk. (8.40)

Принимая во внимание (8.39), получаем

∞∑
k=−∞

aksk = −
∞∑

k=−∞
akh2k+1sk+1,
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откуда следует, что
ak = −ak−1h

2k−1.

Это соотношение можно переписать в виде

(−1)kakh−k2
= (−1)k−1ak−1h

−(k−1)2 .

Таким образом, величина (−1)kakh−k2
от k не зависит, и, значит,

(−1)kakh−k2
= a0.

Следовательно, разложение (8.40) принимает вид

f(s) = a0

∞∑
k=−∞

(−1)khk2
sk.

Отсюда

f(e2πiv) = a0

(
1 + 2

∞∑
k=1

(−1)khk2
cos 2kπv

)
= a0θ0(v).

С другой стороны,

f(e2πiv) =
∞∏

k=1

(1−h2k−1e2πiv)
∞∏

k=1

(1−h2k−1e−2πiv) =
∞∏

k=1

(1−2h2k−1 cos 2πv+h4k−2).

Таким образом,

θ0(v) =
1
a0

∞∏
k=1

(1− 2h2k−1 cos 2πv + h4k−2).

Найдем постоянную a0. Рассмотрим функцию

fn(s) =
n∏

k=1

(1− h2k−1s)
n∏

k=1

(1− h2k−1s−1) (8.41)

Выполняя перемножение, получим

fn(s) = a
(n)
0 + a

(n)
1

(
s +

1
s

)
+ . . . + a(n)

n

(
sn +

1
sn

)
.

При этом

a(n)
n = (−1)nh1+3+...+2n−1 = (−1)nhn2

. (8.42)

В силу (8.41)
(sh− h2n)fn(h2s) = −(1− h2n+1)fn(s).

Поэтому

(sh− h2n)
n∑

k=−n

a
(n)
k h2ksk = −(1− h2n+1)

n∑
k=−n

a
(n)
k sk
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(здесь a
(n)
−k = a

(n)
k , k = 1, 2, . . . , n). Отсюда

n∑
k=−n

a
(n)
k (h2k+1 − h2n+1)sk+1 =

n∑
k=−n

a
(n)
k (h2k+2n − 1)sk.

Сравнение коэффициентов дает

a
(n)
k (h2k+1 − h2n+1) = a

(n)
k+1(h

2(k+n+1) − 1).

Полагая здесь последовательно k = 0, 1, . . . , n − 1 и перемножая полученные ра-
венства, будем иметь

(−1)na
(n)
0

n∏
k=1

(h2k−1 − h2n+1) = a(n)
n

n∏
k=1

(1− h2(n+k)).

Отсюда в силу (8.42)

a
(n)
0 =

hn2
n∏

k=1

(1− h2(n+k))

n∏
k=1

(h2k−1 − h2n+1)

или

a
(n)
0 =

n∏
k=1

(1− h2(n+k))

n∏
k=1

(1− h2k)
.

Величина a0, которую мы ищем, равна

a0 = lim
n→∞ a

(n)
0 .

Действительно, в силу формул, которыми определяются коэффициенты ряда Ло-
рана

a0 =
1

2πi

∮
|s|=1

f(s)
ds

s
, a

(n)
0 =

1
2πi

∮
|s|=1

fn(s)
ds

s
,

а на единичной окружности fn(·) стремится к f(·) равномерно при n →∞. Тем са-
мым

a0 = lim
n→∞

n∏
k=1

(1− h2(n+k))

n∏
k=1

(1− h2k)
=

1
∞∏

k=1

(1− h2k)
.

Итак, окончательная формула имеет вид

θ0(v)=H0

∞∏
k=1

(1−h2k−1e2πiv)
∞∏

k=1

(1−h2k−1e−2πiv)=H0

∞∏
k=1

(1−2h2k−1 cos 2πv+h4k−2),
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где

H0 =
∞∏

k=1

(1− h2k).

Отсюда нетрудно получить разложения для остальных тета-функций. Выведем
для примера разложение функции θ1(·). Воспользуемся равенством (см. (8.37))

θ1(v) = ih1/4e−πivθ0

(
v − τ

2

)
.

Имеем

θ1(v) = iH0h
1/4e−πiv

∞∏
k=1

(1− h2k−2e2πiv)
∞∏

k=1

(1− h2ke−2πiv) =

= iH0h
1/4e−πiv(1− e2πiv)

∞∏
k=1

(1− h2ke2πiv)
∞∏

k=1

(1− h2ke−2πiv) =

= 2H0h
1/4 sin πv

∞∏
k=1

(1− 2h2k cos 2πv + h4k).

Аналогичным образом получаем разложения

θ2(v) = 2H0h
1/4 cos πv

∞∏
k=1

(1 + 2h2k cos 2πv + h4k),

θ3(v) = H0

∞∏
k=1

(1 + 2h2k−1 cos 2πv + h4k−2).

Лемма 8.13. Для любого h такого, что |h| < 1, имеет место равенство

∞∏
k=1

(1 + hk)
∞∏

k=1

(1− h2k−1) = 1.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Положим

Π(h) =
∞∏

k=1

(1 + hk)
∞∏

k=1

(1− h2k−1).

Имеем

Π(h) = (1 + h2)(1 + h4) . . . (1 + h)(1− h)(1 + h3)(1− h3) . . . =

=
∞∏

k=1

(1 + h2k)
∞∏

k=1

(1− h2(2k−1)) = Π(h2).

Таким образом, Π(h) = Π(h2n

) для любого n ∈ N. Если |c| < 1/2, то∣∣∣∣ ln(1 + c)
c

− 1
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣− c

2
+

c2

3
− . . .

∣∣∣∣ � 1
22

+
1
23

+ . . . =
1
2
.
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Следовательно,

| ln(1 + c)| � 3
2
|c|.

Пусть n таково, что |h|m < 1/2, m = 2n. Тогда

| ln(1 + hmk)| � 3
2
|h|mk.

Отсюда ∞∑
k=1

| ln(1 + hmk)| � 3
2

∞∑
k=1

|h|mk =
3
2
· |h|m
1− |h|m � 3|h|m.

Аналогично получаем, что

∞∑
k=1

| ln(1− hm(2k−1))| � 3
2

∞∑
k=1

|h|m(2k−1) =
3
2
· |h|m
1− |h|2m

� 2|h|m.

Тем самым
| ln Π(h)| � 5|h|2n

.

Устремляя n→∞, получаем, что ln Π(h) = 0, то есть Π(h) = 1. �
Проверим, что имеет место равенство

θ′1(0) = πθ0(0)θ2(0)θ3(0). (8.43)

Имеем

θ′1(0) = 2πH3
0h1/4,

θ0(0) = H0

∞∏
k=1

(1− h2k−1)2,

θ2(0) = 2H0h
1/4

∞∏
k=1

(1 + h2k)2,

θ3(0) = H0

∞∏
k=1

(1 + h2k−1)2.

В силу леммы 8.13

πθ0(0)θ2(0)θ3(0) = 2πH3
0h1/4

∞∏
k=1

(1 + h2k)2
∞∏

k=1

(1− h2(2k−1))2 =

= 2πH3
0h1/4Π2(h2) = 2πH3

0h1/4 = θ′1(0).

8.13. СВЯЗЬ МЕЖДУ СИГМА-ФУНКЦИЯМИ И ТЕТА-ФУНКЦИЯМИ

Рассмотрим функции σ(u) и θ1

( u

2ω

)
. У этих функций простые нули в точках

u = 2nω + 2n′ω′, n, n′ = 0,±1,±2, . . . .
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Поэтому функция

f(u) =
eαu2

σ(u)

θ1

( u

2ω

) ,

где α — произвольная постоянная, является целой.

Найдем f(u + 2ω) и f(u + 2ω′):

f(u + 2ω) =
eα(u+2ω)2σ(u + 2ω)

θ1

( u

2ω
+ 1
) =

= eαu2
e4ωα(u+ω)e2η(u+ω) σ(u)

θ1

( u

2ω

) = e2(2ωα+η)(u+ω)f(u),

f(u + 2ω′) =
eα(u+2ω′)2σ(u + 2ω′)

θ1

( u

2ω′
+ τ
) =

= eαu2
e4ω′α(u+ω′)e2η′(u+ω′) σ(u)

h−1e− 2πiu
2ω θ1

( u

2ω

) = e(2(2ω′α+η′)+πi/ω)(u+ω)f(u).

Принимая во внимание (8.27), будем иметь

2(2ω′α + η′) +
πi

ω
= 2τ (2ωα + η).

Поэтому, если положить

α = − η

2ω
,

то станут справедливы равенства

f(u + 2ω) = f(u), f(u + 2ω′) = f(u).

Так как f(·) есть целая функция, то при указанном выборе α она превращается
в константу. Следовательно,

σ(u) = Ce
ηu2
2ω θ1

( u

2ω

)
.

Для определения константы C продифференцируем написанное равенство и по-
ложим u = 0. Это дает

1 = C
1
2ω

θ′1(0),

откуда

σ(u) =
2ω

θ′1(0)
e

ηu2
2ω θ1

( u

2ω

)
.

Найдем аналогичные представления для остальных сигма-функций. Имеем

σk(u) = eηku σ(ωk − u)
σ(ωk)

=
C

σ(ωk)
θ1

(
ωk − u

2ω

)
eηku+η

(ωk−u)2

2ω , k = 1, 2, 3.
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Отсюда

σk(u) = Ckθ1

(
ωk − u

2ω

)
e

ηu2
2ω +(ηkω−ηωk) u

ω .

Учитывая (8.28) и (8.29), получаем

σ1(u) = C1θ1

(
1
2
− u

2ω

)
e

ηu2
2ω ,

σ2(u) = C2e
πiu
2ω θ1

(
−1

2
− τ

2
− u

2ω

)
e

ηu2
2ω ,

σ3(u) = C3e
−πiu

2ω θ1

(τ

2
− u

2ω

)
e

ηu2
2ω .

Перейдем от θ1(·) к θ3(·), используя (8.37)

θ1

(ωk

2ω
− v
)

= ie−πi(ωk
2ω− τ

4−v)θ3

(
ωk

2ω
+

1− τ

2
− v

)
. (8.44)

Положив k = 1, получим

θ1

(
1
2
− v

)
= ie−πi( 1

2− τ
4−v)θ3

(
1
2

+
1− τ

2
− v

)
= ie−πi( 1

2− τ
4−v)θ3

(
v +

τ

2

)
=

= eπi(2v+τ)θ2(v + τ ) = θ2(v).

Следовательно,

σ1(u) = C1θ2

( u

2ω

)
e

ηu2
2ω .

Положим теперь в (8.44) k = 2

θ1

(
−1

2
− τ

2
− v

)
= ie−πi(− 1

2− 3τ
4 −v)θ3(τ + v) = −e−πτ/4e−πivθ3(v).

Отсюда

σ2(u) = C ′2θ3

( u

2ω

)
e

ηu2
2ω .

Наконец, положив в (8.44) k = 3, получим

θ1

(τ

2
− v
)

= ie−πi( τ
4−v)θ3

(
1
2
− v

)
= ie−πi( τ

4−v)θ0(v).

Тем самым

σ3(u) = C ′3θ0

( u

2ω

)
e

ηu2
2ω .

Константы C1, C ′2, C ′3 легко находятся при подстановке u = 0. Таким образом,

σ(u) =
2ω

θ′1(0)
θ1

( u

2ω

)
e

ηu2
2ω ,

σ1(u) =
1

θ2(0)
θ2

( u

2ω

)
e

ηu2
2ω ,

σ2(u) =
1

θ3(0)
θ3

( u

2ω

)
e

ηu2
2ω ,

σ3(u) =
1

θ0(0)
θ0

( u

2ω

)
e

ηu2
2ω .

(8.45)
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8.14. ВЫРАЖЕНИЕ e1, e2, e3 ЧЕРЕЗ ЗНАЧЕНИЯ ТЕТА-ФУНКЦИЙ

Из равенств (8.35) и (8.45) имеем

℘(u)− e3 =
σ2

3(u)
σ2(u)

=
θ′1

2(0)
4ω2θ2

0(0)

θ2
0

( u

2ω

)
θ2
1

( u

2ω

) . (8.46)

Подставляя u = ω, получаем

e1 − e3 =
θ′1

2(0)
4ω2θ2

0(0)

θ2
0

(
1
2

)
θ2
1

(
1
2

) =
θ′1

2(0)
4ω2θ2

0(0)
θ2
3(0)

θ2
2(0)

.

Учитывая (8.43), имеем

e1 − e3 =
( π

2ω

)2
θ4
3(0). (8.47)

Подставим в (8.46) u = ω2

e2 − e3 =
θ′1

2(0)
4ω2θ2

0(0)

θ2
0

(
−1

2
− τ

2

)
θ2
1

(
−1

2
− τ

2

) =
θ′1

2(0)
4ω2θ2

0(0)
θ2
2(0)

θ2
3(0)

.

Подставив снова выражение для θ′1(0), получим

e2 − e3 =
( π

2ω

)2

θ4
2(0). (8.48)

Из той же формулы (8.35) находим

℘(u)− e2 =
(

σ2(u)
σ(u)

)2

=
θ′1

2(0)
4ω2θ2

3(0)

θ2
3

( u

2ω

)
θ2
1

( u

2ω

) .

Подставляя u = ω, получаем

e1 − e2 =
θ′1

2(0)
4ω2θ2

3(0)

θ2
3

(
1
2

)
θ2
1

(
1
2

) =
θ′1

2(0)
4ω2θ2

3(0)
θ2
0(0)

θ2
2(0)

.

Подставив выражение для θ′1(0), получим

e1 − e2 =
( π

2ω

)2

θ4
0(0). (8.49)
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8.15. ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ ЯКОБИ sn u, cnu, dnu

В п. 8.3 был определен эллиптический синус. Здесь мы дадим другое (более
общее) определение этой функции и тесно связанных с ним функций. Пусть τ —
комплексное число, удовлетворяющее условию Im τ > 0. В качестве ω возьмем
некоторое число, зависящее от τ , которое будет определено позже, а число ω′

определим равенством ω′ = τω.
Эллиптические функции Якоби определяются равенствами

sn u =
σ(u)
σ3(u)

= 2ω
θ0(0)
θ′1(0)

θ1

( u

2ω

)
θ0

( u

2ω

) ,

cn u =
σ1(u)
σ3(u)

=
θ0(0)
θ2(0)

θ2

( u

2ω

)
θ0

( u

2ω

) ,

dnu =
σ2(u)
σ3(u)

=
θ0(0)
θ3(0)

θ3

( u

2ω

)
θ0

( u

2ω

) .

(8.50)

Из свойств функций σ(·) и σk(·) вытекает, что sn u — нечетная функция, а cn u
и dnu — четные функции. Кроме того,

sn 0 = 0, cn 0 = dn 0 = 1.

Из формул (8.36) вытекает, что√
℘(u)− e3 =

1
sn u

,√
℘(u)− e1 =

cn u

sn u
,√

℘(u)− e2 =
dnu

sn u
.

(8.51)

Исключая из этих соотношений функцию ℘(·), получаем равенства

cn2 u + (e1 − e3) sn2 u = 1,

dn2 u + (e2 − e3) sn2 u = 1.
(8.52)

Число ω, оставшееся пока неопределенным, выберем так, чтобы e1 − e3 = 1.
Из (8.47) вытекает, что условие, определяющее ω можно записать в виде

ω =
π

2
θ2
3(0) =

π

2

( ∞∑
n=−∞

hn2
)2

.

Тогда из (8.48) и (8.49)следует, что

e2 − e3 =
θ4
2(0)

θ4
3(0)

,

e1 − e2 =
θ4
0(0)

θ4
3(0)

,

e1 − e3 = 1.

(8.53)
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Равенства (8.52) при этом принимают вид

cn2 u + sn2 u = 1,

dn2 u + k2 sn2 u = 1,

где

k =
θ2
2(0)

θ2
3(0)

. (8.54)

Величина k называется модулем функций sn u, cn u, dnu, а величина

k′ =
θ2
2(0)

θ2
3(0)

называется дополнительным модулем. Из формул (8.53) видно, что имеет место
соотношение

k2 + k′2 = 1.

Величины ω и ω′ в теории эллиптических функций Якоби обычно обозначаются
через K и iK ′ соответственно. Тем самым

K = ω =
π

2
θ2
3(0), iK ′ = ω′ = ωτ =

πτ

2
θ2
3(0).

Следовательно,

K =
π

2

(
1 + 2

∞∑
n=1

hn2

)2

,

k = 4h1/2

( ∑∞
n=0 hn(n+1)

1 + 2
∑∞

n=1 hn2

)2

.

Отсюда

h =
1
16

k2 + O(k4) (8.55)

и

K ′ = −K

π
lnh = ln

4
k

+ O

(
k2 ln

4
k

)
. (8.56)

Под символами
√

k,
√

k′,
√

k′/k будем понимать следующие значения корня:

√
k =

θ2(0)
θ3(0)

,
√

k′ =
θ2(0)
θ3(0)

,

√
k′

k
=

θ0(0)
θ2(0)

.

Если воспользоваться равенствами

2ω
θ0(0)
θ′1(0)

= πθ2
3(0)

θ0(0)
θ′1(0)

=
θ3(0)
θ2(0)

=
1√
k

,

θ0(0)
θ2(0)

=

√
k′

k
,

θ2(0)
θ3(0)

=
√

k′,
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то формулы (8.50) можно записать в виде

sn u =
1√
k

θ1

( u

2ω

)
θ0

( u

2ω

) ,

cnu =

√
k′

k

θ2

( u

2ω

)
θ0

( u

2ω

) ,

dnu =
√

k′
θ3

( u

2ω

)
θ0

( u

2ω

) .

(8.57)

Из этих формул с помощью свойств тета-функций можно получить следующую
таблицу преобразований функций sn u, cn u, dn u.

u + K u + iK ′ u + K + iK ′ u + 2K u + 2iK ′ u + 2K + 2iK ′

sn
cn u

dnu

1
k

1
sn u

1
k

dnu

cnu
− sn u sn u − sn u

cn −k′
sn u

dnu
− i

k

dnu

sn u
−i

k′

k

1
cn u

− cn u − cn u sn u

dn k′
1

dnu
−i

cn u

sn u
−ik′

sn u

cn u
dnu − dnu − dnu

Приведем еще одну таблицу:

Нули Полюсы Периоды

sn u 2nK + 2n′iK ′ 2nK + (2n′ + 1)iK ′ 4K, 2iK ′

cn u (2n + 1)K + 2n′iK ′ 2nK + (2n′ + 1)iK ′ 4K, 2K + 2iK ′

dnu (2n + 1)K + (2n′ + 1)iK ′ 2nK + (2n′ + 1)iK ′ 2K, 4iK ′

8.16. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ДЛЯ ФУНКЦИЙ ЯКОБИ

Из (8.21) и (8.51) имеем

℘′2(u) = 4(℘(u)− e1)(℘(u)− e2)(℘(u)− e3) = 4
cn2 u dn2 u

sn6 u
.
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В силу того, что
lim
u→0

u3℘′(u) = −2,

℘′(u) = −2
cn u dnu

sn3 u
.

С другой стороны, дифференцируя равенство

℘(u)− e3 =
1

sn2(u)
,

получаем, что

℘′(u) = − 2
sn3 u

d

du
sn u.

Сравнение двух полученных выражений для функции ℘′(·) дает формулу

d

du
sn u = cnu dnu. (8.58)

Далее, дифференцируя равенства

cn2 u = 1− sn2 u, dn2 u = 1− k2 sn2 u

и применяя формулу (8.58), получаем

d

du
sn u = cnu dnu,

d

du
cnu = − sn u dnu,

d

du
dnu = −k2 sn u cn u.

(8.59)

Отсюда легко получить дифференциальное уравнение для каждой из рассматри-
ваемых функций: (

d

du
sn u

)2

= (1− sn2 u)(1− k2 sn2 u),(
d

du
cn u

)2

= (1− cn2 u)(k′2 + k2 cn2 u),(
d

du
dnu

)2

= −(1− dn2 u)(k′2 − dn2 u).

Таким образом, например, функция w = sn u является обращением интеграла

u =
∫ w

0

dw√
(1− w2)(1− k2w2)

,

как она и определялась ранее для k ∈ (0, 1) (см. (8.6)). В п. 8.3 для k ∈ (0, 1) были
доказаны равенства

K =
∫ 1

0

dx√
(1− x2)(1− k2x2)

, K ′ =
∫ 1

0

dx√
(1− x2)(1− k′2x2)

.
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Эти равенства остаются справедливыми для всех k из области, в которой интегра-
лы представляют собой аналитическую функцию от k.

Введенные функции sn u, cnu, dnu зависят от параметра τ . Но для заданного k
можно найти K и K ′, а следовательно, и τ = iK ′/K. Поэтому можно рассматри-
вать эти функции зависящими от параметра k. В силу этого приняты обозначения
sn(u, k), cn(u, k), dn(u, k).

8.17. ТЕОРЕМЫ СЛОЖЕНИЯ ДЛЯ ФУНКЦИЙ ЯКОБИ

Пусть v — произвольное число из достаточно малой проколотой окрестности

нуля. Рассмотрим функции

ϕ1(u) = sn u sn(u + v), ϕ2(u) = cnu cn(u + v), ϕ3(u) = dnu dn(u + v).

Нетрудно убедиться, что эти функции имеют периоды 2K и 2iK ′. Кроме того,
у этих функций в параллелограмме периодов с вершиной в точке −K два полюса

iK ′ и −v + iK ′. Для каждой из функций сумма вычетов в этих полюсах равна
нулю (см. теорему 8.7). Поэтому можно найти постоянные A и B такие, что функ-
ции ϕ2(·) + Aϕ1(·) и ϕ3(·) + Bϕ1(·) не имеют полюсов. Поскольку эллиптические
функции, не имеющие полюсов, постоянны, это означает, что

cn u cn(u + v) + A sn u sn(u + v) = A1,

dnu dn(u + v) + B sn u sn(u + v) = B1,
(8.60)

где A1 и B1 постоянные (не зависящие от u величины). Полагая u = 0, находим

A1 = cn v, B1 = dn v.

Дифференцируя равенства (8.60), учитывая формулы (8.59), получаем

− sn u dnu cn(u + v)− cnu sn(u + v) dn(u+v) + A cnu dnu sn(u + v) +
+ A sn u cn(u + v) dn(u + v) = 0,

−k2 sn u cnu dn(u + v)− k2 dnu sn(u+v) cn(u + v) + B cn u dnu sn(u + v) +
+ B sn u cn(u + v) dn(u + v) = 0.

Подставив u = 0, находим

A = dn v, B = k2 cnu.

Таким образом, формулы (8.60) принимают вид

cnu cn(u + v) + dn v sn u sn(u + v) = cn v,

dn u dn(u + v) + k2 cn v sn u sn(u + v) = dn v.
(8.61)

Если зафиксировать u, то в правых и левых частях стоят мероморфные функции

от переменной v. Поэтому в силу единственности полученные равенства верны
для всех v.
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Заменим в равенствах (8.61) u на −u, а v на u + v. Тогда получаем

cn u cn v − dn(u + v) sn u sn v = cn(u + v),
dnu dn v − k2 cn(u + v) sn u sn v = dn(u + v).

Из этих равенств находим

cn(u + v) =
cnu cn v − sn u dnu sn v dn v

1− k2 sn2 u sn2 v
,

dn(u + v) =
dnu dn v − k2 sn u cn u sn v cn v

1− k2 sn2 u sn2 v
.

Подставляя выражение для cn(u + v) в первое из равенств (8.61), получаем

sn(u + v) =
sn u cn v dn v + sn v cn u dnu

1− k2 sn2 u sn2 v
. (8.62)

8.18. ВТОРОЕ ГЛАВНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ПЕРВОЙ СТЕПЕНИ

Рассмотрим две функции

f(u) = sn(iu, k′), g(u) = dn(u + K + iK ′, k).

Обе функции имеет периоды 4iK ′ и 2K. Множество нулей функции f(·) имеет
вид

2nK + 2n′iK ′, n, n′ ∈ Z.

Множество нулей функции g(·) находится из равенства

u + K + iK ′ = (2n + 1)K + (2n′ + 1)iK ′, n, n′ ∈ Z.

Тем самым эти множества совпадают. Множество полюсов функции f(·) имеет вид

(2n′ + 1)K + 2niK ′, n, n′ ∈ Z.

Множество полюсов функции g(·) находится из равенства

u + K + iK ′ = 2nK + (2n′ + 1)iK ′, n, n′ ∈ Z.

Нетрудно видеть, что множества полюсов этих функций также совпадают. Поэто-

му из следствия 8.6 вытекает, что найдется постоянная C такая, что f(·) = Cg(·).
Таким образом, имеет место равенство

sn(iu, k′) = C dn(u + K + iK ′, k).

Для нахождения константы C подставим в это равенство u = −iK ′. Получаем

−1 = Ck′.
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Следовательно,

sn(iu, k′) = − 1
k′

dn(u + K + iK ′, k).

В силу того, что

dn(u + K + iK ′, k) = −ik′
sn(u, k)
cn(u, k)

,

имеем

sn(iu, k′) = i
sn(u, k)
cn(u, k)

. (8.63)

Отсюда

cn(iu, k′) =
1

cn(u, k)
,

dn(iu, k′) =
dn(u, k)
cn(u, k)

.
(8.64)

Вычислим sn(K/2, k), пользуясь равенством (8.63). Из (8.11) вытекает, что

sn
(

iK

2
, k′
)

=
i√
k′

.

Следовательно, применяя (8.63), получаем

i√
k′

= sn
(

iK

2
, k′
)

= i

sn
(

K

2
, k

)
cn
(

K

2
, k

) .

Отсюда

sn2

(
K

2
, k

)
1− sn2

(
K

2
, k

) =
1
k′

.

Тем самым

sn
(

K

2
, k

)
=

1√
1 + k′

. (8.65)

8.19. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАНДЕНА И ГАУССА

Рассмотрим первое главное преобразование n-й степени при n = 2, называемое
преобразованием Ландена. Из (8.15) имеем

√
λ sn(2Λz + Λ, λ) = −k

sn2(Kz, k)− c2
1

1− k2c2
1 sn2(Kz, k)

,

где

c1 = sn
(

K

2
, k

)
,

Λ′

Λ
= 2

K ′

K
.
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Учитывая равенство (8.8), получаем

√
λ sn(2Λz + Λ, λ) = −k sn

(
Kz +

K

2
, k

)
sn
(

Kz − K

2
, k

)
.

Подставив в это равенство z = u + 1/2, будем иметь
√

λ sn(2Λu + 2Λ, λ) = −k sn(Ku + K, k) sn(Ku, k).

Отсюда √
λ sn(2Λu, λ) = k

cn(Ku, k) sn(Ku, k)
dn(Ku, k)

. (8.66)

Подставив u = 1/2, получим

√
λ = k

cn
(

K

2
, k

)
sn
(

K

2
, k

)
dn
(

K

2
, k

) .

Отсюда, в силу (8.65), находим

λ =
1− k′

1 + k′
.

Чтобы перейти к преобразованию Гаусса, запишем равенство (8.66) в виде

√
λ′ sn(2Λ′iu, λ′) = k′

cn(K ′iu, k′) sn(K ′iu, k′)
dn(K ′iu, k′)

и воспользуемся равенствами (8.63), (8.64). Получим

√
λ′

sn(2Λ′u, λ)
cn(2Λ′u, λ)

= k′
sn(K ′u, k)

cn(K ′u, k) dn(K ′u, k)
.

При этом

λ′ =
1− k

1 + k
.

Таким образом,

sn(K ′u, k)
cn(K ′u, k) dn(K ′u, k)

=
1

1 + k

sn(2Λ′u, λ)
cn(2Λ′u, λ)

, λ =
2
√

k

1 + k
. (8.67)

8.20. РАЗЛОЖЕНИЕ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО СИНУСА В РЯД ФУРЬЕ

Рассмотрим функцию

sn
(

2Kv

π
, k

)
,

где K — полный эллиптический интеграл первого рода для модуля k. Эта функция

имеет периоды 2π и πiK ′/K и допускает разложение

sn
(

2Kv

π
, k

)
=

∞∑
n=1

cn sin nv.
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Заменяя v на π − v, получим

sn
(

2Kv

π
, k

)
=

∞∑
n=1

(−1)n−1cn sin nv.

Следовательно, c2n = 0, n = 1, 2, . . ., и

sn
(

2Kv

π
, k

)
=

∞∑
n=1

c2n−1 sin(2n− 1)v.

Для коэффициентов Фурье c2n−1 имеем равенства

c2n−1 =
2
π

∫ π

0

sn
(

2Kv

π
, k

)
sin(2n− 1)v dv =

2
πi

∫ π

0

sn
(

2Kv

π
, k

)
e(2n−1)iv dv =

=
2
πi

∫ π/2

−π/2

sn
(

2Kv

π
, k

)
e(2n−1)iv dv.

Рассмотрим прямоугольник с вершинами в точках

−π

2
,

π

2
,

π

2
+

πiK ′

K
, −π

2
+

πiK ′

K
.

Интегрируя функцию

sn
(

2Kv

π
, k

)
e(2n−1)iv

по границе этого прямоугольника и учитывая, что рассматриваемая функция имеет
период π, в силу чего интегралы по боковым сторонам сократятся, находим

2
πi

∫ π/2

−π/2

sn
(

2Kv

π
, k

)
e(2n−1)iv dv +

2
πi

∫ −π/2+πiK′/K

π/2+πiK′/K

sn
(

2Kv

π
, k

)
e(2n−1)iv dv =

= 4 rezπiK′
2K

(
sn
(

2Kv

π
, k

)
e(2n−1)iv

)
. (8.68)

Так как

rezπiK′
2K

(
sn
(

2Kv

π
, k

)
e(2n−1)iv

)
=

π

2kK
hn−1/2,

то из (8.68) получаем

c2n−1(1− h2n−1) =
2π

kK
hn−1/2.

Итак, разложение имеет вид

sn
(

2Kv

π
, k

)
=

2π

kK

∞∑
n=1

hn−1/2

1− h2n−1
sin(2n− 1)v =

π

kK

∞∑
n=1

sin(2n− 1)v

sh
(

(2n− 1)
πK ′

2K

) .

(8.69)



Глава 9

ДОПОЛНЕНИЕ III. СФЕРИЧЕСКИЕ ГАРМОНИКИ.
СОБСТВЕННЫЕ ФУНКЦИИ ОПЕРАТОРА ЛАПЛАСА

9.1. ОДНОРОДНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ

Однородным многочленом степени k в пространстве Rd называется многочлен
вида

P (x) =
∑
|α|=k

cαxα,

где α = (α1, . . . , αd) — мультииндекс, αj ∈ Z+, j = 1, . . . , d, |α| = α1 + . . . +
+ αd, xα = xα1

1 . . . xαd
d , cα ∈ R. Обозначим через Pk множество всех однородных

многочленов степени k. Очевидно, что Pk — линейное пространство.

Положим

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 . . . ∂xαd

d

.

Если P (·) ∈ Pk, то

P (D) =
∑
|α|=k

cαDα

— дифференциальный оператор. В частности, если

P (x) = |x|2 = x2
1 + . . . + x2

d,

то P (D) = Δ — оператор Лапласа.

Введем в пространстве Pk скалярное произведение, положив

〈P (·), Q(·)〉 = P (D)Q(·), P (·), Q(·) ∈ Pk.

Проверим, что введенная операция действительно является скалярным произведени-
ем. Прежде всего заметим, что

Dαxβ =

{
0, α �= β,

α! = α1! . . . αd!, α = β.

Тем самым 〈P (·), Q(·)〉 принимает скалярные значения. Линейность функции

〈P (·), Q(·)〉 очевидна, а из равенства

Dαxβ = Dβxα
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вытекает коммутативность. Поскольку

〈P (·), P (·)〉 =
∑
|α|=k

|cα|2α!,

то 〈P (·), P (·)〉 = 0 в том и только в том случае, если P (·) = 0.
В пространстве Pk одночлены xα, |α| = k, образуют ортогональную систему и,

следовательно, являются ортогональным базисом этого пространства. Число таких
одночленов dk равно числу различных мультииндексов α = (α1, . . . , αd) таких,
что α1 + . . . + αd = k. Для нахождения этого числа рассмотрим d + k − 1 урну,
выберем наудачу d− 1 урну, а в остальные положим по одному шару.

�. . . � � �. . . � � �. . . . . . � � �. . . �1 2 d− 1

α1 α2 . . . αd

Рис. 9.1.1

Нетрудно убедиться. что число dk равно числу способов выбора d− 1 урны из
d + k − 1 урн, т. е.

dk = Cd−1
d+k−1 =

(d + k − 1)!
(d− 1)!k!

.

9.2. ОДНОРОДНЫЕ ГАРМОНИЧЕСКИЕ МНОГОЧЛЕНЫ

Однородными гармоническими многочленами степени k называются такие
многочлены P (·) ∈ Pk, что ΔP (·) = 0. Множество однородных гармонических
многочленов степени k обозначим через Ak. Ясно, что Ak ⊂ Pk.

Теорема 9.1. Всякий многочлен P (·) ∈ Pk представим в виде

P (x) = P0(x) + |x|2P1(x) + . . . + |x|2lPl(x), (9.1)

где Pj(·) ∈ Ak−2j, j = 0, . . . , l.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Будем считать, что k � 2 (при k = 0, 1 Pk = Ak). Рассмот-
рим линейное подпространство:

|x|2Pk−2 = {P (·) ∈ Pk : P (x) = |x|2Q(x), Q(·) ∈ Pk−2 }.

Докажем, что его ортогональным дополнением является Ak. Пусть P1(·) ∈ Pk

и для всех Q(·) ∈ Pk−2

〈R(·), P1(·)〉 = 0, (9.2)

где R(x) = |x|2Q(x). Но

〈R(·), P1(·)〉 = ΔQ(D)P1(·) = Q(D)ΔP1(·) = 〈Q(·), ΔP1(·)〉. (9.3)
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Выберем Q(·) ∈ Pk−2 так, чтобы Q(·) = ΔP1(·). Из (9.3) вытекает, что

〈ΔP1(·), ΔP1(·)〉 = 0.

Следовательно, ΔP1(·) = 0 и P1(·) ∈ Ak. Из (9.3) вытекает также, что верно и об-
ратное, т. е. если ΔP1(·) = 0, то для всех Q(·) ∈ Pk−2 выполняется равенство (9.2).
Итак, доказано, что

Pk = Ak ⊕ |x|2Pk−2. (9.4)

Пусть P (·) ∈ Pk. Тогда найдутся такие однородные многочлены P0(·) ∈ Ak

и Q1(·) ∈ Pk−2, что

P (x) = P0(x) + |x|2Q1(x).

Если k � 4, то можно в аналогичном виде представить Q1(·)

Q1(x) = P1(x) + |x|2Q2(x), P1(·) ∈ Ak−2, Q1(·) ∈ Pk−4.

Тем самым
P (x) = P0(x) + |x|2P1(x) + |x|4Q1(x).

Продолжая этот процесс, приходим к представлению (9.1). �

Следствие 9.2. При всех k � 2

ak = dimAk = dk − dk−2 = (d + 2k − 2)
(d + k − 3)!
(d− 2)!k!

. (9.5)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из (9.4) имеем

dk = dimPk = dimAk + dim |x|kPk−2 = dimAk + dk−2.

Отсюда следует (9.5). �
В силу того, что Ak = Pk при k = 0, 1, имеем

a0 = dimA0 = 1, a1 = dimA1 = d.

9.3. СФЕРИЧЕСКИЕ ГАРМОНИКИ

Множество многочленов из Ak, суженное на сферу

S
d−1 = {x ∈ R

d : |x| = 1 },

называется сферическими гармониками порядка k и обозначается через Hk. Рас-
смотрим сужение Y (·) многочлена P (·) ∈ Ak (при x′ ∈ Sd−1 Y (x′) = P (x′)).
В силу однородности P (x) = |x|kY (x/|x|) при x �= 0. Тем самым рассматриваемое

сужение является изоморфизмом. Поэтому

dimHk = dimAk = ak.

Теорема 9.3. Множество всех конечных линейных комбинаций из ∪∞k=0Hk плот-
но в L2(Sd−1).
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как пространство непрерывных функций плотно
в L2(Sd−1), достаточно доказать, что любая непрерывная функция может быть
приближена конечными линейными комбинациями из ∪∞k=0Hk. По теореме Вейер-

штрасса любая непрерывная функция может быть приближена в норме L∞(Sd−1)
(а значит, и в норме L2(Sd−1)) многочленами, суженными на Sd−1. В силу тео-
ремы 9.1 эти сужения являются конечными линейными комбинациями элементов
из ∪∞k=0Hk. �

Теорема 9.4. Пусть Y (k)(·) ∈ Hk и Y (l)(·) ∈ Hl. Тогда∫
Sd−1

Y (k)(x′)Y (l)(x′)dx′ = 0.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Положим при x �= 0

u(x) = |x|kY (k)

(
x

|x|

)
, v(x) = |x|lY (l)

(
x

|x|

)
.

Если x = 0 и k �= 0, положим u(0) = 0. При k = 0 Y (k) ≡ C, поэтому в этом случае
полагаем u(0) = C. Аналогично доопределяется значение v(·) в нуле. Вектор n =
= (x1, . . . , xd) при x = (x1, . . . , xd) ∈ Sd−1 является единичным вектором внешней
нормали к Sd−1 в точке x. При всех x ∈ Sd−1

(gradu(x), n) =
d∑

j=1

xj
∂u(x)
∂xj

= ku(x) (9.6)

(здесь (·, ·) — стандартное скалярное произведение в Rd). Аналогично получаем,

что для всех x ∈ Sd−1

(grad v(x), n) = lv(x).

Пользуясь формулой Гаусса∫
Sd−1

(F (x′), n) dx′ =
∫

Bd

div F (x) dx,

где

B
d = {x ∈ R

d : |x| < 1 },
получаем

(k − l)
∫

Sd−1
u(x′)v(x′) dx′ =

∫
Sd−1

(v(x′) gradu(x′)− u(x′) grad v(x′), n) dx′ =

=
∫

Bd

div((v(x′) gradu(x′)− u(x′) grad v(x′)) dx =

=
∫

Bd

d∑
j=1

∂

∂xj

(
v(x)

∂u(x)
∂xj

− u(x)
∂v(x)
∂xj

)
dx=

∫
Bd

(v(x)Δu(x)−u(x)Δv(x)) dx=0.
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Таким образом, ∫
Sd−1

Y (k)(x′)Y (l)(x′)dx′ =
∫

Sd−1
u(x′)v(x′) dx′ = 0.

�
Будем рассматривать Hk как подпространство L2(Sd−1) со скалярным произве-

дением

(f(·), g(·))L2(Sd−1) =
∫

Sd−1
f(x′)g(x′) dx′.

Пусть Y
(k)
1 (·), . . . , Y (k)

ak (·) — ортонормированный базис в Hk. Тогда из теоремы 9.3

вытекает, что система однородных сферических гармоник Y
(k)
j (·), k = 0, 1, . . .,

j = 1, . . . , ak является ортонормированным базисом в L2(Sd−1). Тем самым для
любой функции f(·) ∈ L2(Sd−1) имеет место равенство

f(·) =
∞∑

k=0

ak∑
j=1

ckjY
(k)
j (·),

где

ckj = (f(·), Y (k)
j (·))L2(Sd−1) =

∫
Sd−1

f(x′)Y (k)
j (x′) dx′.

9.4. ЗОНАЛЬНЫЕ ГАРМОНИКИ

Пусть Y
(k)
1 (·), . . . , Y (k)

ak (·) — ортонормированный базис в Hk. Зафиксируем x′ ∈
∈ Sd−1. Сферическая гармоника

Z
(k)
x′ (t′) =

ak∑
j=1

Y
(k)
j (x′)Y (k)

j (t′)

называется зональной гармоникой степени k с полюсом в точке x′.

Лемма 9.5. Для любых Y (·) ∈ Hk

Y (x′) = (Y (·), Z(k)
x′ (·))L2(Sd−1).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Имеем

(Y (·), Z(k)
x′ (·))L2(Sd−1) =

ak∑
j=1

Y
(k)
j (x′)(Y (·), Y (k)

j (·))L2(Sd−1) = Y (x′).

�
Вращением называется линейное преобразование ρ : Rd → Rd такое, что

1. для всех x, y ∈ Rd (ρx, ρy) = (x, y);

2. det ρ = 1.
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Лемма 9.6. Если ρ — вращение, то

Z
(k)
ρx′(ρt′) = Z

(k)
x′ (t′).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Сделав замену переменных w′ = ρt′, для всех Y (·) ∈ Hk

будем иметь∫
Sd−1

Z
(k)
ρx′(ρt′)Y (t′) dt′ =

∫
Sd−1

Z
(k)
ρx′(w

′)Y (ρ−1w′) dw′ =

= Y (ρ−1(ρx′)) = Y (x′) =
∫

Sd−1
Z

(k)
x′ (t′)Y (t′) dt′.

Отсюда следует, что функции Z
(k)
ρx′(ρt′) и Z

(k)
x′ (t′) совпадают. �

Лемма 9.7. Для всех x′ ∈ Sd−1

ak∑
j=1

|Y (k)
j (x′)|2 =

ak

ωd−1
,

где

ωd−1 =
2πd/2

Γ(d/2)

— площадь сферы Sd−1.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть x1 и x2 — произвольные точки на Sd−1. Существует
вращение ρ такое, что x2 = ρx1. Тогда из леммы 9.6

Z(k)
x2

(x2) = Z(k)
ρx1

(ρx1) = Z(k)
x1

(x1).

Следовательно, при всех x′ ∈ Sd−1

Z
(k)
x′ (x′) = c.

Из определения зональных гармоник

ak∑
j=1

|Y (k)
j (x′)|2 = Z

(k)
x′ (x′) = c.

В силу ортонормированности системы Y
(k)
1 (·), . . . , Y (k)

ak (·) имеем

cωd−1 =
∫

Sd−1

ak∑
j=1

|Y (k)
j (x′)|2 dx′ = ak.

Отсюда

c =
ak

ωd−1
.

�
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9.5. ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ

Классическая задача Дирихле для единичного шара в Rd состоит из нахожде-
ния функции, непрерывной при |x| � 1 и гармонической при |x| < 1, совпадающей

на границе с заданной непрерывной функцией f(·). Хорошо известно, что решение
этой задачи существует, единственно и дается интегралом Пуассона:

u(x) =
∫

Sd−1
p(s, x)f(s) ds,

где

p(s, x) =
1

ωd−1
· 1− |x|2
|x− s|d

— ядро Пуассона для единичного шара.
Пусть f(·) ∈ L2(Sd−1). Рассмотрим следующую задачу Дирихле: найти функ-

цию u(·), гармоническую внутри единичного шара, для которой

lim
r→1−0

∫
Sd−1

|u(rx′)− f(x′)|2 dx′ = 0.

Пусть Y
(k)
j (·), k=0, 1, . . ., j=1, . . . , ak — ортонормированный базис в L2(Sd−1).

Тогда

f(x′) =
∞∑

k=0

ak∑
j=1

ckjY
(k)
j (x′)

и

‖f(·)‖L2(Sd−1) =
∞∑

k=0

ak∑
j=1

|ckj |2.

Докажем, что функция

u(x) =
∞∑

k=0

|x|k
ak∑

j=1

ckjY
(k)
j

(
x

|x|

)
(9.7)

(доопределенная в нуле по непрерывности) является решением поставленной задачи.

Из леммы 9.7 вытекает, что при всех x∣∣∣∣Y (k)
j

(
x

|x|

)∣∣∣∣ �√ ak

ωd−1
.

Тем самым при всех x таких, что |x| � r, 0 < r < 1,

|x|k
∣∣∣∣Y (k)

j

(
x

|x|

)∣∣∣∣ � rk

√
ak

ωd−1
.

Из того, что ряд
∞∑

k=0

rkak

√
ak

ωd−1
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сходится, вытекает равномерная сходимость ряда (9.7) на множестве |x|�r при всех
0 < r < 1. Тем самым u(x) — гармоническая функция при |x| < 1.

При всех 0 < r < 1

u(rx′)− f(x′) =
∞∑

k=0

(rk − 1)
ak∑

j=1

ckjY
(k)
j (x′).

Поэтому

a(r) = ‖u(rx′)− f(x′)‖2L2(Sd−1) =
∞∑

k=0

(rk − 1)2
ak∑

j=1

|ckj |2.

Пусть задано ε > 0. Выберем N так, чтобы

∞∑
k=N

ak∑
j=1

|ckj |2 < ε.

Тогда

a(r) <
N∑

k=0

(rk − 1)2
ak∑

j=1

|ckj |2 + ε.

Из того, что

lim
r→1−0

N∑
k=0

(rk − 1)2
ak∑

j=1

|ckj |2 = 0,

вытекает существование rε ∈ (0, 1) такого, что для всех r ∈ (rε, 1)

N∑
k=0

(rk − 1)2
ak∑

j=1

|ckj |2 < ε.

Тем самым a(r) < 2ε. Отсюда следует, что

lim
r→1−0

‖u(rx′)− f(x′)‖2L2(Sd−1) = lim
r→1−0

a(r) = 0.

Докажем единственность решения поставленной задачи Дирихле. Для этого
достаточно доказать, что гармоническая внутри единичного шара функция u(·)
при выполнении условия

lim
r→1−0

‖u(rx′)‖L2(Sd−1) = 0 (9.8)

тождественно равна нулю.
Если |x| = r < 1, то

p(s, x) � 1 + r

ωd−1(1− r)d−1
.

Зафиксируем x0, |x0| = r0 < 1. Функция u(rx) при всех r < 1 является гармониче-
ской в единичном шаре и непрерывной при |x| � r. Поэтому ее можно представить

в виде

u(rx) =
∫

Sd−1
p(s, x)u(rs) ds.
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Тем самым при r > r0

u(x0) =
∫

Sd−1
p
(
s,

x0

r

)
u(rs) ds.

Отсюда

|u(x0)| �
1 + r0/r

ωd−1(1− r0/r)d−1

∫
Sd−1

|u(rs)| ds.

Для r достаточно близких к единице, пользуясь неравенством Коши—Буняков-
ского, получаем

|u(x0)| �
2(1 + r0)√

ωd−1(1− r0)d−1
‖u(rs)‖L2(Sd−1).

Из условия (9.8) вытекает, что u(x0) = 0.

9.6. СОБСТВЕННЫЕ ФУНКЦИИ ОПЕРАТОРА ЛАПЛАСА—БЕЛЬТРАМИ

Сферический лапласиан или оператор Лапласа—Бельтрами ΔS определя-
ется для функций, заданных на единичной сфере, следующим образом:

ΔSY (x′) = ΔY

(
x

|x|

)∣∣x=x′
.

Предложение 9.8. Пусть Y (k)(·) ∈ Hk. Тогда

ΔSY (k)(·) = −ΛkY (k)(·),

где
Λk = k(k + d− 2).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Имеем

ΔSY (k)(x′) = Δ(|x|−kY (k)(x)) = Y (k)(x)Δ(|x|−k) + |x|−kΔY (k)(x) +

+ 2
d∑

j=1

∂

∂xj
|x|−k ∂

∂xj
Y (k)(x) = Y (k)(x)Δ(|x|−k)− 2k

|x|k+2

d∑
j=1

xj
∂

∂xj
Y (k)(x) =

= (Δ(|x|−k)− 2k2|x|−k−2)Y (k)(x).

Остается воспользоваться легко проверяемым равенством

Δ(|x|−k) = (k2 + 2k − dk)|x|−k−2.

�
Пусть Y

(k)
j (·), k=0, 1, . . ., j =1, . . . , ak — ортонормированный базис в L2(Sd−1).

Для α > 0 оператор (−ΔS)α/2 определяется равенством

(−ΔS)α/2Y (·) =
∞∑

k=1

Λα/2
k

ak∑
j=1

ckjY
(k)
j (·),
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где

Y (·) =
∞∑

k=0

ak∑
j=1

ckjY
(k)
j (·).

Пусть f(·) ∈ L2(Sd−1). Рассмотрим следующую задачу: найти функцию u(x′, t),
x′ ∈ Sd−1, удовлетворяющую при t > 0 уравнению

ut + (−ΔS)α/2u = 0, (9.9)

для которой

lim
t→0

∫
Sd−1

|u(x′, t)− f(x′)|2 dx′ = 0. (9.10)

Отметим, что при α = 2 уравнение (9.9) переходит в уравнение теплопроводности.

Пусть Y
(k)
j (·), k = 0, 1, . . ., j = 1, . . . , ak — ортонормированный базис в L2(Sd−1)

и

f(x′) =
∞∑

k=0

ak∑
j=1

ckjY
(k)
j (x′).

Тогда, используя метод Фурье и рассуждения, аналогичные тем, которые приво-
дились для задачи Дирихле, можно показать, что решением поставленной задачи
является функция

u(x′, t) =
∞∑

k=0

e−Λ
α/2
k t

ak∑
j=1

ckjY
(k)
j (x′). (9.11)

9.7. ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ

Дифференциальное уравнение вида

t2y′′(t) + ty′(t) + (t2 − p2)y(t) = 0, t > 0, p � 0, (9.12)

называется уравнением Бесселя p-го порядка. Поделив это уравнение на t �= 0,
получим

ty′′(t) + y′(t) +
(

t− p2

t

)
y(t) = 0.

Последнее уравнение можно записать в виде

(ty′(t))′ +
(

t− p2

t

)
y(t) = 0. (9.13)

Уравнение Бесселя (9.12), записанное в виде (9.13), называется уравнением Бес-
селя в самосопряженном виде.

Уравнение Бесселя (9.12) можно преобразовать к виду, не содержащему первой
производной. Введем для этого функцию

Z(t) =
√

ty(t).

Имеем

ty′(t) =
√

tZ ′(t)− 1
2
√

t
Z(t), (ty′(t))′ =

√
tZ ′′(t) +

1
4t3/2

Z(t).
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Подставив полученное выражение для (ty′(t))′ в (9.13), будем иметь

Z ′′(t) +
(

1− 4p2 − 1
4t2

)
Z(t) = 0. (9.14)

Это уравнение называют уравнением Бесселя в приведенном виде.
Будем искать решение уравнения (9.12) в виде ряда

y(t) = tσ
∞∑

k=0

aktk,

где σ — некоторый параметр, а a0 �= 0 (иначе можно изменить σ). Подстав-
ляя y(·) в уравнение (9.12), получаем систему уравнений для коэффициентов ak,

k = 0, 1, . . .,
a0(σ2 − p2) = 0,
a1((σ + 1)2 − p2) = 0,
a2((σ + 2)2 − p2) + a0 = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ak((σ + k)2 − p2) + ak−2 = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(9.15)

Рассмотрим случай, когда σ = p. Из уравнений (9.15) получаем, что все нечет-
ные коэффициенты равны нулю, а для четных коэффициентов справедливо равен-

ство

a2k =
(−1)ka0

22kk!(p + 1)(p + 2) . . . (p + k)
.

Положим (для более простой записи членов ряда)

a0 =
1

2pΓ(p + 1)
.

Тогда

a2k =
(−1)k

22k+pΓ(k + 1)Γ(k + p + 1)
.

Тем самым функция

Jp(t) =
∞∑

k=0

(−1)k

Γ(k + 1)Γ(k + p + 1)

(
t

2

)2k+p

(9.16)

является решением уравнения (9.12). Функция Jp(·) называется функцией Бесселя
первого рода p-го порядка.

9.8. ОРТОГОНАЛЬНОСТЬ ФУНКЦИЙ БЕССЕЛЯ

Теорема 9.9. Для любых μ1, μ2 > 0 для функции Бесселя Jp(·) имеет место
равенство

∫ 1

0

Jp(μ1t)Jp(μ2t)t dt =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
μ2Jp(μ1)J ′p(μ2)− μ1J ′p(μ1)Jp(μ2)

μ2
1 − μ2

2

, μ1 �= μ2,

1
2
(
J ′p(μ1)

)2 − 1
2

(
1− p2

μ2
1

)
J2

p (μ1), μ1 = μ2.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Функция Jp(t) удовлетворяет уравнению Бесселя, записан-
ного в самосопряженной форме (9.13),

d

dt

(
t
dJp(t)

dt

)
+
(

t− p2

t

)
Jp(t) = 0.

Следовательно, функция Jp(μ1t) будет удовлетворять уравнению

d

dt

(
t
dJp(μ1t)

dt

)
+
(

μ2
1t−

p2

t

)
Jp(μ1t) = 0. (9.17)

Для функции Jp(μ2t) справедливо аналогичное уравнение

d

dt

(
t
dJp(μ2t)

dt

)
+
(

μ2
2t−

p2

t

)
Jp(μ2t) = 0. (9.18)

Умножим равенство (9.17) на Jp(μ2t), равенство (9.18) — на Jp(μ1t), а затем
вычтем одно из другого. Получим

d

dt

(
μ2tJp(μ1t)J ′p(μ2t)− μ1tJp(μ2t)J ′p(μ1t)

)
= (μ2

1 − μ2
2)tJp(μ1t)Jp(μ2t).

Проинтегрировав это равенство по отрезку [0, 1], будем иметь(
μ2tJp(μ1t)J ′p(μ2t)− μ1tJp(μ2t)J ′p(μ1t)

) ∣∣∣∣1
0

= (μ2
1−μ2

2)
∫ 1

0

tJp(μ1t)Jp(μ2t) dt. (9.19)

Из представления (9.16) вытекает, что

Jp(μt) =
1

Γ(p + 1)

(
μt

2

)p

+ O(tp+2), μtJ ′p(μt) =
p

Γ(p + 1)

(
μt

2

)p

+ O(tp+2).

Тем самым

μ2tJp(μ1t)J ′p(μ2t)− μ1tJp(μ2t)J ′p(μ1t) = O(tp+2).

Следовательно, левая часть равенства (9.19) при t = 0 обращается в нуль. Таким
образом, получаем равенство

(μ2
1 − μ2

2)
∫ 1

0

tJp(μ1t)Jp(μ2t) dt = μ2Jp(μ1)J ′p(μ2)− μ1Jp(μ2)J ′p(μ1),

из которого следует, что∫ 1

0

Jp(μ1t)Jp(μ2t)t dt =
μ2Jp(μ1)J ′p(μ2)− μ1Jp(μ2)J ′p(μ1)

μ2
1 − μ2

2

.

Перейдем в полученном равенстве к пределу при μ2 → μ1, применяя правило

Лопиталя. Имеем∫ 1

0

J2
p (μ1t)t dt = lim

μ2→μ1

Jp(μ1)J ′p(μ2) + μ2Jp(μ1)J ′′p (μ2)− μ1J
′
p(μ2)J ′p(μ1)

−2μ2
=

=
1
2
(J ′p(μ1))2 −

1
2μ1

Jp(μ1)J ′p(μ1)−
1
2
Jp(μ1)J ′′p (μ1).
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Подставив в это выражение

J ′′p (μ1) = − 1
μ1

J ′p(μ1)−
(

1− p2

μ2
1

)
Jp(μ1),

находим ∫ 1

0

J2
p (μ1t)t dt =

1
2
(
J ′p(μ1)

)2 − 1
2

(
1− p2

μ2
1

)
J2

p (μ1).

�

Следствие 9.10. Для любых корней μ1, μ2 > 0 функции Бесселя Jp(·) справед-
ливо равенство

∫ 1

0

Jp(μ1t)Jp(μ2t)t dt =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, μ1 �= μ2,

1
2
(
J ′p(μ1)

)2
, μ1 = μ2.

9.9. ТЕОРЕМА ШТУРМА О СРАВНЕНИИ

Теорема 9.11 (Штурма о сравнении). Пусть даны уравнения

x′′ + q(t)x = 0 (9.20)

и
x′′ + Q(t)x = 0, (9.21)

где функции q(·) и Q(·) непрерывны. Если ненулевое решение уравнения (9.20)
обращается в нуль в точках a и b, а Q(t) > q(t) на отрезке [a, b], то любое
решение уравнения (9.21) обращается в нуль на интервале (a, b).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть x(·) — ненулевое решение уравнения (9.20) такое,
что x(a) = x(b) = 0. Так как функция q(·) непрерывна, к решению уравне-

ния (9.20) применима теорема существования и единственности решения задачи
Коши. Из этой теоремы вытекает, что в нулях функции x(·) производная x′(·) не
обращается в нуль и нули не могут иметь точку сгущения на [a, b], и тем са-
мым нулей конечное число. Поэтому в качестве a, b можно взять соседние нули.

Без ограничения общности можно считать, что x(·) положительна на интерва-
ле (a, b), а тогда x′(a) > 0, x′(b) < 0. Предположим, что решение X(·) уравне-
ния (9.21) не имеет нулей на интервале (a, b). Можно считать, что X(t) > 0,
t ∈ (a, b).

Умножим уравнение (9.21) на X(·), а второе на x(·), и запишем их разность:

x′′(t)X(t)−X ′′(t)x(t) = (Q(t)− q(t))X(t)x(t).

Интегрируя по отрезку [a, b], получим∫ b

a

(x′′(t)X(t)−X ′′(t)x(t)) dt =
∫ b

a

(Q(t)− q(t))X(t)x(t) dt > 0.
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Но∫ b

a

(x′′(t)X(t)−X ′′(t)x(t)) dt =
∫ b

a

X(t) dx′(t)−
∫ b

a

x(t) dX ′ =

= X(b)x′(b)−X(a)x′(a) � 0.

Получили противоречие. �

9.10. СВОЙСТВА НУЛЕЙ ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ

Предложение 9.12. Все положительные нули функции Бесселя простые.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что μ > 0 есть нуль функции Бесселя Jp(·)
кратности n � 2. В силу гладкости Jp(·) получаем Jp(μ) = J ′p(μ) = 0. Соглас-
но единственности решения задачи Коши для уравнения второго порядка (9.12)
отсюда следует, что Jp(t) ≡ 0. Это противоречит представлению (9.16). �

Предложение 9.13. Множество нулей функции Бесселя Jp(·) не может иметь
конечную предельную точку.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
1. Докажем, что точка t = 0 является изолированным нулем Jp(·) при p > 0.

Имеем

Jp(t) =
(

t

2

)p/2

ϕ(t), ϕ(t) =
∞∑

k=0

(−1)k

Γ(k + 1)Γ(k + p + 1)

(
t

2

)2k

.

Функция ϕ(·) является непрерывной на [0, +∞) и

ϕ(0) =
1

Γ(p + 1)
> 0.

Следовательно, существует такая окрестность (0, ε), ε > 0, в которой ϕ(·) не об-
ращается в нуль. Отсюда следует, что точка t = 0 является изолированным ну-
лем Jp(·).

2. Предположим, что μ > 0 — конечная предельная точка нулей Jp(·). Тогда
существует последовательность tk нулей Jp(·), сходящаяся к μ. В силу непрерыв-
ности Jp(·) сама точка μ также является нулем Jp(·). Имеем

J ′p(μ) = lim
k→∞

Jp(xk)− Jp(μ)
xk − μ

= 0.

Это означает, что точка μ — нуль кратности два, что противоречит предложе-
нию 9.12. �

Из доказанного предложения вытекает, что на любом отрезке из [0,∞) функ-
ция Jp(·) может иметь лишь конечное число нулей.

Предложение 9.14. Множество положительных нулей функции Бесселя Jp(·)
является счетным.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Функция y(t) = sin t/2 является решением уравнения

y′′ +
1
4
y = 0.

Точки tk = 2πk, k = 1, 2, . . . являются нулями функции y(·). Для достаточно

больших t

1− 4p2 − 1
4t2

>
1
4
.

Поэтому по теореме Штурма о сравнении (теорема 9.11), начиная с некоторо-
го N > 0, на каждом интервале (tk, tk+1), k � N функция

Zp(t) =
√

tJp(t)

будет иметь хотя бы один нуль. Так как на любом отрезке [tk, tk+1] число нулей
конечно, то общее число положительных нулей счетно. �

Предложение 9.15. Величина наименьшего положительного нуля функции Jp(·)
неограниченно возрастает при p → +∞.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть 0 < p1 < p2 и μ2 — наименьший положительный
корень функции Jp2(·). Из неравенства

1− 4p2
1 − 1
4t2

> 1− 4p2
2 − 1
4t2

в силу теоремы Штурма о сравнении (теорема 9.11) следует, что на интерва-
ле (0, μ2) имеется хотя бы один нуль функции Jp1(·), в частности ее минимальный
положительный нуль μ1. Тем самым доказано, что μ1 < μ2.

Докажем, что наименьший положительный нуль функции Jp(·) стремится к бес-
конечности при p → +∞. Имеем

Jp(t) =
(

t

2

)p 1
Γ(p + 1)

(1− ϕ(t)),

где

ϕ(t) =
∞∑

k=1

(−1)k+1

k!(p + 1) . . . (p + k)

(
t

2

)2k

.

Для функции ϕ(·) справедлива следующая оценка:

|ϕ(t)| �
∞∑

k=1

1
k!(p + 1)

(
t

2

)2k

=
et2/4 − 1

p + 1
.

Отсюда вытекает, что для t, при которых

et2/4 − 1
p + 1

< 1

функция Jp(·) не обращается в нуль. Следовательно, наименьший положительный

нуль функции Jp(·) лежит в промежутке [2
√

ln(p + 2), +∞). �
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9.11. СОБСТВЕННЫЕ ФУНКЦИИ ОПЕРАТОРА ЛАПЛАСА В ШАРЕ

Пусть Y (·) ∈ Ak. Будем искать собственные функции оператора Лапласа в виде

u(x) = F (r)Y (x), r = |x|.

Имеем

Δu(x) = Y (x)ΔF (r) + 2
d∑

j=1

∂F (r)
∂xj

∂Y (x)
∂xj

.

В силу того, что
∂F (r)
∂xj

= F ′(r)
xj

r
,

используя однородность Y (·) (см. (9.6)), получаем

Δu(x) = Y (x)ΔF (r) + 2kY (x)
F ′(r)

r
.

Из того, что функция u(·) должна быть собственной, т. е. при некотором λ должно
иметь место равенство

Δu(·) = −λu(·),
получаем уравнение на F (·)

ΔF (r) + 2k
F ′(r)

r
+ λF (r) = 0. (9.22)

Имеем

ΔF (r) =
d∑

j=1

∂

∂xj

(
F ′(r)

xj

r

)
=

d∑
j=1

((
F ′(r)

r

)′ x2
j

r
+

F ′(r)
r

)
=

=
(

F ′(r)
r

)′
r +

d

r
F ′(r) = F ′′(r) +

d− 1
r

F ′(r).

Тем самым уравнение (9.22) принимает вид

F ′′(r) +
2k + d− 1

r
F ′(r) + λF (r) = 0.

Положим

F (r) = f(r)r−p, p = k +
d− 2

2
.

Тогда для функции f(·) получим уравнение

r2f ′′(r) + rf ′(r) + (λr2 − p2)f(r) = 0.

Положив y(t) = f(t/
√

λ), для функции y(·) получим уравнение

t2y′′(t) + ty′(t) + (t2 − p2)y(t) = 0,



378 Глава 9. Дополнение III. Сферические гармоники

которое является уравнением Бесселя p-го порядка. Пусть Jp(·) — функция Бес-
селя первого рода p-го порядка (являющаяся решением этого уравнения).

Тогда функции

Jp(μ
(p)
s r)

rd/2−1
Y (x′), p = k + d/2− 1, x′ =

x

r
,

где μ
(p)
s — корни функции Бесселя Jp(·), занумерованные в порядке возраста-

ния, при всех Y (·) ∈ Hk являются собственными функциями оператора Лапласа,

равными нулю на Sd−1, отвечающие собственным значениям −(μ(p)
s )2. Выбрав ор-

тонормированный базис в L2(Sd−1) Y
(k)
j (·), k = 0, 1, . . ., j = 1, . . . , ak, получаем

ортогональную систему собственных функций:

Zksj(x) =
Jp(μ

(p)
s r)

rd/2−1
Y

(k)
j (x′), k = 0, 1, . . . , s = 1, 2, . . . , j = 1, . . . , ak.

Эта система является базисом в L2(Bd). Ее можно ортонормировать, положив

Yksj(x) =
1

‖Zksj(·)‖L2(Bd)
Zksj(x). (9.23)

Нетрудно убедиться, что

‖Zksj(·)‖2L2(Bd) =
∫ 1

0

J2
p (μ(p)

s r)r dr.

Пусть f(·) ∈ L2(Bd) и

f(x) =
∞∑

k=0

∞∑
s=1

ak∑
j=1

cksjYksj(x).

Определим оператор (−Δ)α/2 следующим образом:

(−Δ)α/2f(·) =
∞∑

k=0

∞∑
s=1

(μ(p)
s )α

ak∑
j=1

cksjYksj(·). (9.24)
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