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Рассматривается задача оптимального восстановления решения аб-
страктной задачи Коши

dx

dt
+ Ax = 0, (1)

x∣∣t=0
= x0(·) (2)

по неточным его измерениям в отдельные моменты времени. Здесь
оператор A действует из

{
x(·) ∈ L2(Rd) :

∫
Rd ψ2(ξ)|Fx(ξ)|2 dξ < ∞}

в
L2(Rd) по правилу Ax(·) = F−1(ψ(·)Fx(·))(·), где ψ(·) — непрерыв-
ная вещественная функция на Rd такая, что supξ∈Rd ψ(ξ) = +∞ и
minξ∈Rd ψ(ξ) = a > −∞, а F и F−1 — прямое и обратное преобра-
зования Фурье.

Под решением задачи (1)–(2) понимается дифференцируемая функ-
ция t → x(t, ·) на (0,∞) со значениями в L2(Rd), удовлетворяющая (1)
и такая, что x(t, ·) → x0(·) при t ↓ 0 в L2(Rd). Нетрудно проверить, что
функция t → Pψ

t x0(·) = F−1(e−ψ(·)tFx0(·))(·) является единственным
решением данной задачи.

Пусть в моменты времени 0 ≤ t1 < . . . < tn известны приближенные
решения задачи (1)–(2), т. е. известны такие функции yj(·) ∈ L2(Rd),
что ‖Pψ

tj
x0(·) − yj(·)‖L2(Rd) ≤ δj , где δj > 0, j = 1, . . . , n. Требуется по

этой информации восстановить решение в момент времени τ 6= tj . В
качестве методов восстановления рассматриваем произвольные отоб-
ражения m : (L2(Rd))n → L2(Rd). Погрешностью метода m назовем ве-
личину (δ = (δ1, . . . , δn), y = (y1(·), . . . , yn(·)))
e(τ,A, δ,m) = sup

x0(·),y1(·),...,yn(·)∈L2(Rd)

‖P ψ
tj

x0(·)−yj(·)‖L2(Rd)≤δj , j=1,...,n

‖Pψ
τ x0(·)−m(y)(·)‖L2(Rd).
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Нас интересует величина

E(τ, A, δ) = inf
m : (L2(Rd))n→L2(Rd)

e(τ,A, δ,m),

которая называется погрешностью оптимального восстановления и ме-
тод, на котором достигается нижняя грань, называемый оптимальным
методом восстановления.

Обозначим M = co { (tj , ln(1/δj), 1 ≤ j ≤ n }+{ (γ, aγ) | γ ≥ 0 }, где
co C — выпуклая оболочка множества C. Пусть функция θ(·) на [0,∞)
определена равенством: θ(t) = max{x : (t, x) ∈ M }. Ясно, что θ(·) —
ломаная на [t1,∞). Пусть ts1 < . . . < tsk

— ее точки излома, которые,
очевидно, являются подмножеством точек {t1, . . . , tn}.

Теорема. Пусть τ ∈ (tsj
, tsj+1), 1 ≤ j ≤ k − 1. Тогда

E(τ, A, δ) = e−θ(τ)

и
m̂(y)(·) = Pψ

τ (K ∗ (λsj P
ψ
tsj

ysj + λsj+1P
ψ
tsj+1

ysj+1))(·)
— оптимальный метод, где

FK(·) =
1

λsj e
−2ψ(·)tsj + λsj+1e

−2ψ(·)tsj+1

и

λsj =
tsj+1 − τ

tsj+1 − tsj

(
δsj+1

δsj

)2
τ−tsj

tsj+1−tsj

, λsj+1 =
τ − tsj

tsj+1 − tsj

(
δsj

δsj+1

)2
tsj+1−τ

tsj+1−tsj

,

если θ(tsj+1) − θ(tsj ) > a(tsj+1 − tsj ) и λsj = e−2a(τ−tsj
), λsj+1 = 0 в

противном случае.
Рассмотренная здесь задача относится к так называемым задачам

оптимального восстановления линейных операторов. Подробнее см. [1]
и [2].
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