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Неравенства типа Карлсона со многими
весами и оптимальное восстановление

В статье находится точная константа в неравенстве

∥ψ(·)x(·)∥Lq(T,µ) ⩽ C max
1⩽j⩽l

∥φj(·)x(·)∥γLp(T,µ) max
l+1⩽j⩽n

∥φj(·)x(·)∥1−γ
Lr(T,µ),

где T – конус в Rd, а веса ψ(·) и φj(·), j = 1, . . . , n, – измеримые одно-
родные функции, удовлетворяющие некоторым дополнительным услови-
ям симметричности. Точное неравенство является следствием более общей
задачи об оптимальном восстановлении в весовых Lq(T, µ)-пространствах
по неточно заданным функциям, решение которой приводится. Получен-
ные результаты применяются для оптимального восстановления степеней
обобщенного оператора Лапласа и соответствующих точных неравенств.
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Введение

Пусть T – некоторое непустое множество, Σ – σ-алгебра подмножеств T и
µ – неотрицательная σ-аддитивная мера на Σ. Через Lp(T, µ) обозначим сово-
купность всех Σ-измеримых функций со значениями в R или C, для которых

∥x(·)∥Lp(T,µ) =


(∫

T

|x(t)|p dµ
)1/p

<∞, 1 ⩽ p <∞,

vraisup
t∈T

|x(t)| <∞, p = ∞.

При T ⊂ Rd и dµ(t) = dt мы используем обозначение Lq(T ).
Хорошо известное неравенство Карлсона (см. [1])

∥x(t)∥L1(R+) ⩽
√
π ∥x(t)∥1/2L2(R+)∥tx(t)∥

1/2
L2(R+), R+ = [0,+∞),

обобщалось многими авторами (см., например, [2]–[9]). Оказалось, что зада-
ча нахождения точной константы в неравенствах типа Карлсона тесно связана
с некоторой задачей оптимального восстановления по неточно заданной инфор-
мации. В § 1 мы формулируем соответствующую задачу и даем ее решение.
В § 2 этот общий результат применяется для однородных весовых функций,
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обладающих некоторыми дополнительными свойствами. В качестве следствия
получается точное неравенство типа Карлсона со многими весами, обобщающее
результат, полученный в работе [9].

В § 3 рассматривается случай однородных весов в Rd. В этом случае удает-
ся записать точную константу в неравенстве типа Карлсона в терминах бета-
функции Эйлера. В частности, для весов конкретного вида приводится точное
неравенство, обобщающее хорошо известное неравенство, полученное В. B. Ле-
виным в [2].

В § 4 изучаются задачи оптимального восстановления дифференциальных
операторов по неточно заданным преобразованиям Фурье других дифферен-
циальных операторов. В частности, получены соответствующие результаты
для степеней обобщенного оператора Лапласа. В качестве следствия получены
точные неравенства типа Карлсона для обобщенных степеней Лапласа, дающие
оценку норм обобщенных степеней через нормы производных.

§ 1. Общие результаты

Положим

W = {x(·) : φj(·)x(·) ∈ Lp(T, µ), j = 1, . . . , l,

φj(·)x(·) ∈ Lr(T, µ), j = l + 1, . . . , n},
W = {x(·) ∈ W : ∥φj(·)x(·)∥Lr(T,µ) ⩽ δj , j = l + 1, . . . , n},

где 1 ⩽ p, r ⩽ ∞, δj > 0, j = l + 1, . . . , n, а φj(·), j = 1, . . . , n, – измеримые
функции на T .

Рассмотрим задачу восстановления оператора Λ: W → Lq(T, µ), 1⩽ q⩽∞,
задаваемого равенством Λx(·) = ψ(·)x(·), где ψ(·) – некоторая измеримая функ-
ция на T , на классе W по функциям φj(·)x(·) ∈ W , j = 1, . . . , l, известным
с погрешностью (будем считать, что функции φj(·), j = 1, . . . , n, и ψ(·) таковы,
что оператор Λ отображает пространство W в Lq(T, µ)).

Предполагается, что для каждой функции x(·) ∈ W известны функции
yj(·) ∈ Lp(T, µ), j = 1, . . . , l, такие, что

∥φj(·)x(·)− yj(·)∥Lp(T,µ) ⩽ δj , δj > 0, j = 1, . . . , l.

Требуется по функциям yj(·), j = 1, . . . , l, восстановить функцию Λx(·). В ка-
честве методов восстановления рассматриваются всевозможные отображения
m : (Lp(T, µ))

l → Lq(T, µ). Погрешностью метода m называется величина

e(p, q, r,m) = sup
x(·)∈W, y(·)∈(Lp(T,µ))l

∥φj(·)x(·)−yj(·)∥Lp(T,µ)⩽δj , j=1,...,l

∥Λx(·)−m(y(·))(·)∥Lq(T,µ),

y(·) = (y1(·), . . . , yl(·)). Величина

E(p, q, r) = inf
m : (Lp(T,µ))l→Lq(T,µ)

e(p, q, r,m) (1.1)

называется погрешностью оптимального восстановления, а метод, на котором
достигается нижняя грань, называется оптимальным.
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Имеет место неравенство

E(p, q, r) ⩾ sup
x(·)∈W

∥φj(·)x(·)∥Lp(T,µ)⩽δj , j=1,...,l

∥Λx(·)∥Lq(T,µ). (1.2)

Действительно, пусть x(·) ∈ W , ∥φj(·)x(·)∥Lp(T,µ) ⩽ δj , j = 1, . . . , l, а m:
(Lp(T, µ))

l → Lq(T, µ) – произвольный метод восстановления. Тогда в силу
того, что x(·) ∈W и −x(·) ∈W , имеем

2∥Λx(·)∥Lq(T,µ) = ∥Λx(·)−m(0)(·)− (Λ(−x(·))−m(0))(·)∥Lq(T,µ)

⩽ ∥Λx(·)−m(0)(·)∥Lq(T,µ) + ∥Λ(−x(·))−m(0)(·)∥Lq(T,µ)

⩽ 2e(p, q, r,m).

Отсюда следует, что для любого метода m

e(p, q, r,m) ⩾ sup
x(·)∈W

∥φj(·)x(·)∥Lp(T,µ)⩽δj , j=1,...,l

∥Λx(·)∥Lq(T,µ).

Переходя к нижней грани в левой части по всем методам, получаем нужное
неравенство.

Положим

σp,l(t) =

l∑
j=1

λj |φj(t)|p, Σr,n(t) =

n∑
j=l+1

λj |φj(t)|r.

Теорема 1. Пусть 1 ⩽ q < p, r <∞, λj ⩾ 0, j = 1, . . . , n, σp,l(t)+Σr,n(t) ̸= 0

для почти всех t ∈ T , |φj(t)| > 0, j = 1, . . . , l, для почти всех t ∈ T , x̂(t) ⩾ 0 –
решение уравнения

−q|ψ(t)|q + pσp,l(t)x
p−q(t) + rΣr,n(t)x

r−q(t) = 0, (1.3)

λ1, . . . λn таковы, что x̂(·) ∈W ,

∥φj(·)x̂(·)∥Lp(T,µ) ⩽ δj , λj
(
∥φj(·)x̂(·)∥pLp(T,µ) − δpj

)
= 0, j = 1, . . . , l, (1.4)

λj
(
∥φj(·)x̂(·)∥rLr(T,µ) − δrj

)
= 0, j = l + 1, . . . , n.

Тогда

E(p, q, r) = sup
x(·)∈W

∥φj(·)x(·)∥Lp(T,µ)⩽δj , j=1,...,l

∥Λx(·)∥Lq(T,µ)

=

(
p

q

l∑
j=1

λjδ
p
j +

r

q

n∑
j=l+1

λjδ
r
j

)1/q

, (1.5)

а метод

m̂(y(·))(t) = ψ(t)

l∑
j=1

βj(t)yj(t), (1.6)
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где

βj(t) =


p

q
λj

|φj(t)|p

φj(t)|ψ(t)|q
x̂p−q(t), ψ(t) ̸= 0,

0, ψ(t) = 0,

j = 1, . . . , l,

является оптимальным.

Для оценки снизу погрешности оптимального восстановления, вытекающей
из неравенства (1.2), будет решаться экстремальная задача, возникающая
в правой части этого неравенства. Приведем один простой результат (близкий
к достаточным условиям в теореме Куна–Таккера), используемый для решения
соответствующих экстремальных задач.

Пусть fj : A → R, j = 0, 1, . . . , n, – функции, определенные на некотором
множестве A. Рассмотрим экстремальную задачу

f0(x) → max, fj(x) ⩽ 0, j = 1, . . . , n, x ∈ A, (1.7)

и ее функцию Лагранжа

L(x, λ) = −f0(x) +
n∑

j=1

λjfj(x), λ = (λ1, . . . , λn).

Лемма 1 (см. [10]). Пусть существуют λ̂j ⩾ 0, j = 1, . . . , n, и допустимый
в задаче (1.7) элемент x̂ ∈ A, для которых

(a) min
x∈A

L(x, λ̂) = L(x̂, λ̂), λ̂ = (λ̂1, . . . , λ̂n),

(b)

n∑
j=1

λ̂jfj(x̂) = 0.

Тогда x̂ – экстремальный элемент в задаче (1.7).

Нам потребуется также следующая лемма, являющаяся обобщением леммы 3
из работы [7].

Пусть u = (u0, u1, . . . , ul), α = (α0, α1, . . . , αl), a = (a0, a1, . . . , al). Положим

F (u, α) = −
( l∑

j=0

αjuj

)q

+

l∑
j=1

aju
p
j + a0u

r
0, u, α, a ∈ Rl+1

+ ,

l∑
j=0

αj = 1,

где 1 ⩽ p, q, r <∞.

Лемма 2. Пусть 1 ⩽ q < p, r < ∞. Для любых a ∈ Rl+1
+ , a ̸= 0, существу-

ет единственное решение v̂ > 0 уравнения

−q + pvp−q
l∑

j=1

aj + ra0v
r−q = 0. (1.8)

Кроме того, при αj = q−1paj v̂
p−q , j = 1, . . . , l, α0 = q−1ra0v̂

r−q для всех
u ∈ Rl+1

+

F (u, α) ⩽ F (u, α), u = (v̂, . . . , v̂). (1.9)
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Доказательство. Существование единственного решения уравнения (1.8)
вытекает из того, что непрерывная функция

f(v) = pvp−q
l∑

j=1

aj + ra0v
r−q

на R+ монотонно возрастает от 0 до +∞.
Докажем неравенство (1.9). Если aj = 0 при некотором j, 0 ⩽ j ⩽ l, то

надо доказать то же утверждение, в котором число l заменяется на l − 1. При
l = 1 соответствующее утверждение доказано в работе [7]. Будем считать, что
aj > 0, j = 0, . . . , l. Пусть

C > max
{
a
−1/(r−q)
0 , a

−1/(p−q)
1 , . . . , a

−1/(p−q)
l

}
.

Если
U = max

0⩽j⩽l
uj = u0,

то
F (u, α) ⩾ −uq0 + a0u

r
0 > 0

при U ⩾ C. Если U = uj , 1 ⩽ j ⩽ l, то

F (u, α) ⩾ −uqj + aju
p
j > 0

при U ⩾ C. В силу того, что F (0, α) = 0, функция F (u, α) принимает ми-
нимальное значение в кубе 0 ⩽ U < C. Тем самым существует точка û =

(û0, . . . , ûl), ûj ∈ [0, C), j = 0, . . . , l, для которой

inf
u∈Rl+1

+

F (u, α) = F (û, α).

Имеем

Fu0
(u, α) = −q

( l∑
j=0

αjuj

)q−1

α0 + a0ru
r−1
0 = ra0

(
−
( l∑

j=0

αjuj

)q−1

v̂r−q + ur−1
0

)
.

(1.10)
Так как Fu0

(u, α) < 0 при достаточно малых u0, то 0 < û0 < C. Такие же
неравенства верны для остальных координат û. Действительно,

Fuj
(u, α) = −q

( l∑
j=0

αjuj

)q−1

αj + ajpu
p−1
j = paj

(
−
( l∑

j=0

αjuj

)q−1

v̂p−q + up−1
j

)
.

(1.11)
Следовательно, Fuj (u, α) < 0 при достаточно малых uj . Таким образом, в точ-
ке û выполнены равенства

Fuj (û, α) = 0, j = 0, . . . , l.



154 К.Ю. ОСИПЕНКО

Учитывая (1.10) и (1.11), получаем следующие равенства:

−
( l∑

j=0

αj ûj

)q−1

v̂r−q + ûr−1
0 = 0,

−
( l∑

j=0

αj ûj

)q−1

v̂p−q + ûp−1
j = 0, j = 1, . . . , l.

Отсюда
ûp−1
j

ûr−1
0

= v̂p−r, j = 1, . . . , l.

Тем самым
ûj = v̂(p−r)/(p−1)û

(r−1)/(p−1)
0 , j = 1, . . . , l. (1.12)

Положим

α =

l∑
j=1

αj .

Тогда α0 = 1− α. В силу того, что û1 = · · · = ûl, имеем

((1− α)û0 + αû1)
q−1v̂r−q = ûr−1

0 .

Пусть p ⩾ r. Подставляя û1 из равенства (1.12), получаем равенство

(1− α+ αt(r−p)/(p−1))q−1 = tr−q,

где t = û0/v̂. Нетрудно убедиться, что это уравнение имеет единственное ре-
шение t = 1. Если p < r, то воспользуемся равенством

((1− α)û0 + αû1)
q−1v̂p−q = ûp−1

1 .

Выразив û0 через û1 с помощью равенства (1.12), будем иметь(
(1− α)s(p−r)/(r−1) + α

)q−1
= sp−q,

где s = û1/v̂. Это уравнение также имеет единственное решение s = 1.
Таким образом, доказано, что û = (v̂, . . . , v̂) и для всех u ∈ Rl+1

+ выполнено
неравенство (1.9).

Лемма доказана.

Доказательство теоремы 1. 1. Оценка снизу. Экстремальная задача
в правой части неравенства (1.2) (для удобства мы переходим к q-й степени)
имеет вид∫

T

|ψ(t)x(t)|q dµ(t) → max,

∫
T

|φj(t)x(t)|p dµ(t) ⩽ δpj , j = 1, . . . , l,∫
T

|φj(t)x(t)|r dµ(t) ⩽ δrj , j = l + 1, . . . , n. (1.13)
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Если элемент t ∈ T такой, что ψ(t) = 0, то x̂(t) = 0. Если ψ(t) ̸= 0, то
из леммы 2 вытекает, что решение уравнения (1.3) существует и единственно.
В силу условий (1.4) и предположения, что x̂(·) ∈ W , функция x̂(·) является
допустимой для экстремальной задачи (1.13). Из (1.3) следует, что

|ψ(t)|qx̂q(t) = p

q
σp,l(t)x̂

p(t) +
r

q
Σr,n(t)x̂

r(t).

Тем самым

Eq(p, q, r) ⩾
∫
T

|ψ(t)|qx̂q(t) dµ(t) = p

q

l∑
j=1

λjδ
p
j +

r

q

n∑
j=l+1

λjδ
r
j . (1.14)

2. Оценка сверху. Для нахождения погрешности метода (1.6) нужно най-
ти значение следующей экстремальной задачи (здесь снова для удобства мы
переходим к q-й степени)

∫
T

∣∣∣∣ψ(t)x(t)− ψ(t)

l∑
j=1

βj(t)yj(t)

∣∣∣∣q dµ(t) → max,∫
T

|φj(t)x(t)− yj(t)|p dµ(t) ⩽ δpj , j = 1, . . . , l,∫
T

|φj(t)x(t)|r dµ(t) ⩽ δrj , j = l + 1, . . . , n.

(1.15)

Положим
zj(t) = φj(t)x(t)− yj(t), j = 1, . . . , l,

и запишем задачу (1.15) в виде

∫
T

|ψ(t)|q
∣∣∣∣(1− l∑

j=1

βj(t)φj(t)

)
x(t) +

l∑
j=1

βj(t)zj(t)

∣∣∣∣q dµ(t) → max,∫
T

|zj(t)|p dµ(t) ⩽ δpj , j = 1, . . . , l,∫
T

|φj(t)x(t)|r dµ(t) ⩽ δrj , j = l + 1, . . . , n.

(1.16)

Положим u0(t) = |x(t)|, uj(t) = |zj(t)|/|φj(t)|, j = 1, . . . , l. Значение зада-
чи (1.16) не превосходит значения задачи

∫
T

|ψ(t)|q
∣∣∣∣ l∑
j=0

αj(t)uj(t)

∣∣∣∣q dµ(t) → max,∫
T

|φj(t)|pupj (t) dµ(t) ⩽ δpj , j = 1, . . . , l,∫
T

|φj(t)|rur0(t) dµ(t) ⩽ δrj , j = l + 1, . . . , n,

(1.17)
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где αj(t) = βj(t)φj(t), j = 1, . . . , l,

α0(t) = 1−
l∑

j=1

αj(t).

Функция Лагранжа для этой экстремальной задачи имеет вид

L(u(·), µ) =
∫
T

L(t, u(t), µ) dt, u(·) = (u0(·), . . . , ul(·)), µ = (µ1, . . . , µn),

где

L(t, u(t), µ) = −|ψ(t)|q
∣∣∣∣ l∑
j=0

αj(t)uj(t)

∣∣∣∣q + l∑
j=1

µj |φj(t)|pupj (t)

+ ur0(t)

n∑
j=l+1

µj |φj(t)|r.

При ψ(t) ̸= 0 рассмотрим функцию

F (u(t), λ) = −
∣∣∣∣ l∑
j=0

αj(t)uj(t)

∣∣∣∣q + l∑
j=1

aj(t)u
p
j (t) + a0(t)u

r
0(t), λ = (λ1, . . . , λn),

где

aj(t) = |ψ(t)|−qλj |φj(t)|p, j = 1, . . . , l, a0(t) = |ψ(t)|−q
n∑

j=l+1

λj |φj(t)|r.

Нетрудно убедиться, что при ψ(t) ̸= 0 функция x̂(t) является решением урав-
нения

−q + px̂p−q(t)

l∑
j=1

aj(t) + ra0(t)x̂
r−q(t) = 0.

Кроме того, выполняются равенства

αj(t) =
p

q
aj(t)x̂

p−q(t), j = 1, . . . , l, α0(t) =
r

q
a0(t)x̂

r−q.

Из леммы 2 вытекает, что для всех u(·) таких, что uj(t) ⩾ 0, j = 0, . . . , n,

F (û(·), λ) ⩽ F (u(·), λ),

где û(·) = (x̂(·), . . . , x̂(·)). Следовательно, при ψ(t) ̸= 0

L(t, û(t), λ) ⩽ L(t, u(t), λ). (1.18)

При ψ(t) = 0 из (1.3) следует, что x̂(t) = 0. Тогда в силу того, что û(t) = 0,
L(t, û(t), λ) = 0 и неравенство (1.18) очевидным образом тоже выполнено. Тем
самым

L(û(·), λ) ⩽ L(u(·), λ).
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Применяя лемму 1, получаем, что функция x̂(·) является экстремальной в за-
даче (1.17). Поэтому, учитывая (1.14), имеем

eq(p, q, r, m̂) ⩽
∫
T

|ψ(t)x̂(t)|q dµ(t) = p

q

l∑
j=1

λjδ
p
j +

r

q

n∑
j=l+1

λjδ
r
j

⩽ sup
x(·)∈W

∥φj(·)x(·)∥Lp(T,µ)⩽δj , j=1,...,l

∥Λx(·)∥qLq(T,µ) ⩽ Eq(p, q, r).

Отсюда вытекает равенство (1.5) и оптимальность метода m̂.
Теорема 1 доказана.

§ 2. Однородные весовые функции на конусе

Пусть T – конус в линейном пространстве, µ(·) – однородная мера поряд-
ка d, |ψ(·)| – однородная функция порядка η, |φj(·)|, j = 1, . . . , l, – однородные
функции порядка ν, |φj(·)|, j = l+1, . . . , n, – однородные функции порядка ν1.
Положим

sp,l(t) =

l∑
j=1

|φj(t)|p, Sr,n(t) =

n∑
j=l+1

|φj(t)|r.

Будем предполагать, что ψ(t), sp,l(t), Sr,n(t) ̸= 0 для почти всех t ∈ T .
Если 1 ⩽ q < p, r < ∞, то при k ∈ [0, 1) функция k1/(p−q)(1 − k)−1/(r−q)

монотонно возрастает от 0 до +∞. Следовательно, существует функция k(·)
такая, что для почти всех t ∈ T

k1/(p−q)(t)

(1− k(t))1/(r−q)
= S−1/(r−q)

r,n (t)s
1/(p−q)
p,l (t)|ψ(t)|q(p−r)/((p−q)(r−q)). (2.1)

Рассмотрим задачу о нахождении величины (1.1) для случая, когда

δ1 = · · · = δl = δ, δl+1 = · · · = δn = ∆. (2.2)

Теорема 2. Пусть 1 ⩽ q < p, r <∞ и ν1 − ν + d(1/r − 1/p) ̸= 0. Предполо-
жим, что

Ij =

∫
T

|φj(z)|p
(
|ψ(z)|q

sp,l(z)

)p/(p−q)

kp/(p−q)(z) dµ(z) <∞, j = 1, . . . , l,

Ij =

∫
T

|φj(z)|r
(
|ψ(z)|q

sp,l(z)

)r/(p−q)

kr/(p−q)(z) dµ(z) <∞, j = l + 1, . . . , n.

Пусть, кроме того, I1 = · · · = Il и Il+1 = · · · = In . Тогда

E(p, q, r) = sup
x(·)∈W

∥φj(·)x(·)∥Lp(T,µ)⩽δ, j=1,...,l

∥Λx(·)∥Lq(T,µ)

=

(
δ

I
1/p
1

)γ(
∆

I
1/r
l+1

)1−γ

(lI1 + (n− l)Il+1)
1/q, (2.3)
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где

γ =
ν1 − η − d(1/q − 1/r)

ν1 − ν + d(1/r − 1/p)
. (2.4)

Метод

m̂(y(·))(t) = ψ(t)k(ξt)

sp,l(t)

l∑
j=1

|φj(t)|p

φj(t)
yj(t), (2.5)

где
ξ = (δ∆−1I

−1/p
1 I

1/r
l+1)

1/(ν1−ν+d(1/r−1/p)), (2.6)

является оптимальным.

Доказательство. Положим

x̂(t) =

(
q|ψ(t)|q

pλ0sp,l(t)

)1/(p−q)

k1/(p−q)(ξt),

где λ0 будет определено ниже. Имеем

pλ0sp,l(t)x̂
p−q(t) = q|ψ(t)|qk(ξt), (2.7)

rSr,n(t)x̂
r−q(t) = rSr,n(t)

(
q|ψ(t)|q

pλ0sp,l(t)

)(r−q)/(p−q)

k(r−q)/(p−q)(ξt).

Из однородности |ψ(·)| и |φj(·)|, j = 1, . . . , n, учитывая равенство (2.1), полу-
чаем

k(r−q)/(p−q)(ξt) =
|ψ(ξt)|q(p−r)/(p−q)

Sr,n(ξt)
s
(r−q)/(p−q)
p,l (ξt)(1− k(ξt))

= ξηq(p−r)/(p−q)−ν1r+νp(r−q)/(p−q) |ψ(t)|q(p−r)/(p−q)

Sr,n(t)
s
(r−q)/(p−q)
p,l (t)(1− k(ξt)).

Таким образом,

rSr,n(t)x̂
r−q(t)

= r

(
q

pλ0

)(r−q)/(p−q)

ξηq(p−r)/(p−q)−ν1r+νp(r−q)/(p−q)|ψ(t)|q(1− k(ξt)).

Положим

λ =
q

r

(
q

pλ0

)−(r−q)/(p−q)

ξ−ηq(p−r)/(p−q)+ν1r−νp(r−q)/(p−q). (2.8)

Тогда
rλSr,n(t)x̂

r−q(t) = q|ψ(t)|q(1− k(ξt)). (2.9)

Сложив равенства (2.7) и (2.9), получаем

pλ0sp,l(t)x̂
p−q(t) + rλSr,n(t)x̂

r−q(t) = q|ψ(t)|q.
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Это означает, что x̂(·) удовлетворяет равенству (1.3) при λ1 = · · · = λk = λ0 и
λk+1 = · · · = λn = λ.

Покажем, что при

λ0 =
q

p
I
(p−q)/p
1 ξq(ν−η)−d(p−q)/pδq−p (2.10)

выполняются равенства∫
T

|φj(t)|px̂p(t) dµ(t) = δp, j = 1, . . . , l,∫
T

|φj(t)|rx̂r(t) dµ(t) = ∆r, j = l + 1, . . . , n.

Из определения x̂(·) следует, что надо доказать справедливость равенств∫
T

|φj(t)|p
(
q|ψ(t)|q

pλ0sp,l(t)

)p/(p−q)

kp/(p−q)(ξt) dµ(t) = δp, j = 1, . . . , l,∫
T

|φj(t)|r
(
q|ψ(t)|q

pλ0sp,l(t)

)r/(p−q)

kr/(p−q)(ξt) dµ(t) = ∆r, j = l + 1, . . . , n.

Сделаем замену переменных z = ξt. Учитывая однородность функций |ψ(·)|,
|φj(·)|, j = 1, . . . , n, и меры µ(·), будем иметь∫

T

|φj(t)|p
(
q|ψ(t)|q

pλ0sp,l(t)

)p/(p−q)

kp/(p−q)(ξt) dµ(t)

=

(
q

pλ0

)p/(p−q)

ξνpq/(p−q)−ηqp/(p−q)−dIj , j = 1, . . . , l,∫
T

|φj(t)|r
(
q|ψ(t)|q

pλ0sp,l(t)

)r/(p−q)

kr/(p−q)(ξt) dµ(t)

=

(
q

pλ0

)r/(p−q)

ξνpr/(p−q)−ν1r−ηqr/(p−q)−dIj , j = l + 1, . . . , n.

Справедливость равенств(
q

pλ0

)p/(p−q)

ξνpq/(p−q)−ηqp/(p−q)−dIj = δp, j = 1, . . . , l,(
q

pλ0

)r/(p−q)

ξνpr/(p−q)−ν1r−ηqr/(p−q)−dIj = ∆r, j = l + 1, . . . , n,

вытекает из определений λ0 и ξ.
Из теоремы 1 и равенств (2.10), (2.8), (2.6) вытекает, что

Eq(p, q, r) =
plλ0δ

p + (n− l)rλ∆r

q
= lI

(p−q)/p
1 ξq(ν−η)−d(p−q)/pδq

+ (n− l)

(
q

pλ0

)−(r−q)/(p−q)

ξ−ηq(p−r)/(p−q)+ν1r−νp(r−q)/(p−q)∆r
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= lI
(p−q)/p
1 ξq(ν−η)−d(p−q)/pδq

+ (n− l)(I
(p−q)/p
1 ξq(ν−η)−d(p−q)/pδq−p)(r−q)/(p−q)

× ξ−ηq(p−r)/(p−q)+ν1r−νp(r−q)/(p−q)∆r

=

(
δ

I
1/p
1

)qγ(
∆

I
1/r
2

)q(1−γ)

(lI1 + (n− l)I2).

Оптимальность метода (2.5) непосредственно следует из теоремы 1.
Теорема 2 доказана.

Следствие 1. Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда для всех x ∈
W , x(·) ̸= 0, имеет место точное неравенство

∥ψ(·)x(·)∥Lq(T,µ) ⩽ C max
1⩽j⩽l

∥φj(·)x(·)∥γLp(T,µ) max
l+1⩽j⩽n

∥φj(·)x(·)∥1−γ
Lr(T,µ), (2.11)

где
C = I

−γ/p
1 I

−(1−γ)/r
l+1 (lI1 + (n− l)Il+1)

1/q.

Доказательство. Положим

δ = max
1⩽j⩽l

∥φj(·)x(·)∥Lp(T,µ), ∆ = max
l+1⩽j⩽n

∥φj(·)x(·)∥Lr(T,µ).

Тогда из (2.3) следует, что

∥ψ(·)x(·)∥Lq(T,µ)) ⩽ Cδγ∆1−γ .

Если предположить, что существует постоянная C̃ < C, для которой при всех
x(·), удовлетворяющих условиям следствия, выполняется неравенство (2.11),
то

sup
x∈W

∥φj(·)x(·)∥Lp(T,µ)⩽δ, j=1,...,l

∥ψ(·)x(·)∥Lq(T,µ) ⩽ C̃δγ∆1−γ < Cδγ∆1−γ ,

что противоречит (2.3).
Следствие доказано.

§ 3. Однородные весовые функции на конусе в Rd

Пусть T – конус в Rd, dµ(t) = dt, |ψ(·)| – однородная функция порядка
η, |φj(·)|, j = 1, . . . , l, – однородные функции порядка ν, |φj(·)|, j = l + 1,

. . . , n, – однородные функции порядка ν1. Будем по-прежнему предполагать,
что ψ(t), sp,l(t), Sr,n(t) ̸= 0 для почти всех t ∈ T . Рассмотрим сферическую
систему координат

t1 = ρ cosω1,

t2 = ρ sinω1 cosω2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

td−1 = ρ sinω1 sinω2 · · · sinωd−2 cosωd−1,

td = ρ sinω1 sinω2 · · · sinωd−2 sinωd−1.
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Положим ω = (ω1, . . . , ωd−1). Для любой функции f(·), заданной на Rd, введем
следующее обозначение:

f̃(ω) = |f(cosω1, . . . , sinω1 sinω2 · · · sinωd−2 sinωd−1)|.

Заметим, что если |f(·)| – однородная функция порядка κ, то f(ω) = ρ−κ|f(t)|.
Обозначим через Ω область изменения ω, когда t ∈ T . Из того, что T – конус,
следует, что Ω не зависит от ρ. Положим

J(ω) = sind−2 ω1 sin
d−3 ω2 · · · sinωd−2.

Переходя к сферическим координатам, для функции k(·) будем иметь равен-
ство

k1/(p−q)(ρ, ω)

(1− k(ρ, ω))1/(r−q)

= ρ((η−ν)q(p−r)−(ν1−ν)r(p−q))/((p−q)(r−q))
ψ̃q(p−r)/((p−q)(r−q))(ω)s̃

1/(p−q)
p,l (ω)

S̃
1/(r−q)
r,n (ω)

.

(3.1)

Предположим, что γ ∈ (0, 1), где γ определено формулой (2.4). Положим

1

q∗
=

1

q
− γ

p
− 1− γ

r
.

Нетрудно убедиться, что q∗ > q ⩾ 1. Кроме того,

q∗ =
pqr(ν1 − ν + d(1/r − 1/p))

r(p− q)(ν1 − ν)− q(p− r)(η − ν)
.

Продолжим исследовать задачу о нахождении величины (1.1) для случая,
когда выполнены условия (2.2).

Теорема 3. Пусть 1 ⩽ q < p, r <∞ и γ ∈ (0, 1). Предположим, что

I =

∫
Ω

ψ̃q∗(ω)

s̃
q∗γ/p
p,l (ω)S̃

q∗(1−γ)/r
r,n

J(ω) dω <∞,

I ′1 = · · · = I ′l , где

I ′j =

∫
Ω

φ̃p
j (ω)

ψ̃q∗(ω)

s̃
q∗γ/p+1
p,l (ω)S̃

q∗(1−γ)/r
r,n

J(ω) dω, j = 1, . . . , l,

и I ′l+1 = · · · = I ′n , где

I ′j =

∫
Ω

φ̃r
j(ω)

ψ̃q∗(ω)

s̃
q∗γ/p
p,l (ω)S̃

q∗(1−γ)/r+1
r,n

J(ω) dω, j = l + 1, . . . , n.

Тогда
E(p, q, r) = C1δ

γ∆1−γ ,
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где

C1 =

(
l

γ

)γ/p(
n− l

1− γ

)(1−γ)/r(
B(q∗γ/p, q∗(1− γ)/r)I

|ν1 − ν + d(1/r − 1/p)|(γr + (1− γ)p)

)1/q∗

а B((·), (·)) – B-функция Эйлера. Метод

m̂(y(·))(t) = k(ξ̂1/(ν1−ν+d(1/r−1/p))t)
ψ(t)

sp,l(t)

l∑
j=1

|φj(t)|p

φj(t)
yj(t),

где

ξ̂ =
δ

∆

(
l

γ

)1/p(
1− γ

n− l

)1/r(
B(q∗γ/p, q∗(1− γ)/r)I

|ν1 − ν + d(1/r − 1/p)|(γr + (1− γ)p)

)1/r−1/p

,

является оптимальным.

Доказательство. Заметим, что I ′1 + · · · + I ′l = I и I ′l+1 + · · · + I ′n = I.
Поэтому I ′j = I/l, j = 1, . . . , l, и I ′j = I/(n − l), j = l + 1, . . . , n. Вычислим
величины Ij , j = 1, . . . , l, из теоремы 2 с помощью перехода к сферическим
координатам. Имеем

Ij =

∫
T

|φj(z)|p
(
|ψ(z)|q

sp,l(z)

)p/(p−q)

kp/(p−q)(z) dµ(z)

=

∫
Ω

φ̃p
j (ω)

(
ψ̃q(ω)

s̃p,l(ω)

)p/(p−q)

J(ω) dω

∫ +∞

0

ρ(η−ν)qp/(p−q)+d−1kp/(p−q)(ρ, ω) dρ.

Из (3.1) следует, что

ρ(ν1−ν)r(p−q)−(η−ν)q(p−r) =
(1− k(ρ, ω))p−q

kr−q(ρ, ω)

ψ̃q(p−r)(ω)s̃r−q
p,l (ω)

S̃p−q
r,n (ω)

.

Зафиксируем ω ∈ Ω. Тогда

dρ(η−ν)qp/(p−q)+d =

(
ψ̃q(p−r)(ω)s̃r−q

p,l (ω)

S̃p−q
r,n (ω)

)ζ

d
(1− k)(p−q)ζ

k(r−q)ζ

= −ζ
(
ψ̃q(p−r)(ω)s̃r−q

p,l (ω)

S̃p−q
r,n (ω)

)ζ
(1− k)(p−q)ζ−1

k(r−q)ζ+1
(r − q + (p− r)k) dk,

где

ζ =
(η − ν)qp+ d(p− q)

(p− q)((ν1 − ν)r(p− q)− (η − ν)q(p− r))
=
q∗(1− γ)

r(p− q)
.

Если ρ меняется от 0 до +∞, то k будет меняться от 0 до 1 при (ν1 − ν)r(p −
q) − (η − ν)q(p − r) < 0 и от 1 до 0 при (ν1 − ν)r(p − q) − (η − ν)q(p − r) > 0.
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Поэтому∫ +∞

0

ρ(η−ν)qp/(p−q)+d−1kp/(p−q)(ρ, ω) dρ

=
p− q

(η − ν)qp+ d(p− q)

∫ +∞

0

kp/(p−q)(ρ, ω) dρ(η−ν)qp/(p−q)+d

=
1

|(ν1 − ν)r(p− q)− (η − ν)q(p− r)|

(
ψ̃q(p−r)(ω)s̃r−q

p,l (ω)

S̃p−q
r,n (ω)

)ζ

×
∫ 1

0

kp/(p−q) (1− k)(p−q)ζ−1

k(r−q)ζ+1
(r − q + (p− r)k) dk

=
1

|(ν1 − ν)r(p− q)− (η − ν)q(p− r)|

(
ψ̃q(p−r)(ω)s̃r−q

p,l (ω)

S̃p−q
r,n (ω)

)ζ

(K1 +K2),

где

K1 = (r − q)

∫ 1

0

kp̂(1− k)q̂−1 dk = (r − q)B(p̂+ 1, q̂),

K2 = (p− r)

∫ 1

0

kp̂+1(1− k)q̂−1 dk = (p− r)B(p̂+ 2, q̂)

= (p− r)
p̂+ 1

p̂+ q̂ + 1
B(p̂+ 1, q̂),

p̂ =
(ν1 − η)qr − d(r − q)

(ν1 − ν)r(p− q)− (η − ν)q(p− r)
= q∗

γ

p
,

q̂ =
(η − ν)qp+ d(p− q)

(ν1 − ν)r(p− q)− (η − ν)q(p− r)
= q∗

1− γ

r
.

Таким образом,

K1 +K2 =

(
r − q + (p− r)

q∗γ/p+ 1

q∗/q

)
B(p̂+ 1, q̂) =

pq

q∗
B(p̂+ 1, q̂)

=
qγ

q∗

(
γ

p
+

1− γ

r

)−1

B(p̂, q̂).

Отсюда

Ij =
γ

pr|ν1 − ν + d(1/r − 1/p)|

(
γ

p
+

1− γ

r

)−1

B(p̂, q̂)I ′j , j = 1, . . . , l.

Теперь найдем Ij , j = l + 1, . . . , n. Имеем

Ij =

∫
T

|φj(z)|r
(
|ψ(z)|q

sp,l(z)

)r/(p−q)

kr/(p−q)(z) dµ(z)

=

∫
Ω

φ̃r
j(ω)

(
ψ̃q(ω)

s̃p,l(ω)

)r/(p−q)

J(ω) dω

×
∫ +∞

0

ρ(η−ν)qr/(p−q)+r(ν1−ν)+d−1kr/(p−q)(ρ, ω) dρ.
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Зафиксируем ω ∈ Ω. Тогда

dρ(η−ν)qr/(p−q)+r(ν1−ν)+d =

(
ψ̃q(p−r)(ω)s̃r−q

p,l (ω)

S̃p−q
r,n (ω)

)ζ1

d
(1− k)(p−q)ζ1

k(r−q)ζ1

= −ζ1
(
ψ̃q(p−r)(ω)s̃r−q

p,l (ω)

S̃p−q
r,n (ω)

)ζ1 (1− k)(p−q)ζ1−1

k(r−q)ζ1+1
(r − q + (p− r)k) dk,

где

ζ1 =
(η − ν)qr + ((ν1 − ν)r + d)(p− q)

(p− q)((ν1 − ν)r(p− q)− (η − ν)q(p− r))
=
q∗(1− γ)

r(p− q)
+

1

p− q
.

Имеем∫ +∞

0

ρ(η−ν)qr/(p−q)+r(ν1−ν)+d−1kr/(p−q)(ρ, ω) dρ

=
p− q

(η − ν)qr + (r(ν1 − ν) + d)(p− q)

×
∫ +∞

0

kr/(p−q)(ρ, ω) dρ(η−ν)qr/(p−q)+r(ν1−ν)+d

=
1

|(ν1 − ν)r(p− q)− (η − ν)q(p− r)|

(
ψ̃q(p−r)(ω)s̃r−q

p,l (ω)

S̃p−q
r,n (ω)

)ζ1

(L1 + L2),

где

L1 = (r − q)

∫ 1

0

kp̂−1(1− k)q̂ dk = (r − q)B(p̂, q̂ + 1),

L2 = (p− r)

∫ 1

0

kp̂(1− k)q̂ dk = (p− r)B(p̂+ 1, q̂ + 1)

= (p− r)
p̂

p̂+ q̂ + 1
B(p̂, q̂ + 1).

Таким образом,

L1 + L2 =
qr

q∗
B(p̂, q̂ + 1) =

q(1− γ)

q∗

(
γ

p
+

1− γ

r

)−1

B(p̂, q̂).

Следовательно,

Ij =
1− γ

pr|ν1 − ν + d(1/r − 1/p)|

(
γ

p
+

1− γ

r

)−1

B(p̂, q̂)I ′j , j = l + 1, . . . , n.

Остается применить теорему 2.
Теорема 3 доказана.
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Аналогично следствию 1 получаем

Следствие 2. Пусть выполнены условия теоремы 3. Тогда для всех x ∈ W
имеет место точное неравенство

∥ψ(·)x(·)∥Lq(T,µ) ⩽ C1 max
1⩽j⩽l

∥φj(·)x(·)∥γLp(T,µ) max
l+1⩽j⩽n

∥φj(·)x(·)∥1−γ
Lr(T,µ).

Приведем пример весов, для которых выполнены условия теоремы 3. Пусть
T = Rd

+, l = d, n = 2d, η, ν и ν1 таковы, что γ ∈ (0, 1),

φj(t) = tνj , φj+d(t) = tν1
j , j = 1, . . . , d, ψ(t) = ψθ(t)

η/2, (3.2)

где
ψθ(t) = (|t1|θ + · · ·+ |td|θ)2/θ, θ > 0.

Нетрудно убедиться, что

ψ̃(·) =
(
t̃θ1(ω) + · · ·+ t̃θd(ω)

)η/θ
,

а
φ̃j(ω) = t̃νj (ω), φ̃j+d(ω) = t̃ν1

j (ω), j = 1, . . . , d,

где

t̃1(ω) = cosω1,

t̃2(ω) = sinω1 cosω2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

t̃d−1(ω) = sinω1 sinω2 · · · sinωd−2 cosωd−1,

t̃d(ω) = sinω1 sinω2 · · · sinωd−2 sinωd−1.

Заметим, что
d∑

k=1

t̃2k(ω) = 1.

Для величины I из теоремы 3 имеем

I =

∫
Πd−1

+

(∑d
k=1 t̃

θ
k(ω)

)q∗η/θ
J(ω) dω(∑d

k=1 t̃
pν
k (ω)

)q∗γ/p(∑d
k=1 t̃

rν1

k (ω)
)q∗(1−γ)/r

, Πd−1
+ =

[
0,
π

2

]d−1

.

(3.3)
Если s ⩽ 2, то

d∑
k=1

t̃sk(ω) ⩾
d∑

k=1

t̃2k(ω) = 1. (3.4)

Если же s > 2, то по неравенству Гёльдера

1 =

d∑
k=1

t̃2k(ω) ⩽

( d∑
k=1

t̃sk(ω)

)2/s

d1−2/s.
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Тем самым
d∑

k=1

t̃sk(ω) ⩾ d1−s/2. (3.5)

Из (3.4) и (3.5) вытекает, что I <∞.
Рассмотрим интегралы

Îj =

∫
Πd−1

+

t̃sj(ω)
(∑d

k=1 t̃
θ
k(ω)

)q∗η/θ
J(ω) dω(∑d

k=1 t̃
s
k(ω)

)a+1(∑d
k=1 t̃

s1
k (ω)

)a1
, j = 1, . . . , d,

где a, a1 > 0. Положим

Mj =

∫
Rd

+∩Bd

tsj
(∑d

k=1 t
2
k

)s(a+a1)/2−q∗η(∑d
k=1 tk

θ
)q∗η/θ(∑d

k=1 t
s
k

)a+1(∑d
k=1 t

s1
k

)a1
dt, j = 1, . . . , d,

где Bd – единичный шар в Rd. Если сделать замену переменных в интегралеMj ,
поменяв местами переменные tj и ti, то интеграл Mj перейдет в интеграл Mi.
Следовательно, M1 = · · · = Md. Переходя к сферическим координатам, полу-
чим, что Mj = Îj/d, j = 1, . . . , d. Таким образом,

Î1 = · · · = Îd. (3.6)

Следовательно, веса (3.2) удовлетворяют условиям теоремы 3.

Следствие 3. Пусть 1 ⩽ q < p, r < ∞ и γ ∈ (0, 1). Тогда для всех x ∈ W
имеет место точное неравенство

∥
(
|t1|θ + · · ·+ |td|θ

)η/θ
x(t)∥Lq(Rd

+)

⩽ C2 max
1⩽j⩽d

∥tνjx(t)∥
γ

Lp(Rd
+)

max
1⩽j⩽d

∥tν1
j x(t)∥

1−γ

Lr(Rd
+)
,

где

C2 =

(
d

γ

)γ/p(
d

1− γ

)(1−γ)/r(
B(q∗γ/p, q∗(1− γ)/r)I

|ν1 − ν + d(1/r − 1/p)|(γr + (1− γ)p)

)1/q∗

,

а величина I определена равенством (3.3).

Приведем еще один результат для весов (3.2).

Следствие 4. Пусть 1 ⩽ q < p, r <∞. Положим

α =
µ

pµ+ rλ
, β =

λ

pµ+ rλ
,

где λ, µ > 0. Тогда для всех x ∈ W имеет место точное неравенство∥∥(tθ1 + · · ·+ tθd)
d(1−1/q)/θx(t)

∥∥
Lq(Rd

+)

⩽ C3 max
1⩽j⩽d

∥td−(λ+d)/p
j x(t)∥pα

Lp(Rd
+)

max
1⩽j⩽d

∥td+(µ−d)/r
j x(t)∥rβ

Lr(Rd
+)
,
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где

C3 =
dα+β

(pα)α(rβ)β

(
I

λ+ µ
B

(
α

1/q − α− β
,

β

1/q − α− β

))1/q−α−β

,

а

I =

∫
Πd−1

+

(∑d
k=1 t̃

θ
k(ω)

)d(1−1/q)/(θ(1/q−α−β))
J(ω) dω(∑d

k=1 t̃
d(p−1)−λ
k (ω)

)α/(1/q−α−β)(∑d
k=1 t̃

r(d−1)+µ
k (ω)

)β/(1/q−α−β)
.

При d = 1 этот результат вытекает из следствия 6 работы [9], а при d = 1,
q = 1 он был доказан в работе [2].

§ 4. Восстановление и точные неравенства
для дифференциальных операторов

Пусть T = Rd, dµ(t) = dt, |ψ(·)| – однородная функция порядка η, |φj(·)|, j =
1, . . . , l, – однородные функции порядка ν, |φj(·)|, j = l+1, . . . , n, – однородные
функции порядка ν1 и ψ(t), sp,l(t), S2,n(t) ̸= 0 для почти всех t ∈ Rd.

Пусть S – пространство Шварца быстро убывающих бесконечно диффе-
ренцируемых функций на R, S′ – соответствующее пространство обобщенных
функций, F : S′ → S′ – преобразование Фурье. Положим

Xp =
{
x(·) ∈ S′ : φj(·)Fx(·) ∈ Lp(Rd), j = 1, . . . , l,

φj(·)Fx(·) ∈ L2(Rd), j = l + 1, . . . , n
}
.

Для функций x(·) ∈ Xp определим операторы Dj , j = 1, . . . , n,

Djx(·) = F−1(φj(·)Fx(·))(·), j = 1, . . . , n,

и оператор Λ

Λx(·) = F−1(ψ(·)Fx(·))(·). (4.1)

Рассмотрим задачу оптимального восстановления значений Λx(·) на классе

WD
p =

{
x(·) ∈ Xp : ∥Djx(·)∥L2(Rd) ⩽ ∆, j = l + 1, . . . , n

}
, D = (D1, . . . , Dn),

по неточной информации о преобразованиях Фурье функцийDjx(·), j=1, . . . , l.
Будем предполагать, что для каждой функции x(·) ∈ WD

p известны функции
yj(·) ∈ Lp(Rd), j = 1, . . . , l, такие, что

∥F (Djx(·))(·)− yj(·)∥Lp(Rd) ⩽ δ, j = 1, . . . , l.

Требуется восстановить функцию Λx(·) по заданным функциям yj(·) ∈ Lp(Rd),
j = 1, . . . , l.

Предположим, что Λx(·) ∈ Lq(Rd) для всех x(·) ∈ Xp. Погрешностью метода
восстановления m : (Lp(Rd))l → Lq(Rd) назовем величину

epq(Λ,D,m) = sup
x(·)∈WD

p , y(·)∈(Lp(Rd))l

∥F (Djx(·))(·)−yj(·)∥Lp(Rd)
⩽δ, j=1,...,l

∥Λx(·)−m(y(·))(·)∥Lq(Rd),



168 К.Ю. ОСИПЕНКО

y(·) = (y1(·), . . . , yl(·)). Величина

Epq(Λ,D) = inf
m : (Lp(Rd))l→Lq(Rd)

epq(Λ,D,m)

называется погрешностью оптимального восстановления, а метод, на котором
достигается нижняя грань, называется оптимальным.

Рассмотрим случай, когда q = ∞. Положим

γ1 =
ν1 − η − d/2

ν1 − ν + d(1/2− 1/p)
q1 =

1

1/2 + γ1(1/2− 1/p)
.

При 1 < p <∞ определим функцию k1(·) равенством

k1(t)

(1− k1(t))p−1
= (2π)d(p−1) sp,l(t)|ψ(t)|p−2

Sp−1
2,n (t)

.

Теорема 4. Пусть 1 < p <∞ и γ1 ∈ (0, 1). Предположим, что

I =

∫
Πd−1

ψ̃q1(ω)

s̃
q1γ1/p
p,l (ω)S̃

q1(1−γ1)/2
2,n

J(ω) dω <∞, Πd−1 = [0, π]d−2 × [0, 2π],

I ′1 = · · · = I ′l , где

I ′j =

∫
Πd−1

φ̃p
j (ω)

ψ̃q1(ω)

s̃
q1γ1/p+1
p,l (ω)S̃

q1(1−γ1)/2
2,n

J(ω) dω, j = 1, . . . , l,

и I ′l+1 = · · · = I ′n , где

I ′j =

∫
Πd−1

φ̃2
j (ω)

ψ̃q1(ω)

s̃
q1γ1/p
p,l (ω)S̃

q1(1−γ1)/2+1
2,n

J(ω) dω, j = l + 1, . . . , n.

Тогда
Ep∞(Λ,D) =

C4

(2π)d(1+γ1)/2
δγ1∆1−γ1 ,

где

C4 =

(
l

γ1

)γ1/p( n− l

1− γ1

)(1−γ1)/2( B(q1γ1/p, q1(1− γ1)/2)I

|ν1 − ν + d(1/2− 1/p)|(2γ1 + (1− γ1)p)

)1/q1

.

Метод

m̂2(y(·))(t) = F−1

(
k1(ξ̂

1/(ν1−ν+d(1/2−1/p))
1 ξ)

ψ(ξ)

sp,l(ξ)

l∑
j=1

|φj(ξ)|p

φj(ξ)
yj(ξ)

)
(t), (4.2)

где

ξ̂1 =
δ

∆

(
l

γ 1

)1/p(
1− γ1
n− l

)1/2(
B(q1γ1/p, q1(1− γ1)/2)I(2π)

dq1(1−γ1)/2

|ν1 − ν + d(1/2− 1/p)|(2γ1 + (1− γ1)p)

)1/2−1/p

,

является оптимальным.
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Доказательство. Аналогично неравенству (1.2) имеем

Ep∞(Λ,D) ⩾ sup
x(·)∈WD

p

∥F (Djx(·))(·)∥Lp(Rd)
⩽δ, j=1,...,l

∥Λx(·)∥L∞(Rd).

Пусть x(·) ∈ WD
p и ∥F (Djx(·))(·)∥Lp(Rd) ⩽ δ, j = 1, . . . , l. Если функция x̂(·)

такова, что Fx̂(ξ) = ε(ξ)e−i⟨t,ξ⟩Fx(ξ), где

ε(ξ) =


ψ(ξ)Fx(ξ)

|ψ(ξ)Fx(ξ)|
, ψ(ξ)Fx(ξ) ̸= 0,

0, ψ(ξ)Fx(ξ) = 0,

то x̂(·) ∈WD
p , ∥F (Dj x̂(·))(·)∥Lp(Rd) ⩽ δ, j = 1, . . . , l, и∣∣∣∣∫

Rd

ψ(ξ)Fx̂(ξ)ei⟨t,ξ⟩ dξ

∣∣∣∣ = ∫
Rd

|ψ(ξ)Fx(ξ)| dξ.

Следовательно,

Ep∞(Λ,D) ⩾
1

(2π)d
sup

x(·)∈WD
p

∥F (Djx(·))(·)∥Lp(Rd)
⩽δ, j=1,...,l

∫
Rd

|ψ(ξ)Fx(ξ)| dξ.

Из (2.3) следует, что

Ep∞(Λ,D) ⩾
1

(2π)d
E(p, 1, 2),

если в задаче о нахождении E(p, 1, 2) функции φj(·) заменить на функции
(2π)−d/2φj(·), j = l + 1, . . . , n. Из теоремы 3 вытекает, что

Ep∞(Λ,D) ⩾
1

(2π)d(1+γ1)/2
C4δ

γ
1∆

1−γ1 .

Из той же теоремы следует, что∫
Rd

∣∣ψ(ξ)F (ξ)− m̂1(y(·))(ξ)
∣∣ dξ ⩽ E(p, 1, 2),

где

m̂1(y(·))(ξ) = k1(ξ̂
1/(ν1−ν+d(1/2−1/p))
1 ξ)

ψ(ξ)

sp,l(ξ)

l∑
j=1

|φj(ξ)|p

φj(ξ)
yj(ξ).

Следовательно,∣∣∣∣ 1

(2π)d

∫
Rd

ψ(ξ)F (ξ)ei⟨t,ξ⟩ dξ − 1

(2π)d

∫
Rd

m̂1(y)(ξ)e
i⟨t,ξ⟩ dξ

∣∣∣∣
⩽

1

(2π)d

∫
Rd

∣∣ψ(ξ)F (ξ)− m̂1(y)(ξ)
∣∣ dξ ⩽ 1

(2π)d
E(p, 1, 2) ⩽ Ep∞(Λ,D).

Отсюда следует, что метод (4.2) является оптимальным.
Теорема доказана.
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Аналогично следствию 1 получаем

Следствие 5. Пусть выполнены условия теоремы 4. Тогда для всех x ∈
Xp имеет место точное неравенство

∥Λx(·)∥L∞(Rd) ⩽
C4

(2π)d(1+γ1)/2
max
1⩽j⩽l

∥F (Djx(·))(·)∥γ1

Lp(Rd)
max

l+1⩽j⩽n
∥Djx(·)∥1−γ1

L2(Rd)
.

Обозначим через Λθ оператор Λ, определенный равенством (4.1) для ψ(·) =
ψθ(·). Отметим, что Λ2 = −∆, где ∆ – оператор Лапласа. Через Λη/2

θ обозначим
оператор Λ, определенный равенством (4.1) для ψ(·) = ψ

η/2
θ (·).

Пусть α = (α1, . . . , αd) ∈ Rd
+. Определим оператор Dα (производная по

Вейлю порядка α) равенством

Dαx(·) = F−1((iξ)αFx(ξ))(·),

где (iξ)α = (iξ1)
α1 · · · (iξd)αd . Ясно, что если x(·) – достаточно гладкая функция

на Rd, t = (t1, . . . , td) ∈ Rd и α = (α1, . . . , αd) ∈ Zd
+, то

Dαx(t) =
∂xα1+···+αd(t)

∂tα1
1 · · · ∂tαd

d

.

Пусть Λ = Λ
η/2
θ ,

D = (Dνe1 , . . . , Dνed , Dν1e1 , . . . , Dν1ed), (4.3)

где ej , j = 1 . . . , d, – стандартный базис в Rd. Для величины I из теоремы 4
имеем

I =

∫
Πd−1

(∑d
k=1 t̃

θ
k(ω)

)q1η/θ
J(ω) dω(∑d

k=1 t̃
pν
k (ω)

)q1γ1/p(∑d
k=1 t̃

2ν1

k (ω)
)q1(1−γ1)/2

. (4.4)

Аналогично тому, как это было сделано ранее (см. (3.3)), доказывается, что
I < ∞. Аналогичным образом доказываются равенства I ′1 = · · · = I ′l и I ′1+1 =

· · · = I ′n для соответствующих весов. Таким образом, веса (3.2) удовлетворяют
условиям теоремы 4.

Следствие 6. Пусть 1 < p <∞ и 0 ⩽ ν − d(1− 1/p) < η < ν1 − d/2. Тогда
имеет место точное неравенство

∥Λη/2
θ x(·)∥L∞(Rd)

⩽
C5

(2π)d(1+γ1)/2
max
1⩽j⩽d

∥F (Dνejx(·))(·)∥γ1

Lp(Rd)
max
1⩽j⩽d

∥Dν1ejx(·)∥1−γ1

L2(Rd)
,

где

C5 =

(
d

γ1

)γ1/p( d

1− γ1

)(1−γ1)/2( B(q1γ1/p, q1(1− γ1)/2)I

(ν1 − ν + d(1/2− 1/p))(2γ1 + (1− γ1)p)

)1/q1

,

а I определено равенством (4.4).
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Сформулируем следствие 6 для случая, когда p = 2. Положим

γ2 =
ν1 − η − d/2

ν1 − ν
.

Воспользуемся тем, что

∥F (Dνejx(·))(·)∥L2(Rd) = (2π)d/2∥Dνejx(·)∥L2(Rd),

а, кроме того, известным равенством

B(a, 1− a) =
π

sinπa
.

Следствие 7. Пусть 0 ⩽ ν − d/2 < η < ν1 − d/2. Тогда имеет место
точное неравенство

∥Λη/2
θ x(·)∥L∞(Rd) ⩽

C6

(2π)d/2
max
1⩽j⩽d

∥Dνejx(·)∥γ2

L2(Rd)
max
1⩽j⩽d

∥Dν1ejx(·)∥1−γ2

L2(Rd)
,

где

C6 = γ
−γ2/2
2 (1− γ2)

−(1−γ2)/2

(
πdI0

2(ν1 − ν) sinπγ2

)1/2

,

а

I0 =

∫
Πd−1

(∑d
k=1 t̃

θ
k(ω)

)2η/θ
J(ω) dω(∑d

k=1 t̃
2ν
k (ω)

)γ2
(∑d

k=1 t̃
2ν1

k (ω)
)1−γ2

.

При p = q = 2 будем рассматривать несколько измененную задачу восста-
новления. Пусть

W =
{
x(·) ∈ S′ : (iξj)

νFx(ξ) ∈ L2(Rd), j = 1, . . . , d,

(iξj)
ν1Fx(ξ) ∈ L2(Rd), j = 1, . . . , d

}
.

Рассмотрим задачу восстановления оператора Λ
η/2
θ по неточно заданным произ-

водным Dνe1 , . . . , Dνed , Dν1e1 , . . . , Dν1ed . Погрешностью метода восстановления
m : (L2(Rd))2d → L2(Rd) назовем величину

e(Λ
η/2
θ ,D,m) = sup

x(·)∈W, y(·)∈(L2(Rd))2d

∥Dνejx(·)−yj(·)∥L2(Rd)
⩽δ, j=1,...,d

∥Dν1ejx(·)−y1
j (·)∥L2(Rd)

⩽∆, j=1,...,d

∥Λη/2
θ x(·)−m(y(·))(·)∥L2(Rd),

y(·) = (y1(·), . . . , yd, y11(·), . . . , y1d(·)), а оператор D определен равенством (4.3).
Величина

E(Λ
η/2
θ ,D) = inf

m : (L2(Rd))2d→L2(Rd)
e(Λ

η/2
θ ,D,m)

называется погрешностью оптимального восстановления, а метод, на котором
достигается нижняя грань, называется оптимальным.

Положим
γ3 =

ν1 − η

ν1 − ν
.
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Теорема 5. Пусть 0 < θ/2 ⩽ ν < η < ν1 . Тогда

E(Λ
η/2
θ ,D) = dη/θδγ3∆1−γ3 . (4.5)

При этом все методы

m̂(y(·))(·) = F−1

(
ψ
η/2
θ (·)

( d∑
j=1

αj(·)Fyj(·) +
d∑

j=1

α1
j (·)Fy1j (·)

))
(·), (4.6)

где измеримые функции αj(·), α1
j (·), j = 1, . . . , d, удовлетворяют условиям

d∑
j=1

(
(iξj)

ναj(ξ) + (iξj)
ν1α1

j (ξ)

)
= 1, (4.7)

ψη
θ (ξ)

d∑
j=1

(
|αj(ξ)|2

λ
+

|α1
j (ξ)|2

λ1

)
⩽ 1, (4.8)

а

λ = d2η/θ−1γ3

(
∆

δ

)2(1−γ3)

, λ1 = d2η/θ−1(1− γ3)

(
δ

∆

)2γ3

,

являются оптимальными.

Доказательство. Аналогично неравенству (1.2) имеем

E(Λ
η/2
θ ,D) ⩾ sup

x(·)∈W
∥Dνejx(·)∥

L2(Rd)
⩽δ, j=1,...,d

∥Dν1ejx(·)∥
L2(Rd)

⩽∆, j=1,...,d

∥Λη/2
θ x(·)∥L2(Rd). (4.9)

Для 0 < ε < (∆/δ)1/(ν1−ν) положим

ξ̂ε =

(
∆

δ

)1/(ν1−ν)

(1, . . . , 1)− (ε, . . . , ε), Bε = {ξ ∈ Rd : |ξ − ξ̂ε| < ε}.

Рассмотрим функцию xε(·), для которой

Fxε(ξ) =

(2π)d/2
(
δν1

∆ν

)1/(ν1−ν)
1√

mesBε

, ξ ∈ Bε,

0, ξ /∈ Bε.

Тогда

∥Dνejx(·)∥2L2(Rd)) =

(
δν1

∆ν

)2/(ν1−ν)
1

mesBε

∫
Bε

ξ2νj dξ

⩽

(
δν1

∆ν

)2/(ν1−ν)(
∆

δ

)2ν/(ν1−ν)

= δ2, j = 1, . . . , d.
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Кроме того,

∥Dν1ejx(·)∥2L2(Rd) =

(
δν1

∆ν

)2/(ν1−ν)
1

mesBε

∫
Bε

ξ2ν1
j dξ

⩽

(
δν1

∆ν

)2/(ν1−ν)(
∆

δ

)2ν1/(ν1−ν)

= ∆2, j = 1, . . . , d.

В силу (4.9) имеем

E2(Λ
η/2
θ ,D) ⩾ ∥Λη/2

θ xε(·)∥2L2(Rd)

=

(
δν1

∆ν

)2/(ν1−ν)
1

mesBε

∫
Bε

ψη
θ (ξ) dξ =

(
δν1

∆ν

)2/(ν1−ν)

ψη
θ (ξ̃ε), ξ̃ε ∈ Bε.

Устремляя ε к нулю, получаем оценку

E2(Λ
η/2
θ ,D) ⩾ d2η/θδ2γ3∆2(1−γ3).

Оценим погрешность метода (4.6). Рассмотрим экстремальную задачу

∥Λη/2
θ x(·)− m̂(y(·))(·)∥2L2(Rd) → max,

∥Dνejx(·)− yj(·)∥2L2(Rd) ⩽ δ2, j = 1, . . . , d,

∥Dν1ejx(·)− y1j (·)∥2L2(Rd) ⩽ ∆2, j = 1, . . . , d.

Переходя к преобразованиям Фурье, приходим к следующей задаче:

1

(2π)d

∫
Rd

ψη
θ (ξ)

∣∣∣∣Fx(ξ)− ( d∑
j=1

αj(ξ)Fyj(ξ) +

d∑
j=1

α1
j (ξ)Fy

1
j (ξ)

)∣∣∣∣2 dξ → max,

1

(2π)d

∫
Rd

|(iξj)νFx(ξ)− Fyj(ξ)|2 dξ ⩽ δ2, j = 1, . . . , d,

1

(2π)d

∫
Rd

|(iξj)ν1Fx(ξ)− Fy1j (ξ)|2 dξ ⩽ ∆2, j = 1, . . . , d. (4.10)

Положим

zj(ξ) = (iξj)
νFx(ξ)− Fyj(ξ), z1j (ξ) = (iξj)

ν1Fx(ξ)− Fy1j (ξ), j = 1, . . . , d.

Тогда с учетом условия (4.7) задача (4.10) перепишется следующим образом:

1

(2π)d

∫
Rd

ψη
θ (ξ)

∣∣∣∣ d∑
j=1

(αj(ξ)zj(ξ) + α1
j (ξ)z

1
j (ξ))

∣∣∣∣2 dξ → max,

1

(2π)d

∫
Rd

|zj(ξ)|2 dξ ⩽ δ2, j = 1, . . . , d,

1

(2π)d

∫
Rd

|z1j (ξ)|2 dξ ⩽ ∆2, j = 1, . . . , d.
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Из неравенства Коши–Буняковского следует, что∣∣∣∣ d∑
j=1

(αj(ξ)zj(ξ) + α1
j (ξ)z

1
j (ξ))

∣∣∣∣2

⩽
d∑

j=1

(
|αj(ξ)|2

λ
+

|α1
j (ξ)|2

λ1

) d∑
j=1

(
λ|zj(ξ)|2 + λ1|z1j (ξ)|2

)
.

Применяя это неравенство, получаем оценку

∥Λη/2
θ x(·)− m̂(y(·))(·)∥2L2(Rd)

⩽ vraisupξ∈Rd S(ξ)
1

(2π)d

∫
Rd

d∑
j=1

(
λ|zj(ξ)|2 + λ1|z1j (ξ)|2

)
dξ,

где

S(ξ) = ψη
θ (ξ)

d∑
j=1

(
|αj(ξ)|2

λ
+

|α1
j (ξ)|2

λ1

)
.

Из условия (4.8) вытекает, что S(ξ) ⩽ 1. Тем самым для погрешности метода
m̂(y(·))(·) имеем

e(Λ
η/2
θ ,D, m̂) ⩽

1

(2π)d

∫
Rd

d∑
j=1

(
λ|zj(ξ)|2 + λ1|z1j (ξ)|2

)
dξ

⩽ dλδ2 + dλ1∆
2 = d2η/θδ2γ3∆2(1−γ3) ⩽ E2(Λ

η/2
θ ,D).

Отсюда вытекает оптимальность метода m̂(y(·))(·) и равенство (4.5).
Остается доказать существование функций αj(·), α1

j (·), j = 1, . . . , d, удовле-
творяющих условиям (4.7) и (4.8). Положим

αj(ξ) =
λ(−iξj)ν

λ
∑d

j=1 |ξj |2ν + λ1
∑d

j=1 |ξj |2ν1

,

α1
j (ξ) =

λ1(−iξj)ν1

λ
∑d

j=1 |ξj |2ν + λ1
∑d

j=1 |ξj |2ν1

, j = 1, . . . , d.

(4.11)

Нетрудно убедиться, что условие (4.7) выполнено. Докажем, что условие (4.8)
также выполнено. Имеем

ψη
θ (ξ)

d∑
j=1

(
|αj(ξ)|2

λ
+

|α1
j (ξ)|2

λ1

)
=

ψη
θ (ξ)

λ
∑d

j=1 |ξj |2ν + λ1
∑d

j=1 |ξj |2ν1

. (4.12)

Так как θ ⩽ 2ν, то из неравенства Гёльдера следует, что

d∑
j=1

|ξj |θ ⩽

( d∑
j=1

|ξj |2ν
)θ/(2ν)

d1−θ/(2ν).
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Положив ρ = (|ξ1|θ + · · ·+ |ξd|θ)1/θ, получим

d∑
j=1

|ξj |2ν ⩾ ρ2νd1−2ν/θ.

Аналогично получаем, что

d∑
j=1

|ξj |2ν1 ⩾ ρ2ν1d1−2ν1/θ.

Следовательно,

ψη
θ (ξ)

λ
∑d

j=1 |ξj |2ν + λ1
∑d

j=1 |ξj |2ν1

⩽
ρ2η

λρ2νd1−2ν/θ + λ1ρ2ν1d1−2ν1/θ
.

Рассмотрим функцию

f(ρ) = −ρ2η + λρ2νd1−2ν/θ + λ1ρ
2ν1d1−2ν1/θ = ρ2νg(ρ),

где

g(ρ) = −ρ2(η−ν) + d2(η−ν)/θγ3

(
∆

δ

)2(1−γ3)

+ d2(η−ν1)/θ(1− γ3)

(
δ

∆

)2γ3

ρ2(ν1−ν).

Имеем

g

(
d1/θ

(
∆

δ

)1/(ν1−ν)

s1/(2(ν1−ν))

)
= d2(η−ν)/θ

(
∆

δ

)2(1−γ3)

g1(s),

где
g1(s) = −s1−γ3 + γ3 + (1− γ3)s.

Нетрудно убедиться, что функция g1(·) на [0,+∞) достигает минимума в точке
s0 = 1, кроме того, g1(s0) = 0. Таким образом, g1(s) ⩾ 0 для всех s ⩾ 0.
Следовательно, f(ρ) ⩾ 0. Из этого неравенства вытекает, что

ψη
θ (ξ)

λ
∑d

j=1 |ξj |2ν + λ1
∑d

j=1 |ξj |2ν1

⩽ 1.

Учитывая равенство (4.12), получаем, что функции, определенные равенства-
ми (4.11), удовлетворяют условию (4.8).

Теорема 5 доказана.

Из (4.5) вытекает точное неравенство

∥Λη/2
θ x(·)∥L2(Rd) ⩽ dη/θ max

1⩽j⩽d
∥Dνejx(·)∥γ3

L2(Rd)
max
1⩽j⩽d

∥Dν1ejx(·)∥1−γ3

L2(Rd)
.

Можно рассмотреть задачу о восстановлении оператора Λ
η/2
θ на классе

W = {x(·) ∈ W : ∥Dν1ejx(·)∥L2(Rd) ⩽ ∆, j = 1, . . . , d}
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по приближенно заданным производным Dνej , j = 1, . . . , d, с погрешностью δ.
Используя схему доказательства, аналогичную применяемой при доказатель-
стве теоремы 5, получаем то же значение для погрешности оптимального вос-
становления (см. (4.5)) и семейство оптимальных методов

m̂1(y(·))(·) = F−1

(
ψ
η/2
θ (·)

d∑
j=1

αj(·)Fyj(·)
)
(·),

где αj(·), j = 1, . . . , d, – любые функции из семейства функций, удовлетворя-
ющих условиям (4.7) и (4.8). Более подробное описание способа построения
семейств оптимальных методов восстановления можно найти в работе [11].
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