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Решается задача оптимального восстановления значений линейного оператора на R
d или Z

d по
приближенно заданным значениям других операторов. Действие каждого из операторов в образах
Фурье есть умножение на некоторую функцию. В качестве одного из приложений приводятся яв-
ные выражения для оптимальных методов восстановления решения уравнения теплопроводности
(для непрерывной и разностной моделей) в данный момент времени по неточным его измерениям
в другие моменты.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНОГО РЕЗУЛЬТАТА

Пусть T = R
d или Z

d, где d — натуральное число, а R и Z — множества действительных и
целых чисел. Обозначим T̂ = R

d, если T = R
d, и T̂ = T

d (T — единичная окружность), если
T = Z

d.
Пусть α(·) — непрерывная функция на T̂ (вообще говоря, комплекснозначная), R > 0 и

F : L2(T ) → L2(T̂ ) — преобразование Фурье. Положим

XR
α (T ) =

{
x(·) ∈ L2(T )

∣∣ αr(·)Fx(·) ∈ L2(T̂ ) ∀ r ∈ [0, R]
}
.4

Для каждого r ∈ [0, R] определим оператор Ar : XR
α (T ) → L2(T ) по правилу

Arx(·) = F−1
(
αr(·)Fx(·)

)
(·),

где F−1 : L2(T̂ ) → L2(T ) — обратное преобразование Фурье.
В терминах обобщенных функций такой оператор всегда можно записать в виде свертки с

некоторым ядром.
Естественные задачи, связанные с восстановлением функций и их производных, решений

дифференциальных уравнений и др., сводятся к восстановлению такого сорта операторов.
Приведем два простых примера. Пусть T = R и α(ξ) = iξ. Тогда Arx(·) — это r-я (дробная)
производная по Вейлю. Если α(ξ) = e−ξ2 , то Arx(·) — распределение температуры в бесконеч-
ном стержне в момент времени r при начальном распределении x(·).

Мы ставим следующую задачу: восстановить значения оператора Ar0 при условии, что при-
ближенно известны значения операторов Ar1 , . . . , Arn , rj ∈ [0, R], j = 0, 1, . . . , n (в терминах
приведенных примеров это восстановление функции и/или ее производных по приближенно
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известным другим производным, восстановление температуры стержня в данный момент вре-
мени по приближенным ее измерениям в другие моменты времени).

Точная постановка такова. Пусть известны функции yj(·) ∈ L2(T ), j = 1, . . . , n, такие, что

‖Arjx(·) − yj(·)‖L2(T ) ≤ δj , j = 1, . . . , n, 0 ≤ r1 < . . . < rn ≤ R,

и δj > 0, j = 1, . . . , n. Под задачей оптимального восстановления значений Ar0 по данной
информации понимается следующее. Любое отображение m : (L2(T ))n → L2(T ) объявляется
методом восстановления. Погрешностью метода m называется величина

er0(r, δ,m) = sup
x(·),y1(·),...,yn(·)∈L2(T )

‖Arj x(·)−yj(·)‖L2(T )≤δj , j=1,...,n

‖Ar0x(·) − m(y(·))(·)‖L2(T );

здесь r = (r1, . . . , rn), δ = (δ1, . . . , δn) и y(·) = (y1(·), . . . , yn(·)). Нас интересуют величина

Er0(r, δ) = inf
m : (L2(T ))n→L2(T )

er0(r, δ,m),

которая называется погрешностью оптимального восстановления, и метод m̂, на котором
нижняя грань достигается, называемый оптимальным методом восстановления.

Для формулировки основного результата понадобятся некоторые определения. Скажем,
что непрерывная функция α(·) на T̂ удовлетворяет условию A, если

1) величины a = inf
t∈T̂

|α(t)| в случае a > 0 и b = sup
t∈T̂

|α(t)| в случае b < ∞ достигаются
на T̂ ;

2) множество функций y(·) ∈ L2(T ) таких, что

F−1

(
αr1(·)

|α(·)|2r1 + |α(·)|2r2
Fy(·)

)
(·) ∈ XR

α (T )

для всех r1, r2 ∈ [0, R], плотно в L2(T ).

На плоскости (t, x) построим следующее множество:

M = co
{
(rj , ln(1/δj)), 1 ≤ j ≤ n

}
+

{
(t, t ln(1/a)) | t ≤ 0

}
+

{
(t, t ln(1/b)) | t ≥ 0

}
,

где co обозначает выпуклую оболочку соответствующего множества, а второе (третье) слага-
емое отсутствует, если a = 0 (b = ∞). Определим функцию θ(·) на [0, R] по правилу θ(t) =
= max{x | (t, x) ∈ M} и θ(t) = −∞, если (t, x) /∈ M для всех x. Ясно, что θ(·) — вогнутая
ломаная на [r1, rn]. Пусть rs1 < . . . < rsk

— ее точки излома (см. рисунок при a > 0 и b < ∞).

Теорема 1. Пусть α(·) — непрерывная функция на T̂ , удовлетворяющая условию A.
Тогда

Er0(r, δ) = e−θ(r0).

Если r0 ∈ [rsj , rsj+1 ], 1 ≤ j ≤ k − 1, то метод

m̂(y(·))(·) = F−1
(
αr0−rsj (·)βj(·)Fysj(·) + αr0−rsj+1 (·)(1 − βj(·))Fysj+1(·)

)
(·),

где

βj(·) =
(rsj+1 − r0)δ2

sj+1
|α(·)|2rsj

(rsj+1 − r0)δ2
sj+1

|α(·)|2rsj + (r0 − rsj)δ2
sj
|α(·)|2rsj+1

,

является оптимальным.
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Если a > 0 и 0 ≤ r0 < rs1, то метод

m̂(y(·))(·) = F−1
(
αr0−rs1 (·)Fys1(·)

)
(·)

оптимален.
Если b < ∞ и rsk

< r0 ≤ R, то метод

m̂(y(·))(·) = F−1
(
αr0−rsk (·)Fysk

(·)
)
(·)

оптимален.
Отметим, что оптимальный метод линеен, использует не более двух измерений и эти изме-

рения предварительно “сглаживаются”.

2. ПРИМЕРЫ

1. Оптимальное восстановление решения уравнения теплопроводности. Рас-
смотрим задачу об оптимальном восстановлении температуры в R

d в момент времени τ по
ее приближенным измерениям в моменты t1, . . . , tn. Распространение тепла в R

d описывается
уравнением

∂u

∂t
= ∆u, (1)

где ∆ — оператор Лапласа, с заданным начальным распределением температуры

u(0, x) = u0(x), x ∈ R
d. (2)

Мы предполагаем, что u0(·) ∈ L2(Rd). Единственным решением задачи (1), (2) при t > 0
является интеграл Пуассона

u(t, x) = u(t, x;u0(·)) =
1

2
√

πt

∫
Rd

e−
|x−ξ|2

4t u0(ξ) dξ,

и при этом u(t, ·) → u0(·) при t → 0 в метрике L2(Rd).
Пусть в моменты времени 0 = t1 < . . . < tn приближенно известны распределения темпера-

тур u(t1, ·), . . . , u(tn, ·), т.е. известны функции yj(·) ∈ L2(Rd) такие, что ‖u(tj , ·)− yj(·)‖L2(Rd) ≤
≤ δj , где δj > 0, j = 1, . . . , n. Нас интересует восстановление температуры в момент времени
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τ > 0 на основании информации о функциях y1(·), . . . , yn(·). Здесь погрешность оптимального
восстановления имеет вид

Eτ (t, δ) = inf
m

sup
u0(·),y1(·),...,yn(·)∈L2(Rd)

‖u(tj ,·)−yj(·)‖L2(Rd)
≤δj , j=1,...,n

‖u(τ, ·) − m(y(·))(·)‖L2(Rd),

где нижняя грань берется по всем методам m : (L2(Rd))n → L2(Rd) (t = (t1, . . . , tn), y(·) =
= (y1(·), . . . , yn(·)), а δ = (δ1, . . . , δn)).

Решение уравнения теплопроводности в образах Фурье имеет вид (см., например, [1])

Fu(t, ξ) = e−|ξ|2tFu0(ξ).

Тем самым поставленная задача является частным случаем задачи, рассмотренной в разд. 1
для T = R

d и α(ξ) = e−|ξ|2 .
Нетрудно проверить, что условия теоремы 1 выполнены. В данном случае

inf
ξ∈Rd

|α(ξ)| = 0, sup
ξ∈Rd

|α(ξ)| = 1,

поэтому
M = co

{
(tj , ln 1/δj), 1 ≤ j ≤ n

}
+

{
(t, 0) | t ≥ 0

}
.

Функция θ(·) на [t1,+∞) определена равенством θ(t) = max{x | (t, x) ∈ M}. Пусть ts1< . . . < tsk

— точки излома θ(·).
Из теоремы 1 вытекает
Теорема 2. Имеет место равенство

Eτ (t, δ) = e−θ(τ).

При τ ∈ [tsj , tsj+1 ], 1 ≤ j ≤ k − 1, метод

m̂(y(·))(·) = F−1
(
e−(τ−tsj )|ξ|2βj(ξ)Fysj (ξ) + e−(τ−tsj+1 )|ξ|2(1 − βj(ξ))Fysj+1(ξ)

)
(·),

где

βj(ξ) =
(tsj+1 − τ)δ2

sj+1
e−2tsj |ξ|2

(tsj+1 − τ)δ2
sj+1

e−2tsj
|ξ|2 + (τ − tsj)δ2

sj
e−2tsj+1

|ξ|2 ,

является оптимальным. При τ > tsk
метод

m̂(y(·))(·) = F−1
(
e−(τ−tsk

)|ξ|2Fysk
(ξ)

)
(·)

оптимальный.

2. Восстановление температуры стержня по неточным дискретным данным.
Рассмотрим задачу оптимального восстановления температуры в R

d по неточным ее значе-
ниям в дискретном наборе точек в моменты времени t1, . . . , tn. Будем считать, что процесс
распределения температуры описывается неявной разностной схемой

us+1,j − usj

τ
=

d∑
p=1

us+1,j+ep − 2us+1,j + us+1,j−ep

h2
, (3)

где usj = u(sτ, jh) — температура стержня в точке jh, j ∈ Z
d, в момент времени sτ , s ∈ Z+, а

e1, . . . , ed — стандартный базис в R
d.
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Предположим, что имеются приближенные значения температуры стержня в точках jh в
моменты времени tk = rkτ : yk = {ykj}j∈Zd , где 0 ≤ r1 < . . . < rn, rk ∈ Z+, k = 1, . . . , n. Будем
предполагать, что ‖urk

− yk‖l2 ≤ δk, k = 1, . . . , n, где us = {usj}j∈Zd , и для x = {xj}j∈Zd

‖x‖l2 =

( ∑
j∈Zd

|xj|2
)1/2

.

Требуется восстановить значения температуры в тех же точках jh в момент времени r0τ ,
r ≥ 0, зная векторы yk, k = 1, . . . , n. В качестве методов восстановления будем рассматривать
всевозможные отображения m : (l2)n → l2. Для данного метода m его погрешностью назовем
величину

er0(r, δ,m) = sup
u0,y1,...,yn∈l2

‖urk
−yk‖l2

≤δk, k=1,...,n

‖ur − m(y)‖l2 ,

где, как и раньше, r = (r1, . . . , rn), δ = (δ1, . . . , δn) и y(·) = (y1(·), . . . , yn(·)). Величина

Er0(r, δ) = inf
m : (l2)n→l2

er0(r, δ,m)

называется погрешностью оптимального восстановления, а метод, на котором достигается
нижняя грань, называется оптимальным.

Преобразование Фурье для вектора us имеет вид

Fus(ξ) =
∑
j∈Zd

usje
−i〈j,ξ〉.

Переходя в (3) к образам Фурье, получаем

Fus+1(ξ) − Fus(ξ)
τ

=
d∑

p=1

eiξpFus+1(ξ) − 2Fus+1(ξ) + e−iξpFus+1(ξ)
h2

,

откуда

Fus+1(ξ) =

(
1 +

2τ
h2

d∑
p=1

(1 − cos ξp)

)−1

Fus(ξ).

Следовательно,

Fus(ξ) = αs(ξ)Fu0(ξ), α(ξ) =

(
1 +

2τ
h2

d∑
p=1

(1 − cos ξp)

)−1

.

В рассматриваемом случае

a = inf
ξ∈Td

|α(ξ)| =
(

1 +
4dτ

h2

)−1

, b = sup
ξ∈Td

|α(ξ)| = 1.

Поэтому

M = co
{
(rj , ln(1/δj)), 1 ≤ j ≤ n

}
+

{
(r, 0) | r ≥ 0

}
+

{(
r,−r ln

(
1 +

4dτ

h2

)) ∣∣∣ r ≤ 0
}

.

Функция θ(·) на [0,+∞) определена равенством θ(t) = max{x | (t, x) ∈ M}, а rs1< . . . < rsk

— точки излома θ(·).
Из теоремы 1 непосредственно вытекают равенство для погрешности оптимального метода

и вид оптимального метода для соответствующих θ(·) и α(·).
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Если описывать процесс распространения тепла в стержне явной разностной схемой

us+1,j − usj

τ
=

d∑
p=1

us,j+ep − 2usj + us,j−ep

h2
,

то решение в образах Фурье будет задаваться равенством

Fus(ξ) = αs(ξ)Fu0(ξ), α(ξ) = 1 − 2τ
h2

d∑
p=1

(1 − cos ξp).

В этом случае соответствующий результат может быть также легко получен из теоремы 1.

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1

Доказательство теоремы опирается на один факт, касающийся оптимального восстановле-
ния линейных операторов. Для его формулировки приведем сначала более общую постановку
задачи оптимального восстановления.

Пусть X — векторное пространство, Z — нормированное пространство, Y1, . . . , Yn — про-
странства со скалярными произведениями (·, ·)Yj и соответствующими нормами ‖·‖Yj , Ij : X →
→ Yj, j = 1, . . . , n, — линейные операторы. Рассматривается задача оптимального восстанов-
ления линейного оператора A : X → Z на классе

Wk =
{
x ∈ X : ‖Ijx‖Yj ≤ δj , 1 ≤ j ≤ k, 0 ≤ k < n

}
(при k = 0 считаем, что W0 = X) по информации о значениях операторов Ik+1, . . . , In, задан-
ных неточно, т.е. предполагается, что для каждого x ∈ Wk известен вектор y = (yk+1, . . . , yn) ∈
∈ Yk+1 × . . . × Yn такой, что

‖Ijx − yj‖Yj ≤ δj , j = k + 1, . . . , n.

В качестве методов восстановления рассматриваются всевозможные отображения m :
Yk+1 × . . . × Yn → Z. Погрешностью метода восстановления m называется величина

e(A,Wk, I, δ,m) = sup
x∈Wk

sup
y=(yk+1,...,yn)∈Yk+1×...×Yn

‖Ijx−yj‖Yj
≤δj , j=k+1,...,n

‖Ax − m(y)‖Z .

Нас интересуют погрешность оптимального восстановления

E(A,Wk, I, δ) = inf
m : Yk+1×...×Yn→Z

e(A,Wk, I, δ,m)

и оптимальный метод восстановления m̂, на котором достигается нижняя грань (если таковой
существует).

Теорема 3. Пусть существуют такие числа λ̂j ≥ 0, j = 1, . . . , n, что значения задач5

‖Ax‖2
Z → max, ‖Ijx‖2

Yj
≤ δ2

j , j = 1, . . . , n, x ∈ X, (4)

и

‖Ax‖2
Z → max,

n∑
j=1

λ̂j‖Ijx‖2
Yj

≤
n∑

j=1

λ̂jδ
2
j , x ∈ X, (5)

совпадают.
5То есть значения максимизируемых функционалов.
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Пусть, далее, Ỹ — плотное подмножество в Yk+1 × . . . × Yn такое, что для каждого
y = (yk+1, . . . , yn) ∈ Ỹ существует решение xy задачи

k∑
j=1

λ̂j‖Ijx‖2
Yj

+
n∑

j=k+1

λ̂j‖Ijx − yj‖2
Yj

→ min, x ∈ X, (6)

и, кроме того, существует такой линейный непрерывный оператор Λ: Yk+1 × . . .× Yn → Z,6

что Λy = Axy для всех y ∈ Ỹ .
Тогда E(A,Wk, I, δ) = S, где S — общее значение задач (4) и (5), и метод m̂ = Λ является

оптимальным.
Доказательство. Оценим сначала снизу величину E(A,Wk, I, δ). Пусть x ∈ X, ‖Ijx‖Yj ≤

≤ δj , j = 1, . . . , k, и m — произвольный метод восстановления. Тогда

2‖Ax‖Z = ‖Ax − m(0) − (−Ax − m(0))‖Z ≤ ‖Ax − m(0)‖Z + ‖−Ax − m(0)‖Z ≤

≤ 2e(A,Wk, I, δ,m).

Переходя к верхней грани по всем указанным x, а затем к нижней грани по всем m, получаем

E(A,Wk, I, δ) ≥ sup
‖Ijx‖Yj

≤δj , j=1,...,n
‖Ax‖Z = S.

Перейдем к оценке сверху E(A,Wk, I, δ) и построению оптимального метода. Рассмотрим
векторное пространство E = Y1 × . . . × Yn с полускалярным произведением

(y1, y2)E =
n∑

j=1

λ̂j(y1
j , y

2
j )Yj ,

где y1 = (y1
1 , . . . , y

1
n), y2 = (y2

1 , . . . , y
2
n). Тогда экстремальная задача (6) может быть переписана

в виде
‖Ĩx − ỹ‖2

E → min, x ∈ X, (7)

где Ĩx = (I1x, . . . , Inx), а ỹ = (0, . . . , 0, yk+1, . . . , yn). Нетрудно убедиться, что если xy — решение
задачи (7), то для всех x ∈ X выполняется равенство (Ĩxy − ỹ, Ĩx)E = 0. Отсюда получаем

‖Ĩx − ỹ‖2
E = ‖Ĩx − Ĩxy + Ĩxy − ỹ‖2

E =

= ‖Ĩx − Ĩxy‖2
E − 2Re

(
Ĩx − Ĩxy, Ĩxy − ỹ

)
E

+ ‖Ĩxy − ỹ‖2
E =

= ‖Ĩx − Ĩxy‖2
E + ‖Ĩxy − ỹ‖2

E .

Таким образом, для всех x ∈ X

‖Ĩx − Ĩxy‖2
E ≤ ‖Ĩx − ỹ‖2

E =
k∑

j=1

λ̂j‖Ijx‖2
Yj

+
n∑

j=k+1

λ̂j‖Ijx − yj‖2
Yj

. (8)

Пусть x ∈ Wk и y = (yk+1, . . . , yn) ∈ Yk+1 × . . . × Yn таковы, что ‖Ijx − yj‖Yj ≤ δj , j =
= k + 1, . . . , n. Тогда для любого ε > 0 существует элемент ỹ = (ỹk+1, . . . , ỹn) ∈ Ỹ такой, что
‖yj − ỹj‖Yj < ε, j = 1, . . . , n, и тем самым

‖Ijx − ỹj‖Yj ≤ ‖Ijx − yj‖Yj + ‖yj − ỹj‖Yj ≤ δj + ε, j = k + 1, . . . , n.

6Норма элемента y = (yk+1, . . . , yn) ∈ Yk+1 × . . . × Yn определяется как ‖y‖ =
(∑n

j=k+1 ‖yj‖2
Yj

)1/2.
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Положим z = x − xy. Тогда из (8) следует, что
n∑

j=1

λ̂j‖Ijz‖2
Yj

≤
n∑

j=1

λ̂j δ̃
2
j , (9)

где δ̃j = δj , если 1 ≤ j ≤ k, и δ̃j = δj + ε, если k + 1 ≤ j ≤ n. Нетрудно убедиться, что при всех
c1, c2 > 0 справедливо равенство

sup
z∈X∑n

j=1 λ̂j‖Ijz‖2
Yj

≤a2

‖Az‖Z =
c1

c2
sup
x∈X∑n

j=1 λ̂j‖Ijx‖2
Yj

≤b2

‖Ax‖Z .

Поэтому, учитывая (9) и совпадение значений задач (4) и (5), получаем

‖Ax − Axỹ‖Z = ‖Az‖Z ≤ sup
z∈X∑n

j=1 λ̂j‖Ijz‖2
Yj

≤
∑n

j=1 λ̂j δ̃2
j

‖Az‖Z =

=

(∑n
j=1 λ̂j δ̃

2
j∑n

j=1 λ̂jδ
2
j

)1/2

sup
z∈X∑m

j=1 λ̂j‖Ijz‖2
Yj

≤
∑n

j=1 λ̂jδ2
j

‖Ax‖Z

=

(∑n
j=1 λ̂j δ̃

2
j∑n

j=1 λ̂jδ2
j

)1/2

sup
x∈X

‖Ijx‖Yj
≤δj , j=1,...,n

‖Ax‖Z .

Отсюда в силу произвольности ε > 0 следует, что

‖Ax − Λy‖Z ≤ sup
x∈X

‖Ijx‖Yj
≤δj , j=1,...,n

‖Ax‖Z = S.

Учитывая доказанную оценку снизу, получаем, что E(A,Wk, I, δ) = S и m̂ = Λ — оптимальный
метод. �

Теперь, опираясь на этот результат, докажем теорему 1.
Доказательство теоремы 1. Задача, соответствующая задаче (4) из теоремы 3, име-

ет вид
‖Ar0x(·)‖2

L2(T ) → max, ‖Arjx(·)‖2
L2(T ) ≤ δ2

j , j = 1, . . . , n. (10)

Найдем значение этой задачи. Переходя к образам Фурье, будем иметь по теореме Планшереля∫
T̂

|α(ξ)|2r0 |Fx(ξ)|2 dξ → max,

∫
T̂

|α(ξ)|2rj |Fx(ξ)|2 dξ ≤ δ2
j , j = 1, . . . , n.

Нетрудно показать, что в этой задаче нет решения, поэтому рассмотрим ее расширение на
множество всех неотрицательных мер dµ(·) на T̂ :∫

T̂

|α(ξ)|2r0 dµ(ξ) → max,

∫
T̂

|α(ξ)|2rj dµ(ξ) ≤ δ2
j , j = 1, . . . , n. (11)

Это задача линейного (бесконечномерного) программирования. Ее функция Лагранжа име-
ет вид

L(µ(·), λ) = −
∫
T̂

|α(ξ)|2r0 dµ(ξ) +
n∑

j=1

λj

⎛⎝ ∫
T̂

|α(ξ)|2rj dµ(ξ) − δ2
j

⎞⎠ ,

где λ = (λ1, . . . , λn) — набор множителей Лагранжа.
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Если мы найдем допустимую в (11) меру dµ̂(·) и множители Лагранжа λ̂j ≥ 0, j = 1, . . . , n,
такие, что (λ̂ = (λ̂1, . . . , λ̂n))

min
dµ(·)≥0

L(dµ(·), λ̂) = L(dµ̂(·), λ̂) (12)

и

λ̂j

⎛⎝ ∫
T̂

|α(ξ)|2rj dµ̂(ξ) − δ2
j

⎞⎠ = 0, j = 1, . . . , n, (13)

то dµ̂(·) будет решением задачи (11). Действительно, пусть dµ(·) — допустимая мера в (11).
Тогда, используя это обстоятельство (и учитывая, что λ̂j ≥ 0, j = 1, . . . , n), а затем (12) и (13),
будем иметь

−
∫
T̂

|α(ξ)|2r0 dµ(ξ) ≥ −
∫
T̂

|α(ξ)|2r0 dµ(ξ) +
n∑

j=1

λ̂j

⎛⎝ ∫
T̂

|α(ξ)|2rj dµ(ξ) − δ2
j

⎞⎠ = L(dµ(·), λ̂) ≥

≥ L(dµ̂(·), λ̂) = −
∫
T̂

|α(ξ)|2r0 dµ̂(ξ) +
n∑

j=1

λ̂j

⎛⎝∫
T̂

|α(ξ)|2rj dµ̂(ξ) − δ2
j

⎞⎠ =

= −
∫
T̂

|α(ξ)|2r0 dµ̂(ξ),

откуда следует требуемое.
Пусть r0 ∈ [rsj , rsj+1 ], 1 ≤ j ≤ k−1. Предъявим такую допустимую в (11) меру dµ̂(·) и набор

множителей Лагранжа λ̂, что выполняются условия (12) и (13). Положим dµ̂(ξ) = Cδ(ξ − ξ0),
где δ(·−ξ0) — дельта-функция в точке ξ0, и выберем C и ξ0 так, чтобы выполнялись равенства∫

T̂

|α(ξ)|2rp dµ̂(ξ) = δ2
p, p = sj, sj+1. (14)

Отсюда последует, что

C = δ

2rsj+1

rsj+1−rsj
sj δ

−
2rsj

rsj+1−rsj
sj+1 , ln

1
|α(ξ0)|

=
ln(1/δsj+1) − ln(1/δsj )

rsj+1 − rsj

. (15)

Из вида множества M вытекает, что при a > 0 и конечном b

ln
1
b

<
ln(1/δsj+1) − ln(1/δsj )

rsj+1 − rsj

< ln
1
a
.

Следовательно, в силу непрерывности α(·) найдется точка ξ0 ∈ T̂ , для которой выполнено
второе равенство (15). Нетрудно убедиться в существовании такой точки и в случае, когда
a = 0 и/или b = ∞.

Положим λ̂k = 0, k 	= sj , sj+1, а λ̂sj и λ̂sj+1 выберем так, чтобы прямая y = λ̂sj + λ̂sj+1x
была касательной к кривой {

y = |α(ξ)|2(r0−rsj ),

x = |α(ξ)|2(rsj+1
−rsj

)
(16)
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в точке ξ0. Простой подсчет показывает, что в этом случае

λ̂sj =
rsj+1 − r0

rsj+1 − rsj

(
δsj+1

δsj

) 2(r0−rsj
)

rsj+1
−rsj

, λ̂sj+1 =
r0 − rsj

rsj+1 − rsj

(
δsj

δsj+1

)2(rsj+1
−r0)

rsj+1
−rsj

. (17)

Ясно, что это положительные числа и поэтому с данной мерой µ̂(·) и набором λ̂ условия (13)
выполняются.

Так как кривая (16) вогнута, то для всех ξ ∈ T̂

|α(ξ)|2(r0−rsj ) ≤ λ̂sj + λ̂sj+1 |α(ξ)|2(rsj+1−rsj )

или, равносильно, для всех ξ ∈ T̂

−|α(ξ)|2r0 + λ̂sj |α(ξ)|2rsj + λ̂sj+1|α(ξ)|2rsj+1 ≥ 0.

Отсюда нетрудно вывести, что выполняется условие (12).
Наконец, так как для любых p = 1, . . . , n∫

T̂

|α(ξ)|2rp dµ̂(ξ) = C|α(ξ0)|2rp = δ
2

rsj+1−rp

rsj+1−rsj
sj δ

2
rp−rsj

rsj+1−rsj
sj+1 = e−2θj(rp) ≤ e−2θ(rp) ≤ δ2

p ,

где θj(·) — прямая, проходящая через точки (rsj , ln(1/δsj )) и (rsj+1 , ln(1/δsj+1)), то мера dµ̂(·)
допустима в (11).

Таким образом, dµ̂(·) — решение задачи (11) и ее значение таково:∫
T̂

|α(ξ)|2r0 dµ̂(ξ) = C|α(ξ0)|2r0 = δ
2

rsj+1−r0

rsj+1−rsj
sj δ

2
r0−rsj

rsj+1−rsj
sj+1 = e−2θ(r0).

Рассмотрим случай, когда rsk
< r0 ≤ R. Пусть сначала b < ∞. Положим

λ̂sk
= b2(r0−rsk

), λ̂j = 0, j 	= sk, dµ̂(·) = δ2
sk

b−2rsk δ(· − ξb),

где ξb — точка, в которой достигается верхняя грань |α(·)| (напомним, равная b). Нетруд-
но проверяется, что выполнены условия (12) и (13) и мера допустима, поскольку для всех
p = 1, . . . , n ∫

T̂

|α(ξ)|2rp dµ̂(ξ) = δ2
sk

b2(rp−rsk
) = e−2θk(rp) ≤ e−2θ(rp) ≤ δ2

p ,

где θk(·) — прямая, совпадающая с ломаной θ(·) при r > rsk
. Таким образом, dµ̂(·) — решение

задачи (11), а ее значение равно∫
T̂

|α(ξ)|2r0 dµ̂(ξ) = δ2
sk

b2(r0−rsk
) = e−2θ(r0).

Пусть теперь b = ∞, тогда sk = n. Существует последовательность ξl такая, что bl =
= |α(ξl)| → ∞ при l → ∞. Положим dµ̂l(·) = δ2

nb−2rn
l δ(· − ξl). Если уравнение θ(·) при rsk−1

<
< r ≤ rsk

= rn имеет вид θ(r) = β(r − rn) + ln(1/δn), то при bl > e−β∫
T̂

|α(ξ)|2rp dµ̂l(ξ) = δ2
nb

2(rp−rn)
l ≤ e−2θ(rp) ≤ δ2

p.
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Тем самым меры dµ̂l(·) являются допустимыми, а∫
T̂

|α(ξ)|2r0 dµ̂l(ξ) = δ2
nb

2(r0−rn)
l → ∞

при l → ∞. Отсюда следует, что значение задачи (11) равно +∞.
При r1 < r0 < rs1 (в этом случае a > 0) положим

λ̂s1 = a2(r0−rs1 ), λ̂j = 0, j 	= s1, dµ̂(·) = δ2
s1

a−2rs1 δ(· − ξa),

где ξa — точка, где достигается нижняя грань |α(·)|. Аналогично предыдущим случаям пока-
зывается, что мера dµ̂(·) — решение задачи (11) и значение ее равно e−2θ(r0).

Когда a = 0, значение задачи (11) равно +∞ и рассуждения здесь такие же, как в случае
b = ∞.

Итак, для всех возможных случаев найдено значение задачи (11). Осуществляя стандарт-
ную аппроксимацию δ-функции δ-образными последовательностями, получаем, что значение
этой задачи совпадает со значением задачи (10). Покажем теперь, что в свою очередь значение
задачи (10) совпадает со значением такой задачи:

‖Ar0x(·)‖2
L2(T ) → max,

n∑
j=1

λ̂j‖Arjx(·)‖2
L2(T ) ≤

n∑
j=1

λ̂jδ
2
j , (18)

где (λ̂1, . . . , λ̂n) — найденный выше набор множителей Лагранжа. Эта задача соответствует
задаче (5) из теоремы 3.

Снова переходя к образам Фурье, а затем к неотрицательным мерам, редуцируем (18) к
такой задаче: ∫

T̂

|α(ξ)|2r0 dµ(ξ) → max,

∫
T̂

n∑
j=1

λ̂j |α(ξ)|2rj dµ(ξ) ≤
n∑

j=1

λ̂jδ
2
j . (19)

Ее функция Лагранжа имеет вид

L1(dµ(·), ν) = −
∫
T̂

|α(ξ)|2r0 dµ(ξ) + ν

⎛⎝ ∫
T̂

n∑
j=1

λ̂j|α(ξ)|2rj dµ(ξ) −
n∑

j=1

λ̂jδ
2
j

⎞⎠ .

Если dµ̂(·) — решение задачи (11) (мера dµ̂(·), очевидно, допустима в (19)) и ν̂ = 1, то нетруд-
но видеть, что выполнены аналоги условий (12) и (13) для данного случая и, значит, dµ̂(·) —
решение задачи (19). Далее, по тем же соображениям, что и выше, значения задач (19) и (18)
совпадают. Но поскольку совпадают значения задач (11) и (19), то совпадают значения за-
дач (18) и (10).

Теперь построим оптимальный метод для случая, когда r0 ∈ [rsj , rsj+1 ]. Рассмотрим в со-
ответствии с общей теоремой 3 задачу

λ̂sj‖Arsj
x(·) − ysj(·)‖2

L2(T ) + λ̂sj+1‖Arsj+1
x(·) − ysj+1(·)‖2

L2(T ) → min, x(·) ∈ XR
α (T ). (20)

Для всех ysj(·), ysj+1(·) из плотного множества в (L2(T ))n (см. условие A, которому удо-
влетворяет α(·)) преобразование Фурье решения x̂(·) задачи (20) записывается в виде

Fx̂(·) =
λ̂sjα

rsj (·)Fysj(·) + λ̂sj+1α
rsj+1 (·)Fysj+1(·)

λ̂sj |α(·)|2rsj + λ̂sj+1|α(·)|2rsj+1
.
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Этим определен линейный непрерывный оператор из плотного множества в (L2(T ))n в L2(T ).
Беря его суперпозицию с оператором Ar0 и продолжая ее по непрерывности на все про-
странство (L2(T ))n (подставляя еще вместо множителей Лагранжа их выражения по фор-
мулам (17)), получаем оптимальный метод для рассматриваемой ситуации.

Случаи, когда a > 0, 0 ≤ r0 < rs1 и b < ∞, rsk
< r0 ≤ R, рассматриваются вполне

аналогично. �
Сделаем несколько заключительных замечаний. Если в задачах восстановления линейных

функционалов получены достаточно общие результаты (см., например, [2–4]), то для анало-
гичных задач с линейными операторами удается строить оптимальные методы, привлекая
еще и соображения, связанные со спецификой евклидовых пространств. Первые результаты
такого плана были получены в [5]. Дальнейшее развитие эта тематика получила в работах
авторов [6–8], где использовался подход, основанный на общих принципах теории экстремума.

Применение теории оптимального восстановления линейных операторов к задачам матема-
тической физики можно найти в работах [9–13]. Результат, приведенный в теореме 2 в качестве
одного из примеров применения общей теоремы 3, был доказан в работе [14].
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