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Аннотация

В работе рассматривается задача оптимального восстановления дробных степеней
оператора Лапласа в равномерной метрике на многомерном обобщённом соболевском
классе функций по неточной информации о преобразовании Фурье этих функций на
шаре радиуса r с центром в нуле. Построен оптимальный метод восстановления и
указано такое число r̂ > 0, что если r � r̂, то метод использует всю информацию
о преобразовании Фурье и при этом её сглаживает, а если r > r̂, то информация
о преобразовании Фурье оказывается избыточной— оптимальный метод её не исполь-
зует. Доказано также точное неравенство для дробных степеней оператора Лапласа,
тесно связанное с задачей восстановления и являющееся аналогом неравенств для
производных колмогоровского типа.

Abstract

E. O. Sivkova, Best recovery of the Laplace operator of a function and sharp inequal-
ities, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika, vol. 18 (2013), no. 5, pp. 175—185.

The paper is concerned with the problem of optimal recovery of fractional powers
of the Laplace operator in the uniform norm on the multivariate generalized Sobolev
class of functions from incomplete data about the Fourier transform of these functions on
the ball of radius r centered at the origin. An optimal recovery method is constructed,
and a number r̂ > 0 is specified such that for r � r̂ the method makes use of all
the information about the Fourier transform, smoothing thereof; and if r > r̂, then
the information on the Fourier transform proves superfluous and hence is not used by
the optimal method. For fractional powers of the Laplace operator, a sharp inequality is
proved. This inequality turns out to be closely related to the recovery problem and is an
analogue of Kolmogorov-type inequalities for derivatives.

1. Постановки задач и формулировки результатов

Оператор Лапласа Δ на R
d для функции f(·), имеющей вторые частные

производные, определяется, как известно, следующим образом:

(Δf)(x) =
∂2f(x)
∂x2

1

+ . . .+
∂2f(x)
∂x2

d

.
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Преобразование Фурье лапласиана Δf(·) достаточно гладкой и быстро убыва-
ющей функции f(·) на R

d имеет вид (FΔf)(ξ) = − |ξ|2Ff(ξ) для всех ξ =
= (ξ1, . . . , ξd) ∈ R

d, где |ξ|2 = ξ21 + . . .+ ξ2d. Это даёт повод определить дробную
степень оператора Лапласа.

Пусть α � 0. Если функция f(·) ∈ L2(Rd) такова, что функция
ψ : ξ → |ξ|α(Ff)(ξ) также принадлежит L2(Rd), то через (−Δ)α/2f(·) обознача-
ем функцию, преобразование Фурье которой есть ψ(·). Понятно, что при α = 2
это обычный лапласиан и что (−Δ)0f(·) = f(·).

Соболевским пространством Wα
2 (Rd) называется совокупность таких

функций f(·) ∈ L2(Rd), что функция ξ �→ (1 + |ξ|2)α/2(Ff)(ξ) также принадле-
жит L2(Rd) (W0

2 (Rd) = L2(Rd)). Это гильбертово пространство со скалярным
произведением

(
f(·), g(·)) =

1
(2π)d

∫
Rd

(
1 + |ξ|2)α (Ff)(ξ)(Fg)(ξ) dξ

и соответствующей нормой

‖f(·)‖Wα
2 (Rd) =

(
1

(2π)d

∫
Rd

(1 + |ξ|2)α|(Ff)(ξ)|2 dξ
)1/2

.

Если α—натуральное число, то функция f(·) (переменных t1, . . . , td) при-
надлежит Wα

2 (Rd) тогда и только тогда, когда все её обобщённые производные
∂α1+...+αdf/∂tα1

1 . . . ∂tαd

d , где (α1, . . . , αd) ∈ Z
d
+ и α1 + . . .+αd � α, принадлежат

L2(Rd), и в этом случае норма

∑
α1+...+αd�α

∥∥∥∥∂α1+...+αdf(·)
∂tα1

1 . . . ∂tαd

d

∥∥∥∥
L2(Rd)

эквивалентна норме в Wα
2 (Rd). Другими словами, если α натурально, то

Wα
2 (Rd)—классическое соболевское пространство функций на R

d.
В пространстве Wα

2 (Rd) рассмотрим подпространство

Wα
2,∞(Rd) = {f(·) ∈ Wα

2 (Rd) | (Ff)(·) ∈ L∞(Rd)}
и положим

Wα
2,∞(Rd) = {f(·) ∈ Wα

2,∞(Rd) | ‖(−Δ)α/2‖L2(Rd) � 1}.
Пусть 0 � β < α, 0 < r � ∞, Br = {ξ ∈ R

d | |ξ| � r} (считаем, что B∞ = R
d)

и δ > 0. Мы ставим задачу о наилучшем восстановлении значений функций
(−Δ)β/2f(·) на классе Wα

2,∞(Rd) в метрике L∞(Rd) по следующей информации:
для каждой функции f(·) ∈ Wα

2,∞(Rd) известна функция y(·) ∈ L∞(Br), такая
что ‖(Ff)(·) − g(·)‖L∞(Br) � δ.

Прежде чем перейти к точной постановке задачи восстановления, пока-
жем, что если α − β > d/2, то (−Δ)β/2f(·) ∈ L∞(Rd). Действительно, пусть
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f(·) ∈ Wα
2 (Rd) и β � α. Тогда из равенства

|ξ|β(Ff)(ξ) =
|ξ|β

(1 + |ξ|2)α/2
(1 + |ξ|2)α/2(Ff)(ξ)

следует, что функция ξ �→ |ξ|β(Ff)(ξ) (преобразование Фурье функции
(−Δ)β/2f(·)) принадлежит L2(Rd), как произведение ограниченной функции на
функцию из L2(Rd).

Покажем теперь, что функция ξ �→ |ξ|β(Ff)(ξ) принадлежит и L1(Rd). Обо-
значим ψ(ξ) = (1 + |ξ|2)α/2(Ff)(ξ). Тогда

|ξ|β(Ff)(ξ) =
|ξ|β

(1 + |ξ|2)α/2
ψ(ξ),

и поскольку α−β > d/2, то справа стоит произведение двух функций из L2(Rd).
Следовательно, по неравенству Коши—Буняковского∫

Rd

|ξ|β |(Ff)(ξ)| dξ �
(∫

Rd

|ξ|2β

(1 + |ξ|2)α
dξ

)1/2

‖ψ(·)‖L2(Rd).

Таким образом, преобразование Фурье функции (−Δ)β/2f(·) принадлежит
L1(Rd) ∩ L2(Rd), и поэтому справедлива формула обращения (см., напри-
мер, [5]):

(−Δ)β/2f(x) =
1

(2π)d

∫
Rd

|ξ|β(Ff)(ξ)ei〈ξ,x〉 dξ, (1)

верная для почти всех x ∈ R
d. Но выражение справа, как хорошо известно, есть

непрерывная ограниченная функция на R
d, и значит, (−Δ)β/2f(·) ∈ L∞(Rd).

Перейдём теперь к постановке задачи оптимального восстановления. Пусть
α − β > d/2. Любой метод восстановления ставит в соответствие функции
(наблюдению) g(·) ∈ L∞(Br) функцию из L∞(Rd) (которая, согласно данному
методу, есть некая аппроксимация функции (−Δ)β/2f(·)). Таким образом, каж-
дый метод— это некоторое отображение ϕ : L∞(Br) → L∞(Rd). Погрешностью
метода назовём величину

e
(
(−Δ)β/2,Wα

2,∞(Rd), Br, δ, ϕ
)

=

= sup
f(·)∈W α

2,∞(Rd), g(·)∈L∞(Br),

‖(Ff)(·)−g(·)‖L∞(Br)�δ

∥∥(−Δ)β/2f(·) − ϕ
(
g(·))(·)∥∥

L∞(Rd)
.

Нас интересует погрешность оптимального восстановления, т. е. величина

E
(
(−Δ)β/2,Wα

2,∞(Rd), Br, δ
)

= inf
ϕ
e
(
(−Δ)β/2,Wα

2,∞(Rd), Br, δ, ϕ
)
,

где нижняя грань берётся по всем методам ϕ : L∞(Br) → L∞(Rd). Методы ϕ̂,
на которых нижняя грань достигается, т. е.

E
(
(−Δ)β/2,Wα

2,∞(Rd), Br, δ
)

= e
(
(−Δ)β/2,Wα

2,∞(Rd), Br, δ, ϕ̂
)
,

называем оптимальными.
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Перед формулировкой основного результата введём некоторые обозначения.
Для краткости обозначим

γ(d) = 2d−1πd/2Γ(d/2),

где Γ(·)— гамма-функция Эйлера.
Для β � 0, α > 0, таких что α− β > d/2 и δ > 0, положим

r̂ = r̂(α, β, δ, d) =
(
γ(d)(d+ 2α)(2α− 2β − d)

2δ2(2α− β)

)1/(d+2α)

и, если 0 < r � ∞ и r0 = min(r, r̂), обозначим

λ = λ(α, β, δ, r, d) =
r−2α+β
0√

2α− 2β − d

(
γ(d)
rd+2α
0

− δ2

d+ 2α

)−1/2

Из условия r0 � r̂ вытекает, что выражение справа в скобках положительно.
Определим ещё функцию a(·) на R

d по формуле

a(ξ) =

{
1 − λδ|ξ|2α−β , ξ ∈ Br0 ,

0, ξ /∈ Br0 .

Эта функция неотрицательна на R
d, что также вытекает из неравенства r0 � r̂.

Скалярное произведение в R
d обозначаем 〈·, ·〉.

Теорема. Пусть α > 0, β � 0, α− β > d/2, 0 < r � ∞ и δ > 0. Тогда

E
(
(−Δ)β/2,Wα

2,∞(Rd), Br, δ
)

=

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

rd+β

γ(d)

(
δ

d+ β
+

√
1

2α− 2β − d

(
γ(d)
rd+2α

− δ2

d+ 2α

))
,

r � r̂,

(d/2 + α)(d+β)/(d+2α)

d+ β

(
2α− β

γ(d)(2α− 2β − d)

)(2α−β)/(d+2α)

δ(2α−2β−d)/(d+2α),

r � r̂.

Оптимальным методом восстановления является линейный оператор
ϕ̂ : L∞(Br0) → L∞(Rd), действующий по правилу

ϕ̂
(
g(·))(x) =

1
(2π)d

∫
|ξ|�r0

|ξ|βa(ξ)g(ξ)ei〈ξ,x〉 dξ

для почти всех x ∈ R
d.

Прокомментируем утверждения сформулированной теоремы. Как видно из
выражения для погрешности оптимального восстановления, она уменьшается
с ростом радиуса шара Br, но лишь до определённого предела: при r � r̂ эта



Наилучшее восстановление лапласиана функции и точные неравенства 179

погрешность постоянна, т. е. за пределами шара Br̂ информация о преобразо-
вании Фурье функции из данного класса не нужна. Оптимальный метод есть
соответствующая дробная степень оператора Лапласа функции, преобразование
Фурье которой на шаре Br0 представляет собой «сглаженное» наблюдение g(·),
а вне этого шара оно равно нулю.

Заметим, что неравенство r � r̂ равносильно соотношению

rd+2αδ2 � γ(d)(d+ 2α)(2α− 2β − d)
2(2α− β)

,

которое можно трактовать как своеобразный «принцип неопределённости», свя-
зывающий объём полезной информации (преобразование Фурье на шаре Br)
и погрешность её измерения. Если при данном δ неравенство нарушается, то
информация о преобразовании Фурье избыточна.

Следующее утверждение есть непосредственное следствие теоремы.

Следствие. Пусть α > 0, β � 0 и α − β > d/2. Тогда для всех функций
f(·) ∈ Wα

2,∞(Rd) справедливо точное неравенство

‖(−Δ)β/2f(·)‖L∞(Rd) � K‖(Ff)(·)‖(2α−2β−d)/(d+2α)

L∞(Rd)
‖(−Δ)α/2f(·)‖(2d+2β)/(d+2α)

L2(Rd)
,

где

K =
(d/2 + α)(d+β)/(d+2α)

d+ β

(
2α− β

γ(d)(2α− 2β − d)

)(2α−β)/(d+2α)

.

2. Доказательства

Доказательство теоремы. Покажем сначала, что погрешность оптимально-
го восстановления E

(
(−Δ)β/2,Wα

2,∞(Rd), Br, δ
)
не меньше значения задачи

‖(−Δ)β/2f(·)‖L∞(Rd) → max,

‖(Ff)(·)‖L∞(Br) � δ, ‖(−Δ)α/2f(·)‖L2(Rd) � 1, f(·) ∈ Wα
2,∞(Rd),

(2)

т. е. верхней грани максимизируемого функционала при данных ограничениях.
Действительно, пусть f(·)—допустимая функция в (2) (т. е. f(·) удовлетво-

ряет ограничениям задачи). Тогда, очевидно, функция −f(·) также допустима,
и для любого метода ϕ : L∞(Br) → L∞(Rd) (ϕ(0)(·)— значение отображения ϕ
на нулевой функции) мы имеем

2‖(−Δ)β/2f(·)‖L∞(Rd) =

=
∥∥(−Δ)β/2f(·) − ϕ(0)(·) − ((−Δ)β/2(−f)(·) − ϕ(0)(·))∥∥

L∞(Rd)

� ‖(−Δ)β/2f(·) − ϕ(0)(·)‖L∞(Rd) + ‖(−Δ)β/2(−f)(·) − ϕ(0)(·)‖L∞(Rd)
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� 2 sup
f(·)∈W α

2,∞(Rd),

‖Ff(·)‖L∞(Br)�δ

‖(−Δ)β/2f(·) − ϕ(0)(·)‖L∞(Rd)

� 2 sup
f(·)∈W α

2,∞(Rd), g(·)∈L∞(Br),

‖Ff(·)−g(·)‖L∞(Br)�δ

∥∥(−Δ)β/2f(·) − ϕ
(
g(·))(·)∥∥

L∞(Rd)

Переходя слева к верхней грани по всем допустимым функциям в (2), а затем
справа к нижней грани по всем методам ϕ, получаем требуемое утверждение.

Оценим снизу значение задачи (2) и тем самым оценим снизу величину
E
(
(−Δ)β/2,Wα

2,∞(Rd), Br, δ
)
. Заметим сначала, что в силу доказанного выше

(см. формулу (1)) можно считать функцию (−Δ)β/2f(·) непрерывной (изменяя,
если необходимо, её значения на множестве меры нуль).

Рассмотрим задачу

Re(−Δ)β/2f(0) → max,

‖(Ff)(·)‖L∞(Br) � δ, ‖(−Δ)α/2f(·)‖L2(Rd) � 1, f(·) ∈ Wα
2,∞(Rd).

(3)

Ясно, что её значение не больше значения задачи (2). Используя теорему План-
шереля и учитывая (1), задачу (3) в образах Фурье переписываем следующим
образом:

Re
1

(2π)d

∫
Rd

|ξ|β(Ff)(ξ) dξ → max,

‖(Ff)(·)‖L∞(Br) � δ,
1

(2π)d

∫
Rd

|ξ|2α|(Ff)(ξ)|2 dξ � 1, f(·) ∈ Wα
2,∞(Rd).

(4)

Для каждого x ∈ R
d рассмотрим на R

d функцию

hx(ξ) =

⎧⎨
⎩
δe−i〈ξ,x〉, ξ ∈ Br0 ,

e−i〈ξ,x〉

λ|ξ|2α−β
, ξ /∈ Br0 ,

где λ определено перед формулировкой теоремы. Эта функция принадлежит
L2(Rd). Покажем, что функция fx(·) = (F−1hx)(·) (F−1 —обратное преобра-
зование Фурье в L2(Rd)) допустима в задаче (4). Действительно, (Ffx)(·) =
= hx(·) ∈ L2(Rd), и ясно, что функция ξ �→ |ξ|α(Ffx)(ξ) также принадлежит
L2(Rd). Также ясно, что (Ffx)(·) ∈ L∞(Rd), и поэтому fx(·) ∈ Wα

2,∞(Rd).
Первому ограничению в задаче (4) функция fx(·) удовлетворяет очевидным

образом. Используя легко проверяемые формулы∫
|ξ|�r

dξ

|ξ|s =
2r−(s−d)πd/2

(s− d)Γ(d/2)
для всех s > d

и
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∫
|ξ|�r

|ξ|2s dξ =
2πd/2

(d+ 2s)Γ(d/2)
rd+2s для всех s > 0, r > 0

и выражение для λ, получаем, что

1
(2π)d

∫
Rd

|ξ|2α|(Ffx)(ξ)|2 dξ =

=
δ2

(2π)d

∫
|ξ|�r0

|ξ|2α dξ +
1
λ2

1
(2π)d

∫
|ξ|>r0

dξ

|ξ|2(α−β)
=

=
δ2rd+2α

0

γ(d)(d+ 2α)
+

r
−(2α−2β−d)
0

λ2γ(d)(2α− 2β − d)
= 1. (5)

Таким образом, функция fx(·) допустима в задаче (4).
Можно найти значение максимизируемого функционала в (4) на функции

f0(·) и тем самым получить оценку снизу для значения данной задачи. Но
удобнее это сделать другим путём.

Докажем, что для всех x ∈ R
d и всех функций f(·) ∈ Wα

2 (Rd) справедливо
тождество

1
(2π)d

∫
Rd

|ξ|β(Ff)(ξ)ei〈ξ,x〉 dξ =

=
1

(2π)d

∫
|ξ|�r0

|ξ|βa(ξ)(Ff)(ξ)ei〈ξ,x〉 dξ + λ
1

(2π)d

∫
Rd

|ξ|2α(Ff)(ξ)(Ffx)(ξ) dξ, (6)

где функция a(·) определена перед формулировкой теоремы.
Действительно, первый интеграл справа, очевидно, существует для любой

функции f(·) ∈ L2(Rd). Как показано выше, если f(·) ∈ Wα
2 (Rd), то функция

ξ �→ |ξ|α(Ff)(ξ) принадлежит L2(Rd), и так как fx(·) ∈ Wα
2 (Rd) и, более того,

справедливо (5), то, применяя неравенство Коши—Буняковского, получаем, что∣∣∣∣ 1
(2π)d

∫
Rd

|ξ|2α(Ff)(ξ)(Ffx)(ξ) dξ
∣∣∣∣ �

�
(

1
(2π)d

∫
Rd

|ξ|2α|(Ff)(ξ)|2 dξ
)1/2( 1

(2π)d

∫
Rd

|ξ|2α|(Ffx)(ξ)|2 dξ
)1/2

=

=
(

1
(2π)d

∫
Rd

|ξ|2α|(Ff)(ξ)|2 dξ
)1/2

, (7)

и поэтому второй интеграл справа в (6) имеет смысл для любой функции
f(·) ∈ Wα

2 (Rd).
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Подставляя в правую часть (6) выражения для a(·) и fx(·), имеем
1

(2π)d

∫
|ξ|�r0

|ξ|βa(ξ)(Ff)(ξ)ei〈ξ,x〉 dξ + λ
1

(2π)d

∫
Rd

|ξ|2α(Ff)(ξ)(Ffx)(ξ) dξ =

=
1

(2π)d

∫
|ξ|�r0

(|ξ|β(1 − λδ|ξ|2α−β)ei〈ξ,x〉 + λ|ξ|2αδei〈ξ,x〉)(Ff)(ξ) dξ +

+
1

(2π)d

∫
|ξ|>r0

|ξ|β(Ff)(ξ)ei〈ξ,x〉 dξ =
1

(2π)d

∫
Rd

|ξ|β(Ff)(ξ)ei〈ξ,x〉 dξ.

Этим тождество (6) доказано.
Если в (6) положить x = 0 и f(·) = f0(·), то, учитывая равенство (5),

получаем

1
(2π)d

∫
Rd

|ξ|β(Ff0)(ξ) dξ =

=
δ

(2π)d

∫
|ξ|�r0

|ξ|βa(ξ) dξ + λ
1

(2π)d

∫
Rd

|ξ|α|(Ff0)(ξ)|2 dξ =

=
δ

(2π)d

∫
|ξ|�r0

|ξ|βa(ξ) dξ + λ.

Величина слева— значение максимизируемого функционала в задаче (4) на
функции f0(·). Следовательно, значение этой задачи, и тем более значение
задачи (2), не меньше величины справа в этом неравенстве. Тогда по дока-
занному выше

E
(
(−Δ)β/2,Wα

2,∞(Rd), Br, δ
)

� δ

(2π)d

∫
|ξ|�r0

|ξ|βa(ξ) dξ + λ. (8)

Подставляя сюда выражения для a(·) и λ, получаем величину, равную погрешно-
сти оптимального восстановления соответственно для r � r̂ и r � r̂, указанную
в формулировке теоремы.

Докажем теперь оптимальность метода ϕ̂ из формулировки теоремы и то,
что погрешность оптимального восстановления на самом деле равна величине
справа в (8). Для этого оценим погрешность метода ϕ̂. Пусть f(·) ∈ Wα

2,∞(Rd),
g(·) ∈ L∞(Br) и ‖(Ff)(·) − g(·)‖L∞(Br) � δ. Для каждого x ∈ R

d, используя
представление (1) и тождество (6), имеем∣∣(−Δ)β/2f(x) − ϕ̂

(
g(·))(x)∣∣ =

=
∣∣∣∣ 1
(2π)d

∫
Rd

|ξ|β(Ff)(ξ)ei〈ξ,x〉 dξ − 1
(2π)d

∫
|ξ|�r0

|ξ|βa(ξ)g(ξ)ei〈ξ,x〉 dξ
∣∣∣∣ =
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=
∣∣∣∣ 1
(2π)d

∫
|ξ|�r0

|ξ|βa(ξ)(Ff)(ξ)ei〈ξ,x〉 dξ +
λ

(2π)d

∫
Rd

|ξ|2α(Ff)(ξ)(Ffx)(ξ) dξ −

− 1
(2π)d

∫
|ξ|�r0

|ξ|βa(ξ)g(ξ)ei〈ξ,x〉 dξ
∣∣∣∣ =

=
∣∣∣∣ 1
(2π)d

∫
|ξ|�r0

|ξ|βa(ξ)((Ff)(ξ) − g(x)
)
ei〈ξ,x〉 dξ +

+
λ

(2π)d

∫
Rd

|ξ|2α(Ff)(ξ)(Ffx)(ξ) dξ
∣∣∣∣ �

� ‖(Ff)(·) − g(·)‖L∞(Br)
1

(2π)d

∫
|ξ|�r0

|ξ|βa(ξ) dξ +

+
∣∣∣∣ λ

(2π)d

∫
Rd

|ξ|2α(Ff)(ξ)(Ffx)(ξ) dξ
∣∣∣∣.

Отсюда, учитывая, что ‖(Ff)(·)−g(·)‖L∞(Br) � δ, f(·) ∈Wα
2,∞(Rd), и оценку (7),

получаем для любого x ∈ R
d соотношение

∣∣(−Δ)β/2f(x) − ϕ̂
(
g(·))(x)∣∣ � δ

(2π)d

∫
|ξ|�r0

|ξ|βa(ξ) dξ + λ.

Следовательно,∥∥(−Δ)β/2f(·) − ϕ̂
(
g(·))(·)∥∥

L∞(Rd)
� δ

(2π)d

∫
|ξ|�r0

|ξ|βa(ξ) dξ + λ.

Переходя слева к верхней грани по всем указанным f(·) и g(·), имеем неравен-
ство

e
(
(−Δ)β/2,Wα

2,∞(Rd), Br, δ, ϕ̂
)

� δ

(2π)d

∫
|ξ|�r0

|ξ|βa(ξ) dξ + λ.

Объединяя его с оценкой (8), получаем, что

δ

(2π)d

∫
|ξ|�r0

|ξ|βa(ξ) dξ + λ � E
(
(−Δ)β/2,Wα

2,∞(Rd), Br, δ
)

�

� e
(
(−Δ)β/2,Wα

2,∞(Rd), Br, δ, ϕ̂
)

� δ

(2π)d

∫
|ξ|�r0

|ξ|βa(ξ) dξ + λ,

т. е. ϕ̂—оптимальный метод и доказано требуемое выражение для погрешности
оптимального восстановления.
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Доказательство следствия. Найдём значение задачи (2). Пусть функция
f(·) допустима в этой задаче (или, что то же самое, в задаче (4)). Тогда, ис-
пользуя равенство (1) и тождество (6), для любого x ∈ R

d имеем

|(−Δ)β/2f(x)| =
∣∣∣∣ 1
(2π)d

∫
Rd

|ξ|β(Ff)(ξ)ei〈ξ,x〉 dξ
∣∣∣∣ �

� ‖(Ff)(·)‖L∞(Br)
1

(2π)d

∫
|ξ|�r0

|ξ|βa(ξ) dξ +
∣∣∣∣ λ

(2π)d

∫
Rd

|ξ|2α(Ff)(ξ)(Ffx)(ξ) dξ
∣∣∣∣.

Учитывая оценку (7) и допустимость f(·), получаем, что∣∣∣(−Δ)β/2f(x)
∣∣∣ � δ

(2π)d

∫
|ξ|�r0

|ξ|βa(ξ) dξ + λ

для любого x ∈ R
d, и значит,

‖(−Δ)β/2f(x)‖L∞(Rd) � δ

(2π)d

∫
|ξ|�r0

|ξ|βa(ξ) dξ + λ.

Но при доказательстве теоремы было установлено, что выражение справа не
больше значения задачи (2). Таким образом, это выражение— значение зада-
чи (2) и, кроме того, по доказанному оно равно погрешности оптимального
восстановления.

При r = ∞ (т. е. когда Br = R
d) согласно теореме погрешность оптимального

восстановления равна величине

(d/2 + α)(d+β)/(d+2α)

d+ β

(
2α− β

γ(d)(2α− 2β − d)

)(2α−β)/(d+2α)

δ(2α−2β−d)/(d+2α).

Пусть f(·) ∈ Wα
2,∞(Rd) и f(·) �= 0 (тогда и (−Δ)α/2f(·) �= 0). Функция

f(·)
‖(−Δ)α/2f(·)‖L2(Rd)

удовлетворяет ограничениям задачи (2) при r = ∞, и

δ
(
f(·)) =

‖(Ff)(·)‖L∞(Rd)

‖(−Δ)α/2f(·)‖L2(Rd)

.

Следовательно,∥∥∥∥ (−Δ)β/2f(·)
‖(−Δ)α/2f(·)‖L2(Rd)

∥∥∥∥
L∞(Rd)

�

� (d/2+α)(d+β)/(d+2α)

d+ β

(
2α−β

γ(d)(2α−2β−d)
)(2α−β)/(d+2α)

δ
(
f(·))(2α−2β−d)/(d+2α)

.
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Подставляя сюда выражение для δ
(
f(·)), получаем нужное неравенство.

Нетрудно проверить, что оно превращается в равенство, например, на функ-
ции f0(·) (см. доказательство теоремы) и поэтому является точным.
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