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Введение

Работа посвящена вопросам оптимального восстановления опе-

ратора разделенной разности последовательности по информации

о самой последовательности или ее разделенных разностей других

порядков, известных точно или приближенно (в той или иной мет-

рике).

В различных прикладных задачах часто нужно восстановить

какую-либо характеристику объекта по некоторой (как правило,

неполной и неточной) информации о других его характеристиках.

Например, требуется восстановить производную функции или ин-

теграл от нее, или саму функцию в той или иной метрике, или ее

значение в некоторой фиксированной точке по приближенно из-

вестным значениям в других точках или по приближенно извест-

ному преобразованию Фурье этой функции. Существуют различ-

ные подходы к решению аналогичных задач. Одним из наиболее

распространенных является регуляризация по А.Н. Тихонову. В

данной работе используется другой подход, основанный на идеях

А. Н. Колмогорова [1] о наилучших средствах приближения клас-

сов функций конечномерными подпространствами, суть которого

заключается в том, что ищется наилучший метод восстановления

данной характеристики по априорной информации об объекте сре-

ди всех возможных методов восстановления.

Одними из первых решались задачи о построении наилучшей

квадратурной формулы. Пусть дан класс W функций, непрерыв-

ных на отрезке [a, b] и зафиксированы точки a ≤ t1 < t2 . . . < tn ≤ b.
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Для каждой функции f(·) ∈ W известны значения в данных точ-

ках. Требуется вычислить приближенное значение определенного

интеграла

b∫
a

f(t) dt.

В качестве методов приближения предлагаются следующие квад-

ратурные формулы

b∫
a

f(t)dt ≈
n∑
j=1

pif(ti).

Набор весовых коэффициентов p1, p2, . . . pn, на котором достигает-

ся нижняя грань

inf
p1,...,pn

sup
f(·)∈W

∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(t) dt−
n∑
j=1

pif(ti)

∣∣∣∣∣ ,
задает наилучшую квадратурную формулу. Важные результаты в

решении данной задачи были получены С.М. Никольским [2], ко-

торый указал оптимальный выбор точек, в которых вычисляется

подынтегральная функция.

Точная постановка задачи оптимального восстановления впер-

вые была сформулирована С.А. Смоляком [3], который исследо-

вал оптимальное восстановление линейного функционала на неко-

тором множестве W линейного пространства по значениям дру-

гих линейных функционалов. Он же получил первый результат

в этой постановке, доказав, что, если W - выпуклое, центрально-

симметричное множество (W = −W ), то среди всех оптималь-

ных методов восстановления вещественного линейного функцио-

нала на W существует линейный. Аналогичное утверждение для

комплекснозначных функционалов было доказано К.Ю. Осипен-

ко [4]. В дальнейшем этот результат обобщался многими автора-

ми. В обзорах C.A. Michelli и T.J. Rivlin [5, 6] формулируются и
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решаются различные задачи оптимального восстановления. В ра-

боте A.A. Melkman и C.A. Michelli [7] рассматриваются линейные

методы восстановления линейных операторов в гильбертовом про-

странстве.

В работе Смоляка объекты были заданы точно, на практике

часто приходится иметь дело с объектами, информация о которых

известна приближенно, с некоторой погрешностью. В начале 2000-

х годов в работах Г.Г. Магарила-Ильяева и К.Ю. Осипенко был

разработан метод оптимального восстановления линейных опера-

торов по приближенной информации ([8, 9, 10, 11] и др. ). Полу-

чен критерий существования линейного оптимального метода [12]

в достаточно общей постановке.

В конкретных задачах восстановления в качестве информаци-

онного оператора обычно рассматривают линейные функционалы

или операторы, сопоставляющие функции или ее производной зна-

чения в точках, коэффициенты Фурье или просто саму функцию.

При обработке данных различной природы часто приходится иметь

дело с дискретной информацией. В этом случае производные за-

меняются на конечные разности, интегралы - на конечные суммы.

В диссертации рассматриваются различные задачи восстановления

операторов разделенной разности последовательности. Во всех за-

дачах информация о последовательности дана неточно. Получены

оптимальные методы восстанвления.

Приведем общую постановку задачи оптимального восстановле-

ния. Пусть X− линейное пространство, W ⊂ X− класс элементов,

Y, Z− нормированное пространство, I− линейный оператор такой,

что I : X → Y. Элементы из W известны приближенно, то есть

∀x ∈ W известен y ∈ Y : ‖Ix − y‖Y ≤ δ, δ ≥ 0. По этой информа-

ции хотим восстановить значение линейного оператора Λ : X → Z.

Схематично задачу можно изобразить так:
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Λ
W ⊂ X - Z

A
A
AU �

�
��

Y

I ϕ

Методом восстановления назовем любое отображение ϕ : Y →

Z. Его погрешностью называем величину

e(W,Λ, Y, δ, ϕ) = sup
x∈W,y∈Y
‖Ix−y‖Y ≤δ

‖Λ(x)− ϕ(y)‖Z .

Погрешностью оптимального восстановления называется величи-

на

E(W,Λ, Y, δ) = inf
ϕ:Y→Z

e(W,Λ, Y, δ, ϕ),

где нижняя грань берется по всевозможным методам ϕ.Методы, на

которых достигается нижняя грань, называются оптимальными

методами восстановления.

Задачу нахождения оптимального метода и оптимальной по-

грешности будем называть задачей оптимального восстановления

оператора Λ на классе W по информации I.

Краткое содержание работы

В диссертации рассматриваются задачи оптимального восста-

новления операторов разделенной разности последовательности по

неточной информации об этой последовательности.

В первой главе рассматриваются две задачи одновременного

восстановления операторов разностей различных порядков в сред-

неквадратичной норме на классе последовательностей с ограничен-

ной n-ой разделенной разностью. В первой задаче преобразование
6



Фурье последовательности приближенно задано на отрезке. Ана-

логичная задача восстановления производной какого-либо поряд-

ка ( или самой функции) на соболевском классе рассмтривалась в

работе [13]. Во второй задаче неточно задана сама последователь-

ность. Задача, когда k-ая разделенная разность восстанавливалась

в фиксированной точке, расссматривалась в работе [14]. Некото-

рый частный случай рассматриваемой задачи был получен в ра-

боте [15]. В диссертации используется другой метод, позволяющий

найти семейство оптимальных методов для одновременного восста-

новления сразу нескольких операторов разделенной разности лю-

бого порядка. Предельным переходом из полученных результатов

вытекает непрерывный случай, исследованный в работах [11], [13]

и [16]. Решение данной задачи изложено автором в работе [21].

Перед формулировкой теорем дадим определения. Пусть l2,h(Z),

h > 0 - пространство последовательностей x = {xj}j∈Z таких, что∑
j∈Z
|xj|2 <∞, с нормой

‖x‖l2,h(Z) =

(
h
∑
j∈Z

| xj |2
)1/2

.

Оператор разделенных разностей определяется равенством:

∆1
hx = ∆hx =

{
xj+1 − xj

h

}
j∈Z

, ∆m
h x = ∆h

(
∆m−1
h x

)
.

Преобразованием Фурье последовательности x = {xj}j∈Z ∈

l2,h(Z) является функция

(Fx)(ω) = h
∑
j∈Z

xje
−ijhω ∈ L2([−π/h, π/h]),

а оператора разделенной разности - функция

F (∆hx)(ω) = h
∑
j∈Z

xj+1 − xj
h

e−ijhω =
eihω − 1

h
Fx(ω),

F (∆m
h x)(ω) =

(eihω − 1)m

hm
Fx(ω).
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Пусть n ∈ N. Рассмотрим класс последовательностей

Wn
2,h = {x ∈ l2,h(Z) : ‖∆n

hx‖l2,h(Z) ≤ 1}.

Ставится задача одновременного оптимального восстановления

операторов всех разностей

(∆1
hx, ∆2

hx, . . . , ∆n−1
h x)

последовательности x ∈ Wn
2,h, при условии, что её преобразование

Фурье на отрезке [−σ;σ], 0 ≤ σ ≤ π/h нам известно с точностью

до δ :

‖Fx(ω)− y(ω)‖L2([−σ;σ]) ≤ δ, δ > 0.

В качестве методов восстановления рассмотрим всевозможные

отображения

ϕ(y) = (ϕ1(y), ϕ2(y), . . . , ϕn−1(y)),

ϕk(y) : L2([−σ;σ])→ l2,h(Z), 1 ≤ k ≤ n− 1.

Обозначим

∆ = (∆1, ∆2, . . . , ∆n−1).

Погрешностью метода ϕ называется величина

e(Wn
2,h, F,∆, δ, ϕ) = sup

x∈Wn
2,h, y∈L2([−σ;σ])

‖Fx(ω)−y(ω)‖L2([−σ;σ])≤δ

√√√√n−1∑
k=1

pk‖∆k
hx− ϕk(y)‖2

l2,h(Z).

Здесь p = (p1, p2, . . . , pn−1), pk ≥ 0, 1 ≤ k ≤ n − 1, — весовые

коэффициенты, варьируя которые можно отдавать предпочтение

более точному восстановлению оператора какой-либо разности.
8



Погрешностью оптимального восстановления называется вели-

чина

E(Wn
2,h, F,∆, δ) = inf

ϕ:L2([−σ;σ])→(l2,h(Z))
n
e(Wn

2,h, F,∆, δ, ϕ).

Метод ϕ̂, на котором достигается нижняя грань, назовем оптималь-

ным методом.

Пусть x - положительный корень уравнения
n−1∑
k=1

pkx
k
n =

n−1∑
k=1

pk
k

n

(
δ2

2π

)n−k
n

x,

σ̂ =



2

h
arcsin

hx
1
2n

2
, x

1
2n <

2

h

π

h
, x

1
2n ≥ 2

h

,

t(ω) =
4 sin2 ωh

2
h2

, ωσ = t (σ) .

Теорема 1.1. Пусть n ∈ N, δ > 0. Тогда

E(Wn
2,h, F,∆, δ) =

(
n−1∑
k=1

pk

(
δ2

2π

)n−k
n
)1/2

, σ ≥ σ̂,(
n−1∑
k=1

pkω
k
σ

(
δ2

2π

(
k

n

) k
n−k n− k

n
+ ω−nσ

))1/2

, σ < σ̂.

Все методы ϕ̂k(y) =

∆k
hF
−1
(
αk(ω)y(ω)

)
, ω ∈ (−σ;σ)

0, ω /∈ (−σ;σ)
,

где

αk(ω) =


λ̂1+θk(ω)

λ̂1+λ̂2tn(ω)
, ω ∈ (−σ;σ)

0, ω /∈ (−σ;σ)
,

а θk(·) для почти всех ω ∈ (−σ;σ) удовлетворяют условию
n−1∑
k=1

pkt
k(ω)|θk(ω)|2 ≤ λ̂1λ̂2t

n(ω)

(
λ̂1 + λ̂2t

n(ω)−
n−1∑
k=1

pkt
k(ω)

)
,
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в котором

λ̂1 =


n−1∑
k=1

pk

(
δ2

2π

)− k
n (

1− k
n

)
, σ ≥ σ̂,

n−1∑
k=1

pkω
k
σ

(
k

n

) k
n−k (

1− k
n

)
, σ < σ̂,

,

λ̂2 =


n−1∑
k=1

pk
k
n

(
δ2

2π

)n−k
n

, σ ≥ σ̂,

n−1∑
k=1

pkω
k−n
σ , σ < σ̂

являются оптимальными.

Затем рассмотрим задачу одновременного оптимального восста-

новления операторов всех разностей (∆1
hx, ∆2

hx, . . . , ∆n−1
h x) после-

довательности x ∈ Wn
2,h, при условии, что последовательность x

задана неточно, то есть известна последовательность y ∈ l2,h(Z)

такая, что

‖x− y‖l2,h(Z) ≤ δ, δ > 0.

В качестве методов восстановления снова рассмотрим всевоз-

можные отображения

ϕ(y) = (ϕ1(y), ϕ2(y), . . . , ϕn−1(y)),

ϕk(y) : l2,h(Z)→ l2,h(Z), 1 ≤ k ≤ n− 1.

Положим

∆ = (∆1, ∆2, . . . , ∆n−1).

Погрешностью метода ϕ назовем величину

e(Wn
2,h,∆, δ, ϕ) = sup

x∈Wn
2,h, y∈l2,h(Z)

‖x−y‖l2,h(Z)≤δ

√√√√n−1∑
k=1

pk‖∆k
hx− ϕk(y)‖2

l2,h(Z),

где p = (p1, p2, . . . , pn−1), pk ≥ 0, 1 ≤ k ≤ n− 1, — весовые коэффи-

циенты.
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Погрешностью оптимального восстановления назовем величину

E(Wn
2,h,∆, δ) = inf

ϕ:l2,h(Z)→(l2,h(Z))
n
e(Wn

2,h,∆, δ, ϕ).

Метод ϕ̂, на котором достигается нижняя грань, назовем оптималь-

ным методом.

Теорема 1.2. Пусть k, n ∈ N, 1 ≤ k ≤ n− 1 и δ > 0. Тогда

E(Wn
2,h,∆, δ) =


(
n−1∑
k=1

pkδ
2(n−k)
n

)1/2

, δ ≥
(
h

2

)n
,

δ

(
n−1∑
k=1

pk

(
2

h

)2k)1/2

, δ <

(
h

2

)n
.

При δ <

(
h

2

)n
метод ϕ̂(y) = ∆k

hy является оптимальным. При

δ ≥
(
h

2

)n
все методы ϕ̂k(y) = ∆k

hF
−1
(
αk(ω)Fy(ω)

)
, где

αk(ω) =
λ̂1 + θk(ω)

λ̂1 + λ̂2tn(ω)
, t(ω) =

4 sin2 ωh

2
h2

,

а θk(·) для почти всех ω удовлетворяют условию

n−1∑
k=1

pkt
k(ω)|θk(ω)|2 ≤ λ̂1λ̂2t

n(ω)

(
λ̂1 + λ̂2t

n(ω)−
n−1∑
k=1

pkt
k(ω)

)
,

в котором

λ̂1 =
n−1∑
k=1

pkδ
−2 k

n

(
1− k

n

)
, λ̂2 =

n−1∑
k=1

pk
k

n
δ2n−k

n ,

являются оптимальными.

Во второй главе рассматривается задача, аналогичная тем, ко-

торые рассматриваются в первой главе. Разница в том, что здесь

преобразование Фурье последовательности известно приближенно

в равномерной норме. Задача восстановления функции и ее k-ой

производной по неточно заданному преобразованию Фурье этой
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функции в равномерной норме рассматривалась в работе [11]. Ре-

зультат, полученный в данной главе, приведен автором в рабо-

те [23] и в предельном случае переходит в результат, полученный

в работе [11].

Перед формулировкой теоремы вновь введем некоторые обо-

значения. Снова рассмотрим пространство последовательностей

l2,h(Z), h > 0. Обозначим класс последовательностей

Wn
2,h,∞(Z) = {x ∈ Wn

2,h : (Fx)(·) ∈ L∞([−π/h, π/h])}.

Пусть для каждой последовательности x ∈ Wn
2,h,∞(Z) так-

же приближенно известно её преобразование Фурье на множестве

(−σ;σ) , σ ≤ π/h, в метрике L∞(−σ;σ), то есть извеcтна некоторая

функция y ∈ L∞(−σ;σ) такая, что

‖(Fx)(·)− y(·)‖L∞(−σ;σ) ≤ δ.

Задача состоит в оптимальном восстановлении либо самой по-

следовательности, либо оператора разделенной разности k− го по-

рядка последовательности x ∈ Wn
2,h,∞(Z).

Любое отображение

ϕ(y) : L∞(−σ;σ)→ l2,h(Z)

объявляем методом восстановления и погрешностью этого метода

называем величину

e(Wn
2,h,∞(Z),∆k

h, δ, ϕ) =

sup
x∈Wn

2,h,∞(Z)

y∈L∞(−σ;σ)
‖(Fx)(·)−y(·)‖L∞(−σ;σ)≤δ

‖(∆k
hx)− ϕ(y(·))‖l2,h(Z).

Нас интересует величина

E(Wn
2,h,∞(Z),∆k

h, δ) = inf
ϕ:L∞(−σ;σ)→l2,h(Z)

e(Wn
2,h,∞(Z),∆k

h, δ, ϕ),
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которая называется погрешностью оптимального восстановления и

метод ϕ̂, на котором достигается нижняя грань, называемый опти-

мальным методом восстановления.

Положим

t(ω) =

∣∣eihω − 1
∣∣2

h2
=

2 sin
hω

2
h


2

,

σ̂− решение уравнения
σ̂∫
−σ̂
tn(ω)dω = 2π

δ2
, σ0 = min(σ, σ̂).

Теорема 2.1. Погрешность оптимального восстановления

равна

E(Wn
2,h,∞(Z),∆k

h, δ) =


√

Ω, σ0 < π/h,√
δ2

2π

∫
|ω|≤π/h

tk(ω)dω, σ0 = π/h,

где

Ω =
δ2

2π

∫
|ω|<σ0

tk(ω)dω + ωk−nσ0

(
1− δ2

2π

∫
|ω|<σ0

tn(ω)dω

)
,

ωσ0 =

2 sin
hσ0

2
h


2

.

При σ0 < π/h метод ϕ̂(y) такой, что

Fϕ̂(y) =

α(ω)y(ω), |ω| ≤ σ0

0, |ω| > σ0

,

где

α(ω) =

(
1−

(
t(ω)

ωσ0

)n−k)
·
(
eihω − 1

)k
hk

,

является оптимальным. При σ0 = π/h метод ϕ̂(y) такой, что

Fϕ̂(y) =

(
eihω − 1

)k
hk

y(ω),

является оптимальным.
13



В третьей главе изучается задача восстановления операто-

ра k-ой разделенной разности последовательности в среднеквад-

ратичной норме по неточно заданным разделенным разностям

k1, k2, . . . kn порядков. В этой главе используются результаты, опуб-

ликованные автором в работах [22, 25, 26]. Аналогичная задача

оптимального восстановления решения уравнения теплопроводно-

сти по приближенным измерениям в другие моменты времени рас-

сматривалась в работе [17]. Задача оптимального восстановления

k-ой производной функции по приближенно известным производ-

ным других порядков рассматривалась в работе [18]. Результат,

полученный в диссертации, в предельном случае переходит в ре-

зультат, полученный в работе [18]. Снова перед фдомулировкой

теоремы введем некоторые обозначения.

Пусть n ∈ N. Предположим, что для каждой последовательно-

сти x ∈ l2,h(Z) неточно известны разделенные разности k1, k2, . . . , kn

порядков (0 ≤ k1 < k2 < . . . < kn), то есть известны последователь-

ности y1, y2, . . . , yn такие, что

‖∆kj
h x− yj‖l2,h(Z) ≤ δj, j = 1, . . . , n.

Рассмотрим задачу оптимального восстановления оператора k-

той разделенной разности ∆k
hx (k ∈ Z+) последовательности

x ∈ l2,h(Z). В качестве метода восстановления рассмотрим всевоз-

можные отображения

ϕ : (l2,h(Z))n → l2,h(Z).

Погрешностью этого метода называется величина

e(l2,h(Z), K, δ, ϕ) = sup
x∈l2,h(Z)

Y ∈(l2,h(Z))n

‖∆
kj
h x−yj‖l2,h(Z)≤δj , j=1,...,n

‖∆k
hx− ϕ(Y )‖l2,h(Z),

где K = (k1, k2, . . . , kn), δ = (δ1, δ2, . . . , δn), Y = (y1, y2, . . . , yn).

14



Погрешность оптимального восстановления будет значением

экстремальной задачи

E(l2,h(Z), K, δ) = inf
ϕ: (l2,h(Z))n→l2,h(Z)

e(l2,h(Z), K, δ, ϕ),

а метод ϕ̂, на котором достигается нижняя грань – оптимальный

метод.

Пусть k, k1, k2, . . . , kn ∈ Z+, 0 ≤ k1 < k2 < · · · ≤ kn, δ > 0.

Положим

M = co {(kj, ln 1/δj), 1 ≤ j ≤ n}+ {(t, t ln
h

2
) : t ≥ 0},

где coA обозначает выпуклую оболочку множества A. Пусть функ-

ция θ(·) на промежутке [0,+∞) задана равенством

θ(k) = max{x : (k, x) ∈M},

ks1 , ks2 , . . . ksr – ee точки излома,

λ̂sjL =
ksj+1

− k
ksj+1

− ksj

(
δsj+1

δsj

)2
k−ksj

ksj+1−ksj
,

λ̂sjR =
k − ksj

ksj+1
− ksj

(
δsj
δsj+1

)2
ksj+1−k
ksj+1−ksj

,

t(ω) =
4 sin2 hω

2
h2

.

Теорема 3.1. Для любого k ≥ 0 погрешность оптимального

восстановления равна

E(l2,h(Z), K, δ) = e−θ(k).

(1) Если k1 > 0, 0 ≤ k < k1, то любой метод является опти-

мальным;

(2) если k = ksj , 1 ≤ j ≤ r, то метод ϕ̂ такой, что

ϕ̂(Y ) = ysj ,

является оптимальным;
15



(3) если r ≥ 2, k ∈ (ksj , ksj+1
), 1 ≤ j ≤ r − 1, то любой метод

вида ϕ̂(Y ) = βsjL ∗ysj +βsjR ∗ysj+1
является оптимальным,

где βsjL , βsjR - последовательности, преобразование Фурье

которых удовлетворяет условиям:

∣∣∣∣(FβsjL)(ω)−
λ̂sjL

(
eihω − 1

h

)k−ksj
λ̂sjRt

ksj+1−ksj (ω) + λ̂sjL

∣∣∣∣ ≤√
λ̂sjLλ̂sjRt

k−ksj+1 (ω)

λ̂sjR + λ̂sjLt
ksj−ksj+1 (ω)

·
√
λ̂sjLt

ksj−k(ω) + λ̂sjRt
ksj+1−k(ω)− 1,

(FβsjR)(ω) =

(
eihω − 1

h

)k−ksj+1

−
(
eihω − 1

h

)ksj−ksj+1

αsjL(ω),

является оптимальным,

(4) если k > ksr , то метод ϕ̂ такой, что

ϕ̂(Y ) = ∆
k−ksr
h ysr ,

является оптимальным.

В четвертой, заключительной главе изучается задача одновре-

менного восстановления производных функций k1-го и k2-го поряд-

ков в среднеквадратичной норме по неточно заданным производ-

ным n1-го и n2-го порядков и самой функции. Решение приводится

при некоторых условиях на погрешности, с которыми заданы про-

изводные и сама функция ([27]) . Полностью задача решена ([24])

для случая k1 = k, n1 = 2k, k2 = 3k, n2 = 4k, k ∈ N. Этот случай по-

казался интересен тем, что в задачах восстановления производных

при задании погрешности в среднеквадратичной норме не встре-

чался случай, когда более двух множителей Лагранжа отличны от

нуля. Для заданной погрешности в равномерной норме ситуация,

когда много множителей Лагранжа отлично от нуля, достаточно
16



распространен (см [10], [11]). Ранее задача оптимального восста-

новления k-ой производной функции по приближенной информа-

ции о самой функции и ее n-ой производной рассматривалась в

работе [16].

Рассмотрим соболевское пространство функций

Wn
2 (R) = {x(·) ∈ L2(R) : x(n−1)(·) - локально абсолютно

непрерывна, x(n)(·) ∈ L2(R)}, n ∈ N.

Пусть n0 = 0, n1, n2, k1, k2 ∈ N, 0 < k1 < n1 < k2 < n2. Пред-

положим, что для каждой функции x(·) ∈ Wn2
2 (R) приближенно

известны её производные n1-го и n2-го порядков и сама функция,

то есть извеcтны функции y0(·), y1(·) и y2(·) ∈ L2(R) такие, что

‖x(nj)(·)− yj(·)‖L2(R) ≤ δj, j = 0, 1, 2.

Задача состоит в одновременном оптимальном восстановлении

производных k1-го и k2-го порядков функции x(·) ∈ Wn2
2 (R), 0 <

k1 < n1 < k2 < n2.

Любой метод метод (отображение ) ϕ : (L2(R))3 → (L2(R))2 объ-

является методом восстановления и его погрешность вычисляется

по формуле

e(Wn2
2 (R), K, δ, ϕ) =

sup
x(·)∈Wn2

2 (R), Y ∈(L2(R))3

‖x(nj)(·)−yj(·)‖L2(R)≤δj , j=0,1,2

√√√√ 2∑
j=1

pj‖x(kj)(·)− ϕj(Y )(·)‖2
L2(R),

где K = (k1, k2), δ = (δ0, δ1, δ2), Y = (y0(·), y1(·), y2(·)), ϕ =

(ϕ1(Y ), ϕ2(Y )). Здесь p = (p1, p2), p1, p2 ≥ 0 — весовые коэффициен-

ты, варьируя которые можно отдавать предпочтение более точному

восстановлению производной какого-либо порядка.
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Погрешностью оптимального восстановления называется вели-

чина

E(Wn2
2 (R), K, δ) = inf

ϕ : (L2(R))3→(L2(R))2
e(Wn2

2 (R), K, δ, ϕ).

Методы ϕ̂, на которых достигается нижняя грань, будем называть

оптимальными методами.

Теорема 4.1. Если δ1 ≥ δ
n1
n2
2 δ

1−n1
n2

0 , погрешность оптимального

восстановления равна

E(Wn2
2 (R), K, δ) =

√
λ̂0δ2

0 + λ̂2δ2
2,

где

λ̂0 = p1

(
δ2

δ0

)2k1/n2
(

1− k1

n2

)
+ p2

(
δ2

δ0

)2k2/n2
(

1− k2

n2

)
,

λ̂2 = p1
k1

n2

(
δ2

δ0

)2(k1/n2−1)

+ p2
k2

n2

(
δ2

δ0

)2(k2/n2−1)

.

Метод ϕ̂ = (ϕ̂1(Y ), ϕ̂2(Y )) такой, что его преобразование Фурье

Fϕ̂s(Y ) = (iξ)ks (1− αs(ξ))Fy0(ξ) + (iξ)ks−n2αs(ξ)Fy2(ξ), s = 1, 2,

где

αs(ξ) =

λ̂2ξ
2n2 + θs(ξ)|ξ|n2

√
λ̂0λ̂2

(
λ̂0 + λ̂2ξ2n2 − p1ξ2k1 − p2ξ2k2

)
λ̂0 + λ̂2ξ2n2

,

а θs(·)− произвольные функции из L∞(R), удовлетворяющие усло-

вию

p1ξ
2k1θ2

1(ξ) + p2ξ
2k2θ2

2(ξ) ≤ 1,

является оптимальным.
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Положим

W =
√
p2

1δ
2
0 + 2p1p2δ2

1 + p2
2δ

2
2,

λ̂0 =


1

4

√
δ2

δ0

(
3p1 + p2

δ2

δ0

)
, δ1 ≥

√
δ0δ2,

p2
1δ1

2W
, δ1 ≤

√
δ0δ2

,

λ̂1 =


0, δ1 ≥

√
δ0δ2,

p2
2W

2 + 2p1p2δ
2
1

2δ1W
, δ1 ≤

√
δ0δ2

,

λ̂2 =


1

4

√
δ0

δ2

(
p1
δ0

δ2

+ 3p2

)
, δ1 ≥

√
δ0δ2,

p2
2δ1

2W
, δ1 ≤

√
δ0δ2

,

.

Теорема 4.2. Пусть k ∈ N, k1 = k, n1 = 2k, k2 = 3k, n2 = 4k.

Тогда

E(W4k
2 (R), K, δ) =


4
√
δ0δ2

√
p1δ0 + p2δ2, δ1 ≥

√
δ0δ2,

√
δ1W, δ1 ≤

√
δ0δ2.

Метод ϕ̂ = (ϕ̂1(Y ), ϕ̂2(Y )) такой, что его преобразование Фурье

Fϕ̂s(Y ) =
2∑
j=0

αsj(ξ)Fyj(ξ), s = 1, 2,
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где αsj(·)− любые функции из L∞(R), удовлетворяющие в случае

δ1 ≥
√
δ0δ2 условиям

αs0(ξ) = (iξ)(2s−1)k ·
λ̂0 − θs(ξ)ξ4k

√
λ̂0λ̂2

(
λ̂0 + λ̂2ξ8k − p1ξ2k − p2ξ6k

)
λ̂0 + λ̂2ξ8k

,

αs1(ξ) = 0,

αs2(ξ) = (iξ)(2s−5)k ·
λ̂2ξ

8k + θs(ξ)ξ
4k

√
λ̂0λ̂2

(
λ̂0 + λ̂2ξ8k − p1ξ2k − p2ξ6k

)
λ̂0 + λ̂2ξ8k

,

s = 1, 2,

а θs(·)− произвольные функции из L∞(R), удовлетворяющие усло-

вию

p1ξ
2kθ2

1(ξ) + p2ξ
6kθ2

2(ξ) ≤ 1,

в случае δ1 <
√
δ0δ2 условиям

∑2
j=0(iξ)2kjαsj(ξ) = (iξ)(2s−1)k, s = 1, 2,

p1

(∑2
j=0

|α1
j (ξ)|2

λ̂j

)
+ p2

(∑2
j=0

|α2
j (ξ)|2

λ̂j

)
≤ 1

,

является оптимальным .
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Предварительные сведения

Обозначения

Пусть N, Z, Z+, R и C — множества соответственно натураль-

ных, целых, неотрицательных целых, действительных и комплекс-

ных чисел.

Пусть d ∈ N. Через Rd (R1 = R) обозначим евклидово простран-

ство всех упорядоченных наборов из d вещественных чисел со ска-

лярным произведением 〈x, y〉 =
∑d

i=1 xiyi, где x = (x1, . . . , xd) , y =

(y1, . . . , yd). Длину (евклидову норму) вектора x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd

обозначим |x| =
√
x2

1 + . . .+ x2
d.

Пусть 1 ≤ p ≤ ∞. Обозначим через Lp(Rd) совокупность изме-

римых комплекснозначных функций f(·) на Rd с конечной нормой

‖f(·)‖Lp(Rd) =

(∫
Rd
|f(x)|p dx

)1/p

, 1 ≤ p <∞,

‖f(·)‖L∞(Rd) = inf{α > 0 | mes {x ∈ Rd | |f(x)| > α} = 0 }.

Скалярное произведение в L2(Rd) определяется по формуле

(g(·), f(·)) =

∫
Rd
g(x)f(x) dx.

Оператор разделенной разности

Пусть l2,h(Z), h > 0 - пространство последовательностей x =

{xj}j∈Z таких, что
∑
j∈Z
|xj|2 <∞, с нормой

‖x‖l2,h(Z) =

(
h
∑
j∈Z

| xj |2
)1/2

.
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Оператор разделенных разностей определим равенством:

∆1
hx = ∆hx =

{
xj+1 − xj

h

}
j∈Z

, ∆m
h x = ∆h

(
∆m−1
h x

)
.

Гармонический анализ

Пусть f(·) ∈ L1(Rd). Функция (Ff)(·), заданная на Rd и опре-

деленная равенством

(Ff)(ξ) =

∫
Rd
f(x)e−i〈ξ,x〉 dx, ξ ∈ Rd, (0.1)

называется преобразованием Фурье функции f(·).

Теорема 0.1 (Планшереля). Существует единственный ли-

нейный непрерывный оператор, отображающий L2(Rd) на L2(Rd)

(также называемый преобразованием Фурье и также обозначае-

мый через F ), который на L1(Rd)∩L2(Rd) совпадает с (0.1) и при

этом, справедливо равенство

‖f(·)‖L2(Rd) =
1

(2π)d/2
‖(Ff)(·)‖L2(Rd). (0.2)

Из (0.2) следует, что F — взаимно однозначное отображение.

Обратный оператор к F называется обратным преобразованием

Фурье и обозначается F−1. Это линейный непрерывный оператор.

Преобразованием Фурье последовательности x = {xj}j∈Z ∈

l2,h(Z) называется функция

(Fx)(ω) = h
∑
j∈Z

xje
−ijhω ∈ L2([−π/h, π/h]).
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Преобразованием Фурье оператора разделенной разности первого

порядка последовательностей называется функция

(F∆1
hx)(ω) = h

∑
j∈Z

xj+1 − xj
h

e−ijhω =

1

h

(
h
∑
j∈Z

xj+1e
−i(j+1)hωeihω − h

∑
j∈Z

xje
−ijhω

)
=

eihω

h
· h
∑
j∈Z

xj+1e
−i(j+1)hω − 1

h
· h
∑
j∈Z

xje
−ijhω =

eihω − 1

h
(Fx)(w).

Следовательно,

(F∆m
h x)(ω) =

(eihω − 1)m

hm
(Fx)(ω).

По теореме Планшереля получаем

‖∆m
h x‖2

l2,h(Z) =
1

2π
‖F (∆m

h x)(ω)‖2
L2([−π/h,π/h]),

‖∆m
h x‖2

l2,h(Z) =
1

2π

π/h∫
−π/h

∣∣eihω − 1
∣∣2m

h2m

∣∣Fx(ω)
∣∣2 dω.

Свертка последовательностей x и y определяется следующим об-

разом:

(x ∗ y)j =
∑
k∈Z

xkyj−k.

Теорема 0.2 (о свертке). Преобразование Фурье переводит

свертку последовательностей в произведение преобразований фу-

рье этих последовательностей:

(F (x ∗ y)) (ω) = (Fx) (ω) · (Fy) (ω).

Соболевским пространством Wn
2 (Rd), n ∈ N называется со-

вокупность таких функций f(·) ∈ L2(Rd), что для любого k =

(k1, . . . , kd) ∈ Zd+, для которого k1 + . . .+ kd ≤ n, производная

x 7→ Dkf(x) =
∂fk1+...+kd(x)

∂xk11 · . . . · ∂x
kd
d
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также принадлежит L2(Rd).

Пусть

d = 1, Wn
2 (R) = {x(·) ∈ L2(R) : x(n−1)(·) - локально абсолютно

непрерывна, x(n)(·) ∈ L2(R)}.

Преобразованием Фурье производной x′(·) функции x(·) ∈ Wn
2 (R)

является функция

(Fx′)(ξ) = iξ(Fx)(ξ) ∈ L2(R),

(Fx(m))(ξ) = (iξ)m (Fx)(ξ).

По теореме Планшереля получаем

‖x(m)(ξ)‖2
L2(R) =

1

2π
‖Fx(m))(ξ)‖2

L2(R) =

1

2π
‖(iξ)m(Fx)(ξ)‖2

L2(R) =
1

2π

∫
R

ξ2m|(Fx)(ξ)|2 dξ.

Выпуклая оптимизация

Пусть X — линейное пространство, функция f : X → R. Над-

графиком функции f называется множество

epi f = { (x, α) ∈ X × R | α ≥ f(x) }

Функция f : X → R называется выпуклой, если ее надграфик epi f

является выпуклым множеством.

Пусть A — выпуклое подмножество X, функции fi : X → R,

i = 0, 1, . . . ,m, — выпуклые , ai ∈ R , i = 1, . . . ,m.

Выпуклой задачей, или задачей выпуклого программирования

называется следующая задача ортимизации:

f0(x)→ min, fi(x) ≤ ai, i = 1, . . . ,m, x ∈ A. (0.3)
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Точки x ∈ A , удовлетворяющие неравенствам fi(x) ≤ ai, i =

1, . . . ,m, называются допустимыми точками. Точки минимума

функции f0(x) называются решениями данной задачи.

Функция L : X × Rm+1, заданная равенством

L(x, λ) =
m∑
i=0

λifi(x),

где λ = (λ0, λ1, . . . , λm), называется функцией Лагранжа зада-

чи (0.3), а числа λ0, λ1, . . . , λm — множителями Лагранжа.

Теорема 0.3 (Каруша–Куна–Таккера). Пусть x̂ — решение за-

дачи (0.3). Тогда существует такой ненулевой набор множителей

Лагранжа λ̂ = (λ̂0, λ̂1, . . . , λ̂m), что

(a) minx∈A L(x, λ̂) = L(x̂, λ̂);

(b) λ̂i ≥ 0, i = 0, 1, . . . ,m;

(c) λ̂i(fi(x̂)− ai) = 0, i = 1, . . . ,m.

Если существуют x̂ – допустимая в задаче (0.3) точка, и на-

бор множителей Лагранжа λ̂ = (λ̂0, λ̂1, . . . , λ̂m), которые удовле-

творят условиям (a), (b) и (c) и при этом λ̂0 > 0, то x̂ — решение

задачи (0.3).

Если найдется по крайней мере одна допустимая в задаче точ-

ка x̂ ∈ A, такая, что fi(x̂) < ai, i = 1, . . . ,m (условие регулярно-

сти или условие Слейтера), то λ̂0 6= 0.

Если выполнено условие Слейтера, то ограничения (a), (b) и

(c) – необходимые и достаточные условия того, что допустимая в

задаче (0.3) точка x̂ является решением этой задачи.

Очевидно, что, если условия (a), (b) и (c) выполнены для неко-

торого набора λ̂, то они выполнены и для набора cλ̂, где c > 0. То

есть при λ̂0 > 0 будем полагать, что λ̂0 = 1.
25



Значением задачи (0.3) называется нижняя грань чисел f0(x) по

всем допустимым x. Если x̂ — решение задачи (0.3), то, очевидно,

значение задачи равно f0(x̂).
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Глава 1

Восстановление оператора разделенной разности

по преобразованию Фурье последовательности в

среднеквадратичной норме

В данной главе рассматриваются задачи одновременного вос-

становления операторов разностей последовательности различных

порядков в среднеквадратичной норме на классе последовательно-

стей с ограниченной n-ой разделенной разностью. В первой зада-

че преобразование Фурье последовательности приближенно задано

на отрезке. Во второй задаче неточно задана сама последователь-

ность. Предельным переходом из полученных результатов вытека-

ет непрерывный случай, исследованный в работах [13], [11] и [16].

Решение второй задачи изложено автором в работе [21].

Перед формулировкой основных результатов данной главы вве-

дем некоторые обозначения. Пусть n ∈ N. Рассмотрим класс по-

следовательностей

Wn
2,h = {x ∈ l2,h(Z) : ‖∆n

hx‖l2,h(Z) ≤ 1}.

Преобразованием Фурье последовательности x = {xj}j∈Z ∈ l2,h(Z)

является функция

(Fx)(ω) = h
∑
j∈Z

xje
−ijhω ∈ L2([−π/h, π/h]),

а оператора разделенной разности первого порядка – функция

(F∆1
hx)(ω) = h

∑
j∈Z

xj+1 − xj
h

e−ijhω =
eihω − 1

h
(Fx)(ω),
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преобразованием Фурье оператора разделенной разности порядка

m - функция

(F∆m
h x)(ω) =

(eihω − 1)m

hm
(Fx)(ω).

Ставится задача одновременного оптимального восстановления

операторов всех разностей

(∆1
hx, ∆2

hx, . . . , ∆n−1
h x)

последовательности x ∈ Wn
2,h, при условии, что её преобразование

Фурье на отрезке [−σ;σ], 0 ≤ σ ≤ π/h нам известно с точностью

до δ :

‖Fx(ω)− y(ω)‖L2([−σ;σ]) ≤ δ, δ > 0.

В качестве методов восстановления рассмотрим всевозможные

отображения

ϕ(y) = (ϕ1(y), ϕ2(y), . . . , ϕn−1(y)),

ϕk(y) : L2([−σ;σ])→ l2,h(Z), 1 ≤ k ≤ n− 1.

Обозначим

∆ = (∆1, ∆2, . . . , ∆n−1).

Погрешностью метода ϕ называется величина

e(Wn
2,h, F,∆, δ, ϕ) =

= sup
x∈Wn

2,h, y∈L2([−σ;σ])

‖Fx(ω)−y(ω)‖L2([−σ;σ])≤δ

√√√√n−1∑
k=1

pk‖∆k
hx− ϕk(y)‖2

l2,h(Z).

Здесь p = (p1, p2, . . . , pn−1), pk ≥ 0, 1 ≤ k ≤ n − 1, — весовые

коэффициенты, варьируя которые можно отдавать предпочтение

более точному восстановлению оператора какой-либо разности.
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Погрешностью оптимального восстановления называется вели-

чина

E(Wn
2,h, F,∆, δ) = inf

ϕ:L2([−σ;σ])→(l2,h(Z))
n
e(Wn

2,h, F,∆, δ, ϕ).

Метод ϕ̂, на котором достигается нижняя грань, назовем оптималь-

ным методом.

Пусть x -положительный корень уравнения

n−1∑
k=1

pkx
k
n =

n−1∑
k=1

pk
k

n

(
δ2

2π

)n−k
n

x.

Рассмотрим обе части уравнения. Функция y =
n−1∑
k=1

pkx
k
n вогнута,

lim
x→0

y′ = 0. Функция y =
n−1∑
k=1

pk
k

n

(
δ2

2π

)n−k
n

x - прямая с положитель-

ным угловым коэффициентом, проходящая через начало коорди-

нат. Это означает, что при x > 0 графики этих функций имеют

единственную точку пересечения, то есть данное уравнение всегда

имеет единственный корень.

Введем обозначения:

σ̂ =



2

h
arcsin

hx
1
2n

2
, x

1
2n <

2

h

π

h
, x

1
2n ≥ 2

h

,

t(ω) =
4 sin2 ωh

2
h2

, ωσ = t (σ) .

Теорема 1.1. Пусть n ∈ N, δ > 0. Тогда

E(Wn
2,h, F,∆, δ) =

(
n−1∑
k=1

pk

(
δ2

2π

)n−k
n
)1/2

, σ ≥ σ̂,(
n−1∑
k=1

pkω
k
σ

(
δ2

2π

(
k

n

) k
n−k n− k

n
+ ω−nσ

))1/2

, σ < σ̂.
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Все методы ϕ̂k(y) =

∆k
hF
−1
(
αk(ω)y(ω)

)
, ω ∈ (−σ;σ)

0, ω /∈ (−σ;σ)
,

где

αk(ω) =


λ̂1+θk(ω)

λ̂1+λ̂2tn(ω)
, ω ∈ (−σ;σ)

0, ω /∈ (−σ;σ)
, (1.4)

а θk(·) для почти всех ω ∈ (−σ;σ) удовлетворяют условию

n−1∑
k=1

pkt
k(ω)|θk(ω)|2 ≤ λ̂1λ̂2t

n(ω)

(
λ̂1 + λ̂2t

n(ω)−
n−1∑
k=1

pkt
k(ω)

)
, (1.5)

в котором

λ̂1 =


n−1∑
k=1

pk

(
δ2

2π

)− k
n (

1− k
n

)
, σ ≥ σ̂,

n−1∑
k=1

pkω
k
σ

(
k

n

) k
n−k (

1− k
n

)
, σ < σ̂

,

λ̂2 =


n−1∑
k=1

pk
k
n

(
δ2

2π

)n−k
n

, σ ≥ σ̂,

n−1∑
k=1

pkω
k−n
σ , σ < σ̂

являются оптимальными.

Доказательство.

Докажем , что

E(Wn
2,h, F,∆, δ) ≥ sup

x∈Wn
2,h

‖Fx(ω)‖L2([−σ;σ])≤δ

√√√√n−1∑
k=1

pk‖∆k
hx‖2

l2,h(Z). (1.6)

Для любой последовательности x ∈ Wn
2,h такой, что

‖Fx(ω)‖L2([−σ;σ]) ≤ δ,
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и для любого метода ϕ имеем(
2
n−1∑
k=1

pk‖∆k
hx‖2

l2,h(Z)

)1/2

=

=

(n−1∑
k=1

pk‖∆k
h(x)−∆k

h(−x) + ϕ(0)− ϕ(0)‖2
l2,h(Z)

)1/2

≤

≤
(n−1∑
k=1

pk‖∆k
h(x)− ϕ(0)‖2

l2,h(Z) +
n−1∑
k=1

pk‖∆k
h(−x)− ϕ(0)‖2

l2,h(Z)

)1/2

≤

≤
(

2
n−1∑
k=1

sup
x∈Wn

2,h

‖Fx(ω)‖L2([−σ;σ])≤δ

pk‖∆k
hx‖2

l2,h(Z)

)1/2

≤

≤
(

2e2(Wn
2,h, F,∆, δ, ϕ)

)1/2

.

То есть, для любого метода ϕ

e(Wn
2,h, F,∆, δ, ϕ) ≥ sup

x∈Wn
2,h

‖Fx(ω)‖L2([−σ;σ])≤δ

√√√√n−1∑
k=1

pk‖∆k
hx‖2

l2,h(Z).

Из данного неравенства следует неравенство (1.6).

Это означает, что квадрат погрешности оптимального восста-

новления не меньше значения экстремальной задачи
n−1∑
k=1

pk‖∆k
hx‖2

l2,h(Z) → max, ‖∆n
hx‖l2,h(Z) ≤ 1, (1.7)

‖Fx(ω)‖L2([−σ;σ]) ≤ δ.

Перейдем к квадрату задачи и применим теорему Планшереля.

Задача (1.7) принимает вид:

1

2π

n−1∑
k=1

pk

π/h∫
−π/h

∣∣eihω − 1
∣∣2k

h2k

∣∣Fx(ω)
∣∣2 dω → max, (1.8)

σ∫
−σ

∣∣Fx(ω)
∣∣2 dω ≤ δ2,

1

2π

π/h∫
−π/h

∣∣eihω − 1
∣∣2n

h2n

∣∣Fx(ω)
∣∣2 dω ≤ 1.
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Рассмотрим расширение этой задачи на пространство всех по-

ложительных мер на окружности. Положим

dµ(ω) =
1

2π

∣∣(Fx)(ω)
∣∣2dω ≥ 0.

Тогда задачу (1.8) можно переписать в виде:

−
n−1∑
k=1

pk

π/h∫
−π/h

∣∣eihω − 1
∣∣2k

h2k
dµ(ω)→ min, (1.9)

2π

σ∫
−σ

dµ(ω) ≤ δ2,

π/h∫
−π/h

∣∣eihω − 1
∣∣2n

h2n
dµ(ω) ≤ 1.

Это выпуклая задача. Сопоставим ей функцию Лагранжа:

L(dµ(·), λ1, λ2) = −
n−1∑
k=1

pk

π/h∫
−π/h

∣∣eihω − 1
∣∣2k

h2k
dµ(ω) + λ1

 σ∫
−σ

dµ(ω)− δ2

2π

+

λ2

 π/h∫
−π/h

∣∣eihω − 1
∣∣2n

h2n
dµ(ω)− 1

 =

π/h∫
−π/h

(
−

n−1∑
k=1

pkt
k(ω) + λ1χ[−σ,σ] + λ2t

n(ω)

)
dµ(ω)−

(
λ1
δ2

2π
+ λ2

)
,

где χ[−σ,σ] – характеристическая функция на отрезке [−σ, σ].

Легко показать, что если найдутся допустимая в задаче (1.9)

мера dµ̂(·) ≥ 0 и множители Лагранжа λ̂ = (λ̂1, λ̂2) такие, что

выполнены условия:

min
dµ(·)>0

L(dµ(·), λ̂1, λ̂2) = L(dµ̂(·), λ̂1, λ̂2), (1.10)

λ̂1

 σ∫
−σ

dµ̂(ω)− δ2

2π

 = 0, λ̂2

 π/h∫
−π/h

tn(ω)dµ̂(ω)− 1

 = 0,

(1.11)

λ̂1 ≥ 0, λ̂2 ≥ 0, (1.12)

32



то dµ̂(·) - решение задачи (1.9). Действительно, для любой допу-

стимой меры dµ(·) выполняется цепочка неравенств:

−
n−1∑
k=1

pk

π/h∫
−π/h

tk(ω)dµ(ω) ≥ −
n−1∑
k=1

pk

π/h∫
−π/h

tk(ω)dµ(ω) + λ̂1

 σ∫
−σ

dµ(ω)− δ2

2π

+

λ̂2

 π/h∫
−π/h

tn(ω)dµ(ω)− 1

 = L(dµ(·), λ̂1, λ̂2) ≥ L(dµ̂(·), λ̂1, λ̂2) =

−
n−1∑
k=1

pk

π/h∫
−π/h

tk(ω)dµ̂(ω).

Следовательно,

n−1∑
k=1

pk

π/h∫
−π/h

tk(ω)dµ̂(ω) ≥
n−1∑
k=1

pk

π/h∫
−π/h

tk(ω)dµ(ω)

для всех допустимых мер dµ(·), то есть dµ̂(·) - решение задачи (1.9).

Рассмотрим подынтегральное выражение в функции Лагранжа

g(ω) = −
n−1∑
k=1

pkt
k(ω) + λ1χ[−σ,σ] + λ2t

n(ω).

Для выполнения условия (1.10) необходимо, чтобы g(ω) ≥ 0

для всех ω. Cделаем замену t = t(ω) ≥ 0. Тогда

g(t) =


−

n−1∑
k=1

pkt
k + λ̂1 + λ̂2t

n, t ∈ [0;ωσ]

−
n−1∑
k=1

pkt
k + λ̂2t

n, t ∈
[
ωσ; (2/h)2] .

Рассмотрим сначала случай σ ≥ σ̂. Множители Лагранжа λ̂1 ≥ 0 и

λ̂2 ≥ 0 будем подбирать так, чтобы прямая y = λ̂1 + λ̂2x касалась

графика параметически заданной функции
ỹ =

n−1∑
k=1

pkt
k,

x = tn
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в единственной точке x0 = tn0 (см. рис. 1.1). Из графика функции

следует, что λ̂1 > 0 и λ̂2 > 0, где λ̂1 – точка пересечения касательной

с осью OY ; λ̂2 – угловой коэффициент наклона касательной.

Y

X

ỹ0

x0 ωnσ̂ ωnσ

ỹ =
n−1∑
k=1

pkx
k
n

y = λ̂2x

y = λ̂1 + λ̂2x

(2/h)2n

рис. 1.1

Меру dµ̂(ω) сосредоточим в точке касания: dµ̂(ω) = Aδ(ω−ω0), где

δ(· − ω0)− δ−функция в точке ω0, а ω0 такова, что t0 =
4 sin2 ω0h

2

h2
.

Коэффициент A и точку ω0 ищем из условий (1.11):

σ∫
−σ

dµ̂(ω) = A =
δ2

2π
,

π/h∫
−π/h

tn(ω)dµ̂(ω) = A

∣∣eihω0 − 1
∣∣2n

h2n
= Atn0 = Ax̃0 = 1.

То есть

x0 = tn0 =
2π

δ2
, ω0 =

2

h
arcsin

(
h

2

(
δ2

2π

)− 1
2n

)
,

λ̂2 = ỹ′(x0) =
n−1∑
k=1

pk
k

n
(x0)

k−n
n =

n−1∑
k=1

pk
k

n

(
δ2

2π

)n−k
n

,

λ̂1 = ỹ(x0)− λ̂2x0 =
n−1∑
k=1

pk
n− k
n

(x0)k/n =
n−1∑
k=1

pk
n− k
n

(
δ2

2π

)−k/n
.
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В силу вогнутости функции ỹ =
n−1∑
k=1

pkx
k/n будет выполняться

неравенство ỹ ≤ λ̂1 + λ̂2x для всех x ∈ [0;ωnσ ] . Так как σ ≥ σ̂,

ωnσ ≥ ωnσ̂ = tn(σ̂), ωnσ̂− абсцисса точки пересечения графиков функ-

ций ỹ =
n−1∑
k=1

pkx
k/n и y = λ̂2x, то есть неравенство

n−1∑
k=1

pkx
k/n < λ̂2x

выполняется при x ∈
(
ωnσ ; (2/h)2n] . Это означает неотрицатель-

ность функции g(t) при всех t ∈
[
0; (2/h)2] и выполнение условия

(1.10).

Мы нашли допустимую меру и коэффициенты λ̂1, λ̂2, удовлетво-

ряющие условиям (1.10), (1.11) и (1.12), а значит dµ̂(ω)– решение

задачи (1.9). Значение задачи в этом случае равно

λ̂1
δ2

2π
+ λ̂2 =

n−1∑
k=1

pk

(
δ2

2π

)n−k
n

.

Пусть теперь σ < σ̂. Если множители λ̂1 и λ̂2 брать также. как и

в предыдущем случае, условие
n−1∑
k=1

pkx
k/n ≤ λ̂2x не выполняется при

ωnσ < x < ωnσ̂ , где ω
n
σ̂–точка пересечения прямой y = λ̂2x и функции

ỹ =
n−1∑
k=1

pkx
k/n (см. рис. 1.2 ).

Y

X

ỹ0

x0 ωnσ̂ωnσ

ỹ =
n−1∑
k=1

pkx
k
n

y = λ̂2x

y = λ̂1 + λ̂2x

(2/h)2n

рис. 1.2
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Новые значения множителей λ̂1, λ̂2 найдем из выполнения сле-

дующих условий: прямая y = λ̂2x пересекает график функции

ỹ =
n−1∑
k=1

pkx
k/n в точке xσ = ωnσ , прямая y = λ̂1 + λ̂2x касается

данной функции в точке x0 < xσ (см.рис. 1.3 ).

Y

X

ỹ0

x0 ωnσ

ỹ =
n−1∑
k=1

pkx
k
n

y = λ̂2x
y = λ̂1 + λ̂2x

(2/h)2n

рис. 1.3

λ̂2 =
ỹ(xσ)

xσ
=

n−1∑
k=1

pkω
k−n
σ ,

λ̂2 = ỹ′(x0) =
n−1∑
k=1

pk
k

n
(x0)

k−n
n =

n−1∑
k=1

pkω
k−n
σ ,

x0 =
(n
k

) n
k−n

ωnσ ,

λ̂1 = ỹ(x0)− λ̂2x0 =
n−1∑
k=1

pk
n− k
n

(x0)k/n =
n−1∑
k=1

pk
n− k
n

(n
k

) k
k−n

ωkσ.

Положим dµ̂(ω) = Aδ(ω−ω0)+Bδ(ω−σ), где ω0–решение уравнения

4 sin2 hω0

2
h2

=

(
k

n

) 1
n−k

ωσ,
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ω0 < σ, так как σ < σ̂. Коэффициенты A и B найдем из условий

(1.11):

σ∫
−σ

dµ̂(ω) = A =
δ2

2π
,

π/h∫
−π/h

tn(ω)dµ̂(ω) = A

∣∣eihω0 − 1
∣∣2n

h2n
+B

∣∣eihσ − 1
∣∣2n

h2n
=

A

(
k

n

) n
n−k

ωnσ +Bωnσ = 1,

B = ω−nσ −
δ2

2π

(
k

n

) n
n−k

.

Коэффициенты λ̂1 и λ̂2 снова удовлетворяют условиям (1.10), (1.11)

и (1.12), то есть dµ̂(ω)– решение задачи (1.9). В случае σ < σ̂ зна-

чение задачи (1.9) равно

λ̂1
δ2

2π
+ λ̂2 =

n−1∑
k=1

pk

(
n− k
n

(
k

n

) k
n−k
(
δ2

2π

)n−k
n

ωkσ + ωk−nσ

)
.

Задача (1.9) является расширением задачи (1.8). Очевидно, что

значение задачи (1.8) не меньше значения задачи (1.9). Покажем,

что значение задачи (1.8) равно значению задачи (1.9), то есть, что

значение задачи (1.8) не менее, чем
n−1∑
k=1

pk

(
δ2

2π

)n−k
n

, σ ≥ σ̂,

n−1∑
k=1

pkω
k
σ

(
δ2

2π

(
k

n

) k
n−k n− k

n
+ ω−nσ

)
, σ < σ̂.

(1.13)

Положим

ω0 =


2

h
arcsin

(
h

2

(
δ2

2π

)− 1
2n

)
, σ ≥ σ̂

2

h
arcsin

(
sin

hσ

2
·
(
k

n

) 1
2(n−k)

)
, σ < σ̂

.
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Пусть σ ≥ σ̂. Точка x0 =
2π

δ2
- точка касания прямой y = λ̂1 +

λ̂2x и функции ỹ =
n−1∑
k=1

pkx

k

n . В силу монотонности функции ỹ

выполняется двойное неравенство ωnσ ≥ ωnσ̂ > x0. Это означает, что

аргумент функции арксинус не превышает 1 при σ ≥ σ̂.

Рассмотрим последовательность функций xm(·), для которых

(Fxm)(ω) =


D, ω ∈ [ω0 − 1

m
;ω0],

0, ω /∈ [ω0 − 1
m

;ω0].

Положим D = δ
√
m. Тогда

σ∫
−σ

‖Fxm(ω)‖2
L2([−σ;σ]) dω =

ω0∫
ω0− 1

m

D2 dω =
D2

m
= δ2.

Кроме того,

1

2π

π/h∫
−π/h

tn(ω)‖Fxm(ω)‖2
L2([−π;π]) dω =

1

2π

ω0∫
ω0− 1

m

tn(ω)D2dω =

=
δ2m

2π

ω0∫
ω0− 1

m

(
4

h2
sin2 hω

2

)n
dω ≤

δ222n sin2n hω0

2
2πh2n

= 1.

Тем самым функции xm(·) допустимы в задаче (1.8). Следователь-

но, при D = δ
√
m значение этой задачи не менее величины

1

2π

n−1∑
k=1

pk

π/h∫
−π/h

tk(ω)‖Fxm(ω)‖2
L2([−π/h,π/h]) dω =

=
1

2π

n−1∑
k=1

pk

ω0∫
ω0− 1

m

tk(ω)D2dω =

=
δ2m

2π

n−1∑
k=1

pk

ω0∫
ω0− 1

m

4k

h2k
sin2k hω

2
dω ≥

n−1∑
k=1

pk
δ222k sin2k h(ω0− 1

m)
2

2πh2k
.
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Величина, стоящая в правой части этого неравенства при m → ∞

стремится к величине
n−1∑
k=1

pk

(
δ2

2π

)n−k
n

.

В случае σ < σ̂ очевидно, что ω0 < σ <
π

h
. Рассмотрим после-

довательность функций xm(·) такую, что

(Fxm)(ω) =



D1, ω ∈ [ω0 − 1
m

;ω0],

D2, ω ∈ [σ;σ + 1
m

],

0, ω /∈ [ω0 − 1
m

;ω0] ∪ [σ;σ + 1
m

].

Возьмем

D1 = δ
√
m, D2 =

2 sin
h(σ+ 1

m)
2

h

−n
√√√√m

(
2π − δ2ωσn

(
k

n

) n
n−k
)

.

Тогда

σ∫
−σ

‖Fxm(ω)‖2
L2([−σ;σ]) dω =

σ+ 1
m∫

σ

D2
1 dω =

D2
1

m
= δ2.

Аналогично,

1

2π

π/h∫
−π/h

tn(ω)‖Fxm(ω)‖2
L2([−π/h,π/h]) dω =

=
1

2π

 ω0∫
ω0− 1

m

tn(ω)D2
1dω +

σ+ 1
m∫

σ

tn(ω)D2
2dω

 ≤
≤ 1

2π

δ2

(
2

h
sin

hω0

2

)2n

+
D2

2

m

(
2

h
sin

h
(
σ + 1

m

)
2

)2n
 = 1.

Таким образом, функции xm(·) также допустимы в задаче (1.8).

Значит, при указанных выше значениях δ, D1 и D2 значение этой
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задачи не менее величины

1

2π

n−1∑
k=1

pk

π/h∫
−π/h

tk(ω)‖Fxm(ω)‖2
L2([−π/h,π/h]) dω =

=
1

2π

n−1∑
k=1

pk

 ω0∫
ω0− 1

m

tk(ω)D2
1dω +

σ+ 1
m∫

σ

tk(ω)D2
2dω

 ≥
≥ 1

2π

n−1∑
k=1

pk

δ2

(
2

h
sin

h
(
ω0 − 1

m

)
2

)2k

+

+

2 sin
h(σ+ 1

m)
2

h

−2n

·

(
2π − δ2ωσ

n

(
k

n

) n
n−k
)
ωkσ

 .
Величина, стоящая в правой части этого неравенства при m → ∞

стремится к величине (1.13).

Таким образом, мы доказали, что

E(Wn
2,h, F,∆, δ) ≥


(
n−1∑
k=1

pk

(
δ2

2π

)n−k
n
)1/2

, σ ≥ σ̂,(
n−1∑
k=1

pkω
k
σ

(
δ2

2π

(
k

n

) k
n−k n− k

n
+ ω−nσ

))1/2

, σ < σ̂.

Построим оптимальные методы. Оптимальные методы будем

искать среди методов вида ϕk(y) = Λky, где Λk : L2([−σ;σ]) →

l2,h(Z) - линейный непрерывный оператор, действие которого в об-

разах Фурье имеет вид:

F (Λky)(ω) =


(
eihω−1

)k
hk

αk(ω)y(ω), ω ∈ (−σ;σ)

0, ω /∈ (−σ;σ)

где функция αk(ω) ∈ L∞((−σ;σ)), αk(ω) = 0, ω /∈ (−σ;σ), 1 ≤ k ≤

n− 1.
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Для оценки погрешности таких методов рассмотрим экстре-

мальную задачу

n−1∑
k=1

pk‖∆k
hx− Λky‖2

l2,h(Z) → max, ‖Fx(ω)− y(ω)‖L2([−σ;σ]) ≤ δ,

x ∈ Wn
2,h, y ∈ L2([−σ;σ]).

Перепишем эту задачу в образах Фурье

1

2π

π/h∫
−π/h

n−1∑
k=1

pkt
k(ω)

∣∣∣∣Fx(ω)− αk(ω)y(ω)

∣∣∣∣2 dω → max,

σ∫
−σ

∣∣Fx(ω)− y(ω)
∣∣2dω ≤ δ2,

1

2π

π/h∫
−π/h

tn(ω)
∣∣Fx(ω)

∣∣2dω ≤ 1. (1.14)

Используя неравенство Коши-Буняковского, получаем

|Fx(ω)− αk(ω)y(ω)|2 =

= |Fx(ω)(1− αk(ω)) + αk(ω)(Fx(ω)− y(ω))|2 =

=

∣∣∣∣αk(ω)

√
λ̂1√

λ̂1

(
Fx(ω)− y(ω)

)
+

1− αk(ω)√
λ̂2tn(ω)

√
λ̂2tn(ω)Fx(ω)

∣∣∣∣2
≤ qk(ω)

(
λ̂1|Fx(ω)− y(ω)|2 + λ̂2t

n(ω)|Fx(ω)|2
)
,

где

qk(ω) =
|αk(ω)|2

λ̂1

+
|1− αk(ω)|2

λ̂2tn(ω)
.

Учитывая условия в задаче (1.14), имеем

1

2π

π/h∫
−π/h

n−1∑
k=1

pkt
k(ω)

∣∣∣∣Fx(ω)− αk(ω)y(ω)

∣∣∣∣2 dω ≤
≤ ‖Q(·)‖L∞((−σ;σ))(λ̂1δ

2 + λ̂2),
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где

Q(ω) =
n−1∑
k=1

pkt
k(ω)qk(ω).

Если ‖Q(·)‖L∞((−σ;σ)) ≤ 1, то значение задачи (1.14)

λ̂1δ
2 + λ̂2 =


n−1∑
k=1

pk

(
δ2

2π

)n−k
n

, σ ≥ σ̂,

n−1∑
k=1

pkω
k
σ

(
δ2

2π

(
k

n

) k
n−k n− k

n
+ ω−nσ

)
, σ < σ̂

,

не превосходит

λ̂1δ
2 + λ̂2 ≤ E2(Wn

2,h, F,∆, δ). (1.15)

Из неравенства (1.15) следует оценка сверху погрешности опти-

мального восстановления. Тем самым методы, в которых ak(·),

k = 1, . . . , n− 1, выбраны так, что ‖Q(·)‖L∞((−σ;σ)) ≤ 1, будут опти-

мальными.

Покажем, что условие ‖Q(·)‖L∞((−σ;σ)) ≤ 1 эквивалентно выра-

жению (1.5) в условии теоремы. Имеем

Q(ω) =
n−1∑
k=1

pkt
k(ω)qk(ω)

=
n−1∑
k=1

pkt
k(ω)

(
λ̂1 + λ̂2t

n(ω)

λ̂1λ̂2tn(ω)
·
∣∣∣∣αk(ω)− λ̂1

λ̂1 + λ̂2tn(ω)

∣∣∣∣2+
1

λ̂1 + λ̂2tn(ω)

)
.

Пусть

θk(ω) = αk(ω)(λ̂1 + λ̂2t
n(ω))− λ̂1.

Тогда условие ‖Q(·)‖L∞((−σ;σ)) ≤ 1 эквивалентно условию (1.5).

В силу неотрицательности функции

g(t) = −
n−1∑
k=1

pkt
k + λ1χ[−σ,σ] + λ2t

n, t ∈ [0, 4/h2]

правая часть неравенства (1.5) неотрицательна.

Верхняя и нижняя оценки погрешности совпадают, что доказы-

вает оптимальность метода.
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Пусть

Wn
2 (R) = {f(·) ∈ L2(R) : f (n−1) ∈ LAC(R), f (n)(·) ∈ L2(R)}

- соболевское пространство, где LAC(R) - множество функций, аб-

солютно непрерывных на каждом конечном отрезке. Рассмотрим

класс функций

Wn
2 (R) = {f(·) ∈ Wn

2 (R) : ‖f (n)(·)‖L2(R) ≤ 1, (Ff)(·) ∈ L2(R)},

где (Ff)(·) - преобразование Фурье функции f . Будем считать, что

дана функция y(·) ∈ L2([−σ;σ]) такая, что

‖(Ff)(·)− y(·)‖L2([−σ;σ]) ≤ δ,

где δ > 0− заданная величина погрешности.

Заметим, что, в пределе при h→ 0 k−ая разделенная разность

последовательности x ∈ Wn
2,h переходит в производную k−го по-

рядка функции f(·) ∈Wn
2 (R),

lim
h→0

t(ω) = ω2, lim
h→0

ωσ = σ2,

lim
h→0

σ̂ =

(
δ2

2π

)− 1
2n

(
n−1∑
k=1

pk
k

n

) 1
2(k−n)

.

Погрешность одновременного оптимального восстановления

производных всех порядков (D1f(·), D2f(·), . . . , Dn−1f(·)) функ-

ции f(·) ∈Wn
2 (R) равна

E(Wn
2 (R), F,D, δ) = lim

h→0
E(Wn

2,h, F,∆, δ) =
(

n−1∑
k=1

pk

(
δ2

2π

)n−k
n
)1/2

, σ ≥
(
δ2

2π

)− 1
2n
(

n−1∑
k=1

pk
k
n

) 1
2(k−n)

(
n−1∑
k=1

pkσ
2k

(
δ2

2π

(
k

n

) k
n−k n− k

n
+ σ−2n

))1/2

, σ <

(
δ2

2π

)− 1
2n
(

n−1∑
k=1

pk
k
n

) 1
2(k−n)

,

где D = (D1, D2, . . . , Dn−1).

43



Все методы ϕ̂k(y) =


(
F−1

(
αk(ω)y(ω)

))(k)
, ω ∈ (−σ;σ)

0, ω /∈ (−σ;σ)
,

где

αk(ω) =


λ̂1+θk(ω)

λ̂1+λ̂2ωn
, ω ∈ (−σ;σ)

0, ω /∈ (−σ;σ)
,

а θk(·) для почти всех ω ∈ (−σ;σ) удовлетворяют условию
n−1∑
k=1

pkω
2k|θk(ω)|2 ≤ λ̂1λ̂2ω

2n

(
λ̂1 + λ̂2ω

2n −
n−1∑
k=1

pkω
2k

)
,

в котором

λ̂1 =


n−1∑
k=1

pk

(
δ2

2π

)− k
n (

1− k
n

)
, σ ≥

(
δ2

2π

)− 1
2n
(
n−1∑
k=1

pk
k
n

) 1
2(k−n)

n−1∑
k=1

pkσ
2k

(
k

n

) k
n−k (

1− k
n

)
, σ <

(
δ2

2π

)− 1
2n
(
n−1∑
k=1

pk
k
n

) 1
2(k−n)

,

λ̂2 =


n−1∑
k=1

pk
k
n

(
δ2

2π

)n−k
n

, σ ≥
(
δ2

2π

)− 1
2n
(
n−1∑
k=1

pk
k
n

) 1
2(k−n)

n−1∑
k=1

pkσ
2(k−n), σ <

(
δ2

2π

)− 1
2n
(
n−1∑
k=1

pk
k
n

) 1
2(k−n)

,

являются оптимальными, и при pk =

1, k = r,

0, k 6= r
мы получаем ре-

зультат, аналогичный результату, полученному при восстановлении

производной функции порядка r в работе [13].

�

Замечание 1. Если преобразование Фурье последовательно-

сти с ограниченной n−ой разделенной разностью на отрезке [−σ;σ]

известно приближенно, то с увеличением полудлины отрезка σ по-

грешность оптимального восстановления уменьшается, но лишь до

определенного предела: при σ ≥ σ̂ эта погрешность постоянна, то

есть за пределами отрезка [−σ̂; σ̂] информация о преобразовании

Фурье последовательности из данного класса не нужна (см.рис.

1.4).
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E(Wn
2,h, F,∆, δ)

σ

√
n−1∑
k=1

pk

(
δ2

2π

)n−k
n

σ̂ π

h
рис. 1.4

Затем рассмотрим задачу одновременного оптимального вос-

становления операторов всех разностей (∆1
hx, ∆2

hx, . . . , ∆n−1
h x) по-

следовательности x ∈ Wn
2,h ([21]), при условии, что последова-

тельность x задана неточно, то есть известна последовательность

y ∈ l2,h(Z) такая, что

‖x− y‖l2,h(Z) ≤ δ, δ > 0.

В качестве методов восстановления снова рассмотрим всевоз-

можные отображения

ϕ(y) = (ϕ1(y), ϕ2(y), . . . , ϕn−1(y)),

ϕk(y) : l2,h(Z)→ l2,h(Z), 1 ≤ k ≤ n− 1.

Положим

∆ = (∆1, ∆2, . . . , ∆n−1).
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Погрешностью метода ϕ назовем величину

e(Wn
2,h,∆, δ, ϕ) = sup

x∈Wn
2,h, y∈l2,h(Z)

‖x−y‖l2,h(Z)≤δ

√√√√n−1∑
k=1

pk‖∆k
hx− ϕk(y)‖2

l2,h(Z),

где p = (p1, p2, . . . , pn−1), pk ≥ 0, 1 ≤ k ≤ n− 1, — весовые коэффи-

циенты.

Погрешностью оптимального восстановления назовем величину

E(Wn
2,h,∆, δ) = inf

ϕ:l2,h(Z)→(l2,h(Z))
n
e(Wn

2,h,∆, δ, ϕ).

Метод ϕ̂, на котором достигается нижняя грань, назовем оптималь-

ным методом.

Теорема 1.2. Пусть k, n ∈ N, 1 ≤ k ≤ n− 1 и δ > 0. Тогда

E(Wn
2,h,∆, δ) =


(
n−1∑
k=1

pkδ
2(n−k)
n

)1/2

, δ ≥
(
h

2

)n
,

δ

(
n−1∑
k=1

pk

(
2

h

)2k)1/2

, δ <

(
h

2

)n
.

При δ <

(
h

2

)n
метод ϕ̂(y) = ∆k

hy является оптимальным. При

δ ≥
(
h

2

)n
все методы ϕ̂k(y) = ∆k

hF
−1
(
ak(ω)Fy(ω)

)
, где

ak(ω) =
λ̂1 + θk(ω)

λ̂1 + λ̂2tn(ω)
, t(ω) =

4 sin2 ωh

2
h2

, (1.16)

а θk(·) для почти всех ω удовлетворяют условию

n−1∑
k=1

pkt
k(ω)|θk(ω)|2 ≤ λ̂1λ̂2t

n(ω)

(
λ̂1 + λ̂2t

n(ω)−
n−1∑
k=1

pkt
k(ω)

)
, (1.17)

в котором

λ̂1 =
n−1∑
k=1

pkδ
−2 k

n

(
1− k

n

)
, λ̂2 =

n−1∑
k=1

pk
k

n
δ2n−k

n ,

являются оптимальными.
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Доказательство.

Как и в теореме 1.1, сначала докажем, что

E(Wn
2,h,∆, δ) ≥ sup

x∈Wn
2,h

‖x‖l2,h(Z)≤δ

√√√√n−1∑
k=1

pk‖∆k
hx‖l2,h(Z). (1.18)

Для любой последовательности x ∈ Wn
2,h такой, что ‖x‖l2,h(Z) ≤

δ, и для любого метода ϕ имеем

(
2
n−1∑
k=1

pk‖∆k
hx‖2

l2,h(Z)

)1/2

=

=

(n−1∑
k=1

pk‖∆k
h(x)−∆k

h(−x) + ϕ(0)− ϕ(0)‖2
l2,h(Z)

)1/2

≤

≤
(n−1∑
k=1

pk‖∆k
h(x)−ϕ(0)‖2

l2,h(Z)

)1/2

+

(n−1∑
k=1

pk‖∆k
h(−x)−ϕ(0)‖2

l2,h(Z)

)1/2

≤

≤
(

2
n−1∑
k=1

sup
x∈Wn

2,h

‖x‖l2,h(Z)≤δ

pk‖∆k
hx‖2

l2,h(Z)

)1/2

≤
(

2e2(Wn
2,h, δ, ϕ)

)1/2

.

То есть, для любого метода ϕ

e(Wn
2,h,∆, δ, ϕ) ≥ sup

x∈Wn
2,h

‖x‖l2,h(Z)≤δ

√√√√n−1∑
k=1

pk‖∆k
hx‖2

l2,h(Z).

Отсюда следует неравенство (1.18).

Это означает, что квадрат погрешности оптимального восста-

новления не меньше значения экстремальной задачи

n−1∑
k=1

pk‖∆k
hx‖2

l2,h(Z) → max, ‖∆n
hx‖l2,h(Z) ≤ 1, ‖x‖l2,h(Z) ≤ δ. (1.19)

Как и при доказательстве предыдущей теоремы, перейдем к

преобразованию Фурье, применим теорему Планшереля. Задача
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(1.19) примет вид:

1

2π

n−1∑
k=1

pk

π/h∫
−π/h

tk(ω)
∣∣Fx(ω)

∣∣2 dω → max,

1

2π

π/h∫
−π/h

∣∣Fx(ω)
∣∣2 dω ≤ δ2,

1

2π

π/h∫
−π/h

tn(ω)
∣∣Fx(ω)

∣∣2 dω ≤ 1. (1.20)

Покажем, что значение задачи (1.20) не менее, чем
n−1∑
k=1

pkδ
2(n−k)
n , δ ≥

(h
2

)n
,

δ2
n−1∑
k=1

pk

(
2

h

)2k

, δ <

(
h

2

)n
.

(1.21)

Пусть

ω0 =


2

h
arcsin

(
h

2
δ−

1
n

)
, δ ≥

(
h

2

)n
π/h, δ <

(
h

2

)n .
Рассмотрим последовательность функций xm(·), для которых

(Fxm)(ω) =


D, ω ∈ [ω0 − 1

m
;ω0],

0, ω /∈ [ω0 − 1
m

;ω0].

Положим D = δ
√

2πm. Тогда

1

2π

ω0∫
ω0− 1

m

D2 dω =
D2

2πm
= δ2.

Кроме того,

1

2π

ω0∫
ω0− 1

m

tn(ω)D2dω =
δ2m

h2n

ω0∫
ω0− 1

m

(
4 sin2 hω

2

)n
dω ≤

δ222n sin2n hω0

2
h2n

≤ 1.
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Тем самым функции xm(·) допустимы в задаче (1.20). Следователь-

но, значение этой задачи не менее величины

1

2π

n−1∑
k=1

pk

ω0∫
ω0− 1

m

tk(ω)D2dω = δ2m
n−1∑
k=1

pk

ω0∫
ω0− 1

m

4k

h2k
sin2k hω

2
dω

≥
n−1∑
k=1

pk
δ222k sin2k h(ω0− 1

m)
2

h2k

Величина, стоящая в правой части этого неравенства при m → ∞

стремится к величине (1.21). Таким образом, доказано, что

E(Wn
2,h,∆, δ) ≥


(
n−1∑
k=1

pkδ
2(n−k)
n

)1/2

, δ ≥
(
h

2

)n
,

δ

(
n−1∑
k=1

pk

(
2

h

)2k)1/2

, δ <

(
h

2

)n
.

Займемся теперь построением оптимальных методов. Пусть δ ≥

(h/2)n. Будем искать оптимальные методы среди методов вида

ϕk(y) = Λky, где Λk : l2,h(Z) → l2,h(Z) - линейный непрерывный

оператор, действие которого в образах Фурье имеет вид:

F (Λky)(ω) =

(
eihω − 1

)k
hk

αk(ω)Fy(ω),

где αk(ω) ∈ L∞([−π/h; π/h]) - периодическая функция, 1 ≤ k ≤

n− 1.

Для оценки погрешности таких методов рассмотрим экстре-

мальную задачу

n−1∑
k=1

pk ‖ ∆k
hx− Λky ‖2

l2,h(Z)→ max, ‖x− y‖l2,h(Z) ≤ δ,

x ∈ Wn
2,h, y ∈ l2,h(Z).

49



Перепишем эту задачу в образах Фурье

1

2π

π/h∫
−π/h

n−1∑
k=1

pkt
k(ω)

∣∣∣∣Fx(ω)− αk(ω)Fy(ω)

∣∣∣∣2 dω → max,

1

2π

π/h∫
−π/h

∣∣Fx(ω)− Fy(ω)
∣∣2dω ≤ δ2,

1

2π

π/h∫
−π/h

tn(ω)
∣∣Fx(ω)

∣∣2dω ≤ 1.

(1.22)

Используя неравенство Коши-Буняковского, получаем

|Fx(ω)− αk(ω)Fy(ω)|2

= |Fx(ω)(1− αk(ω)) + αk(ω)(Fx(ω)− Fy(ω))|2

=

∣∣∣∣αk(ω)

√
λ̂1√

λ̂1

(
Fx(ω)− Fy(ω)

)
+

1− αk(ω)√
λ̂2tn(ω)

√
λ̂2tn(ω)Fx(ω)

∣∣∣∣2
≤ αk(ω)

(
λ̂1|Fx(ω)− Fy(ω)|2 + λ̂2t

n(ω)|Fx(ω)|2
)
,

где

qk(ω) =
|αk(ω)|2

λ̂1

+
|1− αk(ω)|2

λ̂2tn(ω)
.

Учитывая условия в задаче (1.22), имеем

1

2π

π/h∫
−π/h

n−1∑
k=1

pkt
k(ω)

∣∣∣∣Fx(ω)− αk(ω)Fy(ω)

∣∣∣∣2 dω
≤ ‖Q(·)‖L∞([−π/h,π/h])(λ̂1δ

2 + λ̂2),

где

Q(ω) =
n−1∑
k=1

pkt
k(ω)qk(ω).

Если ‖Q(·)‖L∞([−π/h,π/h]) ≤ 1, то значение задачи (1.22) не превосхо-

дит

λ̂1δ
2 + λ̂2 =

n−1∑
k=1

pkδ
2n−k

n ≤ E2(Wn
2,h,∆, δ). (1.23)
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Из неравенства (1.23) следует оценка сверху погрешности опти-

мального восстановления при δ ≥ (h/2)n:

E(Wn
2,h,∆, δ) ≤

√√√√n−1∑
k=1

pkδ
2n−k

n .

Тем самым методы, в которых αk(·), k = 1, . . . , n− 1, выбраны так,

что ‖Q(·)‖L∞([−π/h,π/h]) ≤ 1, будут оптимальными.

Покажем. что условие ‖Q(·)‖L∞([−π/h,π/h]) ≤ 1 эквивалентно вы-

ражению (1.16) в условии теоремы. Имеем

Q(ω) =
n−1∑
k=1

pkt
k(ω)qk(ω)

=
n−1∑
k=1

pkt
k(ω)

(
λ̂1 + λ̂2t

n(ω)

λ̂1λ̂2tn(ω)
·
∣∣∣∣αk(ω)− λ̂1

λ̂1 + λ̂2tn(ω)

∣∣∣∣2+
1

λ̂1 + λ̂2tn(ω)

)
.

Положим

θk(ω) = αk(ω)(λ̂1 + λ̂2t
n(ω))− λ̂1.

Тогда условие ‖Q(·)‖L∞([−π/h,π/h]) ≤ 1 эквивалентно условию (1.17).

Покажем, что выражение, стоящее в правой части неравен-

ства (1.17), неотрицательно. Рассмотрим функцию

g(t) = −
n−1∑
k=1

pkt
k + λ̂1 + λ̂2t

n, t ∈ [0, 4/h2],

и параметрически заданную кривую
x = tn,

y =
n−1∑
k=1

pkt
k.

Функция y(x) =
n−1∑
k=1

pkx
k/n возрастает и вогнута при x ∈ [0,+∞).

В силу вогнутости функции выполняется неравенство y ≤ ỹ, где

ỹ = kx + b - касательная к графику вогнутой функции y(x) в

некоторой точке x0 ≤ (2/h)2n. Если построить касательную в

точке x0 = δ−2, то значения коэффициентов касательной равны
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k = y′(x0) = λ̂2, b = ỹ(0) = λ̂1. Это означает, что g(t) ≥ 0. Так как

λ̂1 > 0, λ̂2 > 0, правая часть неравенства (1.17) неотрицательна.

При δ < (h/2)n рассмотрим метод ϕ̂(y) = ∆k
hy. Тогда

Fϕ̂(ω) =

(
eihω − 1

)k
hk

Fy(ω).

Оценим его погрешность. Переходя к образам Фурье, аналогично

(1.22) получаем следующую задачу

1

2π

π/h∫
−π/h

n−1∑
k=1

pkt
k(ω)

∣∣∣∣Fx(ω)− Fy(ω)

∣∣∣∣2 dω → max,

1

2π

π/h∫
−π/h

∣∣Fx(ω)− Fy(ω)
∣∣2dω ≤ δ2,

1

2π

π/h∫
−π/h

tn(ω)
∣∣Fx(ω)

∣∣2dω ≤ 1.

(1.24)

Учитывая условия в задаче (1.24), получаем

1

2π

π/h∫
−π/h

n−1∑
k=1

pkt
k(ω)

∣∣∣∣Fx(ω)− Fy(ω)

∣∣∣∣2 dω ≤ δ2

n−1∑
k=1

pkt
k(ω)

≤ δ2

n−1∑
k=1

pk

(
2

h

)2k

= E2(Wn
2,h,∆, δ).

Снова верхняя и нижняя оценки погрешности совпадают, что до-

казывает оптимальность метода.

�
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Глава 2

Восстановление оператора разделенной разности

последовательности по её преобразованию Фурье

в равномерной норме

В данной главе решается задача восстановления самой после-

довательности или ее k-ой разделенной разности, 1 ≤ k ≤ n − 1,

в среднеквадратичной норме по неточно заданному на интервале

преобразованию Фурье данной последовательности в равномерной

норме на классе последовательностей с ограниченной n-ой разде-

ленной разностью. Формулировка и доказательство теоремы изло-

жены автором в работе [23].

Рассмотрим класс последовательностей

Wn
2,h,∞(Z) = {x ∈ Wn

2,h : (Fx)(·) ∈ L∞([−π/h, π/h])}.

Пусть для каждой последовательности x ∈ Wn
2,h,∞(Z) прибли-

женно известно её преобразование Фурье на множестве (−σ;σ) ,

σ ≤ π/h, в метрике L∞(−σ;σ), то есть извеcтна некоторая функ-

ция y ∈ L∞(−σ;σ) такая, что

‖(Fx)(·)− y(·)‖L∞(−σ;σ) ≤ δ.

Задача состоит в оптимальном восстановлении либо самой по-

следовательности, либо оператора разделенной разности k− го по-

рядка последовательности x ∈ Wn
2,h,∞(Z).

Любое отображение

ϕ(y) : L∞(−σ;σ)→ l2,h(Z)
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объявляем методом восстановления и погрешностью этого метода

называем величину

e(Wn
2,h,∞(Z),∆k

h, δ, ϕ) =

sup
x∈Wn

2,h,∞(Z)

y∈L∞(−σ;σ)
‖(Fx)(·)−y(·)‖L∞(−σ;σ)≤δ

‖(∆k
hx)− ϕ(y(·))‖l2,h(Z).

Нас интересует величина

E(Wn
2,h,∞(Z),∆k

h, δ) = inf
ϕ:L∞(−σ;σ)→l2,h(Z)

e(Wn
2,h,∞(Z),∆k

h, δ, ϕ),

которая называется погрешностью оптимального восстановления и

метод ϕ, на котором достигается нижняя грань, называемый опти-

мальным методом восстановления.

Положим

t(ω) =

∣∣eihω − 1
∣∣2

h2
=

2 sin
hω

2
h


2

,

σ̂− решение уравнения
σ̂∫
−σ̂
tn(ω)dω =

2π

δ2
, σ0 = min(σ, σ̂).

Теорема 2.1. Погрешность оптимального восстановления

равна

E(Wn
2,h,∞(Z),∆k

h, δ) =


√

Ω, σ0 < π/h,√
δ2

2π

∫
|ω|≤π/h

tk(ω)dω, σ0 = π/h,

где

Ω =
δ2

2π

∫
|ω|<σ0

tk(ω)dω + ωk−nσ0

(
1− δ2

2π

∫
|ω|<σ0

tn(ω)dω

)
,

ωσ0 =

2 sin
hσ0

2
h


2

.
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При σ0 < π/h метод ϕ̂(y) такой, что

Fϕ̂(y) =

α(ω)y(ω), |ω| ≤ σ0

0, |ω| > σ0

,

где

α(ω) =

(
1−

(
t(ω)

ωσ0

)n−k)
·
(
eihω − 1

)k
hk

,

является оптимальным. При σ0 = π/h метод ϕ̂(y) такой, что

Fϕ̂(y) =

(
eihω − 1

)k
hk

y(ω),

является оптимальным.

Доказательство.

Сначала докажем неравенство

E(Wn
2,h,∞(Z),∆k

h, δ) ≥ sup
x∈Wn

2,h,∞(Z)

‖(Fx)(·)‖L∞(−σ;σ)≤δ

‖∆k
hx‖l2,h(Z). (2.25)

Для любой последовательности x ∈ Wn
2,h,∞(Z) такой, что выполне-

но неравенство ‖(Fx)(·)‖L∞(−σ;σ) ≤ δ, и для любого метода ϕ имеем

2‖∆k
hx‖l2,h(Z) =

‖∆k
h(x)−∆k

h(−x) + ϕ(0)− ϕ(0)‖l2,h(Z) ≤

‖∆k
h(x)− ϕ(0)‖l2,h(Z) + ‖∆k

h(−x)− ϕ(0)‖l2,h(Z) ≤

2e(Wn
2,h,∞(Z),∆k

h, δ, ϕ).

То есть, для любого метода ϕ

e(Wn
2,h,∞(Z),∆k

h, δ, ϕ) ≥ sup
x∈Wn

2,h,∞(Z)

‖(Fx)(·)‖L∞(−σ;σ)≤δ

‖∆k
hx‖l2,h(Z).

Отсюда следует неравенство (2.25).
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Перейдем к доказательству теоремы 2.1. Из доказанного нера-

венства следует, что погрешность оптимального восстановления не

меньше значения экстремальной задачи

‖∆k
hx‖l2,h(Z) → max, (2.26)

‖∆n
hx‖l2,h(Z) ≤ 1, ‖(Fx)(ω)‖L∞(−σ;σ) ≤ δ.

Перейдем к квадрату задачи (2.26) и запишем её в образах Фу-

рье. По теореме Планшереля имеем

‖∆m
h x‖2

l2,h(Z) =
1

2π
‖F (∆m

h x)(ω)‖2
L2([−π/h,π/h]),

‖∆m
h x‖2

l2,h(Z) =
1

2π

∫
|ω|≤π/h

∣∣eihω − 1
∣∣2m

h2m

∣∣Fx(ω)
∣∣2 dω.

Тем самым, приходим к следующей задаче:

1

2π

∫
|ω|≤π/h

∣∣eihω − 1
∣∣2k

h2k

∣∣(Fx)(ω)
∣∣2 dω → max, (2.27)

1

2π

∫
|ω|≤π/h

∣∣eihω − 1
∣∣2n

h2n

∣∣(Fx)(ω)
∣∣2 dω ≤ 1,

∣∣(Fx)(ω)
∣∣2 ≤ δ2

для почти всех ω ∈ (−σ;σ), x ∈ Wn
2,h,∞(Z).

Можно показать, что задача (2.27) не имеет решения, поэтому

для нахождения ее значения, аналогично тому, как это было сде-

лано при доказательстве теоремы 1.1, рассмотрим расширенный

вариант данной задчи, сделав замену

dµ(ω) =
1

2π

∣∣(Fx)(ω)
∣∣2dω > 0,

где мера dµ(·) абсолютно непрерывна относительно меры Лебега

на множестве (−σ;σ) и p(·)− её производная. Тогда задача (2.27)
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примет вид:

− 1

2π

∫
|ω|≤π/h

∣∣eihω − 1
∣∣2k

h2k
dµ→ min, (2.28)

1

2π

∫
|ω|≤π/h

∣∣eihω − 1
∣∣2n

h2n
dµ ≤ 1, p(ω) ≤ δ2

2π
.

Сопоставим этой задаче функцию Лагранжа:

L(dµ(·), λ1(ω), λ2) = −
∫

|ω|≤π/h

∣∣eiωh − 1
∣∣2k

h2k
dµ(ω)+

∫
|ω|<σ

λ1(ω)

(
p(ω)− δ2

2π

)
dω + λ2

 ∫
|ω|≤π/h

∣∣eiωh − 1
∣∣2n

h2n
dµ(ω)− 1

 =

∫
|ω|≤π/h

(
−tk(ω) + λ1(ω)χ(−σ,σ) + λ2t

n(ω)
)
dµ(ω)−

 ∫
|ω|<σ

λ1(ω)
δ2

2π
dω + λ2

 ,

где χ(−σ,σ) – характеристическая функция на интервале (−σ, σ).

Если найдутся неотрицатеьная ограниченная функция λ̂1(·) на

[−π/h, π/h], число λ̂2 ≥ 0 и допустимая в задаче (2.28) мера dµ̂(·) с

производной p̂(·) на интервале (−σ;σ) , для которых выполняется

неравенство

L(dµ(·), λ̂1(ω), λ̂2) ≥ L(dµ̂(·), λ̂1(ω), λ̂2) (2.29)

для всех функций мер dµ(·) ≥ 0, которые абсолютно непрерывны

на (−σ;σ), а также соотношения

∫
|ω|<σ

λ̂1(ω)

(
p̂(ω)− δ2

2π

)
dω = 0, (2.30)
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λ̂2

∫
|ω|≤π/h

tn(ω)dµ̂(ω) = 1, (2.31)

то dµ̂(·) - решение задачи (2.28). Убедимся в этом. Для любой до-

пустимой меры dµ(·) выполняется цепочка неравенств:

−
∫

|ω|≤π/h

tk(ω)dµ(ω) ≥

−
∫

|ω|≤π/h

tk(ω)dµ(ω) +

∫
|ω|<σ

λ̂1(ω)

(
p(ω)− δ2

2π

)
dω+

λ̂2

 ∫
|ω|≤π/h

tn(ω)dµ(ω)− 1

 =

L(dµ(·), λ̂1(ω), λ̂2) ≥ L(dµ̂(·), λ̂1(ω), λ̂2) = −
∫

|ω|≤π/h

tk(ω)µ̂(ω),

то есть dµ̂(·) - решение задачи (2.28).

Предъявим dµ̂(·), λ̂1 ≥ 0 и λ̂2 ≥ 0, удовлетворяющие условиям

(2.29) , (2.30) и (2.31). Пусть σ̂− решение уравнения
∫

|ω|< σ̂
tn(ω)dω =

2π

δ2
.

Рассмотрим случай σ ≥ σ̂. Меру dµ̂(·) определим так, чтобы ее

производная была равна

p̂(ω) =


δ2

2π
, ω ∈ (−σ̂; σ̂)

0, σ̂ ≤ |ω| ≤ π/h
.

Тогда функция Лагранжа принимает вид

L(dµ̂(·), λ̂1(ω), λ̂2) =

∫
|ω|≤π/h

(
−tk(ω) + λ̂1(ω)χ(−σ̂,σ̂) + λ̂2t

n(ω)
)
dµ̂(ω)−

 ∫
|ω|<σ

λ̂1(ω)
δ2

2π
dω + λ̂2

 .
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Рассмотрим первую подынтегральную функцию

g(ω) = −tk(ω) + λ̂1(ω)χ(−σ̂,σ̂) + λ̂2t
n(ω).

Положим

λ̂2 =

2 sin
hσ̂

2
h


2(k−n)

≥ 0,

λ̂1(ω) =

t
k(ω)− λ̂2t

n(ω), ω ∈ (−σ̂; σ̂)

0, σ̂ ≤ |ω| ≤ π/h
.

Функция ψ(ω) = tk−n(ω)− четная, неотрицательная, неубывающая

для всех ω (см.рис 2.1).

ψ(ω)

ω-

6

рис. 2.1
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В силу монотонного неубывания данной функции выполняется

неравенство

λ̂1(ω) = tk(ω)− λ̂2t
n(ω) = tk(ω)− tn(ω)

2 sin
hσ̂

2
h


2(k−n)

=

tn(ω)

tk−n(ω)−

2 sin
hσ̂

2
h


2(k−n)

 ≥ 0,

следовательно, g(ω) ≥ 0.

Поскольку множители λ̂1(·) и λ̂2 удовлетворяют условиям

(2.29), (2.30) и (2.31), мера dµ̂(·) допустима в задаче (2.28), зна-

чит, указанная мера – решение задачи (2.28). Значение задачи в

этом случае равно ∫
|ω|<σ

λ̂1(ω)
δ2

2π
dω + λ̂2 =

δ2

2π

∫
|ω|<σ

tk(ω)− tn(ω)

2 sin
hσ̂

2
h


2(k−n)

 dω +

2 sin
hσ̂

2
h


2(k−n)

= Ω

при σ0 = σ̂.

Пусть σ < σ̂, σ < π/h. Если задать dµ̂(·) и p̂(·), как в предыду-

щем случае, условие (2.31) не будет выполняться. Поэтому поло-

жим

p̂(ω) =


δ2

2π
, ω ∈ (−σ;σ)

0, σ ≤ |ω| ≤ π/h
,

dµ̂(ω) = p̂(ω)dω + Aδ(ω − σ) =


δ2

2π
dω, ω ∈ (−σ;σ)

Aδ(ω − σ)dω, σ ≤ |ω| ≤ π/h
,
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где δ(· − σ) – δ− функция в точке σ. Очевидно, что условие (2.30)

выполнено. Коэффициент A найдем из усдовия (2.31):∫
|ω|≤π/h

tn(ω)dµ̂(ω) =

∫
|ω|<σ

δ2

2π
tn(ω)dω +

∫
σ≤|ω|≤π/h

Aδ(ω − σ)tn(ω)dω =

δ2

2π

∫
|ω|<σ

tn(ω)dω + Aσ2n = 1,

A = σ−2n

1− δ2

2π

∫
|ω|<σ

tn(ω)dω

 .

Аналогично предыдущему случаю положим

λ̂2 =

2 sin
hσ

2
h


2(k−n)

≥ 0,

λ̂1(ω) =

t
k(ω)− λ̂2t

n(ω), ω ∈ (−σ;σ)

0, σ ≤ |ω| ≤ π/h
.

Проверим выполнение условия (2.29).

L(dµ(·), λ̂1(ω), λ̂2) ≥ L(dµ̂(·), λ̂1(ω), λ̂2)⇔∫
|ω|≤π/h

(
−tk(ω) + λ̂1(ω)χ(−σ̂,σ̂) + λ̂2t

n(ω)
)
d µ(ω) ≥

∫
|ω|≤π/h

(
−tk(ω) + λ̂1(ω)χ(−σ̂,σ̂) + λ̂2t

n(ω)
)
dµ̂(ω).

Рассмтрим левую часть неравенства:∫
|ω|≤π/h

(
−tk(ω) + λ̂1(ω)χ(−σ̂,σ̂) + λ̂2t

n(ω)
)
d µ(ω) =

∫
|ω|<σ

(
−tk(ω) + λ̂1(ω)χ(−σ̂,σ̂) + λ̂2t

n(ω)
)
d µ(ω)+

∫
σ≤|ω|≤π/h.

(
−tk(ω) + λ̂2t

n(ω)
)
d µ(ω).
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В силу выбора λ̂1(·) подынтегральная функция первого интегра-

ла равна 0. В силу монотонного убывания функции ψ(·) подынте-

гральная функция второго интеграла неотрицательна. Таким об-

разом, левая часть неравенства неотрицательна.

Рассмтрим правую часть неравенства:∫
|ω|≤π/h

(
−tk(ω) + λ̂1(ω)χ(−σ̂,σ̂) + λ̂2t

n(ω)
)
dµ̂(ω) =

∫
|ω|<σ

(
−tk(ω) + λ̂1(ω)χ(−σ̂,σ̂) + λ̂2t

n(ω)
) δ2

2π
d(ω)+

∫
σ≤|ω|≤π/h.

(
−ωkh + λ̂2t

n(ω)
)
dµ̂(ω) =

A

−
2 sin

hσ

2
h


2k

+ λ̂2

2 sin
hσ

2
h


2n
 = 0,

что означает выполнение условия (2.29).

Так же, как и в предыдущем случае, λ̂1(ω) ≥ 0, мера dµ̂(·) до-

пустима в задаче (2.28), условия (2.29), (2.30) и (2.31) выполнены,

следовательно, мера dµ̂(·) – решение задачи (2.28). Значение задачи

в случае σ < σ̂, σ < π/h равно∫
|ω|<σ

λ̂1(ω)
δ2

2π
dω + λ̂2 =

δ2

2π

∫
|ω|<σ

tk(ω)− tn(ω)

2 sin
hσ

2
h


2(k−n)

 dω +

2 sin
hσ

2
h


2(k−n)

= Ω

при σ0 = σ.

В случае σ = π/h < σ̂ положим

p̂(ω) =
δ2

2π
, dµ̂(ω) = p̂(ω)dω, ω ∈ [−π/h; π/h],

λ̂1(ω) = tk(ω), λ̂2 = 0.
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Очевидно, что условия (2.29), (2.30) и (2.31) выполнены, мера dµ̂(·)

допустима в задаче (2.28) и является ее решением . Значение задачи

в случае σ = π/h равно∫
|ω|<σ

λ̂1(ω)
δ2

2π
dω + λ̂2 =

δ2

2π

∫
|ω|≤π/h

tk(ω)dω.

Очевидно, что значение задачи (2.27) не меньше значения зада-

чи (2.28). Покажем, что значение задачи (2.27) равно значению за-

дачи (2.28).

Пусть σ ≥ σ̂. Покажем, что значение задачи (2.27) не мень-

ше,чем

δ2

2π

∫
|ω|< σ̂

tk(ω)dω.

Введем функцию p(ω) = 1
2π

∣∣(Fx)(ω)
∣∣2dω ≥ 0, тогда задача (2.27)

принимает вид ∫
|ω|≤π/h

tk(ω)p(ω)dω → max; (2.32)

∫
|ω|≤π/h

tn(ω)p(ω)dω ≤ 1, p(ω) ≤ δ2

2π
.

Положим p̂(ω) =


δ2

2π
, ω ∈ (−σ̂; σ̂),

0, σ̂ ≤ |ω| ≤ π/h.

Так как ∫
|ω|≤π/h

tn(ω)p̂(ω)dω =
δ2

2π

∫
|ω|< σ̂

tn(ω)dω = 1,

то функция p̂(ω) допустима в задаче (2.32). То есть, значение этой

задачи не меньше, чем∫
|ω|≤π/h

tk(ω)p̂(ω)dω =
δ2

2π

∫
|ω|< σ̂

tk(ω)dω.
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При σ ≥ σ̂ имеем, что

E2(Wn
2,h,∞(Z),∆k

h, δ) ≥
δ2

2π

∫
|ω|< σ̂

tk(ω)dω,

то есть получена оценка снизу при σ0 = σ̂.

Рассмотрим случай σ < σ̂, σ < π/h.

Положим

S(m) =

√√√√√√√πm

2 sin
h
(
σ + 1

m

)
2

h


−2n(

1− δ2

2π

∫
|ω|≤σ

tn(ω)dω

)
.

Пусть m достаточно большое натуральное число такое, что выпол-

няется неравенство σ + 1
m
< π

h
. Рассмотрим последовательность

функций xm, для которой

(Fxm)(ω) =


δ, ω ∈ (−σ;σ),

S(m), σ < |ω| < σ + 1
m
,

0, σ + 1
m
≤ |ω| < π/h.

Неравенство 1
2π

∣∣(Fxm)(ω)
∣∣2 ≤ δ2

2π
выполнено для всех |ω| < σ.

Далее, имеем

1

2π

∫
|ω|≤π/h

tn(ω)
∣∣(Fxm)(ω)

∣∣2 dω =

1

2π

(
2δ2

σ∫
0

tn(ω)dω + 2S2(m)

σ+ 1
m∫

σ

tn(ω)dω

)
≤

1

π

δ2

σ∫
0

tn(ω)dω + πm

2 sin
h
(
σ + 1

m

)
2

h


−2n

·

1− δ2

π

σ∫
0

tn(ω)dω

 · 1

m

2 sin
h
(
σ + 1

m

)
2

h


2n = 1.
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То есть, последовательность функций xm допустима в задаче (2.27).

Значение этой задачи не менее величины

1

2π

∫
|ω|≤π/h

tk(ω)
∣∣(Fxm)(ω)

∣∣2 dω =

1

2π

2δ2

σ∫
0

tk(ω)dω + 2S2(m)

σ+ 1
m∫

σ

tk(ω)dω

 ≥
1

π

δ2

σ∫
0

tk(ω)dω + πm

2 sin
h
(
σ + 1

m

)
2

h


−2n

·

1− δ2

π

σ∫
0

tn(ω)dω

 · 1

m

2 sin
h
(
σ + 1

m

)
2

h


2k
 .

При m→∞ величина, стоящая в правой части, стремится к

Ω =

δ2

π

σ∫
0

tk(ω)dω +

2 sin
hσ

2
h


2(k−n)

·

1− δ2

π

σ∫
0

tn(ω)dω


 .

Тем самым, мы показали, что при σ < σ̂, σ < π/h справедливо

неравенство E2(Wn
2,h,∞(Z),∆k

h, δ) ≥ Ω.

В случае σ =
π

h
< σ̂ положим (Fx)(ω) = δ, |ω| < π

h
. Тогда, по-

скольку выполнено равенство
δ2

2π

∫
|ω|< σ̂

tn(ω)dω = 1, σ̂ >
π

h
, функция

tn(ω) неотрицательная, то выполнено неравенство

1

2π

∫
|ω|≤π/h

tn(ω)
∣∣(Fxm)(ω)

∣∣2 dω =
δ2

2π

∫
|ω|≤π/h

tn(ω)dω < 1.

Это означает, что последовательность функций xm допустима в за-

даче (2.27) и значение задачи не менее величины

δ2

2π

∫
|ω|≤π/h

tk(ω) dω.
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Тем самым мы показали, что

E(Wn
2,h,∞(Z),∆k

h, δ) ≥


√

Ω, σ0 < π/h,√
δ2

2π

∫
|ω|≤π/h

tk(ω)dω, σ0 = π/h.

Пусть σ0 = min(σ, σ̂), σ0 < π/h. Покажем, что метод ϕ̂ :

L∞(−σ;σ)→ l2,h(Z), такой, что

Fϕ̂(y) =

α(ω)y(ω), |ω| < σ0,

0, |ω| ≥ σ0,

является оптимальным.

Для оценки оптимальной погрешности восстановления разде-

ленных разностей рассмотрим экстремальную задачу

‖∆k
hx− ϕ̂k(y)‖l2,h(Z) → max, ‖(Fx)(·)− y(·)‖L∞(−σ;σ) ≤ δ,

x ∈ Wn
2,h,∞(Z), y ∈ L∞(−σ;σ). (2.33)

В образах Фурье квадрат задачи принимает вид:

1

2π

( ∫
|ω|<σ0

∣∣∣∣(eihω − 1)k

hk
Fx(ω)− α(ω)y(ω)

∣∣∣∣2dω+

+

∫
σ0≤|ω|≤π/h

∣∣eihω − 1
∣∣2k

h2k

∣∣Fx(ω)
∣∣2dω)→ max, (2.34)

|Fx(ω)− y(ω)|2 ≤ δ2

для почти всех ω ∈ (−σ, σ),

1

2π

∫
|ω|≤π/h

∣∣eihω − 1
∣∣2n

h2n

∣∣Fx(ω)
∣∣2dω ≤ 1.
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Положим z(ω) = Fx(ω) − y(ω), |z(ω)| ≤ δ. Тогда максимизируемое

выражение можно представить в виде

D =
1

2π

( ∫
|ω|<σ0

∣∣∣∣((eihω − 1)k

hk
− α(ω)

)
· Fx(ω) + α(ω)z(ω)

∣∣∣∣2dω+

∫
σ0≤|ω|≤π/h

tk(ω)
∣∣Fx(ω)

∣∣2dω)→ max.

Оценим подынтегральное выражение из первого интеграла, приме-

нив неравенство Коши-Буняковского:

∣∣∣∣((eihω − 1)k

hk
− α(ω)

)
· Fx(ω) + α(ω)z(ω)

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣
(eihω − 1)k

hk
− α(ω)√

λ̂1(ω)
·
√
λ̂1(ω)Fx(ω) +

α(ω)√
λ̂2(ω)

·
√
λ̂2(ω)z(ω)

∣∣∣∣2 ≤
(∣∣(eihω − 1)k

hk
− α(ω)|2

λ̂1(ω)
+
|α(ω)|2

λ̂2(ω)

)
·
(
λ̂1(ω)|Fx(ω)|2 +λ̂2(ω)|z(ω)|2

)
,

где λ̂1(ω) > 0, λ̂2(ω) > 0 для почти всех ω < σ0.

Пусть

Q(ω) =
|(e

ihω − 1)k

hk
− α(ω)|2

λ̂1(ω)
+
|α(ω)|2

λ̂2(ω)
≤ 1. (2.35)

Тогда значение задачи не больше, чем

D ≤ 1

2π

∫
|ω|<σ0

λ̂1(ω)|Fx(ω)|2dω +
1

2π

∫
|ω|<σ0

λ̂2(ω)|z(ω)|2dω+

1

2π

∫
σ0≤|ω|≤π/h

tk(ω)
∣∣Fx(ω)

∣∣2dω.
Пусть

λ̂1(ω) =
tn(ω)

ωn−kσ0

, λ̂2(ω) = tk(ω)− λ̂1(ω).
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Тогда

D ≤ 1

2π

∫
|ω|<σ0

tn(ω)

ωn−kσ0

|Fx(ω)|2dω +
1

2π

∫
|ω|<σ0

tk(ω)|z(ω)|2dω−

1

2π

∫
|ω|<σ0

tn(ω)

ωn−kσ0

|z(ω)|2dω +
1

2π

∫
|ω|≥σ0

tk(ω)
∣∣Fx(ω)

∣∣2dω.
Учитывая, что функция ψ (ω) = tk−n(ω) неотрицательная, чет-

ная и убывающая при ω > 0, оценим последний интеграл:

1

2π

∫
σ0≤|ω|≤π/h

tk(ω)
∣∣Fx(ω)

∣∣2dω =

1

2π

∫
σ0≤|ω|≤π/h

tk−n(ω) · tn(ω)
∣∣Fx(ω)

∣∣2dω ≤
1

2π
ωk−nσ0

∫
σ0≤|ω|≤π/h

tn(ω)
∣∣Fx(ω)

∣∣2dω.
Тогда

D ≤ ωk−nσ0

(
1

2π

∫
|ω|≤π/h

tn(ω)
∣∣Fx(ω)

∣∣2dω−
1

2π

∫
|ω|≤π/h

tn(ω)|z(ω)|2dω
)

+
1

2π

∫
σ0≤|ω|≤π/h

tk(ω)|z(ω)|2dω.

Учитывая условия в задаче (2.34), получаем:

D ≤ ωk−nσ0

1− δ2

2π

∫
|ω|≤π/h

tn(ω)dω

+
δ2

2π

∫
|ω|<σ0

tk(ω)dω.

Так как верхняя и нижняя оценки погрешности совпадают, ме-

тод ϕ̂ - оптимальный.

Покажем, что условие (2.35) выполнимо. Пусть

α(ω) =
λ̂2(ω)

λ̂1(ω) + λ̂2(ω)
·
(
eihω − 1

)k
hk

.
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Тогда

Q(ω) =
|(e

ihω − 1)k

hk
− α(ω)|2

λ̂1(ω)
+
|α(ω)|2

λ̂2(ω)
=

tk(ω)

λ̂1(ω) + λ̂2(ω)
= 1

и условие выполняется.

Покажем, что при σ = π
h
< σ̂ метод ϕ̂ : L∞(−σ;σ) → l2,h(Z),

такой, что

Fϕ̂(y) =

(
eihω − 1

)k
hk

y(ω), |ω| < π

h

оптимален. В этом случае квадрат задачи (2.34) имеет вид

1

2π

∫
|ω|≤π/h

∣∣∣∣(eihω − 1)k

hk
Fx(ω)− (eihω − 1)k

hk
y(ω)

∣∣∣∣2dω → max, (2.36)

|Fx(ω)− y(ω)|2 ≤ δ2

для почти всех ω ∈ (−π/h, π/h),

1

2π

∫
|ω|≤π/h

∣∣eihω − 1
∣∣2n

h2n

∣∣Fx(ω)
∣∣2dω ≤ 1.

Учитывая ограничения в задаче (2.36), оценим первый интеграл:

1

2π

∫
|ω|≤π/h

∣∣∣∣(eihω − 1)k

hk
Fx(ω)− (eihω − 1)k

hk
y(ω)

∣∣∣∣2dω =

1

2π

∫
|ω|≤π/h

tk(ω)
∣∣Fx(ω)− y(ω)

∣∣2dω ≤ δ2

2π

∫
|ω|≤π/h

tk(ω)dω.

Верхняя и нижняя оценки снова совпали, метод оптимален. �

Пусть

Wn
2 (R) = {f(·) ∈ L2(R) : f (n−1) ∈ LAC(R), f (n)(·) ∈ L2(R)}

- соболевское пространство, где LAC(R) - множество функций, аб-

солютно непрерывных на каждом конечном отрезке. Рассмотрим
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класс функций

Wn
2,∞(R) = {f(·) ∈ Wn

2 (R) : ‖f (n)(·)‖L2(R) ≤ 1, (Ff)(·) ∈ L∞(R)},

где (Ff)(·) - преобразование Фурье функции f . Будем считать, что

дана функция y(·) ∈ L∞(−σ;σ) такая, что

‖(Ff)(·)− y(·)‖L∞(−σ;σ) ≤ δ,

где δ > 0− заданная величина погрешности.

Заметим, что, в пределе при h→ 0 k−ая разделенная разность

последовательности x ∈ Wn
2,h,∞(Z) переходит в производную k−го

порядка функции f(·) ∈Wn
2,∞(R),

lim
h→0

t(ω) = ω2,

lim
h→0

σ̂ =

(
π(2n+ 1)

δ2

) 1
2n+1

,

Погрешность оптимального восстановления функции f или ее

производной k− го порядка равна

E(Wn
2,∞(R),∆k

h, δ) = lim
h→0

E(Wn
2,h,∞(Z), Dk, δ) =

δ
√

σ̂2k+1

π(2k+1)
, σ ≥

(
π(2n+1)

δ2

) 1
2n+1

,

δ

√(
δ2σ(2k+1)

π(2k+1)
+ σ2(k−n)

(
1−

(
σ
σ̂

)(2n+1)))
, σ <

(
π(2n+1)

δ2

) 1
2n+1

.

Метод ϕ̂(y) такой, что

Fϕ̂(y) =


ω2k

(
1−

(
σ0
ω

)2(k−n)
)
y(ω), ω ∈ (−σ0;σ0)

0, ω /∈ (−σ0;σ0),

является оптимальным, и мы получаем результат, аналогичный ре-

зультату, полученному в работе [11].

70



Глава 3

Восстановление оператора разделенной разности

по неточно заданным разностям других порядков

В этой главе изучается задача восстановления оператора k-ой

разделенной разности последовательности в среднеквадратичной

норме по неточно заданным разделенным разностям k1, k2, . . . kn

порядков. В данной главе используются результаты, опубликован-

ные автором в работах [22, 25, 26]. Результат, полученный в дис-

сертации, в предельном случае переходит в результат, полученный

в работе [18]. Перед формулировкой теоремы, как и в предыдущих

главах, введем некоторые обозначения.

Как и ранее, l2,h(Z), h > 0, –пространство всех последователь-

ностей x = {xj}j∈Z с нормой

‖x‖l2,h(Z) =

(
h
∑
j∈Z

|xj|2
)1/2

<∞.

Пусть n ∈ N. Предположим, что для каждой последовательно-

сти x ∈ l2,h(Z) неточно известны разделенные разности k1, k2, . . . , kn

порядков (0 ≤ k1 < k2 < . . . < kn), то есть известны последователь-

ности y1, y2, . . . , yn такие, что

‖∆kj
h x− yj‖l2,h(Z) ≤ δj, j = 1, . . . , n.

Рассмотрим задачу оптимального восстановления оператора k-

той разделенной разности ∆k
hx (k ∈ Z+) последовательности

x ∈ l2,h(Z). В качестве метода восстановления рассмотрим всевоз-

можные отображения

ϕ : (l2,h(Z))n → l2,h(Z).
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Погрешностью этого метода называется величина

e(l2,h(Z), K, δ, ϕ) = sup
x∈l2,h(Z)

Y ∈(l2,h(Z))n

‖∆
kj
h x−yj‖l2,h(Z)≤δj , j=1,...,n

‖∆k
hx− ϕ(Y )‖l2,h(Z),

где K = (k1, k2, . . . , kn), δ = (δ1, δ2, . . . , δn), Y = (y1, y2, . . . , yn).

Погрешность оптимального восстановления будет значением

экстремальной задачи

E(l2,h(Z), K, δ) = inf
ϕ: (l2,h(Z))n→l2,h(Z)

e(l2,h(Z), K, δ, ϕ),

а метод ϕ̂, на котором достигается нижняя грань – оптимальный

метод.

Пусть k, k1, k2, . . . , kn ∈ Z+, 0 ≤ k1 < k2 < · · · ≤ kn, δ > 0.

Положим

M = co {(kj, ln 1/δj), 1 ≤ j ≤ n}+ {(t, t ln
h

2
) : t ≥ 0},

где coA обозначает выпуклую оболочку множества A. Пусть функ-

ция θ(·) на промежутке [0,+∞) задана равенством

θ(k) = max{x : (k, x) ∈M},

причем θ(k) = −∞, если (k, x) /∈ M, ∀x. На промежутке [k1,+∞)

функция θ(·) – вогнутая ломаная. Пусть ks1 , ks2 , . . . ksr – ее точки

излома (см. рисунок 3.1). Очевидно, что ks1 = k1, и ks1 , ks2 , . . . ksr –

подмножество точек k1, k2, . . . kn (см. рисунок 3.1).
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рис. 3.1

Пусть

t(ω) =

2 sin
hω

2
h


2

,

λ̂sjL =
ksj+1

− k
ksj+1

− ksj

(
δsj+1

δsj

)2
k−ksj

ksj+1−ksj
,

λ̂sjR =
k − ksj

ksj+1
− ksj

(
δsj
δsj+1

)2
ksj+1−k
ksj+1−ksj

.
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Теорема 3.1. Для любого k ≥ 0 погрешность оптимального

восстановления равна

E(l2,h(Z), K, δ) = e−θ(k). (3.37)

(1) Если k1 > 0, 0 ≤ k < k1, то любой метод является опти-

мальным;

(2) если k = ksj , 1 ≤ j ≤ r, то метод ϕ̂ такой, что

ϕ̂(Y ) = ysj ,

является оптимальным;

(3) если r ≥ 2, k ∈ (ksj , ksj+1
), 1 ≤ j ≤ r − 1, то любой метод

вида ϕ̂(Y ) = βsjL ∗ysj +βsjR ∗ysj+1
является оптимальным,

где βsjL , βsjR - последовательности, преобразование Фурье

которых удовлетворяет условиям:

∣∣∣∣(FβsjL)(ω)−
λ̂sjL

(
eihω − 1

h

)k−ksj
λ̂sjRt

ksj+1−ksj (ω) + λ̂sjL

∣∣∣∣ ≤√
λ̂sjLλ̂sjRt

k−ksj+1 (ω)

λ̂sjR + λ̂sjLt
ksj−ksj+1 (ω)

·
√
λ̂sjLt

ksj−k(ω) + λ̂sjRt
ksj+1−k(ω)− 1,

(FβsjR)(ω) =

(
eihω − 1

h

)k−ksj+1

−
(
eihω − 1

h

)ksj−ksj+1

αsjL(ω),

является оптимальным,

(4) если k > ksr , то метод ϕ̂ такой, что

ϕ̂(Y ) = ∆
k−ksr
h ysr ,

является оптимальным.

Доказательство.

Как и при доказательстве предыдущих теорем, начнем с оцен-

ки снизу величины погрешности оптимального восстановления
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E(l2,h(Z), K, δ). Точно такие же рассуждения показывают, что эта

величина не меньше значения экстремальной задачи

‖∆k
hx‖l2,h(Z) → max, (3.38)

‖∆kj
h x‖l2,h(Z) ≤ δj, j = 1, . . . , n.

В образах Фурье, согласно теореме Планшереля, квадрат значения

задачи (3.38) равен значению такой задачи:

1

2π

∫
|ω|≤π/h

tk(ω)
∣∣(Fx)(ω)

∣∣2 dω → max, (3.39)

1

2π

∫
|ω|≤π/h

tkj(ω)
∣∣(Fx)(ω)

∣∣2 dω ≤ δ2
j , j = 1, . . . , n.

Покажем, что значение задачи (3.39) не меньше, чем e−θ(k). Рас-

смотрим 3 случая :

(a) k ∈ [ksj , ksj+1
], 1 ≤ j ≤ r − 1,

(b) k ≥ ksr ,

(c) k < k1.

(a) Пусть k ∈ [ksj , ksj+1
]. Рассмотрим прямую p(k), проходящую

через точки (ksj , ln
1
δsj

) и (ksj+1
, ln 1

δsj+1
) :

p(k) = ln
1

δsj
·
k − ksj+1

ksj+1
− ksj

+ ln
1

δsj+1

·
k − ksj

ksj+1
− ksj

.

По построению ломаной θ(·) все точки (kj, ln
1
δj

), j = 1, . . . , n лежат

не выше ее графика, а так как эта ломаная вогнута, то ее график

лежит не выше прямой p(k).

Положим

ω0 =
2

h
arcsin

(
h

2

(
δsj+1

δsj

) 1
ksj+1−ksj

)
,

S(m) =
√

2πm δ

ksj+1
ksj+1−ksj
sj δ

−
ksj

ksj+1−ksj
sj+1 .
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Рассмотрим последовательность функций xm, для которой

(Fxm)(ω) =

S(m), ω ∈ [ω0 − 1
m

;ω0]

0, ω /∈ [ω0 − 1
m

;ω0].

Так как

1

2π

∫
|ω|≤π/h

tkj(ω)
∣∣(Fxm)(ω)

∣∣2 dω =
S2(m)

2π

ω0∫
ω0− 1

m

tkj(ω) dω ≤

S2(m)

2πm
·

2 sin
ω0h

2
h


2kj

= e−2 ln p(kj) ≤ e
−2 ln 1

δj = δ2
j , j = 1, . . . , n,

то последовательность функций xm допустима в задаче (3.39). Зна-

чение этой задачи не менее величины:

1

2π

∫
|ω|≤π/h

tk(ω)
∣∣(Fxm)(ω)

∣∣2 dω =
S2(m)

2π

ω0∫
ω0− 1

m

tk(ω) dω ≥

S2(m)

2πm
·

2 sin
(ω0− 1

m)h
2

h

2k

.

При m → ∞ величина, стоящая в правой части, стремится к

δ
2
ksj+1−k
ksj+1−ksj

sj δ
2

k−ksj
ksj+1−ksj

sj+1 . Мы получили, что значение задачи не менее

величины e−2p(k) = e−2θ(k).

(b) Рассмотрим случай k ≥ ksr , где ksr – последняя точка излома

функции θ(·). На участке [ksr ,+∞) графиком этой части функции

является наклонная p(k) = ln
1

δsr
+ (k− ksr) · ln

h

2
, это означает, что

для любых точек (kj, ln
1

δj
), j = 1, . . . , n верно неравенство ln

1

δj
≤

ln
1

δsr
+ (k − ksr) · ln

h

2
. Положим

ω0 =


2

h
arcsinh/2,

h

2
≤ 1

π

h
,

h

2
> 1
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и рассмотрим последовательность функций xm, для которой

(Fxm)(ω) =


δsr

(
2

h

)k−ksr √
2πm, ω ∈ [ω0 − 1

m
;ω0]

0, ω /∈ [ω0 − 1
m

;ω0].

Та как выполняются неравенства

1

2π

∫
|ω|≤π/h

tkj(ω)
∣∣(Fxm)(ω)

∣∣2 dω =

δ2
sr2πm

2π
·
(

2

h

)2(k−ksr )
ω0∫

ω0− 1
m

tkj(ω) dω ≤

δ2
srm

m

(
2

h

)2(k−ksr )
(

2 sin ω0h
2

h

)2kj

≤ δ2
sr

(
2

h

)2(k−ksr )

=

e
−2

ln 1
δsr

+(k−ksr )·ln
h

2


≤ e

−2 ln 1
δi = δ2

i , j = 1, . . . , n,

последовательность функций xm допустима в задаче (3.39). Значе-

ние этой задачи не менее величины:

1

2π

∫
|ω|≤π/h

tk(ω)
∣∣(Fxm)(ω)

∣∣2 dω =

δ2
sr2πm

2πh
·
(

2

h

)2(k−ksr )
ω0∫

ω0− 1
m

tk(ω) dω ≥

δ2
srm

m

(
2

h

)2(k−ksr )
(

2 sin
(ω0− 1

m
)h

2

h

)2k

.

При m→∞ величина, стоящая в правой части, стремится к

δ2
sr ·
(

2

h

)2(k−ksr )

= e
−2(ln 1

δsr
+(k−ksr ) ln h

2
)

= e−2p(t) = e−2θ(k).

(c) Пусть k < k1. Покажем, что в этом случае значение задачи

(3.39) равно +∞. Пусть x0 > 0. Очевидно, что существует пря-

мая x = ak + b, a > 0, a ≥ lnh/2, разделяющая точку (k,−x0) и
77



множество M :

−ak − x0 ≥ b ≥ −akj + ln
1

δj
, j = 1, . . . , n.

Пусть

ω0 =
2

h
arcsin

(
he−a

2

)
.

Рассмотрим последовательность функций xm, для которой

(Fxm)(ω) =

e
−b
√

2πm, ω ∈ [ω0 − 1
m

;ω0]

0, ω /∈ [ω0 − 1
m

;ω0].

Так как

1

2π

∫
|ω|≤π/h

tkj(ω)
∣∣(Fxm)(ω)

∣∣2 dω =

e−2b2πm

2π

ω0∫
ω0− 1

m

tkj(ω) dω ≤

e−2bm

m
·
(

2 sin (ω0h
2

)

h

)2kj

= e−2b · e−2akj ≤ e
−2 ln 1

δj = δ2
j , j = 1, . . . , n,

последовательность функций xm допустима в задаче (3.39). Значе-

ние этой задачи не менее величины:

1

2π

∫
|ω|≤π/h

tk(ω)
∣∣(Fxm)(ω)

∣∣2 dω =

e−2b2πm

2π

ω0∫
ω0− 1

m

tk(ω) dω ≥

e−2bm

m
·

2 sin
(ω0− 1

m)h
2

h

2k

.

При m → ∞ величина, стоящая в правой части, стремится к

e−2b−2ak ≥ e2x0 . В силу произвольности x0 значение задачи (3.39)

равно +∞.
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Тем самым, мы показали, что для всех k ≥ 0 погрешности оп-

тимального восстановления

E(l2,h(Z), K, δ) ≥ e−θ(k).

Займемся построением оптимальных методов. Также рассмот-

рим 3 случая.

(a) Пусть k ∈ [ksj , ksj+1
]. Оптимальные методы будем искать

среди методов вида ϕ̂(Y ) = ΛsjLysj + ΛsjRysj+1
, где ΛsjL ,ΛsjR :

(l2,h(Z))n → l2,h(Z) - линейные непрерывные операторы, действие

которых имеет вид:

ΛsjLysj = βsjL ∗ ysj , ΛsjRysj+1
= βsjR ∗ ysj+1

,

где β ∗ y - свертка последовательностей y и β ∈ l2,h(Z) .

Для оценки оптимальной погрешности рассмотрим экстремаль-

ную задачу

‖∆k
hx− ΛsjLysj − ΛsjRysj+1

‖l2,h(Z) → max, (3.40)

‖∆kj
h x− yj(·)‖l2,h(Z) ≤ δj, j = 1, . . . , n, x ∈ l2,h(Z), y ∈ l2,h(Z).

В образах Фурье задача принимает вид:

1

2π

∫
|ω|≤π/h

∣∣∣∣(eihω − 1)k

hk
Fx(ω)−

(
F
(
βsjL ∗ ysj

))
(ω)− (3.41)

(
F
(
βsjR ∗ ysj+1

))
(ω)
∣∣2 dω → max,

1

2π

∫
|ω|≤π/h

∣∣∣∣(eihω − 1)kj

hkj
Fx(ω)− (Fyj)(ω)

∣∣∣∣2dω ≤ δ2
j , j = 1, . . . , n.

Положим

zj(ω) =
(eihω − 1)kj

hkj
Fx(ω)− (Fyj)(ω), j = 1, . . . , n,

αsjL(ω) =
(
FβsjL

)
(ω), αsjR(ω) =

(
FβsjR

)
(ω).

79



Если ∆
ksj
h и ∆

ksj+1

h известны точно, то оптимальный метод дол-

жен давать точный результат:

∆k
hx = ΛsjL∆

ksj
h x+ ΛsjR∆

ksj+1

h x,

(eihω − 1)k

hk
(Fx)(ω) = (3.42)(

eihω − 1

h

)ksj
αsjL(ω)(Fx)(ω) +

(
eihω − 1

h

)ksj+1

αsjR(ω)(Fx)(ω),

тогда подынтегральную функцию максимизируемого выражения

можно представить в виде

(eihω − 1)k

hk
Fx(ω)− αsjL(ω)(Fysj)(ω)− αsjR(ω)(Fysj+1

)(ω) =

αsjL(ω)zsj(ω) + αsjR(ω)zsj+1
(ω),

и задача (3.41) принимает вид

1

2π

∫
|ω|≤π/h

∣∣∣∣αsjL(ω)zsj(ω) + αsjR(ω)zsj+1
(ω)

∣∣∣∣2dω → max, (3.43)

1

2π

∫
|ω|≤π/h

∣∣∣∣zj(ω)

∣∣∣∣2dω ≤ δ2
j , j = 1, . . . , n.

Оценим подынтегральное выражение из первого интеграла, приме-

нив неравенство Коши-Буняковского:∣∣∣∣αsjL(ω)zsj(ω) + αsjR(ω)zsj+1
(ω)

∣∣∣∣2 ≤( |αsjL(ω)|2

λ̂sjL
+
|αsjR(ω)|2

λ̂sjR

)
·
(
λ̂sjL|zsj(ω)|2 + λ̂sjR |zsj+1

(ω)|2
)
.

Пусть

Q(ω) =
|αsjL(ω)|2

λ̂sjL
+
|αsjR(ω)|2

λ̂sjR
.

80



Тогда, если выполняется условие ‖Q(·)‖L∞([−π/h,π/h]) ≤ 1, значение

задачи не больше, чем

D =
1

2π

∫
|ω|≤π/h

∣∣∣∣αsjL(ω)zsj(ω) + αsjR(ω)zsj+1
(ω)

∣∣∣∣2dω ≤
λ̂sjLδ

2
sj

+ λ̂sjRδ
2
sj+1

.

Подставим значения λ̂sjL ≥ 0, λ̂sjR ≥ 0. Тогда

D ≤ δ
2
ksj+1−k
ksj+1−ksj

sj δ
2

k−ksj
ksj+1−ksj

sj+1 = e−2θ(k) = E2(l2,h(Z), K, δ).

Покажем, что условие ‖Q(·)‖L∞([−π/h,π/h]) ≤ 1 выполнимо. Из

равенства (3.42) вытекает, что

(eihω − 1)k

hk
=

(
eihω − 1

h

)ksj
αsjL(ω) +

(
eihω − 1

h

)ksj+1

αsjR(ω),

αsjR(ω) =

(
eihω − 1

h

)k−ksj+1

−
(
eihω − 1

h

)ksj−ksj+1

αsjL(ω).

Тогда

Q(ω) =

∣∣αsjL(ω)
∣∣2

λ̂sjL
+

∣∣∣∣( eihω−1
h

)k−ksj+1 −
(
eihω−1

h

)ksj−ksj+1

αsjL(ω)

∣∣∣∣2
λ̂sjR

=

λ̂sjR + λ̂sjLt
ksj−ksj+1 (ω)

λ̂sjLλ̂sjR

∣∣∣∣αsjL(ω)−
λ̂sjL

(
eihω−1

h

)k−ksj
λ̂sjRt

ksj+1−ksj (ω) + λ̂sjL

∣∣∣∣2+

tk−ksj+1 (ω)

λ̂sjR + λ̂sjLt
ksj−ksj+1 (ω)

.

Очевидно,что для всех функций αsjL(ω), для которых выполня-

ется условие

∣∣∣∣αsjL(ω)−
λ̂sjL

(
eihω−1

h

)k−ksj
λ̂sjRt

ksj+1−ksj (ω) + λ̂sjL

∣∣∣∣ ≤√
λ̂sjLλ̂sjRt

k−ksj+1 (ω)

λ̂sjR + λ̂sjLt
ksj−ksj+1 (ω)

·
√
λ̂sjLt

ksj−k(ω) + λ̂sjRt
ksj+1−k(ω)− 1
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при указанных λ̂sjL , λ̂sjR ≥ 0 выполняется неравенство

‖Q(·)‖L∞([−π/h,π/h]) ≤ 1.

В частности, можно положить

αsjL(ω) =
λ̂sjL

(
eihω−1

h

)k−ksj
λ̂sjRt

ksj+1−ksj (ω) + λ̂sjL
.

Покажем, что подкоренное выражение неотрицательно. Рас-

смотрим функцию

ψ(ξ) = λ̂sjLξ
ksj−k + λ̂sjRξ

ksj+1−k − 1.

Так как

ψ′′(ξ) = (ksj − k)(ksj − k − 1)λ̂sjLξ
ksj−k−1 + λ̂sjRξ

ksj+1−k ≥ 0

при всех ξ > 0, функция ψ(ξ) выпукла и достигает наименьшего

значения в единственной точке ξ0 > 0, то есть ψ(ξ) ≥ ψ(ξ0) при всех

ξ > 0. При указанных выше значениях λ̂sjL и λ̂sjR ψ(ξ0) = 0, что

говорит о неотрицательности подкоренного выражения при всех

значениях ω.

(b) Пусть k ≥ ksr . Оптимальный метод будем искать в виде

ϕ̂(Y ) = ∆
k−ksr
h yksr . Для оценки оптимальной погрешности рассмот-

рим экстремальную задачу

‖∆k
hx−∆

k−ksr
h yksr‖l2,h(Z) → max, (3.44)

‖∆kj
h x− yj(·)‖l2,h(Z) ≤ δj, j = 1, . . . , n, x ∈ l2,h(Z), y ∈ l2,h(Z).

1

2π

∫
|ω|≤π/h

∣∣∣∣(eihω − 1

h

)k
Fx(ω)−

(
eihω − 1

h

)k−ksr
(Fysr)(ω)

∣∣∣∣2dω → max,

(3.45)

1

2π

∫
|ω|≤π/h

∣∣∣∣(eihω − 1

h

)kj
Fx(ω)− (Fyj)(ω)

∣∣∣∣2dω ≤ δ2
j , j = 1, . . . , n.
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Оценим максимизируемое выражение, учитывая условия задачи:

1

2π

∫
|ω|≤π/h

∣∣∣∣(eihω − 1

h

)k
Fx(ω)−

(
eihω − 1

h

)k−ksr
(Fysr)(ω)

∣∣∣∣2dω =

1

2π

∫
|ω|≤π/h

tk−ksr (ω)

∣∣∣∣(eihω − 1

h

)ksr
Fx(ω)− (Fysr)(ω)

∣∣∣∣2dω ≤
δ2
sr

(
2

h

)2(k−ksr )

= e−2θ(k) = E2(l2,h(Z), K, δ).

Так как верхняя и нижняя оценки погрешности совпадают, метод

ϕ̂ - оптимальный.

(c) Пусть k < k1. Поскольку в этом случае значение задачи

(3.39) равно +∞, любой метод оптимален.

Заметим, что, в пределе при h→ 0 k−ая разделенная разность

последовательности x ∈ l2,h(Z) переходит в производную k−го по-

рядка функции f(·) ∈ L2(R),

lim
h→0

eihω − 1

h
= iω, lim

h→0
t(ω) = ω2.

Предельный оптимальный метод совпадает с оптимальным мето-

дом, полученным для восстановления k-ой производной функции

по приближенно известным производным других порядков, полу-

ченным в работе [18]:

lim
h→0

αsjL = lim
h→0

λ̂sjL

(
eihω−1

h

)k−ksj
λ̂sjRt

ksj+1−ksj (ω) + λ̂sjL
=

λ̂sjL(iω)k−ksj

λ̂sjL + λ̂sjRω
2(ksj+1−ksj )

=

(iω)k
(ksj+1

− k)δ2
sj+1

(−iω)ksj

(ksj+1
− k)δ2

sj+1
ω2ksj + (k − ksj)δ2

sj
ω2ksj+1

,
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lim
h→0

αsjR = lim
h→0

(
eihω − 1

h

)k−ksj+1

−
(
eihω − 1

h

)ksj−ksj+1

αsjL(ω) =

(iω)k−k2 − (iω)ksj−k2 lim
h→0

αsjL =

(iω)k−k2 −
(iω)k+ksj−ksj+1 (ksj+1

− k)δ2
sj+1

(−iω)ksj

(ksj+1
− k)δ2

sj+1
ω2ksj + (k − ksj)δ2

sj
ω2ksj+1

=

(iω)k
(k − ksj)δ2

sj
(−iω)k2

(ksj+1
− k)δ2

sj+1
ω2ksj + (k − ksj)δ2

sj
ω2ksj+1

.

�
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Глава 4

Восстановление производной функции по

неточно заданным производным других

порядков и самой функции

В заключительной главе рассматривается задача одновремен-

ного восстановления производных функций k1-го и k2-го порядков

в среднеквадратичной норме по неточно заданным производным

n1-го и n2-го порядков и самой функции. Решение приводится при

некоторых условиях на погрешности, с которыми заданы производ-

ные и сама функция. Полностью задача решена для случая k1 = k,

n1 = 2k, k2 = 3k, n2 = 4k, k ∈ N. В данной главе используются

результаты, опубликованные автором в работах [24, 27].

Рассмотрим соболевское пространство функций

Wn
2 (R) = {x(·) ∈ L2(R) : x(n−1)(·) - локально абсолютно

непрерывна, x(n)(·) ∈ L2(R)}, n ∈ N.

Пусть n0 = 0, n1, n2, k1, k2 ∈ N, 0 < k1 < n1 < k2 < n2. Пред-

положим, что для каждой функции x(·) ∈ Wn2
2 (R) приближенно

известны её производные n1-го и n2-го порядков и сама функция,

то есть извеcтны функции y0(·), y1(·) и y2(·) ∈ L2(R) такие, что

‖x(nj)(·)− yj(·)‖L2(R) ≤ δj, j = 0, 1, 2.

Задача состоит в одновременном оптимальном восстановлении

производных k1-го и k2-го порядков функции x(·) ∈ Wn2
2 (R), 0 <

k1 < n1 < k2 < n2.
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В качестве методов восстановления рассмотрим всевозможные

отображения

ϕ : (L2(R))3 → (L2(R))2.

Погрешностью методов ϕ будем называть величину

e(Wn2
2 (R), K, δ, ϕ) =

sup
x(·)∈Wn2

2 (R), Y ∈(L2(R))3

‖x(nj)(·)−yj(·)‖L2(R)≤δj , j=0,1,2

√√√√ 2∑
j=1

pj‖x(kj)(·)− ϕj(Y )(·)‖2
L2(R),

где K = (k1, k2), δ = (δ0, δ1, δ2), Y = (y0(·), y1(·), y2(·)), ϕ =

(ϕ1(Y ), ϕ2(Y )). Здесь p = (p1, p2), p1, p2 ≥ 0 — весовые коэффициен-

ты, варьируя которые можно отдавать предпочтение более точному

восстановлению производной какого-либо порядка.

Погрешностью оптимального восстановления называется вели-

чина

E(Wn2
2 (R), K, δ) = inf

ϕ : (L2(R))3→(L2(R))2
e(Wn2

2 (R), K, δ, ϕ).

Методы ϕ̂, на которых достигается нижняя грань, будем называть

оптимальными методами.

Теорема 4.1. Если δ1 ≥ δ
n1
n2
2 δ

1−n1
n2

0 , погрешность оптимального

восстановления равна

E(Wn2
2 (R), K, δ) =

√
λ̂0δ2

0 + λ̂2δ2
2, (4.46)

где

λ̂0 = p1

(
δ2

δ0

)2k1/n2
(

1− k1

n2

)
+ p2

(
δ2

δ0

)2k2/n2
(

1− k2

n2

)
,

λ̂2 = p1
k1

n2

(
δ2

δ0

)2(k1/n2−1)

+ p2
k2

n2

(
δ2

δ0

)2(k2/n2−1)

.

Метод ϕ̂ = (ϕ̂1(Y ), ϕ̂2(Y )) такой, что его преобразование Фурье

Fϕ̂s(Y ) = (iξ)ks (1− αs(ξ))Fy0(ξ) + (iξ)ks−n2αs(ξ)Fy2(ξ), s = 1, 2,
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где

αs(ξ) =

λ̂2ξ
2n2 + θs(ξ)|ξ|n2

√
λ̂0λ̂2

(
λ̂0 + λ̂2ξ2n2 − p1ξ2k1 − p2ξ2k2

)
λ̂0 + λ̂2ξ2n2

,

а θs(·)− произвольные функции из L∞(R), удовлетворяющие усло-

вию

p1ξ
2k1θ2

1(ξ) + p2ξ
2k2θ2

2(ξ) ≤ 1,

является оптимальным.

Доказательство.

Сначала рассмотрим задачу оптимального восстановления произ-

водных k1-го и k2-го порядков в общем виде, без ограничений на

погрешности. Докажем, что имеет место неравенство

E(Wn2
2 (R), K, δ) ≥ sup

x(·)∈Wn2
2 (R),

‖x(nj)(·)‖L2(R)≤δj , j=0,1,2

√√√√ 2∑
j=1

pj‖x(kj)(·)‖2
L2(R).

(4.47)

Для любой функции x(·) ∈ Wn2
2 (R) такой, что выполнены усло-

вия ‖x(nj)(·)‖L2(R) ≤ δj, j = 0, 1, 2, и для любого метода ϕ имеем

2
(
p1‖x(k1)(·)‖2

L2(R) + p2‖x(k2)(·)‖2
L2(R)

)1/2
=(

p1‖x(k1)(·)− (−x)(k1)(·) + ϕ(0)− ϕ(0)‖2
L2(R)+

p2‖x(k2)(·)− (−x)(k2)(·) + ϕ(0)− ϕ(0)‖2
L2(R)

)1/2 ≤(
p1‖x(k1)(·)− ϕ(0)‖2

L2(R) + p2‖x(k2)(·)− ϕ(0)‖2
L2(R)

)1/2
+(

p1‖(−x)(k2)(·)− ϕ(0)‖2
L2(R) + p2‖(−x)(k2)(·)− ϕ(0)‖2

L2(R)

)1/2 ≤

2e(Wn2
2 (R), K, δ, ϕ).

То есть, для любого метода ϕ выполняется

e(Wn2
2 (R), K, δ, ϕ) ≥ sup

x(·)∈Wn2
2 (R),

‖x(nj)(·)‖L2(R)≤δj , j=0,1,2

√√√√ 2∑
j=1

pj‖x(kj)(·)‖2
L2(R).

87



Отсюда следует неравенство (4.47).

Это означает, что погрешность оптимального восстановления не

меньше значения экстремальной задачи

√
p1‖x(k1)(·)‖2

L2(R) + p2‖x(k2)(·)‖2
L2(R) → max,

‖x(nj)(·)‖L2(R) ≤ δj, j = 0, 1, 2. (4.48)

Перейдем к квадрату задачи (4.48), запишем её в образах Фу-

рье. Применив теорему Планшереля, приходим к следующей зада-

че:

1

2π

∫
R

(p1ξ
2k1 + p2ξ

2k2)|(Fx)(ξ)|2 dξ → max,

1

2π

∫
R

ξ2nj |(Fx)(ξ)|2 dξ ≤ δ2
j , j = 0, 1, 2. (4.49)

Как и при доказательстве предыдущих теорем, расширим эту

задачу, перейдя от функций к неотрицательным мерам

1

2π

∫
R

(p1ξ
2k1 + p2ξ

2k2) dµ(ξ)→ max,

1

2π

∫
R

ξ2nj dµ(ξ) ≤ δ2
j , j = 0, 1, 2, dµ(ξ) = |(Fx)(ξ)|2 dξ ≥ 0.

(4.50)

Функция Лагранжа для этой задачи имеет вид

L(dµ(·), λ) =
1

2π

∫
R

(−p1ξ
2k1 − p2ξ

2k2 + λ0 + λ1ξ
2n1 + λ2ξ

2n2) dµ(ξ),

где λ = (λ0, λ1, λ2).

По теореме Каруша-Куна-Таккера для нахождения решения

достаточно найти такие неотрицательные множители Лагранжа
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λ̂0, λ̂1, λ̂2 и допустимую в задаче (4.50) меру dµ̂(·) ≥ 0 , для ко-

торых выполняются условия:

min
dµ(·)>0

L(dµ(·), λ̂0, λ̂1, λ̂2) = L(dµ̂(·), λ̂0, λ̂1, λ̂2), (4.51)

λ̂j

 1

2π

∫
R

ξ2nj dµ(ξ)− δ2
j

 = 0, j = 0, 1, 2. (4.52)

Теперь докажем теорему 4.1. Пусть

δ1 ≥ δ
n1
n2
2 δ

1−n1
n2

0 . (4.53)

Положим λ1 = 0 и рассмотрим функцию y = y(x), заданную пара-

метрически y = p1ξ
2k1 + p2ξ

2k2 ,

x = ξ2n2 .

В предыдущих главах мы убедились, что это вогнутая функция

при x ∈ [0,+∞). Касательная к графику этой функции в точке

x0 = ξ2n2
0 будет иметь вид y = λ0 + λ2x, где

λ0 =

(
1− k1

n2

)
p1x

k1
n2
0 +

(
1− k2

n2

)
p2x

k2
n2
0 ,

λ2 =
k1

n2

p1x
k1
n2
−1

0 +
k2

n2

p2x
k2
n2
−1

0 .

Тем самым в силу вогнутости для всех ξ ∈ R будет выполнено

неравенство

−p1ξ
2k1 − p2ξ

2k2 + λ0 + λ1ξ
2n1 + λ2ξ

2n2 ≥ 0.

Следовательно, L(dµ(·), λ) ≥ 0 для любой неотрицательной меры

dµ(ξ). Положим dµ0(ξ) = 2πδ2
0δ(ξ − ξ0), где δ(·) — дельта-функция

в нуле, а

ξ0 =

(
δ2

δ0

)1/n2

.

Тогда
1

2π

∫
R

ξ2nj dµ0(ξ) = δ2
j , j = 0, 2,
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а

1

2π

∫
R

ξ2n1 dµ0(ξ) = δ2
0

(
δ2

δ0

)2n1/n2

= δ
2n1
n2

2 δ
2− 2n1

n2
0 ≤ δ2

1.

Таким образом, dµ0(·) — допустимая мера, выполнены условия

(4.52) и L(dµ0(·), λ) = 0. Отсюда вытекает, что dµ0(·) является ре-

шением экстремальной задачи (4.49).

Покажем, что решение задачи (4.50) не меньше величины λ̂0δ
2
0 +

λ̂2δ
2
2. Рассмотрим последовательность функций xm(·), для которой

(Fxm)(ξ) =

D(m), ξ ∈ [ξ0 − 1
m

; ξ0]

0, ξ /∈ [ξ0 − 1
m

; ξ0],

где ξ0 =

(
δ2

δ0

) 1
n2

, D(m) = δ0

√
2πm. Так как

1

2π

∫
R

∣∣(Fxm)(ξ)
∣∣2 dξ =

1

2π

ξ0∫
ξ0− 1

m

D2(m) dξ ≤

1

2πm
·D2(m) = δ2

0,

и, учитывая условие δ1 ≥ δ
n1
n2
2 δ

1−n1
n2

0 , выполняются соотношения

1

2π

∫
R

ξ2n1
∣∣(Fxm)(ξ)

∣∣2 dξ =
1

2π

ξ0∫
ξ0− 1

m

ξ2n1D2(m) dξ ≤

D2(m)

2πm
· ξ2n1

0 ≤ δ2
1,

1

2π

∫
R

ξ2n2
∣∣(Fxm)(ξ)

∣∣2 dξ ≤ D2(m)

2πm
· ξ2n2

0 = δ2
2,
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то последовательность функций xm(·) допустима в задаче (4.49).

Значение этой задачи не менее величины:

1

2π
p1

∫
R

ξ2k1
∣∣(Fxm)(ξ)

∣∣2 dξ +
1

2π
p2

∫
R

ξ2k2
∣∣(Fxm)(ξ)

∣∣2 dξ =

D2(m)

2π

ξ0∫
ξ0− 1

m

(
p1ξ

2k1 + p2ξ
2k2

)
dξ ≥

δ2
0

(
p1

(
ξ0 −

1

m

)2k1

+ p2

(
ξ0 −

1

m

)2k2)
.

При m→∞ величина, стоящая в правой части, стремится к вели-

чине

Q = δ2
0

(
p1

(
δ2

δ0

)2
k1
n2

+ p2

(
δ2

δ0

)2
k2
n2

)
= λ̂0δ

2
0 + λ̂2δ

2
2

при

λ̂0 = p1

(δ2

δ0

)2
k1
n2

(
1− k1

n2

)
+ p2

(δ2

δ0

)2
k2
n2

(
1− k2

n2

)
, (4.54)

λ̂2 = p1
k1

n2

(δ2

δ0

)2
k1−n2
n2 + p2

k2

n2

(δ2

δ0

)2
k2−n2
n2 .

То есть в случае δ1 ≥ δ
n1
n2
2 δ

1−n1
n2

0 погрешность оптимального восста-

новления

E(Wn2
2 (R), K, δ) ≥

√
λ̂0δ2

0 + λ̂2δ2
2.

Займемся построением оптимальных методов. Оптимальные

методы в общем случае будем искать среди методов ϕ̂(Y ) =

(ϕ̂1(Y ), ϕ̂2(Y )) вида ϕ̂s(Y (·)) = Λs
0y0(·) + Λs

1y1(·) + Λs
2y2(·), где Λs

j :

L2(R)→ L2(R), j = 0, 1, 2, s = 1, 2 - линейные непрерывные опера-

торы, действие которых в образах Фурье имеет вид:

F (Λs
jyj)(·) = αsj(·)(Fyj)(·), j = 0, 1, 2, s = 1, 2,

где αsj(·) ∈ L∞(R).
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Для оценки оптимальной погрешности для фиксированных

yj(·) ∈ L2(R), j = 0, 1, 2, s = 1, 2, рассмотрим экстремальную за-

дачу

2∑
s=1

(
ps‖x(ks)(·)−

2∑
j=0

Λs
jyj(·)‖2

L2(R)

)
→ max,

‖x(nj)(·)− yj(·)‖2
L2(R) ≤ δ2

j , j = 0, 1, 2, s = 1, 2.

Перепишем эту задачу в образах Фурье

1

2π

2∑
s=1

ps ∫
R

∣∣∣∣∣(iξ)ksFx(ξ)−
2∑
j=0

αsj(ξ)Fyj(ξ)

∣∣∣∣∣
2

dξ

→ max, (4.55)

1

2π

∫
R

∣∣(iξ)njFx(ξ)− Fyj(ξ)
∣∣2dξ ≤ δ2

j , j = 0, 1, 2.

Положим

zj(ξ) = (iξ)njFx(ξ)− Fyj(ξ), j = 0, 1, 2.

Задача (4.55) примет вид

1

2π

2∑
s=1

ps ∫
R

∣∣∣∣∣(iξ)ksFx(ξ)−
2∑
j=0

αsj(ξ)(iξ)
njFx(ξ)+

2∑
j=0

αsj(ξ)zj(ξ)

∣∣∣∣∣
2

dξ

→ max, (4.56)

1

2π

∫
R

∣∣zj(ξ)∣∣2dξ ≤ δ2
j , j = 0, 1, 2.

В случае δ1 ≥ δ
n1
n2
2 δ

1−n1
n2

0 положим

αs0(ξ) = (iξ)ks (1− αs(ξ)) , αs1(ξ) = 0, αs2(ξ) = (iξ)ks−n2αs(ξ), s = 1, 2.
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Задача (4.56) перепишется в виде

1

2π

2∑
s=1

ps ∫
R

∣∣(iξ)ks (1− αs(ξ)) z0(ξ)+

(iξ)ks−n2αs(ξ)z2(ξ)
∣∣2 dξ)→ max,

1

2π

∫
R

∣∣zj(ξ)∣∣2dξ ≤ δ2
j , j = 0, 1, 2.

Оценим подынтегральные функции с помощью неравенства Коши-

Буняковского:

∣∣(iξ)ks (1− αs(ξ)) z0(ξ) + (iξ)ks−n2αs(ξ)z2(ξ)
∣∣2 =

ξ2ks

∣∣∣∣∣∣1− αs(ξ)√
λ̂0

√
λ̂0 · z0(ξ) +

(iξ)−n2αs(ξ)√
λ̂2

√
λ̂2 · z2(ξ)

∣∣∣∣∣∣
2

≤

ξ2ks

(
|1− αs(ξ)|2

λ̂0

+
|αs(ξ)|2

λ̂2ξ2n2

)
·
(
λ̂0 |z0(ξ)|2 + λ̂2 |z2(ξ)|2

)
, s = 1, 2.

Тогда

1

2π

2∑
s=1

ps ∫
R

∣∣(iξ)ks (1− αs(ξ)) z0(ξ) + (iξ)ks−n2αs(ξ)z2(ξ)
∣∣2 dξ

 ≤
1

2π

2∑
s=1

ps ∫
R

ξ2ks

(
|1− αs(ξ)|2

λ̂0

+
|αs(ξ)|2

λ̂2ξ2n2

)(
λ̂0 |z0(ξ)|2 + λ̂2 |z2(ξ)|2

)
dξ

 .

Если выполняется условие

2∑
s=1

ξ2ksps

(
|1− αs(ξ)|2

λ̂0

+
|αs(ξ)|2

λ̂2ξ2n2

)
≤ 1, (4.57)

справедливо неравенство

1

2π

2∑
s=1

ps

∫
R

∣∣(iξ)ks (1− αs(ξ)) z0(ξ) + (iξ)ks−n2αs(ξ)z2(ξ)
∣∣2 dξ ≤

λ̂0δ
2
0 + λ̂2δ

2
2,
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то есть оценка сверху совпадает с оценкой снизу, что означает опти-

мальность метода. Покажем, что множество оптимальных методов

не пусто. Из условия (4.57) найдем ограничения на αs(ξ) и постро-

им явно какой-либо из методов.

2∑
s=1

ξ2ksps

(
|1− αs(ξ)|2

λ̂0

+
|αs(ξ)|2

λ̂2ξ2n2

)
=

λ̂0 + λ̂2ξ
2n2

λ̂0λ̂2

·
2∑
s=1

ξ2(ks−n2)ps

∣∣∣∣∣αs(ξ)− λ̂2ξ
2n2

λ̂0 + λ̂2ξ2n2

∣∣∣∣∣
2

+

2∑
s=1

psξ
2ks

λ̂0 + λ̂2ξ2n2

≤ 1

2∑
s=1

ξ2(ks−n2)ps

∣∣∣∣∣αs(ξ)− λ̂2ξ
2n2

λ̂0 + λ̂2ξ2n2

∣∣∣∣∣
2

≤

λ̂0λ̂2(
λ̂0 + λ̂2ξ2n2

)2 ·

(
λ̂0 + λ̂2ξ

2n2 −
2∑
s=1

psξ
2ks

)

Рассмотрим функцию

g(ξ) = −p1ξ
2k1 − p2ξ

2k2 + λ̂0 + λ̂2ξ
2n2 , ξ ≥ 0,

и параметрически заданную кривую (см. рис. 4.1):x = ξ2n2 ,

y = p1ξ
2k1 + p2ξ

2k2 .

Y

X

y(x0)

x0

y = p1x
k1
n2 + p2x

k2
n2

y = λ̂0 + λ̂2x

рис. 4.1
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Нетрудно видеть, что функция y(x) = p1x
k1/n2 +p2x

k2/n2 возрастает

и вогнута при x ∈ [0,+∞). В силу вогнутости функции выпол-

няется неравенство y ≤ ỹ, где ỹ = kx + b - касательная к гра-

фику вогнутой функции y(x) в некоторой точке x0 ≥ 0 Построим

касательную в точке x0 =

(
δ2

δ0

)2

. Значения коэффициентов ка-

сательной равны k = y′(x0) = λ̂2, b = ỹ(0) = λ̂0. График функции

y(x) = p1x
k1/n2 +p2x

k2/n2 расположен ниже прямой y ≤ ỹ = λ̂0 +λ̂2x.

Это означает, что g(ξ) ≥ 0, то есть

λ̂0 + λ̂2ξ
2n2 −

2∑
s=1

psξ
2ks ≥ 0.

Положим

αs(ξ) =

λ̂2ξ
2n2 + θs(ξ)|ξ|n2

√
λ̂0λ̂2

(
λ̂0 + λ̂2ξ2n2 − p1ξ2k1 − p2ξ2k2

)
λ̂0 + λ̂2ξ2n2

,

тогда условие (4.57) выполняется при всех θs(ξ) ∈ L∞(R), s = 1, 2,

удовлетворяющих условию

p1ξ
2k1θ2

1(ξ) + p2ξ
2k2θ2

2(ξ) ≤ 1,

в частности, при θ1(ξ) = θ2(ξ) = 0.

�

95



Положим

W =
√
p2

1δ
2
0 + 2p1p2δ2

1 + p2
2δ

2
2,

λ̂0 =


1

4

√
δ2

δ0

(
3p1 + p2

δ2

δ0

)
, δ1 ≥

√
δ0δ2,

p2
1δ1

2W
, δ1 ≤

√
δ0δ2

,

λ̂1 =


0, δ1 ≥

√
δ0δ2,

p2
2W

2 + 2p1p2δ
2
1

2δ1W
, δ1 ≤

√
δ0δ2

,

λ̂2 =


1

4

√
δ0

δ2

(
p1
δ0

δ2

+ 3p2

)
, δ1 ≥

√
δ0δ2,

p2
2δ1

2W
, δ1 ≤

√
δ0δ2

,

.

Теорема 4.2. Пусть k ∈ N, k1 = k, n1 = 2k, k2 = 3k, n2 = 4k.

Тогда

E(W4k
2 (R), K, δ) =


4
√
δ0δ2

√
p1δ0 + p2δ2, δ1 ≥

√
δ0δ2,

√
δ1W, δ1 ≤

√
δ0δ2.

Метод ϕ̂ = (ϕ̂1(Y ), ϕ̂2(Y )) такой, что его преобразование Фурье

Fϕ̂s(Y ) =
2∑
j=0

αsj(ξ)Fyj(ξ), s = 1, 2,
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где αsj(·)− любые функции из L∞(R), удовлетворяющие в случае

δ1 ≥
√
δ0δ2 условиям

αs0(ξ) = (iξ)(2s−1)k ·
λ̂0 − θs(ξ)ξ4k

√
λ̂0λ̂2

(
λ̂0 + λ̂2ξ8k − p1ξ2k − p2ξ6k

)
λ̂0 + λ̂2ξ8k

,

αs1(ξ) = 0,

αs2(ξ) = (iξ)(2s−5)k ·
λ̂2ξ

8k + θs(ξ)ξ
4k

√
λ̂0λ̂2

(
λ̂0 + λ̂2ξ8k − p1ξ2k − p2ξ6k

)
λ̂0 + λ̂2ξ8k

,

s = 1, 2,

а θs(·)− произвольные функции из L∞(R), удовлетворяющие усло-

вию

p1ξ
2kθ2

1(ξ) + p2ξ
6kθ2

2(ξ) ≤ 1,

в случае δ1 <
√
δ0δ2 условиям


∑2

j=0(iξ)2kjαsj(ξ) = (iξ)(2s−1)k, s = 1, 2,

p1

(∑2
j=0

|α1
j (ξ)|2

λ̂j

)
+ p2

(∑2
j=0

|α2
j (ξ)|2

λ̂j

)
≤ 1

,

является оптимальным .

Доказательство.

В случае δ1 ≥
√
δ0δ2 утверждение теоремы вытекает из теоре-

мы 4.1.

Пусть

δ1 <
√
δ0δ2. (4.58)
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Покажем, что в этом случае погрешность оптимального восстанов-

ления не меньше величины
√
δ1W. Пусть

∆0 =
δ2

0

δ2
1

, ∆2 =
δ2

2

δ2
1

, P =
p2

1

p2
2

,

ξ0 =

(
∆2 + P∆0 −

√
(∆2 + P∆0)2 − 4P

2

)1/k

=

(
p2

1δ
2
0 + p2

2δ
2
2 −

√
(p2

1δ
2
0 + p2

2δ
2
2)2 − 4p2

1p
2
2δ

4
1

2p2
2δ

2
1

) 1

4k
, (4.59)

ξ1 =

(
∆2 + P∆0 +

√
(∆2 + P∆0)2 − 4P

2

)1/k

=

(
p2

1δ
2
0 + p2

2δ
2
2 +

√
(p2

1δ
2
0 + p2

2δ
2
2)2 − 4p2

1p
2
2δ

4
1

2p2
2δ

2
1

) 1

4k
, (4.60)

D1(m) =

√
2πm

δ2
0ξ

4k
1 − δ2

1

ξ4k
1 − ξ4k

0

, D2(m) =

√
2πm

δ2
1 − δ2

0ξ
4k
0

ξ4k
1 − ξ4k

0

.

Подкоренное выражение в равенствах (4.59) и (4.60) положительно,

т.к. из (4.58) следует, что ∆0∆2 > 1, и, следовательно,

∆2 + P∆0 ≥ 2
√

∆2P∆0 ≥ 2
√
P .

Тем самым доказано, что ξ0 < ξ1.

Покажем, что
δ2

0ξ
4k
1 − δ2

1

ξ4k
1 − ξ4k

0

> 0.

Для этого достаточно доказать, что

δ2
0ξ

4k
1 − δ2

1 > 0

или ∆0ξ
4k
1 > 1. Это неравенство можно записать в виде

2P∆0

∆2 + P∆0 −
√

(∆2 + P∆0)2 − 4P
> 1.

Для доказательства этого неравенства достаточно показать, что√
(∆2 + P∆0)2 − 4P > ∆2 − P∆0.
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Если правая часть этого неравенства отрицательна, то оно очевид-

но выполнено, а если правая часть неотрицательна, то неравенство

выполнено в силу очевидного соотношения

(∆2 + P∆0)2 − 4P > (∆2 + P∆0)2 − 4P∆0∆2 = (∆2 − P∆0)2.

Осталось показать, что

δ2
1 − δ2

0ξ
4k
0

ξ4k
1 − ξ4k

0

= δ2
0 −

δ2
0ξ

4k
1 − δ2

1

ξ4k
1 − ξ4k

0

> 0.

Нетрудно убедиться, что для доказательства этого неравенства до-

статочно убедиться в справедливости неравенства ∆0ξ
4
0 < 1, кото-

рое можно записать в виде

2P∆0

∆2 + P∆0 +
√

(∆2 + P∆0)2 − 4P
< 1.

Доказательство этого неравенства сводится к доказательству нера-

венства √
(∆2 + P∆0)2 − 4P > P∆0 −∆2,

которое фактически уже было доказано.

Рассмотрим последовательность функций xm(·), для которой

(Fxm)(ξ) =


D1(m), ξ ∈ [ξ0 − 1

m
; ξ0]

D2(m), ξ ∈ [ξ1 − 1
m

; ξ1]

0, ξ /∈ [ξ0 − 1
m

; ξ0] ∪ [ξ1 − 1
m

; ξ1].

Поскольку

1

2π

∫
R

∣∣(Fxm)(ξ)
∣∣2 dξ =

1

2π

 ξ0∫
ξ0− 1

m

D2
1(m) dξ +

ξ1∫
ξ1− 1

m

D2
2(m) dξ

 ≤
D2

1(m) +D2
2(m)

2πm
= δ2

0,
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1

2π

∫
R

ξ4k
∣∣(Fxm)(ξ)

∣∣2 dξ =
1

2π

 ξ0∫
ξ0− 1

m

ξ4kD2
1(m) dξ +

ξ1∫
ξ1− 1

m

ξ4kD2
2(m)

 ≤
D2

1(m)ξ4k
0 +D2

2(m)ξ4k
1

2πm
=

2πm
(
δ2

0ξ
4k
0 ξ

4k
1 − δ2

1ξ
4k
0 + δ2

1ξ
4k
1 − δ2

0ξ
4k
0 ξ

4k
1

)
2πm

(
ξ4k

1 − ξ4k
0

) = δ2
1,

1

2π

∫
R

ξ8k
∣∣(Fxm)(ξ)

∣∣2 dξ =
1

2π

 ξ0∫
ξ0− 1

m

ξ8kD2
1(m) dξ +

ξ1∫
ξ1− 1

m

ξ8kD2
2(m)

 ≤
D2

1(m)ξ8k
0 +D2

2(m)ξ8k
1

2πm
=

2πm
(
δ2

0ξ
8k
0 ξ

4k
1 − δ2

1ξ
8k
0 + δ2

1ξ
8k
1 − δ2

0ξ
4k
0 ξ

8k
1

)
2πm

(
ξ4k

1 − ξ4k
0

) =

δ2
1

(
ξ4k

1 + ξ4k
0

)
− δ2

0

p2
1

p2
2

= δ2
2,

то последовательность функций xm(·) допустима в задаче (4.49).

Значение этой задачи не менее величины:

1

2π

p1

∫
R

ξ2k
∣∣(Fxm)(ξ)

∣∣2 dξ + p2

∫
R

ξ6k
∣∣(Fxm)(ξ)

∣∣2 dξ
 =

1

2π

D2
1(m)

ξ0∫
ξ0− 1

m

(
p1ξ

2k + p2ξ
6k

)
dξ +D2

2(m)

ξ1∫
ξ1− 1

m

(
p1ξ

2k + p2ξ
6k

)
dξ

 ≥
D2

1(m)
(
p1

(
ξ0 − 1

m

)2k
+ p2

(
ξ0 − 1

m

)6k
)

+D2
2(m)

(
p1

(
ξ1 − 1

m

)2k
+ p2

(
ξ1 − 1

m

)6k
)

2πm
.

При m→∞ данная дробь стремится к величине

Q =
W 2

p2

(
ξ2k

0 + ξ2k
1

) = δ1W = λ̂0δ
2
0 + λ̂1δ

2
1 + λ̂2δ

2
2

при указанных выше значениях ξ0, ξ1 и

λ̂0 =
p2

1δ1

2W
, λ̂1 =

p2
2W

2 + 2p1p2δ
2
1

2δ1W
, λ̂2 =

p2
2δ1

2W
.

То есть в случае δ1 <
√
δ0δ2 погрешность оптимального восстанов-

ления

E(Wn2
2 (R), K, δ) ≥

√
λ̂0δ2

0 + λ̂1δ2
1 + λ̂2δ2

2.
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Перейдем к построению оптимальных методов. При k1 = k, n1 = 2k,

k2 = 3k, n2 = 4k, k ∈ N задача (4.56) принимает вид

1

2π

2∑
s=1

ps ∫
R

∣∣∣∣∣(iξ)(2s−1)kFx(ξ)−
2∑
j=0

αsj(ξ)(iξ)
2kjFx(ξ)+

2∑
j=0

αsj(ξ)zj(ξ)

∣∣∣∣∣
2

dξ

→ max, (4.61)

1

2π

∫
R

∣∣zj(ξ)∣∣2dξ ≤ δ2
j , j = 0, 1, 2.

В случе δ1 <
√
δ0δ2, возьмем такие αsj(ξ), s = 1, 2, чтобы они удо-

влетворяли условию

2∑
j=0

(iξ)2kjαsj(ξ) = (iξ)(2s−1)k.

Задача (4.56) принимает вид

1

2π

2∑
s=1

ps ∫
R

∣∣∣∣∣
2∑
j=0

αsj(ξ)zj(ξ)

∣∣∣∣∣
2

dξ

→ max,

1

2π

∫
R

∣∣zj(ξ)∣∣2dξ ≤ δ2
j , j = 0, 1, 2.

Применим неравенство Коши-Буняковского для оценки подынте-

гральных функций:

∣∣∣∣∣
2∑
j=0

αsj(ξ)zj(ξ)

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣∣
2∑
j=0

αsj(ξ)√
λ̂j

√
λ̂j · zj(ξ)

∣∣∣∣∣∣
2

≤

(
2∑
j=0

∣∣αsj(ξ)∣∣2
λ̂j

)
·

(
2∑
j=0

λ̂j |zj(ξ)|2
)
, s = 1, 2.
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Значит,

1

2π

2∑
s=1

ps ∫
R

∣∣∣∣∣
2∑
j=0

αsj(ξ)zj(ξ)

∣∣∣∣∣
2

dξ

 ≤
1

2π

2∑
s=1

ps ∫
R

(
2∑
j=0

∣∣αsj(ξ)∣∣2
λ̂j

)
·

(
2∑
j=0

λ̂j |zj(ξ)|2
)
dξ

 .

При выполнении условия

2∑
s=1

ps

2∑
j=0

∣∣αsj(ξ)∣∣2
λ̂j

≤ 1, (4.62)

также выполняется неравенство

1

2π

2∑
s=1

ps ∫
R

∣∣∣∣∣
2∑
j=0

αsj(ξ)zj(ξ)

∣∣∣∣∣
2

dξ

 ≤ 2∑
j=0

λ̂jδ
2
j ,

то есть указанные методы оптимальны. Докажем, что множество

оптимальных методов также не пусто. Пусть

αsj(ξ) =
λ̂j (iξ)(2s−1)k (−iξ)2kj

2∑
j=0

λ̂jξ4kj

,

тогда условие
∑2

j=0(iξ)2kjαsj(ξ) = (iξ)(2s−1)k, s = 1, 2, выполняется.

Покажем, что условие (4.62) также выполняется.

2∑
s=1

ps

2∑
j=0

∣∣αsj(ξ)∣∣2
λ̂j

=
p1ξ

2k + p2ξ
6k

2∑
j=0

λ̂jξ4kj

.

Рассмотрим функцию

g1(ξ) = −p1ξ
2k − p2ξ

6k + λ̂0 + λ̂1ξ
4k + λ̂2ξ

8k =

p2
1δ1

2W
− p1ξ

2k +
p2

2W
2 + 2p1p2δ

2
1

2δ1W
ξ4k − p2ξ

6k +
p2

2δ1

2W
ξ8k =

p2
2δ1

2W

(
ξ4k

0 ξ
4k
1 − 2ξ2k

0 ξ
2k
1 ξ

2k +
(
ξ4k

0 + 4ξ2k
0 ξ

2k
1 + ξ4k

1

)
ξ4k−

−
(
ξ2k

0 + ξ2k
1

)
ξ6k + ξ8k

)
=
p2

2δ1

2W

(
ξ2k − ξ2k

0

)2 (
ξ2k − ξ2k

1

)2 ≥ 0,
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это означает что

p1ξ
2k + p2ξ

6k

2∑
j=0

λ̂jξ4kj

≤ 1,

условие (4.62) выполнено, множество оптимальных методов не пу-

сто.

�
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