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ОПТИМАЛЬНОЕ ВОССТАНОВЛЕНИЕ ОПЕРАТОРА
РАЗДЕЛЕННОЙ РАЗНОСТИ ПО НЕТОЧНО

ЗАДАННЫМ РАЗНОСТЯМ

Унучек С. А.1

В работе рассматривается задача оптимального восстановления разделен-
ной разности k−го порядка последовательности по ее неточно заданным раз-
деленным разностям. Построено семейство оптимальных методов восстанов-
ления.

1. Введение

Впервые задача оптимального восстановления линейного функ-
ционала по значениям других линейных функционалов была по-
ставлена С.А. Смоляком [1]. В основе этой постановки лежали идеи
А.Н. Колмогорова, связанные с n-поперечником [2] и квадратурными
формулами [3]. Задача об оптимальном восстановлении по неточно
заданной информации была поставлена в работе [4]. В данной работе
изучается задача восстановления оператора k-ой разделенной разно-
сти последовательности в среднеквадратичной норме по неточно за-
данным разделенным разностям k1, k2, . . . kn порядков. Аналогичная
задача оптимального восстановления решения уравнения теплопро-
водности по приближенным измерениям в другие моменты времени
рассматривалась в работе [5]. Задача оптимального восстановления
k-ой производной функции по приближенно известным производным
других порядков рассматривалась в работе [6]. Результат, получен-
ный в данной работе, в предельном случае переходит в результат,
полученный в работе [6].

Основные понятия

Рассмотрим пространство l2,h(Z), h > 0, всех последовательно-

стей x = {xj}j∈Z таких, что ∥x∥l2,h(Z) =

(
h
∑
j∈Z

|xj |2
)1/2

< ∞.
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Напомним определение оператора разделенных разностей:
∆1

hx = ∆hx =
{

xj+1−xj

h

}
j∈Z

, ∆k
hx = ∆h

(
∆k−1

h x
)
.

Образом Фурье последовательности x = {xj}j∈Z ∈ l2,h(Z) яв-
ляется функция (Fx)(ω) = h

∑
j∈Z

xje
−ijhω ∈ L2([−π/h, π/h]), об-

разами Фурье для операторов разделенных разностей - функции
(F∆hx)(ω) = h

∑
j∈Z

(
xj+1−xj

h )e−ijhω = eihω−1
h (Fx)(w),

(F∆k
hx)(ω) =

(eihω−1)k

hk (Fx)(ω).
Пусть n ∈ N. Предположим, что для каждой последовательно-

сти x ∈ l2,h(Z) неточно известны разделенные разности k1, k2, . . . , kn
порядков (0 ≤ k1 < k2 < . . . < kn), то есть известны последователь-
ности y1, y2, . . . , yn такие, что ∥∆kj

h x− yj∥l2,h(Z) ≤ δj , j = 1, . . . , n.
Рассмотрим задачу оптимального восстановления оператора k-

той разделенной разности ∆k
hx (0 ≤ k ≤ kn) последовательности

x ∈ l2,h(Z). В качестве методов восстановления рассмотрим всевоз-
можные отображения m : (l2,h(Z))n → l2,h(Z). Погрешностью метода
m называется величина

e(l2,h(Z),K, δ,m) = sup
x∈l2,h(Z)

Y ∈(l2,h(Z))n

∥∆
kj
h x−yj∥l2,h(Z)≤δj , j=1,...,n

∥∆k
hx−m(Y )∥l2,h(Z),

где K = (k1, k2, . . . , kn), δ = (δ1, δ2, . . . , δn), Y = (y1, y2, . . . , yn).
Погрешностью оптимального восстановления называется величи-

на

E(l2,h(Z),K, δ) = inf
m: (l2,h(Z))n→l2,h(Z)

e(l2,h(Z),K, δ,m).

Метод m̂, на котором достигается нижняя грань, будем называть
оптимальным методом.

Основные результаты

Пусть k, k1, k2, . . . , kn ∈ Z+, 0 ≤ k1 < k2 < · · · ≤ kn, 0 ≤ k ≤ kn и
δ > 0.

Положим M = co {(kj , ln 1/δj), 1 ≤ j ≤ n} + {(t, t ln h
2 ) : t ≥ 0},

где coA обозначает выпуклую оболочку множества A. Пусть функ-
ция θ(·) на промежутке [0,+∞) задана равенством θ(k) = max{x :
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(k, x) ∈ M}, причем θ(k) = −∞, если (k, x) /∈ M, ∀x. На промежутке
[k1,+∞) функция θ(·) – вогнутая ломаная. Пусть ks1 , ks2 , . . . ksr – ее
точки излома (см. рисунок). Очевидно, что ks1 = k1, и ks1 , ks2 , . . . ksr
– подмножество точек k1, k2, . . . kn.

6

-

k

θ

k1

ln
1

δ1

ks2

ln
1

δs2

ks3

ln
1

δs3

ksr

ln
1

δsr

Пусть g(ω) = eihω−1
h , wk

h = |eihω−1|2k
h2k ,

λ̂sjL =
ksj+1 − k

ksj+1 − ksj

(
δsj+1

δsj

)2
k−ksj

ksj+1
−ksj

,

λ̂sjR =
k − ksj

ksj+1 − ksj

(
δsj
δsj+1

)2
ksj+1

−k

ksj+1
−ksj

.

Теорема 1. Для любого k ≥ 0 погрешность оптимального восста-
новления равна E(l2,h(Z),K, δ) = e−θ(k).

1. Если 0 ≤ k < k1, то любой метод является оптимальным;
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2. если k = ksj , 1 ≤ j ≤ r, то метод m̂ такой, что m̂(Y ) = ysj ,
является оптимальным;

3. если r ≥ 2, k ∈ (ksj , ksj+1), 1 ≤ j ≤ r − 1, то любой метод
вида m̂(Y ) = ΛsjLysj + ΛsjRysj+1 , где ΛsjL ,ΛsjR : (l2,h(Z))n →
l2,h(Z) - линейные непрерывные операторы, действие которых
в образах Фурье имеет вид F (ΛsjLysj )(ω) = αsjL(ω)(Fysj )(ω),
F (ΛsjRysj+1)(ω) = αsjR(ω)(Fysj+1)(ω), αsjL(ω), αsjR(ω) ∈
L∞[−π/h;π/h] - периодические функции, удовлетворяющие
условиям ∣∣∣∣αsjL(ω)−

λ̂sjLg
k−ksj (ω)

λ̂sjRw
ksj+1

−ksj

h + λ̂sjL

∣∣∣∣ ≤√
λ̂sjL λ̂sjRw

k−ksj+1

h

λ̂sjR + λ̂sjLw
ksj

−ksj+1

h

·
√
λ̂sjLw

ksj
−k

h + λ̂sjRw
ksj+1

−k

h − 1,

αsjR(ω) = gk−ksj+1 (ω) − gksj
−ksj+1 (ω)αsjL(ω), является опти-

мальным,

4. если k > ksr , то метод m̂ такой, что m̂(Y ) = ∆
k−ksr

h ysr , является
оптимальным.

Доказательство.

Докажем,что имеет место неравенство

E(l2,h(Z),K, δ) ≥ sup
x∈l2,h(Z)

∥∆
kj
h ∥l2,h(Z)≤δj , j=1,...,n

∥∆k
hx∥l2,h(Z). (1)

Для любой последовательности x ∈ l2,h(Z) такой, что выполнено
неравенство ∥∆kj

h ∥l2,h(Z) ≤ δj , j = 1, . . . , n и для любого метода m
имеем

2∥∆k
hx∥l2,h(Z) = ∥∆k

h(x)−∆k
h(−x) +m(0)−m(0)∥l2,h(Z) ≤

∥∆k
h(x)−m(0)∥l2,h(Z) + ∥∆k

h(−x)−m(0)∥l2,h(Z) ≤
2e(l2,h(Z),K, δ,m).
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То есть, для любого метода m

e(l2,h(Z),K, δ,m) ≥ sup
x∈l2,h(Z)

∥∆
kj
h ∥l2,h(Z)≤δj , j=1,...,n

∥∆k
hx∥l2,h(Z).

Отсюда следует неравенство (1).
То есть, погрешность оптимального восстановления не меньше

значения экстремальной задачи

∥∆k
hx∥l2,h(Z) → max, ∥∆kj

h x∥l2,h(Z) ≤ δj , j = 1, . . . , n. (2)

Перейдем к квадрату задачи (2) и запишем ее в образах Фурье:

1

2π
∥(F∆k

hx)(·)∥2L2([−π/h,π/h]) → max, (3)

1

2π
∥(F∆

kj

h x)(·)∥2L2([−π/h,π/h]) ≤ δj , j = 1, . . . , n.

По теореме Планшереля имеем:

∥∆m
h x∥2l2,h(Z) =

1

2π
∥F (∆m

h x)(ω)∥2L2([−π/h,π/h]),

∥∆m
h x∥2l2,h(Z) =

1

2π

π/h∫
−π/h

∣∣eihω − 1
∣∣2m

h2m

∣∣Fx(ω)
∣∣2 dω.

Потому задача (3) принимает вид:

1

2π

∫
|ω|≤π/h

wk
h

∣∣(Fx)(ω)
∣∣2 dω → max, (4)

1

2π

∫
|ω|≤π/h

w
kj

h

∣∣(Fx)(ω)
∣∣2 dω ≤ δ2j , j = 1, . . . , n.

Покажем, что значение задачи (4) не меньше, чем e−θ(k). Рассмотрим
3 случая :

(a) k ∈ [ksj , ksj+1 ], 1 ≤ j ≤ r − 1,
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(b) k ≥ ksr ,

(c) k < k1.

(a) Пусть k ∈ [ksj , ksj+1 ]. Рассмотрим прямую p(k), проходя-
щую через точки(ksj , ln

1
δsj

) и (ksj+1 , ln
1

δsj+1
) : p(k) = ln 1

δsj
·

k−ksj+1

ksj+1
−ksj

+ ln 1
δsj+1

· k−ksj

ksj+1
−ksj

. По построению ломаной θ(·) все точ-

ки (kj , ln
1
δj
), j = 1, . . . , n лежат не выше ее графика, а так как эта

ломаная вогнута, то ее график лежит не выше прямой p(k).
Положим

ω0 =
2

h
arcsin

(
h

2

(
δsj+1

δsj

) 1
ksj+1

−ksj

)
,

S(m) =
√
2πmδ

ksj+1
ksj+1

−ksj
sj δ

−
ksj

ksj+1
−ksj

sj+1 .

Рассмотрим последовательность функций xm, для которой

(Fxm)(ω) =

{
S(m), ω ∈ [ω0 − 1

m ;ω0]

0, ω /∈ [ω0 − 1
m ;ω0].

Так как

1

2π

∫
|ω|≤π/h

ω
kj

h

∣∣(Fxm)(ω)
∣∣2 dω =

S2(m)

2π

ω0∫
ω0− 1

m

ω
kj

h dω ≤

S2(m)

2πm
·
(
2 sin (hω0

2 )

h

)2kj

= e−2 ln p(kj) ≤ e
−2 ln 1

δj = δ2j , j = 1, . . . , n,

то последовательность функций xm допустима в задаче (4). Значение
этой задачи не менее величины:

1

2π

∫
|ω|≤π/h

ωk
h

∣∣(Fxm)(ω)
∣∣2 dω =

S2(m)

2π

ω0∫
ω0− 1

m

ωk
h dω ≥

S2(m)

2πm
·
(
2 sin (h

ω0− 1
m

2 )

h

)2k

.
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При m → ∞ величина, стоящая в правой части, стремится к

δ
2

ksj+1
−k

ksj+1
−ksj

sj δ
2

k−ksj
ksj+1

−ksj
sj+1 . Мы получили, что значение задачи не менее

величины e−2p(k) = e−2θ(k).
(b) Рассмотрим случай k ≥ ksr , где ksr – последняя точка излома

функции θ(·). На участке [ksr ,+∞) графиком этой части функции

является наклонная p(k) = ln
1

δsr
+ (k − ksr ) · ln

h

2
, это означает, что

для любых точек (kj , ln
1

δj
), j = 1, . . . , n верно неравенство ln

1

δj
≤

ln
1

δsr
+ (k − ksr ) · ln

h

2
. Аналогично предыдущему случаю, положим

ω0 =

 2
h arcsinh/2,

h

2
≤ 1

π
h ,

h
2 > 1

и рассмотрим допустимую в задаче (4)

последовательность функций xm:

(Fxm)(ω) =

δsr

(
2

h

)k−ksr √
2πm
h , ω ∈ [ω0 − 1

m ;ω0]

0, ω /∈ [ω0 − 1
m ;ω0].

Значение этой задачи не менее величины e−2θ(k).
(c) Пусть k < k1. Покажем, что в этом случае значение задачи

(4) равно +∞. Пусть x0 > 0. Очевидно, что существует прямая x =
ak+b, a > 0, a ≥ lnh/2, разделяющая точку (k,−x0) и множество M :

−ak − x0 ≥ b ≥ −akj + ln 1
δj
, j = 1, . . . , n. Пусть ω0 = 2

h arcsin (he
−a

2 ).

Рассмотрим последовательность функций xm, для которой

(Fxm)(ω) =

{
e−b

√
2πm, ω ∈ [ω0 − 1

m ;ω0]

0, ω /∈ [ω0 − 1
m ;ω0].

Так как

1

2π

∫
|ω|≤π/h

ω
kj

h

∣∣(Fxm)(ω)
∣∣2 dω =

e−2b2πm

2πh

ω0∫
ω0− 1

m

ω
kj

h dω ≤

e−2bm

m
·
(
2 sin (hω0

2 )

h

)2kj

= e−2b · e−2akj ≤ e
−2 ln 1

δj = δ2j , j = 1, . . . , n,
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последовательность функций xm допустима в задаче (4). Значение
этой задачи не менее величины:

1

2π

∫
|ω|≤π/h

ωk
h

∣∣(Fxm)(ω)
∣∣2 dω =

e−2b2πm

2πh

ω0∫
ω0− 1

m

ωk
h dω ≥

e−2bm

m
·
(
2 sin (h

ω0− 1
m

2 )

h

)2k

.

При m → ∞ величина, стоящая в правой части, стремится к
e−2b−2ak ≥ e2x0 . В силу произвольности x0 значение задачи (4) равно
+∞.

Тем самым, мы показали, что для всех k ≥ 0 погрешности опти-
мального восстановления E(l2,h(Z),K, δ) ≥ e−θ(k).

Займемся построением оптимальных методов. Также рассмотрим
3 случая.

(a) Пусть k ∈ [ksj , ksj+1 ]. Оптимальные методы будем искать
среди методов вида m̂(Y ) = ΛsjLysj + ΛsjRysj+1 , где ΛsjL ,ΛsjR :
(l2,h(Z))n → l2,h(Z) - линейные непрерывные операторы, действие ко-
торых в образах Фурье имеет вид F (ΛsjLysj )(ω) = asjL(ω)(Fysj )(ω),
F (ΛsjRysj+1)(ω) = asjR(ω)(Fysj+1)(ω), где asjL(ω), asjR(ω) ∈
L∞[−π/h;π/h] - периодические функции.

Для оценки оптимальной погрешности рассмотрим экстремаль-
ную задачу ∥∆k

hx− ΛsjLysj − ΛsjRysj+1∥l2,h(Z) → max,

∥∆kj

h x− yj(·)∥l2,h(Z) ≤ δj , j = 1, . . . , n, x ∈ l2,h(Z), yj ∈ l2,h(Z).
В образах Фурье задача принимает вид:

1

2π

∫
|ω|≤π/h

∣∣∣∣ (eihω − 1)k

hk
Fx(ω)− αsjL(ω)(Fysj )(ω)−

αsjR(ω)(Fysj+1)(ω)

∣∣∣∣2dω → max, (5)

1

2π

∫
|ω|≤π/h

∣∣∣∣ (eihω − 1)kj

hkj
Fx(ω)− (Fyj)(ω)

∣∣∣∣2dω ≤ δ2j , j = 1, . . . , n.

Положим zj(ω) = gkj (ω)Fx(ω)− (Fyj)(ω), j = 1, . . . , n.



ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 9

Если ∆
ksj

h и ∆
ksj+1

h известны точно, то оптимальный метод дол-

жен давать точный результат: ∆k
hx = ΛsjL∆

ksj

h x+ ΛsjR∆
ksj+1

h x,

gk(ω)(Fx)(ω) = gksj (ω)αsjL(ω)(Fx)(ω) + gksj+1 (ω)αsjR(ω)(Fx)(ω),
(6)

тогда подынтегральную функцию максимизируемого выражения
можно представить в виде

gk(ω)Fx(ω)− αsjL(ω)(Fysj )(ω)− αsjR(ω)(Fysj+1)(ω) =

αsjL(ω)zsj (ω) + αsjR(ω)zsj+1(ω),

и задача (5) принимает вид

1

2π

∫
|ω|≤π/h

∣∣∣∣αsjL(ω)zsj (ω) + αsjR(ω)zsj+1(ω)

∣∣∣∣2dω → max, (7)

1

2π

∫
|ω|≤π/h

∣∣∣∣zj(ω)∣∣∣∣2dω ≤ δ2j , j = 1, . . . , n.

Оценим подынтегральное выражение из первого интеграла, приме-
нив неравенство Коши-Буняковского:∣∣∣∣αsjL(ω)zsj (ω) + αsjR(ω)zsj+1(ω)

∣∣∣∣2 ≤( |αsjL(ω)|2

λ̂sjL

+
|αsjR(ω)|2

λ̂sjR

)
·
(
λ̂sjL |zsj (ω)|2 + λ̂sjR |zsj+1(ω)|2

)
.

Пусть Q(ω) =
|αsjL

(ω)|2

λ̂sjL

+
|αsjR

(ω)|2

λ̂sjR

. Тогда, если выполняется условие

∥Q(·)∥L∞([−π/h,π/h]) ≤ 1, значение задачи не больше, чем

D =
1

2π

∫
|ω|≤π/h

∣∣∣∣αsjL(ω)zsj (ω) + αsjR(ω)zsj+1(ω)

∣∣∣∣2dω ≤ λ̂sjLδ
2
sj + λ̂sjRδ

2
sj+1

.

Подставим значения λ̂sjL ≥ 0, λ̂sjR ≥ 0. Тогда

D ≤ δ
2

ksj+1
−k

ksj+1
−ksj

sj δ
2

k−ksj
ksj+1

−ksj
sj+1 = e−2θ(k) = E2(l2,h(Z),K, δ).
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Покажем, что условие ∥Q(·)∥L∞([−π/h,π/h]) ≤ 1 выполнимо. Из ра-
венства (6) вытекает, что gk(ω) = gksj (ω)αsjL(ω) + gksj+1 (ω)αsjR(ω),

αsjR(ω) = gk−ksj+1 (ω)− gksj
−ksj+1 (ω)αsjL(ω). Тогда

Q(ω) =
|αsjL(ω)|2

λ̂sjL

+
|gk−ksj+1 (ω)− gksj

−ksj+1 (ω)αsjL(ω)|2

λ̂sjR

=

λ̂sjR + λ̂sjLw
ksj

−ksj+1

h

λ̂sjL λ̂sjR

∣∣∣∣αsjL(ω)−
λ̂sjLg

k−ksj (ω)

λ̂sjRw
ksj+1

−ksj

h + λ̂sjL

∣∣∣∣2+
w

k−ksj+1

h

λ̂sjR + λ̂sjLw
ksj

−ksj+1

h

.

Очевидно,что для всех функций αsjL(ω), для которых выполня-
ется условие ∣∣∣∣αsjL(ω)−

λ̂sjLg
k−ksj (ω)

λ̂sjRw
ksj+1

−ksj

h + λ̂sjL

∣∣∣∣ ≤√
λ̂sjL λ̂sjRw

k−ksj+1

h

λ̂sjR + λ̂sjLw
ksj

−ksj+1

h

·
√
λ̂sjLw

ksj
−k

h + λ̂sjRw
ksj+1

−k

h − 1

при указанных λ̂sjL , λ̂sjR ≥ 0 выполняется неравенство
∥Q(·)∥L∞([−π/h,π/h]) ≤ 1.

Покажем, что подкоренное выражение неотрицательно. Рассмот-
рим функцию φ(ξ) = λ̂sjLξ

ksj
−k + λ̂sjRξ

ksj+1
−k − 1. Так как

φ′′(ξ) = (ksj − k)(ksj − k − 1)λ̂sjLξ
ksj

−k−1 + λ̂sjRξ
ksj+1

−k ≥ 0

при всех ξ > 0, функция φ(ξ) выпукла и достигает наименьшего
значения в единственной точке ξ0 > 0, то есть φ(ξ) ≥ φ(ξ0) при
всех ξ > 0. При указанных выше значениях λ̂sjL и λ̂sjR φ(ξ0) =
0, что говорит о неотрицательности подкоренного выражения при
всех значениях ω. Так как верхняя и нижняя оценки погрешности
совпадают, метод m̂ - оптимальный.

(b) Аналогично доказывается, что при k ≥ ksr оптимальный ме-
тод имеет вид m̂(Y ) = ∆

k−ksr

h yksr
.
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(c) Пусть k < k1. Поскольку в этом случае значение задачи (4)

равно +∞, любой метод оптимален.
Заметим, что, в пределе при h → 0 k−ая разделенная разность

последовательности x ∈ l2,h(Z) переходит в производную k−го по-
рядка функции f(·) ∈ L2(R), limh→0 g(ω) = iω, limh→0 wh = ω2.

Предельный оптимальный метод совпадает с оптимальным ме-
тодом, полученным для восстановления k-ой производной функции
по приближенно известным производным других порядков, получен-
ным в работе [6].
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OPTIMAL RECOVERY OF DIVIDED DIFFERENCE OPERATOR
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The problem of optimal recovery of devided difference of the k-th order from
inaccurately given differences is considered. The family of optimal recovery
methods is constructed.


