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Рассматривается волновое уравнение с нулевыми граничными
условиями и нулевой начальной скоростью

utt = uxx,

u(0, t) = u(π, t) = 0,

u(x, 0) = f(x),

ut(x, 0) = 0.

Предполагается, что что f(·) ∈ W N
2 ([0, π]), где

W n
2 ([0, π]) = { f(·) ∈ L2([0, π]) : f (n−1)(·) абс. непр. на [0, π],

‖f (n)(·)‖L2([0,π]) ≤ 1 }.

Ставится задача поиска оптимального метода восстановления ре-
шения волнового уравнения в момент времени T > 0 в предполо-
жении, что нам известны приближенные значения первых N коэф-
фициентов Фурье функции f(·) y1, . . . , yN , причем

N
∑

j=1

|aj(f) − yj|
2 ≤ δ2, δ > 0.

В качестве методов восстановления рассматриваются произволь-
ные операторы ϕ : R

N → L2([0, π]). Погрешностью восстановления

для данного метода ϕ назовем величину

e(T, W n
2 ([0, π]), δ, ϕ)

= sup
f(·)∈W n

2
([0,π]), y=(y1,...,y)∈R

N

PN
j=1

|aj(f)−yj |
2≤δ2

‖u(·, T )− ϕ(y)(·)‖L2([0,π]).

Величина

E(T, W n
2 ([0, π]), δ) = inf

ϕ : RN→L2([0,π])
e(T, W n

2 ([0, π]), δ, ϕ)

называется погрешностью оптимального восстановления, а ме-
тод, на котором достигается нижняя грань, называется оптималь-

ным методом восстановления.
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Далее рассматривается более общая задача оптимального восста-
новления, к которой сводится поставленная задача. Пусть оператор
Q : X → l2 задан равенством

Qx = (η1x1, η2x2, . . .), j ∈ N,

где x = (x1, x2, . . .) ∈ X, а

X =

{

x = (x1, x2, . . .) : ‖x‖X =

( ∞
∑

j=1

νj |xj|
2

)1/2

< ∞

}

,

νj > 0, j ∈ N. Ставится задача восстановления оператора Q по
приближенным значениям первых N компонент x1, . . . , xN , где x ∈
W ,

W = { x ∈ X : ‖x‖X ≤ 1 }.

Считаем, что для каждого x ∈ W нам известен вектор y =
(y1, . . . , yN) такой, что

‖INx − y‖lN
2

=

( N
∑

j=1

|xj − yj|
2

)1/2

≤ δ

(здесь INx = (x1, . . . , xN)). В качестве методов восстановления рас-
сматриваются всевозможные отображения ϕ : lN2 → l2. Погреш-
ность восстановления для данного метода ϕ определяется равен-
ством

e(Q, W, IN , δ, ϕ) = sup
x∈W, y∈lN

2

‖IN x−y‖
lN
2

≤δ

‖Qx − ϕ(y)‖l2.

Погрешностью оптимального восстановления называется величина

E(Q, W, IN , δ) = inf
ϕ : lN

2
→l2

e(Q, W, IN , δ, ϕ),

а метод, на котором достигается нижняя грань, называется опти-
мальным методом восстановления оператора Q на классе W по ин-
формации IN , заданной с погрешностью в норме lN2 .

Найдены оптимальный метод восстановления и погрешность оп-
тимального восстановления. Полученный результат применяется к
решению задачи оптимального восстановления решения волнового
уравнения.
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