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Данные методические указания предназначены для студентов вечернего 
отделения «МАТИ» – РГТУ им. К.Э. Циолковского, изучающих в рамках об-
щего курса математики тему «Векторная и линейная алгебра в приложении к 
аналитической геометрии». Они ставят своей целью помочь студентам лучше 
усвоить теоретический и практический материал по элементам векторной ал-
гебры и аналитической геометрии на плоскости. В каждом разделе приводит-
ся решение типовых задач. Для закрепления материала студентам предлагает-
ся выполнить курсовое задание. 
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Одна из важных частей курса математики для студентов МАТИ — век-

торная и линейная алгебра в приложении к аналитической геометрии. Эта ма-

тематическая дисциплина изучается студентами дневного и вечернего отде-

лений на первом курсе. Предлагаемые методические указания ставят своей 

целью помочь студентам вечернего отделения усвоить теоретический и прак-

тический материал по теме «Уравнения прямой. Элементы аналитической 

геометрии на плоскости». В них рассматриваются простейшие задачи анали-

тической геометрии на плоскости, начальные сведения о векторах, линейные 

действия над ними, скалярное произведение и преобразования координат век-

торов, основные уравнения прямых на плоскости. В каждом разделе приво-

дится решение типовых задач. Для закрепления материала студентам предла-

гается выполнить курсовое задание. Каждому студенту группы выдаются ин-

дивидуальные задачи. 

 

1. Простейшие задачи на плоскости 
 

1.1. Расстояние между точками на координатной оси 
 

Определение 1. Расстояние ),( 21 xxd  между точками 1x  и 2x  оси OX  опре-

деляется равенством:  ),( 21 xxd  = || 21 xx −  = 








>
=
>

−

−

.
,
,

12если,12

21если,0
21если,21

xx
xx
xx

xx

xx
 

Всегда ;0),( 21 ≥xxd   

обозначение:   ),( BAd  = AB , где AB  — длина отрезка OXAB ⊂ . 

 

Пример 1. Пусть 31 −=x , 152 =x . Тогда ),( 21 xxd  = || 21 xx −  = 153−−  = 18. 
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1.2. Деление отрезка на координатной оси в данном отношении 
 

Предположим, что требуется найти точку 0x , которая делит отрезок [ 1x , 2x ] в 

отношении nm :  (см. рис. 1). 

 

                                            0               1x               0x                                  2x      x 

                              1001 ),( xxxxd −=                       02)20( , xxxxd −=  

Рис. 1 

 

Тогда  

),(

),(

20

01
xxd

xxd
=

02

10
xx

xx

−

−
=

n
m    ⇒    )10( xxn − = )02( xxm −    ⇒    ( )mnx +0 = 21 mxnx + . 

 

Следовательно,       
mn

mxnx
x

+

+
= 21

0 . 

 

Пример 2. Найти точку 0x , делящую отрезок OX⊂− ]15,3[  в отношении 2:1 . 

 

Решение. Мы имеем 
 

n
m  = 

2
1 ,  1=m , n =2, 31 −=x , 152 =x ,   0x  = 

mn

mxnx

+

+ 21  = 
12

151)3(2
+

⋅+−⋅  = 3. 

 

Отсюда   6)01( , =xxd ,       12)20( , =xxd ,       
2
1

),(

,

20

)01(
=

xxd

xxd
.        Ответ: 30 =x . 
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1.3. Уравнение отрезка, лежащего на координатной оси 
 

Пусть точка 0x  делит отрезок [ 1x , 2x ] ⊂ OX  в отношении nm : . Тогда 

(см. п. 1.2) 

0x  = 
mn

mxnx

+

+ 21  = 1  x
mn

n
+

 + 2  x
mn

m
+

. 

 

Если положить 
mn

mt
+

= , то  t−1  =  
mn

m
+

−1  =  
mn

n
+

,  поскольку  

mn
n
+

+
mn

m
+

 =  1.  Отсюда 

0x  = 
mn

mxnx

+

+ 21  = 1  x
mn

n
+

 + 2  x
mn

m
+

 = ( t−1 ) 1x  + t 2x ,  

т. е. 
 

0x  = )(tx  = ( t−1 ) 1x + t 2x . 

Рассматривая t  как параметр, мы имеем зависимость между его значе-

ниями и точками отрезка [ 1x , 2x ]. При этом каждому t ∈[0, 1] соответствует 

определенная точка )(tx ∈[ 1x , 2x ], причем )0(x = 1x , )1(x = 2x . 

 

Определение 2. Формула вида 

)(tx  = ( t−1 ) 1x + t 2x ,   t ∈[0, 1] 

называется уравнением отрезка  [ 1x , 2x ] ⊂ OX . 

 

Пример 3. Отрезок OX⊂− ]15 ,3[  описывается уравнением 

)(tx  = 3− ( t−1 ) + 15 t ,  t ∈[0,1]   ó   )(tx =18 3−t ,  t ∈[0, 1]. 
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1.4. Расстояние между точками на плоскости 

Определение 3. Число ),( BAd  = 22 )()( yx ∆+∆  = 22 )()( 1212 yyxx −+−  есть 

расстояние между точками )( 1,1 yxA  и ),( 22 yxB  на плоскости (см. рис. 2). 

                    Y                                                                              ( )22 , yxB  

              2y                                                                                       

                                                                                                       12 yyy −=∆       

              1y           ( )11, yxA  

                   0                   1x                                                         2x     X 

                                                   12 xxx −=∆  

Рис. 2 

Пример 4. Пусть )3;1(−A , )7;2(B . Тогда 

),( BAd = 5169)()( 2
12

2
12 =+=−+− yyxx . 

 

1.5. Деление отрезка на плоскости в данном отношении 
Требуется найти точку ),( 00 yxC , делящую отрезок AB  в отношении nm : . 

             2y    Y                                                                       ),( 22 yxB  

                                                

                                      

             0y                                                 •  ),( 00 yxC                

              

             1y                         ),( 11 yxA           

               0                      1x                          0x                            2x                  X 

                                                  ),( 01 xxd        ),( 20 xxd  

Рис. 3 
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Проекции отрезка делятся в тех же пропорциях, что и сам отрезок (см. рис. 3). 

Отсюда 

||
||

CB
AC  = 

),(

),(

20

01
xxd

xxd
 = 

02

10
xx

xx

−

−
 = 

n
m  ⇒  )()( 0210 xxmxxn −=−  ⇒  

mn

mxnx
x

+

+
= 21

0 . 

Аналогично  
||
||

CB
AC  = 

),(

),(

20

01
yyd

yyd
 = 

02
10

yy
yy

−
−

 = 
n
m    ⇒    

mn

myny
y

+

+
= 21

0 . 

 

Пример 5. Пусть )3,1(−A , )7,2(B . Найти точку ),( 00 yxC , делящую отрезок 

AB  в отношении  nm :  = 1:2 . 
 

Решение. Мы имеем 

0x  = 
mn

mxnx

+

+ 21  = 1,   где 11 −=x , 22 =x , 1=n , 2=m ; 

0y  = 
mn

myny

+

+ 21  = 
3

17 , где 31 =y , 72 =y , 1=n , 2=m .         

Ответ: 







3
17,1C . 

1.6. Уравнения отрезка, лежащего на плоскости 
Пусть точка ),( 00 yxC  делит отрезок AB  в отношении nm : .  Тогда (см. п. 1.5) 

mn

mxnx
x

+

+
= 21

0  = 1  x
mn

n
+

 + 2  x
mn

m
+

 = ( t−1 ) 1x  + t 2x , 

mn

myny
y

+

+
= 21

0  = 1y
mn

n
+

 + 2y
mn

m
+

 = ( t−1 ) 1y  + t 2y , 

где    
mn

mt
+

=     и      
mn

nt
+

=−1 . 
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Рассматривая t  как параметр, мы получаем, что каждому значению 

t ∈[0, 1] по формулам  )(tx  =  ( t−1 ) 1x  + t 2x ,  )(ty  = ( t−1 ) 1y  + t 2y   соответ-

ствует некоторая точка  ( )(tx , )(ty )  на отрезке AB . 

При  0=t  определяются координаты точки )( 1,1 yxA : )0(x = 1x , )0(y = 1y . 

При  1=t  определяются координаты точки ),( 22 yxB : )1(x = 2x , )1(y = 2y . 

 

Определение 4. Пусть )( 1,1 yxA  и ),( 22 yxB  — точки на плоскости XOY . 

Уравнениями отрезка AB  (на плоскости) называются формулы вида  
 







∈
+−=
+−=

].1 ,0[  
  )1(  )(
  )1(  )(

,21

,21

t
ytytty
xtxttx

 

 

Пример 6. Составить уравнения отрезка AB , где )3;1(−A , )7;2(B .  

Ответ:   










∈
+−=
+−−=

,
].1,0[

 7)1( 3)(
, 2)1( )(

t
ttty
tttx

 

 

2. Начальные сведения о векторах 
2.1. Понятие геометрического вектора 

 

Определение 5. Геометрический вектор — это направленный отрезок пря-

мой на плоскости или в пространстве, у которого один конец (точка A ) назы-

вается началом вектора, другой конец (точка B ) концом вектора. 
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Обозначения вектора: AB  или a . Вектор характеризуется длиной (или 

модулем) и направлением: от A  к B . Модуль вектора равен длине отрезка 

AB  и обозначается  || AB  или  || a . 
 

Определение 6. Вектор BA  называется вектором, противоположным вектору 

AB . Вектор называется нулевым, если он имеет нулевую длину. 

Очевидно, модули противоположного и исходного векторов равны. У 

нулевого вектора начало и конец совпадают. Нулевому вектору приписывают 

любое направление. 
 

Определение 7. Два вектора называются коллинеарными, если они лежат на 

одной прямой или на параллельных прямых. Два коллинеарных вектора на-

зываются одинаково (противоположно) направленными, если их концы лежат 

по одну сторону (по разные стороны) от прямой, соединяющей их начала, или 

от общего начала. Если вектора a  и b  одинаково (противоположно) направ-

лены, мы будем писать:  a  ↑↑  b   ( a  ↑↓  b ). Если вектора a  и b  коллинеар-

ны, мы будем писать:  a  | |  b . 
 

Определение 8. Два вектора называются равными, если они имеют равные 

длины и одинаково направлены (т. е.  =a b ,  если   =|| a || b   и  a  ↑↑  b ). Все 

нулевые векторы считаются равными. 
 

2.2. Линейные действия над векторами и их свойства 
Под линейными действиями над векторами понимаются следующие опера-

ции: 

— сложение векторов; 

— умножение вектора на число. 
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Определение 9. Сложение двух векторов a  и b  осуществляется следующим 

образом: 

 

 

                                     a                                   

Рис. 4 

 

а) путем параллельного переноса начало вектора b  совмещается с концом 

вектора  a  (см. рис. 4); 

б) строится третий вектор c , начало которого совпадает с началом вектора a , 

а конец — с концом вектора b . Полученный вектор c  называется суммой 

векторов a  и b , и обозначается  bac += .  
 

Определение 10. При умножении вектора a  на число R∈λ  получается век-

тор, который обозначается λ a  и определяется следующим образом: 

λ| ||| λ=a || a , где λ| |a  — модуль вектора λ a , || a  — модуль вектора a . 

Если 0>λ , то направление вектора λ a  совпадает с направлением вектора a . 

Если 0<λ , то направление вектора λ a  противоположно направлению a . 
 

Пример 7. Вектор λ a  вытянут относительно a  в λ  раз, если 1>λ  (см. 

рис. 5). 

 

 

                          •                        •  

                                         λ a  ↑↑ a ,   λ− a  ↑↓ a  

 

Рис. 5 

 

a  

aλ−

aλ

b

c  
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Пример 8. Построить вектор 2−=c ba + . 
 

Решение: 

 

 

 

 

 

Рис. 6 

 

Свойства линейных действий над векторами 

1. ba +  = ab +   (коммутативность). 

2. ( ) cba ++  =  ( )cba ++  (ассоциативность). 

3. λ ( )=+ ba λ +a λ b   (дистрибутивность). 

4. ( )µλ + =a λ +a µ a  (дистрибутивность). 

 

2.3. Выражение вектора через коллинеарный вектор 
 

Пусть ba ↑↑ ,и пусть модуль вектора a  в k  раз превышает модуль вектора 

b , т. е.   k
b
a

=
||
|| .  Тогда =a k b . Таким образом, в векторе a  укладывается k  

векторов b . 

Пусть теперь a ↑↓ b  и k
b
a

=
||
|| . Тогда =a k− b . 

 

Утверждение 1. Если два вектора коллинеарны, то один из них может быть 

линейно выражен через другой. 

 

a  

b  

a2−  

b  

abc 2−=  
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2.4. Выражение вектора на плоскости через координатные орты 
2.4.1. Выражение вектора через его проекции 

 

                       Y 

 

  

          

                         0                                                 X 

Рис. 7 

Пусть  Xa  — проекция вектора a  на ось OX , Ya  — проекция вектора a  на 

ось OY  (см. рис. 7). Очевидно,  += Xaa Ya . 

 

2.4.2. Линейные действия с проекциями 
 

Утверждение 2. При сложении векторов, их проекции складываются. 
 

Пусть векторы  a  и b  выражаются через свои проекции: 

+= Xaa Ya ,    += Xbb Yb . 

Тогда   +a b  = ( +Xa Xb ) + ( Ya + Yb ). 

Утверждение 3. При умножении вектора на число, его проекции также ум-

ножаются на это число. 
 

Пусть  += Xaa Ya .  Тогда  k ka = kaX + Ya , где k ∈ R . 

 

2.4.3. Координаты вектора в прямоугольной системе координат 
 

Единичные векторы i  и j  называются координатными ортами: i ↑↑ OX ,   

1|| =i ;   j  ↑↑  OY ;   1|| =j ;   i ⊥ j . Всякий вектор a  выражается через свои 

проекции: += Xaa Ya  (см. рис. 8). 

a  

Xa  

Ya  
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       Y 

 

 

 

                                                                            Ya  

 

                                                                                                X 

       0 

                                   Xa  

Рис. 8 

 

Xa  ↑↑  i ,   1|| =i    ⇒    || XX aa =  iai X=  (см. 2.3), 

где || XX aa =  — модуль проекции  Xa . 

Ya  ↑↑  j ,   1|| =j     ⇒   || YY aa =  jaj Y=  (см. 2.3), 

где  || YY aa =  — модуль проекции Ya . 

Выразим вектор a  через координатные орты: a  =  Xa + Ya  = Xa i  + Ya j , 

где коэффициенты  Xa , Ya  — координаты вектора a . 

 

Определение 11. Координатами геометрического вектора a  в декартовой 

прямоугольной системе координат на плоскости называется пара чисел 

),( YX aa , определяемая следующим образом: 

=Xa  






↓↑−

↑↑

OXaa
OXaa

XY

XX
если|,|
если|,|

 ,  где || Xa  — модуль проекции  Xa ,  

Xa

Ya  
a  
a

i
 

j  
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=Ya  






↓↑−

↑↑

OYaa
OYaa

YY

YY
если|,|
если|,|

 ,  где   || Ya  — модуль проекции  Ya .  

 

Утверждение 4. Любой вектор может быть представлен в виде линейной 

комбинации координатных ортов:   a  = Xa i  + Ya j . Коэффициенты этой 

линейной комбинации суть координаты вектора a .  
 

Обозначение:  a  = { Xa , Ya }. 

 

Пример 9. Вектор a  образует угол α  = 0120  с осью OX  в декартовой прямо-

угольной системе координат на плоскости (см. рис. 9). Найти координаты 

вектора a , если  3 || =a . 

                                Y  
                                 Ya  

 

 

                   Xa             α                               X  

Рис. 9 

Решение. Имеем 

=Xa  || a cos  α = 3cos  0120  = 3 cos
3

2π  = 3cos 





 +

62
ππ  = sin3−

6
π  = 2

3− , 

=Ya  || a sin α  = 3sin 0120  = 3sin
3

2π   = 3sin 





 +

62
ππ  =  3cos

6
π  =  

2
33 . 

Таким образом,  =a







−

2
33,

2
3   или   =a 2

3− i  + 2
33 j . 

 

Пример 10. Пусть )1;1( −−A , )4;3(B . Найти координаты вектора AB  (см. 

рис. 10). 

PDF created with pdfFactory trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


            

 

                                                                              
 

 

15

Решение. Имеем  == aAB { Xa , Ya }, где  =Xa  12 xx −  = 4   ( 11 −=x , 32 =x );   

=Ya  12 yy −  = 5  ( 11 −=y , 42 =y ).  

Таким образом, =AB  { }5,4   или   AB  = 4 i  + 5 j . 
    

Пример 11. Пусть )1;1( −−A , )4;3(B . Найти модуль вектора AB . 

а). Модуль вектора через длины его проекций: 
 

|| AB = 22 |||| YX aa + = 22 54 + = 41 , где 4|| =Xa ,  5|| =Ya . 

б). Модуль вектора как расстояние между точками A  и B : 

|| AB = 2
12

2
12 )()( yyxx −+− = 22 54 + = 41 . 

 

                           Y                           )4,3(B                          Ya  

 

                                     a                 Ya  

                                                                                            X  
         )1,1( −−A        

                                      Xa  

Рис. 10 
 

2.4.4. Линейные действия над векторами в координатной форме 
 

Утверждение 5. При сложении векторов их соответствующие координаты 

складываются. 
 

Пусть a = Xa i  Ya+ j ,   b = Xb i  + Yb j    ⇒  

=+= bac Xc i  + Yc j  = ( Xa  + Xb ) i  + ( Ya  + Yb ) j ; 

Xa  

0 
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или c  = { }YX cc , ,   XXX bac += ,   YYY bac +=   (см. рис. 11). 

        Y 

 

 

 

           0          Xa                             Xb                                  X 

                      Xa                                Xb  

                                       Xc = Xa + Xb  

Рис. 11 
 

Утверждение 6. При умножении вектора на число, все его координаты ум-

ножаются на это число. 
 

Пусть a  = Xa i  + Ya j ,   или   a  ={ Xa , Ya }.  Тогда   k a  = Xka i  + Yka j    

или   k a  = { Xka , Yka }, где R∈k  (см. рис. 12). 

 

                 Y 

         

            0                                                                            X 

                    Xa  

                                            Xka      

Рис. 12 
 

2.4.5. Условие коллинеарности двух векторов на плоскости 
 

Утверждение 7. Два вектора на плоскости коллинеарны тогда и только тогда, 

когда их координаты пропорциональны. 
 

a  

b  

bac +=  

a  

ak  
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Например, если a  ↑↑  b , причем вектор a  в k  раз длиннее вектора b  

(т. е. k
b
a

=
||
|| ),  то =a k b . Тогда  a  = Xa i + Ya j  = k b = Xkb i + Ykb j  

или   Xa  = Xkb ,   Ya  = Ykb . Отсюда получаем:    a  ↑↑  b     ⇒      
Y

X
a

a
 = 

Y

X
b

b
 

 

2.5. Изменение координат при повороте координатных осей 
 

Рассмотрим изменение координат вектора при повороте координатных осей 

на угол α  против часовой стрелки. Пусть: 

a  = Xa i  + Ya j ,    т. е.  a  = { Xa , Ya } —  в системе координат XOY ; 

a  = Xa′ i ′  + Ya′ j′ ,  т. е.  a  = { Xa′ , Ya′ } —  в системе координат YOX ′′ . 

 

                                                        Ya′ αsin  

                   Y                                                            Ya′ αcos                   X′  

     Y′          Ya           

                                              α  

            Ya′                                       Xa′                                Xa′ αsin  

                                    α  

                       0                   Xa                                                         X  

                               Xa′ αcos  

Рис. 13 
 

Из чертежа (см. рис. 13) видна связь между координатами вектора a  в 

системах координат XOY  и YOX ′′ :  

Xa  = Xa′ −αcos Ya′ αsin ,     Ya  = Xa′ +αsin Ya′ αcos . 

a  
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В матричном виде имеем: =








Y

X

a
a








 −
αα
αα

cossin
sincos












′
′

Y

X

a
a

 ó =








Y

X

a
a

A 










′
′

Y

X

a
a

.  

Здесь A  = 






 −
αα
αα

cossin
sincos

 — матрица преобразования координат вектора a , 

с помощью которой старые координаты { Xa , Ya } данного вектора выража-

ются через новые  — { Xa′ , Ya′ }. 

Чтобы новые координаты вектора a  выразить через старые, выполним  

следующую процедуру: 












Y

X

a
a

= A 










′
′

Y

X

a
a

   ó   1−A 










Y

X

a
a

= 1−A A 










′
′

Y

X

a
a

   ó   










′
′

Y

X

a
a

= 1−A 










Y

X

a
a

.  

Здесь 1−A  = 







− αα

αα
cossin
sincos

 — матрица преобразования координат вектора 

a , с помощью которой новые координаты выражаются через старые 












′
′

Y

X

a
a

= 







− αα

αα
cossin
sincos












Y

X

a
a

. 

 

Пример 12. Пусть a  = i  + 2 j . Найти координаты этого вектора в новой сис-

теме координат, которая получается поворотом координатных осей на угол 
030=α  против часовой стрелки относительно начала координат. 

 

Решение.  Мы имеем: a  = {1,2}  в системе координат XOY ;  a  = { Xa′ , Ya′ } в 

системе координат YOX ′′ . Координаты Xa′ , Ya′  будем искать по формуле:  












′
′

Y

X

a
a

= 







− αα

αα
cossin
sincos












Y

X

a
a

. 

Отсюда 
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=







′
′

Y

X

a
a

















−
6

cos
6

sin
6

sin
6

cos

ππ

ππ

=







2
1

=
















+−

+

6
cos2

6
sin

6
sin2

6
cos

ππ

ππ

=
















+−

+

3
2
1

1
2
3



















+−

+

2
321

2
32

. 

 

Ответ: =′Xa
2

32 + ,  =′Ya
2

321+− ;   =a
2

)32( + i ′  + 
2

)321( +− j′ . 

 

Пример 13. Предположим, что осуществляется поворот осей координат на 

угол α  против часовой стрелки относительно начала координат (см. рис. 14). 

Пусть XOY  и YOX ′′  — старая и новая системы координат. Требуется выра-

зить новые координатные орты i ′  и j′  через орты i  и j . 
     

  Y′                 Y  

                       ja                                            X′   

              j′       j                                            ib  

        jb                          i ′       

                  0      α           i                         X  

                           ia           

Рис. 14 
 

Решение. Любой вектор плоскости XOY  может быть выражен через коорди-

натные орты i  и j . В частности, можно предположить, что: 

i ′  = ia i  + ib j    ó   i ′  = { ia , ib } — в системе координат XOY ;  

j′  = ja i  + jb j    ó   j′= { ja , jb } — в системе координат XOY . 

Поскольку  || i ′ = || j′ =1,  имеем 

ia   =    || i ′ cos α  = cos α ,   ib  = || i ′ sin α  = sin α , 

ja  = || j′− sin =α sin− α ,   jb  = || j′ cos α  = cos α ; 
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т. е. в системе координат XOY :  

i ′  = {cos α ,sin α },   j′= { sin− α ,cos α }. 

Отсюда 





+−=′
+=′

αα
αα

cossin
sincos
jij
jii

   ó  







′
′

j
i

= 







− αα

αα
cossin
sincos









j
i

. 

Итак, при повороте координатных осей на угол α  имеем: =







′
′

  
j
i

A 







j
i

,   

где =  A  







− αα

αα
cossin
sincos

 — матрица перехода от старых координатных ортов 









j
i

 к новым 







′
′

j
i

 при повороте координатных осей на угол α . 

Напомним, что старые координаты любого вектора выражаются через 

новые следующим образом: 
 












Y

X

a
a

 = tA  










′
′

Y

X

a
a

   (см. п. 2.5);   здесь tA  =  






 −
αα
αα

cossin
sincos

. 

 

3. Прямая на плоскости 
3.1. Скалярное произведение 

 

Определение 12. Скалярным произведением двух векторов a  и b  называется 

число, равное произведению модулей этих векторов на косинус угла между 

ними. 

 

Обозначение скалярного произведения: ( )ba , . Имеем ( ) cos|||| , baba = α , где 

α  —  угол между векторами. 
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3.1.1. Свойства скалярного произведения 
 

1. ( )ba ,  = ( )ab ,  (коммутативность); 

2. ( )bak ,  = ( )bka  ,  = k ( )ba ,  (линейность); 

3. ( )cba +,  = ( )ba ,  + ( )ca ,  (линейность); 

4. a ⊥ b  ó ( ) 0, =ba  (условие ортогональности векторов); 

5. ( ) 2||  , aaa = . 
 

3.1.2. Координатная форма скалярного произведения 
 

Пусть  a  = Xa i  + Ya j ,  b  = Xb i  + Yb j . 

В силу свойств линейности и учитывая, что  

( i , i ) = ( j , j ) = 1     и     (i , j ) = ( j , i ) = 0, 

имеем: 

( a ,b ) = ( Xa i + Ya j , Xb i + Yb j  ) = 

= ( Xa i , Xb i )+( Xa i , Yb j )+( Ya j , Xb i )+( Ya j , Yb j ) = 

= Xa Xb  ( i , i )+ Xa Yb ( i , j )+ Ya Xb  ( j ,i )+ Ya Yb ( j , j ) = Xa Xb  + Ya Yb . 

Таким образом,   (a ,b ) = Xa Xb  + Ya Yb . 

 

3.1.3. Выражение модуля вектора через скалярное произведение 
 

Пусть a  = Xa i  + Ya j . Тогда 

( )aa ,  = Xa Xa  + Ya Ya  = 2
Xa  + 2

Ya , 

=2|| a  ( )aa , ,          ( )aaa ,|| =  = 22
YX aa + . 
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3.1.4. Вычисление угла между векторами 
 

Пусть =a Xa i + Ya j  и b = Xb i + Yb j . Тогда 

 

                  cos α  = 
||||

),(
ba

ba
⋅

 = 
2222
YXYX

YYXX

bbaa

baba

+⋅+

+
,                     (1) 

 

где α  — угол между векторами  a  и  b . 

 

3.2. Общий вид уравнения прямой на плоскости 
 

Теорема 1 (общее уравнение прямой). Прямая на плоскости в прямоугольной 

системе координат описывается уравнением вида: 

)0(0 22 ≠+=++ BACByAx , 

где yx,  — координаты текущих точек прямой; 

A , B , C  —  коэффициенты уравнения прямой, геометрический смысл кото-

рых следующий: 

A  и B  — координаты вектора, перпендикулярного к прямой (они не равны 

нулю одновременно), этот вектор называется нормальным вектором (или 

нормалью) данной прямой; 

C  — характеризует положение прямой относительно начала координат, 

при C  = 0 прямая проходит через начало координат. 
 

Доказательство. Пусть l  — прямая на плоскости XOY , а { } 0, ≠= BAn  

— некоторый вектор, перпендикулярный к l . Зафиксируем точку 

),( 000 yxM ∈ l , и пусть ),(1 yxM  — произвольная точка на l  (см. рис. 15). 
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                                                                                            •  
                                                               

 

                                     

                           

 Y  

0             X  

Рис. 15 
 

Так как n ⊥  l , то этот вектор перпендикулярен любому вектору, лежа-

щему на l . Поэтому  

n ⊥ 10MM   ó   (n , 10MM ) = 0,  где  10MM  = { 0xx − , 0yy − }. 

Запишем скалярное произведение в координатной форме 

( n , 10MM ) = A ( 0xx − ) + B ( 0yy − ) = 0  ó  A x  + B y  + ( A− 0x B− 0y ) = 0  

ó 0=++ CByAx ,  где константа  C  равна  A− 0x B− 0y . 

 

Таким образом, прямая на плоскости, в общем виде, описывается урав-
нением 

0=++ CByAx  

где  022 ≠+ BA . Справедливо также обратное утверждение: 
 

Утверждение 8. Всякое уравнение вида  )0(0 22 ≠+=++ BACByAx   на 

плоскости описывает прямую. 
 

Пример 14. Принадлежат ли прямой 032 =++ yx  точки )1;5(1 −A  и 

)2;1(2A ? 

Решение. Координаты точек, лежащих на прямой, должны удовлетворять 

уравнению этой прямой. Поэтому: lA ∈− )1;5(1 , lA ∉)2;1(2 . 

l  

{ }BAn ,=  

fixyxM −),( 000  

var),(1 −yxM  
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3.2.1. Угол между двумя прямыми, заданными в общем виде 
 

Пусть прямые 1l  и 2l  заданы своими общими уравнениями: 

1l : 0111 =++ CyBxA , 

2l : 0222 =++ CyBxA . 

Угол α  между прямыми будем искать как угол между их нормалями. Имеем: 

1n  = { }11, BA   — нормальный вектор прямой  1l , 2n  = { }22 , BA  — нормальный 

вектор прямой  2l , 

                     cos =
⋅

=
||||

)2,1(

21 nn

nn
α

2
2

2
2

2
1

2
1

2121

BABA

BBAA

+⋅+

+
.                      (2) 

 

3.2.2. Условие параллельности двух прямых на плоскости 
 

Пусть прямые 1l  и 2l  заданы своими общими уравнениями: 

1l : 0111 =++ CyBxA ,   где 1n  = { }11, BA  — нормаль прямой 1l ; 

2l : 0222 =++ CyBxA , где 2n  = { }22 , BA  — нормаль прямой 2l . 

Тогда  1l  | |  2l  ó 1n  | |  2n  ó 
2

1

2

1
B
B

A
A =  (см. п. 2.4.5). 

Условие параллельности прямых  1l  и 2l :    1l  | |  2l  ó 
2

1

2

1
B
B

A
A = . 

Пример 15. Пусть прямые 1l  и 2l  заданы своими общими уравнениями: 

1l : 042 =++ yx ,  где 1n  = { }2,1  — нормаль прямой 1l ; 

2l : 052 =++ yx , где 2n  = { }2,1  — нормаль прямой 2l . 

Очевидно, что   1l  | |  2l , так как 1n  | |  2n . Действительно,  
1
1

2

1

2

1 ==
B
B

A
A . 
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3.2.3. Условие перпендикулярности двух прямых на плоскости 
 

Пусть прямые 1l  и 2l  заданы своими общими уравнениями: 

1l : 0111 =++ CyBxA ,    где 1n  = { }11, BA  — нормаль прямой 1l ; 

2l : 0222 =++ CyBxA ,  где 2n  = { }22 , BA  — нормаль прямой 2l . 

Тогда  1l ⊥ 2l  ó 1n ⊥ 2n  ó ( 1n , 2n )=0 ó 02121 =+ BBAA . 

 

Условие перпендикулярности прямых 1l  и 2l :    1l ⊥ 2l  ó 02121 =+ BBAA . 

 

Пример 16. Пусть прямые 1l  и 2l  заданы своими общими уравнениями: 

1l : 042 =+− yx ,  где 1n  = { }2,1 −  — нормаль прямой 1l ; 

2l : 052 =++ yx , где 2n  = { }1,2  — нормаль прямой 2l . 

Очевидно, что  1l ⊥ 2l , поскольку 1n ⊥ 2n .  Действительно, 

( 1n , 2n ) = ( ) 012212121 =⋅−+⋅=+ BBAA . 

 

3.3. Уравнение прямой в отрезках 
 

Пусть  l : 0=++ CByAx  — общее уравнение некоторой прямой, и пусть 

0≠C , т. е. прямая не проходит через начало координат. Тогда 

0=++ CByAx    ó   CByAx −=+    ó   1=
−

+
−

y
C

Bx
C
A    ó   1=+

b
y

a
x ; 

здесь 
A
Ca −= ,  

B
Cb −= . 

Уравнение вида 1=+
b
y

a
x  называется уравнением прямой в отрезках. 

Очевидно, прямая l  пресекает координатные оси OX  и OY  в точках a  и b , 

соответственно. Действительно:   если 0=x , то by = ;  а если 0=y , то ax = . 
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Поэтому );0(1 bA  и )0;(2 aA  — точки пересечения прямой l  с осями коор-

динат. 
 

Пример 17.  Пусть l : 042 =+− yx . Найти точки, в которых прямая l  пересе-

кает координатные оси. 
 

Решение. Запишем уравнение прямой в отрезках: 

042 =+− yx   ( 1=A , 2−=B , 4=C )  ó   1=+
b
y

a
x , 4−=−=

A
Ca , 2=−=

B
Cb  

ó  1
24

=+
−

yx  ⇒   )0;4(1 −A  и )2;0(2A  — точки пересечения прямой с осями 

координат. 
 

3.4. Расстояние от точки до прямой на плоскости 
 

 

                                  ),( 000 yxM•  

                                                 

                                n  
 

                                             ),( 111 yxM•  

 

                   l                                             Рис. 16 

 

Пусть дана прямая l : 0=++ CByAx , где  { }BAn ,=  — ее нормальный вектор, 

и пусть точка ),( 000 yxM ∉ l , т. е.  000 ≠++ CByAx . Требуется определить 

расстояние от точки ),( 000 yxM  до прямой l  (см. рис. 16). 
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Пусть ),( 111 yxM  — ортогональная проекция точки ),( 000 yxM  на пря-

мую l . Тогда   

),( 111 yxM ∈ l  ⇒    011 =++ CByAx    ⇒    11 ByAxC −−= . 

 

Очевидно, 01MM  = { 0x 1x− , 0y 1y− }. Отсюда 

 

01MM ⊥ l   ⇒    01MM  ↑↑  n    или   01MM  ↑↓  n . 

 

Напомним, что ( 01MM ,n ) = 01MM || n cos α , где α  — угол между вектора-

ми 01MM  и n ; здесь  

cos α  = 






=↑↓−

=↑↑

).180(,если,1

),0(,если,1
0

0

01

01

α

α

nMM

nMM
 

Отсюда 

( 01MM , n ) = 01MM± || n         и        |( 01MM , n )| = 01MM || n . 

Следовательно, 

01MM  = 
( )

||

,01
n

nMM
 = 

22
1010 )()(

BA

yyBxxA

+

−+−
 = 

22
1100 )(

BA

ByAxByAx

+

−−++
=  = 

22
00

BA

CByAx

+

++
. 

 

Таким образом, расстояние ( )lMd ,0  от точки ),( 000 yxM  до прямой l  

находится по формуле  

                 ( )lMd ,0  = 01MM  = 
22

00

BA

CByAx

+

++
.               (3) 
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Найдем теперь расстояние от начала координат )0;0(O  до прямой l : 

                   ( )lOd ,  = 
22 BA

C

+
.                                           (4) 

 

Пример 18. Найти расстояния от точки )8;1(0M  и от начала координат до 

прямой l :  0732 =+− yx . 

 

Решение.  Имеем  ( )lMd ,0  = 
22

00

BA

CByAx

+

++
,  где  10 =x , 80 =y , 2=A , 

3−=B , 7=C . Отсюда 

( )lMd ,0  = 
22 32

78312

+

+⋅−⋅
 = 

13
1315 . 

Расстояние от начала координат до данной прямой:  

( )lOd ,  = 
22 BA

C

+
 = 

13
137 . 

 

3.5. Уравнение прямой с угловым коэффициентом 
 

Пусть 0=++ CByAx  — общее уравнение прямой l  на плоскости. Предполо-

жим, что 0≠B . Тогда 

0=++ CByAx    ó   
B
CxB

Ay −−=    ó   bkxy += , где  
B
Ak −= ,  

B
Cb −= . 

Исследуем геометрический смысл коэффициента k . 

Пусть ),( 111 yxP ∈ l  и ),( 222 yxP ∈ l . Поскольку точки ),( 111 yxP  и 

),( 222 yxP  принадлежат прямой l , их координаты удовлетворяют ее уравне-

нию: 
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                      ),( 111 yxP ∈ l    ⇒    ky =1 bx +1 ,                     (5)                                

                     ),( 222 yxP ∈ l    ⇒    ky =2 bx +2 .                   (6) 

 

Вычитая (5) из (6), имеем: 

kyy =− 12 )( 12 xx −  ⇔  ky =∆ x∆ ,   где   12 yyy −=∆ ,   12 xxx −=∆    ⇒     

ϕtg=
∆
∆

=
x
yk  (см. рис. 17). 

                           Y                                                  l  

                                                                     •   
 

                                    •  
                       ϕ                                                    X  

                      0             
1

x                               
2

x  

Рис. 17 
 

Таким образом, ky = bx +  — уравнение прямой l  на плоскости 

с угловым коэффициентом  ϕtg=k . Здесь: 

ϕ  — угол, который прямая l  образует с осью OX , 

b  — точка, в которой прямая пересекает ось OY   ( 0=x   ⇒   by = ),  

yx,  — координаты текущих точек прямой l . 
 

Пример 19. Пусть прямая l  задана общим уравнением: 042 =+− yx . Требу-

ется написать ее уравнение с угловым коэффициентом. 
 

Решение.  Имеем:  042 =+− yx    ⇒    y =
2
1 2+x . 

Следовательно, угловой коэффициент k  равен  
2
1 .  Очевидно, 

12
xxx −=∆

12
yyy −=∆

),(
111

yxP  

),(
222

yxP  

b  

1y  

2y
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)2;0(  — координаты точки, в которой прямая пересекает ось OY , 

)0;4(−  — координаты точки, в которой прямая пересекает ось OX . 

 

Пример 20. Описать свойства уравнений прямых на плоскости, параллельных 

оси OX .  
 

Решение.  В этом случае  l ⊥ OY  и 0=ϕ . Если прямая l  задана своим общим 

уравнением 0=++ CByAx , то  

0=ϕ    ⇒    0tg =ϕ ;   

но   
B
Ak −==ϕtg    ⇒    0=−

B
A    ⇒    0=A . 

Таким образом, общее уравнение любой прямой, параллельной оси OX , все-

гда имеет вид   

                                 0=+ CBy .                                          (7) 
 

Уравнение такой прямой с угловым коэффициентом имеет вид: 

by = . 
 

Итак, уравнение вида by =  (или, в общем виде, 0=+ CBy ) на плоскости 

описывает прямую, параллельную оси OX  и пересекающую ось OY  в точке 

B
Cby −== . 

 

Пример 21. Описать свойства уравнений прямых на плоскости, параллельных 

оси OY . 
 

Решение.  В этом случае  l OX ⊥  и 2πϕ = . Если прямая l  задана своим об-

щим уравнением 0=++ CByAx , то  

2πϕ =   ⇒   0ctg =ϕ ;   
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но   
A
B

−=ϕctg    ⇒    0=−
A
B    ⇒   0=B . 

Таким образом, общее уравнение любой прямой, параллельной оси OY , все-

гда имеет вид   

                             0=+ CAx .                                         (8) 
 

Это уравнение эквивалентно уравнению вида  
 

cx = , 

где  
A
Cc −= . 

 

Итак, уравнение вида cx =  (или, в общем виде, 0=+ CAx ) на плоскости 

описывает прямую, параллельную оси OY  и пересекающую ось OX  в точке 

A
Ccx −== . 

 

Пример 22. Четыре прямые заданы своими общими уравнениями: 

1l :  032 =++ yx ,   2l :  0123 =++ yx ,  3l :  0342 =++ yx ,  4l :  0642 =++ yx . 

Требуется описать взаимное расположение прямой 1l  с прямыми 2l , 3l  и  4l . 

 

Решение.  Прямые 1l  и 2l  пересекаются, так как существует общая точка этих 

прямых, координаты которой удовлетворяют уравнениям данных прямых: 





=++
=++

0123
032

yx
yx

   ⇔    






−=+
−=+

123
32

yx
yx

 

Пара координат точки пересечения является единственным решением этой 

системы. 
 

Ответ 1: )2;1( −  — координаты точки пересечения прямых 1l  и 2l . 
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Ответ 2: Прямые 1l  и 3l  параллельны. 

Действительно, система  






=++
=++

0342
032

yx
yx

   ⇔   






−=+
−=+

342
32

yx
yx

 

не имеет решений (прямые 1l  и  3l  не имеют общих точек): 

1l : 032 =++ yx    ó   y =
2
3

2
1 −− x , 

3l : 0342 =++ yx   ó   y =
4
3

2
1 −− x ; 

1l  и 3l  — параллельны, так как не пересекаются и имеют равные угловые ко-

эффициенты:  
2
1

−=k . 

 

Ответ 3: Прямые 1l  и 4l  совпадают. 

Действительно, система 






=++
=++

0642
032

yx
yx

   ⇔    






−=+
−=+

642
32

yx
yx

 

имеет бесконечное множество решений, так как состоит из двух эквивалент-

ных уравнений: 

1l : 032 =++ yx    ó   y =
2
3

2
1 −− x , 

4l : 0642 =++ yx   ó   y =
2
3

2
1 −− x . 

Оба уравнения описывают одну и ту же прямую. 
 

Полезно отметить, что справедливо следующее 
 

Утверждение 9. Если две прямые заданы своими общими уравнениями 

0111 =++ CyBxA   и  0222 =++ CyBxA ,  то могут представиться три случая: 

1)  
2

1

2

1
B
B

A
A

≠  — прямые имеют одну общую точку; 
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2)  
2

1

2

1

2

1
C

C

B

B

A
A

≠=  — прямые параллельны; 

3)  
2

1

2

1

2

1
C
C

B
B

A
A

==  — прямые совпадают. 

 

3.5.1. Угол между прямыми (через угловые коэффициенты) 
 

 

Пусть прямые 1l  и 2l  заданы своими уравнениями с угловыми коэффициен-

тами (см. рис. 18):  
 

1l : 11 bxky +=      и      2l : 22 bxky += , 

 

где 1k  = 1tgϕ  и 2k  = 2tgϕ . 

 

                                   

       Y                                                    α  

                              

 

       0                  1ϕ                                                           2ϕ              X 

           1l                                                                            2l  

Рис. 18 

 

Очевидно,  πϕπϕα =−++ )( 21    ó   12 ϕϕα −= . Следовательно, 

 

                    αtg  = )tg( 12 ϕϕ −  = 
2tg1tg

1tg2tg

1 ϕϕ

ϕϕ

⋅+

−
 = 

21

12
1 kk

kk
+

−
.                    (9) 
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3.5.2. Условие параллельности двух прямых 
 

α  = 0   ó   αtg  = 
21

12
1 kk

kk
+

−
 = 0   ó   1k  = 2k  

 

3.5.3. Условие перпендикулярности двух прямых 
 

α  = 
2
π    ó   αctg  = 

12

211

kk
kk

−

+
 = 0   ó   1 + 1k 2k  = 0   ó   2k  = 

1

1
k

−  

 

3.5.4. Уравнение прямой, проходящей через данную точку с заданным 
угловым коэффициентом 

 

 

Пусть на плоскости дана точка ),( 000 yxM . Составим уравнение прямой, про-

ходящей через эту точку под заданным углом ϕ  к оси OX  (см. рис. 19).  

 

     Y                                                                                       l  

  y                                                                                  • ),( yxM  

 

                                      ),( 000 yxM  

  0y                                   •   

          0                  α                                                                         X 

                                         0x                                            x  

Рис. 19 
 

Напомним, что ϕtg=k  — угловой коэффициент прямой. Пусть ),( yxM  

— произвольная текущая точка прямой l . Имеем 

0

0 tg
xx

yy
k

−

−
== ϕ   ⇒    )( 00 xxkyy −=−    ⇒    )( 00 xxkyy −+= . 
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Итак, )( 00 xxkyy −+=   — уравнение прямой на плоскости, проходящей 

через точку ),( 000 yxM  с угловым коэффициентом k  (здесь переменные yx,  

—  координаты текущих точек прямой). 
 

Пример 23. Составить уравнение прямой, проходящей через точку )2;1(0M  

под заданным углом  0120=ϕ  к оси OX . 
 

Решение.  Искомое уравнение  имеет вид 

)( 00 xxkyy −=− , 

где 10 =x , 20 =y , ==
3

2tg πk =





 +

62
tg ππ 3

6
ctg −=−

π . Следовательно, 

 

)1(32 −−= xy    ó   233 ++−= xy    ó   0)23(3 =+−+ yx . 
 

Ответ:   0)23(3 =+−+ yx  — общее уравнение прямой; 

)23(3 ++−= xy  — уравнение прямой с угловым коэффициентом. 

 

3.6. Уравнение прямой, проходящей через две данные точки 
 

     Y 

    y                                                                                • ),( yxM  

   2y                                                                  • ),( 222 yxM  

                                                           

   1y                                      • ),( 111 yxM  

   0                                                                                                     X 

            l                         1x                          2x           x  

Рис. 20 
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Пусть заданы две точки ),( 111 yxM  и ),( 222 yxM  на плоскости. Требуется со-

ставить уравнение прямой, проходящей через эти точки (рис. 20). 

В силу утверждения 7, у коллинеарных векторов MM1  и 21MM  коорди-

наты должны быть пропорциональны. Отсюда: уравнение прямой на плоско-

сти, проходящей через точки ),( 111 yxM  и ),( 222 yxM , записывается в виде 

                     
12

1
xx

xx

−

−
 = 

12

1
yy

yy

−

−
,                                 (10) 

где переменные yx,  — координаты текущих точек прямой. Угловой коэффи-

циент этой прямой находится по формуле  
12

12
xx
yy

k
−

−
= . 

 

Пример 24. Составить уравнение прямой, проходящей через две точки 

)2;1(1M  и )4;5(2M . 

 

Решение. 
   

15
1

−
−x  = 

24
2

−
−y    ó   

4
1−x  = 

2
2−y    ó   22 −x = 84 −y    ó   032 =+− yx  

Ответ: 032 =+− yx  — общее уравнение прямой; y =
2
3

2
1 +x  — ее уравнение с 

угловым коэффициентом. 
 

Пример 25. Составить уравнение прямой, проходящей через две точки 

)2;1(1M  и )5;1(2M . 

Решение.   

11
1

−
−x  = 

25
2

−
−y    ó   

0
1−x  = 

3
2−y    ó   1=x  
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Ответ: Искомое уравнение  имеет вид 1=x . Прямая проходит параллельно 

оси OY , пересекая ось OX  в точке 1=x . 
 

Пример 26. Даны вершины треугольника ( )0;9−A , ( )3;0 −B , ( )2;5C . Найти 
точку пересечения высоты BK , опущенной из вершины B , и медианы AM , 
проведенной из вершины A , а также острый угол, заключенный между ними 
(см. рис. 21). 

 

Решение. Используя уравнение (10) прямой, проходящей через две заданные 
точки, найдем сначала уравнение стороны AC  треугольника ABC . Получим:  
 

02
0

95
9

−
−

=
+
+ yx  или .

7
9

7
1

+= xy  
 

                               B                   
 
 
                                                
                                  ϕ            M  
                         S  
A   

                            K                                                     C   
Рис. 21 

 

Угловой коэффициент этой прямой равен 
7
1

=ACk . Так как высота 

ACBK ⊥ , ее угловой коэффициент можно найти по формуле 71
−=−=

AC
BK k

k . 

Поскольку нам известна точка ( )3;0 −B , то уравнение высоты BK  находим так: 
( )00 xxkyy −=− . Получаем:  ( )073 −−=+ xy   или  37 −−= xy . 

Найдем теперь уравнение медианы AM . Координаты точки M  (середины 
отрезка BC ) находим по формулам: 

 

,
2

CB
M

xxx +
=     

2
CB

M

yyy +
= . 

 

Имеем:        ,
2
5

=Mx    
2
1

−=My . 

Используя (10), получим уравнение медианы AM : 
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0

0

9

9

2
1

2
5 −−

−
=

+

+ yx    или   .
23
9

23
1

−−= xy  

 

Координаты точки ( )SS yxS ,  пересечения высоты BK  и медианы AM  на-
ходим теперь как решение системы уравнений 

 







−−=

−−=

.
23
9

23
1

,37

xy

xy
 

 

Имеем:  ,
8
3

−=Sx  
8
3

−=Sy . 

Наконец, используя формулу (9), находим острый угол ϕ  между BK  и AM  







 −=−=

23
1,7 21 kk : 

 

.
3

16arctg,
3

16
2371

7231
1

tg
21

12 ==
+

+−
=

⋅+
−

= ϕϕ
kk

kk  

 
3.7. Каноническое и параметрические уравнения прямой 

       

          Y                                                             l  

                                                         ),( yxB •  

 

                                  ),( 11 yxA •        a   

 

               0                                                                   X 

Рис. 22 
 

Составим уравнение прямой, проходящей через данную точку ),( 11 yxA  

параллельно данному вектору a  (рис. 22). 
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Пусть l  — некоторая прямая на плоскости; заданы точка ),( 11 yxA ∈ l  и 

вектор a  = { }YX aa ,  | |  l  — так называемый направляющий вектор прямой. 

Пусть ),( yxB  — произвольная текущая точка на прямой  l . Так как a  | |  l , 

вектор a  коллинеарен вектору  AB  = { }11, yyxx −− . Но у коллинеарных век-

торов координаты пропорциональны. Записывая данную пропорцию, получа-

ем 

                     
Xa
xx 1−

 = 
Ya
yy 1−

.                                          (11) 

Это уравнение называется каноническим уравнением прямой l  на плоскости. 

Здесь 

11, yx  — координаты точки, через которую проходит прямая, 

YX aa ,  — координаты направляющего вектора прямой, 

yx,  — координаты текущих точек прямой. 
 

Пример 27. Составить каноническое уравнение прямой, проходящей через 
точку )2;1(1M  и имеющей направляющий вектор a  = { }3,0 . 

 

Решение.   

Xa
xx 1−

 = 
Ya
yy 1−    ó   0

1−x  = 3
2−y    ó   1=x  

 

Ответ: Искомое уравнение  имеет вид 1=x . Прямая проходит параллельно 

оси OY , пересекая ось OX  в точке 1=x . 
 

Рассмотрим снова каноническое уравнение прямой l . Обозначив через t  

общее значение данной пропорции, получим: 

Xa
xx 1−

 = 
Ya
yy 1−

 = t    ⇒    taxx X  1 += ,   tayy Y  1 +=  
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Введя обозначения aaX =  и baY = , получим: 

( )







+∞∞−∈
⋅+=
⋅+=

,
1

1

t
tbyy
taxx

 

 (так называемые параметрические уравнения прямой на плоскости).  

Здесь: 

11  , yx  —  координаты некоторой точки, через которую проходит прямая; 

yx  ,  — координаты текущей точки прямой; 

t  — параметр, через который линейно выражаются координаты точек пря-

мой; ba  ,  — коэффициенты, определяющие координаты направляющего век-

тора прямой. 

Согласно данным уравнениям, каждому значению параметра t  соответ-

ствует определенная точка прямой с координатами ),( yx . 
 

3.8. Направляющие косинусы вектора  

и нормальное уравнение прямой 
 

Напомним, что любой геометрический вектор a  характеризуется его модулем 

|| a  и направлением. Направление вектора a  = { }YX aa ,  на плоскости опреде-

ляется углами α  и β  (см. рис. 23), образованными им с осями координат OX  
и OY . Косинусы этих углов (так называемые направляющие косинусы век-

тора) определяются по формулам: 

               cos α  = 
|| a

aX  = 
22
YX

X

aa

a

+
,   cos β  = 

|| a

aY  = 
22
YX

Y

aa

a

+
.              (12) 

Направляющие косинусы вектора на плоскости связаны соотношением 

1coscos 22 =+ βα . 
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                             Y  
                       Ya    

                                          a  

                        0         α                    Xa      X  

                                                           

Рис. 23 
 

Пример 28. Пусть  a  = 








2
3,

2
33 . Найти направляющие косинусы данного 

вектора, а также углы α  и β . 
 

Решение.  Имеем: 

Xa  = 2
33 ,   Ya  = 2

3 ,   || a  = 22
YX aa +  = 4

9
4

27 +  = 3; 

cos α  = 
|| a

aX  = 2
3 ,   cos β  = 

|| a
Ya

 = 2
1 .   Отсюда    α  =  6

π ,    β  =  3
π . 

 

Утверждение 10. Координаты единичного вектора совпадают с его направ-

ляющими косинусами. Направляющие косинусы любого вектора совпадают с 

координатами его орт-вектора 
||0 a

aa =  (единичного вектора, имеющего то 

же направление, что и исходный вектор). 
 

При решении задач по аналитической геометрии часто используют нор-
мальное уравнение прямой на плоскости (рис. 24) 

 
 

                         cos x 0sin =−+ py αα .                              (13) 
 

 

Здесь α  — угол между вектором OP  и осью ,Ox  где P  — проекция точки O  
(начала координат) на эту прямую, p  — длина вектора OP .  

β  
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Таким образом, OP  — вектор, выходящий из начала координат и перпен-
дикулярный к прямой, а p — расстояние от начала координат до прямой. Заме-
тим еще, что cos α  и cos sin=β α  суть направляющие косинусы нормального 
вектора этой прямой. 

Из общего уравнения прямой 0=++ CByAx  легко получить нормальное, 

если его разделить на коэффициент 22 BA +±=µ  (нормирующий множи-
тель). Следует правильно выбирать знак коэффициента µ ; он должен быть 
противоположен знаку свободного члена C . 

С помощью нормального уравнения прямой l  легко вычисляется отклоне-
ние  δ  точки  ( )111 , yxM  от прямой: 

 

                       pyx −⋅+⋅= ααδ sincos 11 .                             (14) 
 

При решении задач полезно иметь в виду, что по разные стороны от прямой от-
клонение δ  имеет разный знак. 

С помощью отклонения δ  легко найти расстояние d  от произвольной 
точки ( )111 , yxM  до прямой l : 
 

     |sincos|  ||  11 pyxd −+== ααδ .                              (15) 
 

  l            Y 

                                                             

                                                               },{ BAn =  

                                               

                                                   }sin,{cos0 αα=n  

                                   P  

                            na  

              y                                               },{ yxa =  

                      ϕ                                                                X                                       

               0                                              x  

Рис. 24 
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Напомним еще, что 0n  = 
|| n

n  = 












++ 2222
,

BA
B

BA
A  = { }αα sin,cos  — 

единичная нормаль прямой. Пусть x  и y  —  координаты текущей точки пря-

мой l , т. е. a  =  { }yx,  —  радиус-вектор этой точки. Нормальное уравнение 

прямой может быть записано в векторном виде (векторное уравнение пря-

мой):  

                            l :  ( ) pna = , 0 .                                      (16) 

 

Здесь ( )0,na  = || a || 0n cos ϕ  = || a cos ϕ  = na , ϕ   —  угол между векторами a  

и 0n ; na  — проекция вектора a  на направление нормали n ; 

0>na , если 
2
πϕ < ,   0<na , если 

2
πϕ > ; 

pan =  — длина проекции na , равная расстоянию от начала координат до 

прямой  l . 
 

Пример 29. Уравнение прямой, заданной общим уравнением 0951612 =+− yx , 
привести к нормальному виду и найти расстояние от начала координат до этой 
прямой. 
 

Решение. Найдем коэффициент µ . Поскольку 095 >=C , то 
  

( ) 201612 22 −=−+−=µ . 
 

Разделив общее уравнение прямой на нормирующий множитель µ , получим 
нормальное уравнение прямой: 
 

0
20
95

20
16

20
12

=−+− yx
 

или 

.0
4

19
5
4

5
3

=−+− yx  
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Здесь cos
5
3

−=α , sin
5
4

=α  — направляющие косинусы нормального век-

тора прямой; 75,4
4

19
==p  — расстояние от начала координат до прямой l . 

 

Пример 30. Стороны треугольника заданы уравнениями: ,062 =−− yx  
,063 =+− yx  .02447 =−+ yx  Составить уравнение биссектрисы внутреннего 

угла треугольника, лежащего против стороны  02447 =−+ yx  (рис. 25). 
 

                                       y  
                                      B       
 
 
 
                                            
                                                                        x    
                              0M  
                                                       A  
                                                                      
       C  
      

Рис. 25 
                                  

Решение. Из систем уравнений 
 
 





=−+
=−−

02447
062

yx
yx

         и         




=−+
=+−

02447
063

yx
yx

 

 
 

находим координаты двух вершин  ( )1;4 −== AA yxA , ( )6;0 == BB yxB .  
Подставляя координаты каждой из вершин A  и B  в левую часть уравнения 

соответствующей противоположной стороны, получим: 
 

 

( ) ,0196143 >=+−−⋅  0186620 <−=−⋅− . 
 
 

Пусть ( )000 , yxM  — произвольная точка искомой биссектрисы, располо-
женная внутри треугольника. Эта точка лежит по ту же сторону от прямой 

063 =+− yx , что и точка A , и поэтому 063 00 >+− yx . Она лежит по ту же 
сторону от прямой 062 =−− yx , что и точка B , и поэтому 062 00 <−− yx .  
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Следовательно, расстояния 1d  и 2d  от точки  0M  до сторон треугольника, в 
силу (3) или (15), задаются формулами: 

 

,
10

63 00
1

+−
=

yxd   
5

62 00
2

−−
−=

yxd . 
 

Так как ( )000 , yxM  — точка биссектрисы, то 21 dd = . Отсюда находим 
уравнение искомой биссектрисы: 

 

( ) ( ) ( ) 012 6 221 23 =−−+−+ yx . 
 
 

4. Варианты индивидуальных заданий 

Вариант № 1 
 

1. Написать уравнение прямой, проходящей через точку пересечения пря-
мых  0532 =+− yx  и  073 =−+ yx  и перпендикулярно к прямой xy 2= . 

2. Через начало координат провести прямую так, чтобы она прошла на оди-
наковом расстоянии от точек ( )2;2A  и ( )0;4B . 

Вариант № 2 
 

1. Даны две вершины треугольника ( ),2;10−A  ( )4;6B , его высоты пересе-
каются в точке ( )2;5M . Определить координаты третьей вершины. 

2. Составить уравнение геометрического места точек, отклонение которых 
от прямой  025158 =−− yx  равно 2− . 

Вариант № 3 
 

1. Средняя линия трапеции имеет уравнение 0632 =−+ yx . Составить урав-
нения оснований трапеции, если известно, что точка ( )2;3M   лежит на одном из 
оснований. 

2. Составить уравнения сторон треугольника, зная одну из его вершин ( )2;0A  
и уравнения высот BM   и CM :  4=+ yx  и xy 2= , где M  — точка  пересече-
ния высот. 
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Вариант № 4 
 

1. Даны вершины треугольника ( ),2;1A  ( ),7;3B  ( )13;5C . Вычислить длину 
перпендикуляра, опущенного из вершины B  на медиану, проведенную из вер-
шины A . 

2. Составить уравнение прямой, проходящей через точку ( )3;1A  так, что 
середина ее отрезка, заключенного между параллельными прямыми 

052 =++ yx  и 012 =++ yx  лежит на прямой 05 =−− yx . 

Вариант № 5 
 

1. В равнобедренном треугольнике известно уравнение основания 
032 =+− yx , уравнение одной из его боковых сторон 054 =+− yx  и точка 

( )6,5;2,1P  на другой боковой стороне. Вычислить расстояние от вершины при 
основании до боковой стороны. 

2. На прямой 0832 =−+ yx  найти точку, равноудаленную от точек ( )4;4A  
и ( )4;2 −B . 

Вариант № 6 
 

1. Даны вершины треугольника ( ),6;4A  ( ),0;4−B  ( )4;1−C . Составить урав-
нения:  а) трех сторон треугольника; б) медианы CM ; в) биссектрисы BN ; 
г) высоты AK . 

2. Написать уравнение прямой, проходящей через точку ( )1;3 −A , парал-
лельно прямой 73 += xy . 

Вариант № 7 
 

1. Составить уравнения катетов прямоугольного треугольника, зная уравне-
ние гипотенузы 53 += xy  и вершину прямого угла ( )1;4 −  (треугольник равно-
бедренный). 

2. Через точку ( )1;2−P  проведена прямая так, что ее расстояние от точки 
( )1;3C  равно 4 . Найти угловой коэффициент этой прямой. 
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Вариант № 8 
 

1. Через точку пересечения прямых 0852 =−+ yx   и 043 =+− yx  провести 
прямую, которая: а) проходит через начало координат; б) параллельна оси абс-
цисс; в) проходит через точку ( )3;4 . 

2. Даны вершины четырехугольника ( ),0;9−A  ( ),6;3−B  ( ),4;3C  ( )3;6 −D . 
Найти точку пересечения его диагоналей AC  и BD  и вычислить угол между 
ними.  

Вариант № 9 
 

1. Диагонали ромба длиной в 30  и 16  единиц приняты за оси координат. 
Вычислить расстояние между параллельными сторонами этого ромба. 

2. Дано уравнение стороны треугольника 022 =−+ yx  и уравнения 
0432 =+− yx , 012 =−+ yx  двух его высот. Найти уравнения двух других сто-

рон треугольника. 

Вариант № 10 
 

1. Даны середины сторон треугольника: ( ),1;2M  ( ),3;5N  ( )4;3 −P . Соста-
вить уравнения сторон этого треугольника. 

2. Уравнение одной из сторон угла 0392 =−− yx , а уравнение биссектрисы 
0114 =+− yx . Найти уравнение второй стороны угла. 

Вариант № 11 
 

1. Пусть известны уравнения сторон треугольника ABC : ,074 =−− yx  
,0313 =−+ yx  .075 =−+ yx  Найти точку пересечения его высот. 

2. Даны вершины треугольника: ( ),3;12−A  ( ),10;12 −B  ( )14;6−C . Составить 
уравнение биссектрисы внутреннего угла B . 

Вариант № 12 
 

1. Даны уравнения двух сторон прямоугольника: 02 =− yx  и 0152 =+− yx , 
а также уравнение одной из его диагоналей 0157 =++ yx . Найти вершины 
прямоугольника. 
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2. При каком значении параметра ""a  уравнения 01383 =+− yax  и 
( ) 02121 =−−+ ayxa  определяют параллельные прямые. 

Вариант № 13 
 

1. Даны две вершины треугольника ( )5;4−A  и ( )1;4B  и точка пересечения 
его высот ( )5;3D . Составить уравнения сторон треугольника. 

2. Даны две прямые: 01043 =−+ yx  и 026125 =+− yx . Найти точку, кото-
рая бы находилась на расстоянии 5 единиц как от одной, так и от другой пря-
мой. 

Вариант № 14 
 

1. Вершинами треугольника ABC  служат точки ( )2;2 −A  и ( )1;3 −B . Его ме-
дианы пересекаются в точке ( )0;1P . Составить уравнение высоты треугольника, 
проходящей через вершину C . 

2. Определить расстояние между параллельными прямыми 01033 =−+ yx  
и 010526 =++ yx . 

Вариант № 15 
 

1. Найти уравнение диагонали параллелограмма, не проходящей через точку 
пересечения его сторон 01 =−+ yx  и 01 =+y , если известно, что диагонали 
параллелограмма пересекаются в точке ( )0;1−P . 

2. Какому условию должны удовлетворять коэффициенты ""a  и ""b  для то-
го, чтобы прямые ,01 =++ byax  ,0532 =+− yx  01 =−x  проходили через одну и 
ту же точку? 

Вариант № 16 
 

1. Найти точку Q , симметричную точке ( )13;5−P  относительно прямой 
0332 =−− yx . 

2. Составить уравнение прямой, проходящей через начало координат и че-
рез центр тяжести треугольника со сторонами: ,04 =−− yx  ,037112 =+− yx  

01772 =−+ yx . 
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Вариант № 17 
 

1. Вычислить координаты центра окружности, описанной около треугольни-
ка с вершинами ( ),1;1−A  ( ),1;2 −B  ( )0;4C . 

2. Написать уравнения биссектрис углов, образованных прямыми:  
,067 =−+ yx  0155 =+− yx . 

Вариант № 18 
 

1. Даны вершины треугольника: ( ),1;2A  ( ),2;1−B ( )5;1C . Найти угол между 
высотой и медианой, проведенными из вершины A . 

2. Через точку ( )3;4 −M  провести прямую так, чтобы площадь треугольника, 
образованного ею и осями координат, была равна 3-м квадратным единицам. 

Вариант № 19 
 

1. Найти углы треугольника, стороны которого заданы уравнениями:  
012 =+− yx ,  01125 =−− yx ,  052 =++ yx . 

2. Отрезок, соединяющий точки ( )8;5−A  и ( )2;10B , точками C  и D  делит-
ся на три равные части. Найти точки C  и D . 

Вариант № 20 
 

1. Составить уравнения сторон треугольника, для которого точки ( )2;1−A , 
( )1;3 −B  и ( )4;0C  являются серединами сторон. 
2. Дано уравнение одной из сторон квадрата 073 =−+ yx  и точка пересече-

ния его диагоналей ( )1;0 −P . Найти уравнения трех остальных сторон этого 
квадрата. 

Вариант № 21 
 

1. Найти проекцию точки ( )12;8−P  на прямую, проходящую через точки 
( )1;5−A   и  ( )3;2 −B . 
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2. Составить уравнения прямых, проходящих через точку ( )1;5M  и обра-

зующих с прямой  042 =−+ yx   угол  
4
π

ϕ = . 

Вариант № 22 
 

1. Дана прямая 062 =−+ yx  и на ней две точки A  и B  с ординатами 
,6=Ay  2−=By . Составить уравнение высоты AD  треугольника AOB . 

2. Составить уравнения трех сторон квадрата, если известно, что четвертой 
стороной является отрезок прямой 01234 =−+ yx , концы которого лежат на 
осях координат. 

Вариант № 23 
 

1. Известны уравнения двух сторон ромба: 0152 =−− yx  и 03452 =−− yx , 
а также уравнение его диагонали 063 =−+ yx . Найти уравнение двух других 
сторон ромба и его высоты. 

2. Проверить, что точки ( ),3;4 −−A  ( ),0;5−B  ( ),6;6C  ( )0;1D  служат вер-
шинами трапеции и найти ее высоту. 

Вариант № 24 
 

1. Найти угол наклона прямой к положительному направлению оси OX , ес-
ли известно,  что отрезок прямой расположен между осями координат и точка 







 −− 3;

3
8M  делит этот отрезок в отношении 2:3  (считая от оси абсцисс к оси 

ординат). 
2. Пусть известны уравнения двух сторон квадрата: ,010125 =−+ yx  

029125 =++ yx . Составить уравнения двух других сторон при условии, что 
точка ( )5;3−M  лежит на стороне этого квадрата. 

Вариант № 25 
 

1. Даны две противоположные вершины ромба ( )4;3A  и ( )2;1 −C  и уравне-
ние одной из его сторон 01 =+− yx . Найти уравнения остальных сторон ромба. 

2. Дан треугольник с вершинами: ( ),0;2−A  ( ),4;2B  ( )0;4C . Написать 
уравнение медианы AE . 
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