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�¥ª¶¨¿ 1.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¬ ²°¨¶». �¯°¥¤¥«¨²¥«¨ ¢²®°®£® ¨ ²°¥²¼¥£® ¯®°¿¤ª®¢, ¨µ ®±­®¢­»¥ ±¢®©±²¢ .�¨­®°» ¨  «£¥¡° ¨·¥±ª¨¥ ¤®¯®«­¥­¨¿, ° §«®¦¥­¨¥ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¿ ¯® ±²°®ª¥ (±²®«¡¶³). �¥-²®¤» ¢»·¨±«¥­¨¿ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¥©. �®­¿²¨¥ ®¡ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¥ n-£® ¯®°¿¤ª . � ²°¨¶ , ¢¥ª²®°,®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ª¢ ¤° ²­®© ¬ ²°¨¶», ±¢®©±²¢  ®¯°¥¤¥«¨²¥«¿.� ²°¨¶¥© A ° §¬¥°  m � n, m;n 2 NN, ­ §»¢ ¾² ¯°¿¬®³£®«¼­³¾ ² ¡«¨¶³ ¤¥©±²¢¨²¥«¼­»µ ·¨±¥« �ai;j�,i = 1; : : : ; m, j = 1; : : : ; n, c m ±²°®ª ¬¨ ¨ n ±²®«¡¶ ¬¨; ·¨±«  ai;j ­ §»¢ ¾² ½«¥¬¥­² ¬¨ ¬ ²°¨¶» A. � ±²®³ª § ­¨¥ ° §¬¥°®¢ ®¯³±ª ¾². � ª ·¥±²¢¥ ¯°¨¬¥°®¢ ¨ ª®¬¬¥­² °¨¥¢ ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ±«³· ¨ m = 2,n = 2 ¨«¨ n = 3,   ² ª¦¥ m = 3, n = 3 ¨«¨ n = 4. � ²°¨¶» A ° §¬¥°  1�n ­ §»¢ ¾² ¢¥ª²®°-±²°®ª ¬¨, ° §-¬¥°  m� 1 | ¢¥ª²®°-±²®«¡¶ ¬¨ (¨ ²¥ ¨ ¤°³£¨¥ ² ª¦¥ ­ §»¢ ¾²±¿ ¯°®±²® ¢¥ª²®° ¬¨). � ²°¨¶» A = �ai;j�° §¬¥°  n�n ­ §»¢ ¾² ª¢ ¤° ²­»¬¨. � ¦¤®© ² ª®© ¬ ²°¨¶¥ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ²° ­±¯®­¨°®¢ ­­ ¿ ¬ ²°¨¶ A� = �a�i;j�, ®¯°¥¤¥«¿¥¬ ¿ ¯® ¯° ¢¨«³ a�i;j = aj;i. �«¿ ª¢ ¤° ²­»µ ¬ ²°¨¶ A ®¯°¥¤¥«¥­® ¯®­¿²¨¥ ¤¥²¥°¬¨-­ ­²  (®¯°¥¤¥«¨²¥«¿) jAj ¨ ¬¨­®°®¢ ¤«¿ ½«¥¬¥­²®¢  i;j , i; j = 1; : : : ; n. �¥«¨·¨­³ jAj ¬®¦­® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¯®¨­¤³ª¶¨¨:1) ¥±«¨ n = 1, ²® jAj =  1;1.2) ¤«¿ n = 2, ®¡®§­ ·¨¬ Ai;j | ª¢ ¤° ²­³¾ ¬ ²°¨¶³ ° §¬¥°®¬ (n� 1)� (n� 1) = 1� 1, ¯®«³·¥­­³¾ ¨§A, ¯®±«¥ ¢»·¥°ª¨¢ ­¨¿ i-®© ±²°®ª¨ ¨ j-£® ±²®«¡¶ , i; j = 1; 2. �®£¤ jAj =  1;1 � jA1;1j �  1;2 � jA1;2j =  1;1a2;2 �  1;2a2;1:3) ²®·­® ² ª¦¥ ¤«¿ n = 3, ®¡®§­ ·¨¬ Ai;j | ª¢ ¤° ²­³¾ ¬ ²°¨¶³ ° §¬¥°®¬ (n � 1) � (n � 1) = 2 � 2,¯®«³·¥­­³¾ ¨§ A, ¯®±«¥ ¢»·¥°ª¨¢ ­¨¿ i-®© ±²°®ª¨ ¨ j-£® ±²®«¡¶ , i; j = 1; 2; 3. �®£¤ jAj =  1;1 � jA1;1j �  1;2 � jA1;2j+  1;3 � jA1;3j:� ª ¨ ¢ ±«³· ¥ n = 2, ·¨±«® jAj ¬®¦¥² ¢»° ¦¥­® ·¥°¥§ ½«¥¬¥­²» ¬ ²°¨¶» A, ­® ¯®«³· ¾¹¥¥±¿ ¢»° ¦¥­¨¥¡³¤¥² ¡®«¥¥ £°®¬®§¤ª¨¬.4) �¡¹¨© ±«³· © ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ jAj ¯®¤®¡¥­ 2)-3). �³±²¼ jBj ¨§¢¥±²­® ¤«¿ ¬ ²°¨¶ B ° §¬¥°  n� n ¨ A |¬ ²°¨¶  ° §¬¥°  (n+ 1)� (n+ 1). �¡®§­ ·¨¬ Ai;j | ª¢ ¤° ²­³¾ ¬ ²°¨¶³ ° §¬¥°®¬ n� n, ¯®«³·¥­­³¾ ¨§A, ¯®±«¥ ¢»·¥°ª¨¢ ­¨¿ i-®© ±²°®ª¨ ¨ j-£® ±²®«¡¶ , i; j = 1; 2; : : : ; n+ 1. �®£¤ jAj =  1;1 � jA1;1j �  1;2 � jA1;2j+ � � �+ (�1)na1;n+1 � jA1;n+1j:�®¦­® ¯®ª § ²¼, ·²® ¯°¨ ½²®¬ ±¯° ¢¥¤«¨¢» ° ¢¥­±²¢ jAj = (�1)i0+1� i0;1 � jAi0;1j �  i0;2 � jAi0;2j+ � � �+ (�1)nai0;n+1 � jAi0;n+1j�; (1)  ² ª¦¥ jAj = (�1)i0+1� 1;i0 � jA1;i0 j �  2;i0 � jA2;i0j+ � � �+ (�1)nan+1;i0 � jAn+1;i0 j� (10)¯°¨ «¾¡®¬ ´¨ª±¨°®¢ ­­®¬ i0 2 f1; 2; : : : ; n + 1g. �®¦¤¥±²¢  (1), (10) ­ §»¢ ¾² ° §«®¦¥­¨¥¬ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¿¯® i0-®© ±²°®ª¥, i0-®¬³ ±²®«¡¶³. �°¨ ½²®¬ ·¨±«® jAi0;j0 j ­ §»¢ ¾² ¬¨­®°®¬ ½«¥¬¥­²  ai0;j0 ,   ¢¥«¨·¨­³�i0;j0 = (�1)i0+j0 jAi0;j0 j |  «£¥¡° ¨·¥±ª¨¬ ¤®¯®«­¥­¨¥¬ ½²®£® ½«¥¬¥­² .�¢®©±²¢® 0. jAj = jA�j.�®¿±­¨¬ ½²® ±¢®©±²¢® ­  ¯°¨¬¥°¥ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¿ ª¢ ¤° ²­®© ¬ ²°¨¶» A ²°¥²¼¥£® ¯®°¿¤ª  (¤«¿ ¬ ²°¨¶¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  ½²® ±¢®©±²¢® ¯°®¢¥°¿¥²±¿ ­¥¯®±°¥¤±²¢¥­­®):A = 0@a11 a12 a13a21 a22 a23a31 a32 a331A ; A� = 0@a11 a21 a31a12 a22 a32a13 a23 a331A :�®±¯®«¼§³¥¬±¿ ¯° ¢¨« ¬¨ (1) ¨ (10) ° §«®¦¥­¨¿ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¿: ° §«®¦¨¬ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¬ ²°¨¶» A ¯® ¯¥°¢®©±²°®ª¥, ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¬ ²°¨¶» A� ¯® ¯¥°¢®¬³ ±²®«¡¶³jAj = a11jA11j � a12jA12j+ a13jA13j; jA�j = a11j(A11)�j � a12j(A12)�j+ a13j(A13)�j = jAj:2



�® ¨­¤³ª¶¨¨ ±¢®©±²¢® 0 ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°®¢¥°¥­® ¤«¿ ª¢ ¤° ²­»µ ¬ ²°¨¶ ¯®°¿¤ª  n.�¢®©±²¢® 1. �±«¨ ¢±¥ ½«¥¬¥­²» ­¥ª®²®°®© ´¨ª±¨°®¢ ­­®© ±²°®ª¨ i0 ¨«¨ ­¥ª®²®°®£® ´¨ª±¨°®¢ ­­®£®±²®«¡¶  i0 ¬ ²°¨¶» A ³¬­®¦¨²¼ ­  ®¤­® ¨ ²® ¦¥ ·¨±«® k ¨ ¯®«³·¥­­³¾ ¯°¨ ½²®¬ ¬ ²°¨¶³ ®¡®§­ ·¨²¼ B,²® jBj = kjAj.�: �®ª § ²¥«¼±²¢® ±«¥¤³¥² ¨§ ° §«®¦¥­¨¿ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¿ ¯® i0-®© ±²°®ª¥ 1) ¨«¨ ¯® i0-®¬³ ±²®«¡¶³ 10)(¯®¿±­¥­¨¿ ¤«¿ n = 3): A = 0@a11 a12 a13a21 a22 a23a31 a32 a331A ; B = 0@ a11 a12 a13k � a21 k � a22 k � a23a31 a32 a33 1A ;jBj = �k � a21jA21j+ k � a22jA22j � k � a23jA23j = kjAj: ��«¥¤±²¢¨¥. �±«¨ ¬ ²°¨¶  A ±®¤¥°¦¨² ­³«¥¢®© ±²®«¡¥¶ ¨«¨ ­³«¥¢³¾ ±²°®ª³, ²® jAj = 0.�¢®©±²¢® 2. �±«¨ ¬ ²°¨¶» A = �ai;j�, B = �bi;j� ¨ C = �ci;j� ®²«¨· ¾²±¿ ¬¥¦¤³ ±®¡®© «¨¸¼ ½«¥¬¥­² ¬¨­¥ª®²®°®£® ´¨ª±¨°®¢ ­­®£® ±²®«¡¶  (¨«¨ ±²°®ª¨) ± ¨­¤¥ª±®¬ j0, ¯°¨·¥¬ ci;j0 = bi;j0 + ai;j0 , i = 1; : : : ; n, ²®jCj = jAj+ jBj.�: � ª ¨ ¢»¸¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ±¢®©±²¢  2 ±«¥¤³¥² ¨§ ° §«®¦¥­¨¿ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¿ ¯® (1) ¨«¨ (10). �«¿ n = 3¨¬¥¥¬ A =0@a11 a12 a13a21 a22 a23a31 a32 a331A ; B = 0@a11 b12 a13a21 b22 a23a31 b32 a331A ; C = 0@a11 a12 + b12 a13a21 a22 + b22 a23a31 a32 + b32 a331A ;jCj = �(a12 + b12)jA12j+ (a22 + b22)jA22j � (a32 + b32)jA32j = jAj+ jBj:�¡¹¨© ±«³· © ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ¯®  ­ «®£¨¨. ��¢®©±²¢® 3. �±«¨ ¬ ²°¨¶  B ¯®«³· ¥²±¿ ¨§ ¬ ²°¨¶» A ¯¥°¥±² ­®¢ª®© «¾¡»µ ¤¢³µ ´¨ª±¨°®¢ ­­»µ±²®«¡¶®¢ «¨¡® ¤¢³µ ´¨ª±¨°®¢ ­­»µ ±²°®ª, ²® jAj = �jBj.�: �³±²¼ ±­ · «  ¯¥°¥±² ¢«¿¥¬»¥ ±²°®ª¨ (¨«¨ ±²®«¡¶») ° ±¯®«®¦¥­» °¿¤®¬. �«¿ n = 3A = 0@a11 a12 a13a21 a22 a23a31 a32 a331A ; B = 0@a21 a22 a23a11 a12 a13a31 a32 a331A :� §«®¦¨¬ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¬ ²°¨¶» A ¯® ¯¥°¢®© ±²°®ª¥,   ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¬ ²°¨¶» B { ¯® ¢²®°®©:jAj = a11jA11j � a12jA12j+ a13jA13j; jBj = �a11jA11j+ a12jA12j � a13jA13j = �jAj:�®·­® ² ª¦¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ¨ ®¡¹¨© ±«³· © ¯¥°¥±² ­®¢ª¨ ¤¢³µ ±®±¥¤­¨µ ±²°®ª (¨«¨ ±²®«¡¶®¢). �±«¨ ¦¥²¥¯¥°¼ ²°¥¡³¥²±¿ ¯¥°¥±² ¢¨²¼ 2 ±²°®ª¨ ¬ ²°¨¶» A, ¬¥¦¤³ ª®²®°»¬¨ ° ±¯®«®¦¥­» ¥¹¥ k ±²°®ª (±ª ¦¥¬1-¾ ¨ (k+2)-¾), ²® ² ª³¾ ¯¥°¥±² ­®¢ª³ ¬®¦­® ®±³¹¥±²¢¨²¼, ¯¥°¥±² ¢«¿¿ °¿¤®¬ ±²®¿¹¨¥ ±²°®ª¨, ±­ · « ¯¥°¥¬¥±²¨¢ 1-¾ ±²°®ª³ §  (k+1)-¾, ² ª ·²®¡» ¯®«³·¨«±¿ ¡» ±«¥¤³¾¹¨© ¯®°¿¤®ª ±²°®ª: 2-¿, 3-¿, : : : , (k+1)-¿, 1-¿, (k+2)-¿,   § ²¥¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­® ¯¥°¥¬¥±²¨¢ (k+2)-¾ ±²°®ª³ ­  ¯¥°¢®¥ ¬¥±²®. �±¥£® ¯°¨ ½²®¬ ­³¦­®¢»¯®«­¨²¼ k+ k+1 = 2k+ 1 ¯¥°¥±² ­®¢®ª ±®±¥¤­¨µ ±²°®ª. �­ ª ®¯°¥¤¥«¨²¥«¿ ¯°¨ ½²®¬ ¯®¬¥­¿¥²±¿ 2k+ 1° § ¨ ¢ ¨²®£¥ ±² ­¥² ¯°®²¨¢®¯®«®¦­»¬ §­ ª³ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¿ jAj. ��«¥¤±²¢¨¥. �±«¨ ¬ ²°¨¶  A = �ai;j� ±®¤¥°¦¨² ¤¢  ®¤¨­ ª®¢»µ ±²®«¡¶  ¨«¨ ¤¢¥ ®¤¨­ ª®¢»µ ±²°®ª¨, ²®jAj = 0.�«¥¤±²¢¨¥. �±«¨ ª ½«¥¬¥­² ¬ ­¥ª®²®°®© ±²°®ª¨ (¨«¨ ±²®«¡¶ ) ¬ ²°¨¶» A ¤®¡ ¢¨²¼ ½«¥¬¥­²» ¤°³£®©±²°®ª¨ (±®®²¢¥²±²¢¥­­® ¤°³£®£® ±²®«¡¶ ) ½²®© ¬ ²°¨¶», ³¬­®¦¥­­»¥ ­  «¾¡®© ®¡¹¨© ¬­®¦¨²¥«¼, ²® ¥¥®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ®² ½²®£® ­¥ ¨§¬¥­¨²±¿.�®ª § ²¥«¼±²¢® ½²®£® ±«¥¤±²¢¨¿ ¯®«³· ¥²±¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­»¬ ¯°¨¬¥­¥­¨¥¬ ±¢®©±²¢ 2, 1 ¨ ±«¥¤±²¢¨¿ ¨§±¢®©±²¢  3.�±¥ ¯¥°¥·¨±«¥­­»¥ ±¢®©±²¢  ¨ ¨µ ±«¥¤±²¢¨¿ ¯®«¥§­® ¯°¨¬¥­¿²¼ ¯°¨ ¢»·¨±«¥­¨¨ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¥© ª¢ ¤° ²-­»µ ¬ ²°¨¶. 3



�¥ª¶¨¿ 2.�¨±²¥¬» «¨­¥©­»µ ³° ¢­¥­¨©. �¥²®¤ � ³±± . �° ¢¨«® �° ¬¥° .�¨­¥©­®© ±¨±²¥¬®© ¤¢³µ ³° ¢­¥­¨© ± ¤¢³¬¿ ­¥¨§¢¥±²­»¬¨ ­ §»¢ ¾² ² ª¨¥ ¤¢  ³° ¢­¥­¨¿:a11x+ a12y = c1;a21x+ a22y = c2;¢ ª®²®°»µ ¢¥«¨·¨­» aij , ci { ­¥ª®²®°»¥ § ¤ ­­»¥ ·¨±«  i; j = 1; 2, x; y { ­¥¨§¢¥±²­»¥, ª®²®°»¥ ²°¥¡³¥²±¿­ ©²¨. �«¿ ­ µ®¦¤¥­¨¿ °¥¸¥­¨¿ ¬®¦­® ¯°¨¬¥­¨²¼ ¬¥²®¤ ¨±ª«¾·¥­¨¿ (� ³±± ): ³¬­®¦¨¬ ¯¥°¢®¥ ³° ¢­¥­¨¥­  a22, ¢²®°®¥ { ­  �a12 ¨ ±«®¦¨¬ ¬¥¦¤³ ±®¡®©:(a11a22 � a21a12)x = ±1a22 � ±2a12:�®·­® ² ª¦¥ ¯®«³· ¥²±¿ ³° ¢­¥­¨¥ ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¯¥°¥¬¥­­®© y:(a11a22 � a21a12)y = ±2a11 � ±1a21:�«¿ § ¯¨±¨ °¥¸¥­¨© ¨±µ®¤­®© ±¨±²¥¬» «¨­¥©­»µ ³° ¢­¥­¨© ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ ®¡®§­ ·¥­¨¿¬¨:D = ����a11 a12a21 a22���� ; Dx = ����c1 a12c2 a22���� ; Dy = ����a11 c1a21 c2���� :� ¯®¬®¹¼¾ ½²¨µ ®¡®§­ ·¥­¨© ¯°¥®¡° §®¢ ­­ ¿ ±¨±²¥¬  ¯°¨¬¥² ¢¨¤:Dx = Dx; Dy = Dy :�±«¨ ·¨±«® D (².¥., ª ª ­¥²°³¤­® ¢¨¤¥²¼, ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¬ ²°¨¶» (aij) ¨±µ®¤­®© ±¨±²¥¬») ­¥ ° ¢­® ­³«¾, ²®¨¬¥¥²±¿ ¥¤¨­±²¢¥­­®¥ °¥¸¥­¨¥ ±¨±²¥¬» ³° ¢­¥­¨©:x = DxD ; y = DyD (1)(´®°¬³«» �° ¬¥° ). �±«¨ ¦¥ D = 0, ²® ¨«¨ ¦¥ ¨±µ®¤­ ¿ ±¨±²¥¬  ³° ¢­¥­¨© ¢®¢±¥ ­¥ ¨¬¥¥² °¥¸¥­¨©, ¨«¨,¥±«¨ Dx = Dy = 0, ² ª¨µ °¥¸¥­¨© ¡¥±ª®­¥·­®¥ ·¨±«®.�³±²¼ ²¥¯¥°¼ § ¤ ­  ±¨±²¥¬  n «¨­¥©­»µ ³° ¢­¥­¨© ± ¬ ²°¨¶¥© ª®½´´¨¶¨¥­²®¢ (ai;j) ­¥¨§¢¥±²­»¬¨x1; : : : ; xn ¨ ¯° ¢»¬¨ · ±²¿¬¨ ±1; : : : ; ±n (¤«¿ ®¡«¥£·¥­¨¿ ¯®­¨¬ ­¨¿ °¥ª®¬¥­¤³¥²±¿ ¯® ¬¥°¥ ·²¥­¨¿, ª ª¯°¨¬¥°, ± ¯®¤°®¡­»¬¨ ¢»ª« ¤ª ¬¨ ° §¡¨° ²¼ ½²®² ¬¥²®¤ ¯°¨ n = 3 ­  ¡³¬ £¥):ai;1x1 + ai;2x2 + � � �+ ai;nxn = ±i; i = 1; : : : ; n:�®°¬³«» (�° ¬¥° ),   ² ª¦¥ ¬¥²®¤ ¨±ª«¾·¥­¨¿ ­¥¨§¢¥±²­»µ, ° ±±¬®²°¥­­»¥ ¢»¸¥ ­  ¯°¨¬¥°¥ ±¨±²¥¬»¤¢³µ ³° ¢­¥­¨©, ¬®£³² ¡»²¼ ®¡®¡¹¥­» ¤«¿ ½²®© ±¨±²¥¬». �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ª®½´´¨¶¨¥­² a1;1 6= 0. �±-ª«¾·¨¬ x1 ¨§ ¢±¥µ ³° ¢­¥­¨© ½²®© ±¨±²¥¬», ­ ·¨­ ¿ ±® ¢²®°®£®. �«¿ ½²®£® ª® ¢²®°®¬³ ³° ¢­¥­¨¾ ¯®·«¥­­®¯°¨¡ ¢¨¬ ¯¥°¢®¥, ³¬­®¦¥­­®¥ ­  �a2;1=a1;1. �®±«¥ ½²®£® ¨±µ®¤­ ¿ ±¨±²¥¬  § ¬¥­¨²±¿ ½ª¢¨¢ «¥­²­®©a1;1x1 + a1;2x2 + � � �+ a1;nxn = c1;a(1)i;2x2 + � � �+ a(1)i;nxn = c(1)i ; i = 2; : : : ; n:�®½´´¨¶¨¥­²» ¯°¨ ­¥¨§¢¥±²­»µ ¨ ±¢®¡®¤­»¥ ·«¥­» ¢ ¯®±«¥¤­¨µ (n� 1) ³° ¢­¥­¨¿µ ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ´®°¬³-« ¬¨: a(1)i;j = ai;j � ai;1a1;1a1;j ; c(1)i = ci � ai;1a1;1 c1; i; j = 2; : : : ; n:�±«¨ ®ª §»¢ ¥²±¿, ·²® a(1)2;2 = 0, ²® ³° ¢­¥­¨¿ ±¨±²¥¬» ­³¦­® ¯¥°¥±² ¢¨²¼ ¬¥¦¤³ ±®¡®© ¨ ®±³¹¥±²¢¨²¼¯¥°¥®¡®§­ ·¥­¨¿, ² ª ·²®¡» ½²®² ª®½´´¨¶¨¥­² ®ª § «±¿ ¡» ®²«¨·­»¬ ®² ­³«¿. �±«¨ ¯°¨ ½²®¬ ®ª §»¢ -¥²±¿, ·²® ai;2 = 0 ¯°¨ ¢±¥µ i ®² 2 ¤® n, ²® ¬¥­¿¥¬ ¬¥±² ¬¨ ­¥¨§¢¥±²­»¥: ­ ¯°¨¬¥°, ¢¬¥±²® x2 ¯»² ¥¬±¿4



¨±ª«¾· ²¼ x3 (¨ ¤¥« ¥¬ ¯¥°¥®¡®§­ ·¥­¨¿ ² ª, ·²®¡» ¯¥°¥¬¥­­ ¿ x3 ±² «  ¢²®°®©,   ¯¥°¥¬¥­­ ¿ x2 { ²°¥-²¼¥©). �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® a(1)2;2 6= 0. �®£¤  ¬» ¬®¦¥¬ ¨±ª«¾·¨²¼ x2 ¨§ ¯®±«¥¤­¨µ (n � 2) ³° ¢­¥­¨© ­®¢®©±¨±²¥¬»: a1;1x1 + a1;2x2 + a1;3x3 + � � �+ a1;nxn = c1;a(1)2;2x2 + a(1)2;3x3 + � � �+ a(1)2;nxn = c(1)2 ;a(2)i;3x3 + � � �+ a(2)i;nxn = c(2)i ; i = 3; : : : ; n:� ª ¨ ¢»¸¥ ª®½´´¨¶¨¥­²» ¨ ¯° ¢»¥ · ±²¨ ¢»·¨±«¿¾²±¿ ¯® ´®°¬³« ¬a(2)i;j = a(1)i;j � a(1)i;2a(1)2;2a(1)2;j ; c(2)i = c(1)i � a(1)i;2a(1)2;2c(1)2 ; i; j = 3; : : : ; n:�°®¤®«¦ ¿ ½²®  «£®°¨²¬, ¬» ¯°¨¢¥¤¥¬ ¨±µ®¤­³¾ ±¨±²¥¬³ ª ²°¥³£®«¼­®© °¥ª³°°¥­²­®© ±¨±²¥¬¥a1;1x1 + a1;2x2 + a1;3x3 + � � �+ a1;nxn = c1;a(1)2;2x2 + a(1)2;3x3 + � � �+ a(1)2;nxn = c(1)2 ;a(2)3;3x3 + � � �+ a(2)3;nxn = c(2)3 ; (2): : : a(n�1)n;n xn = c(n�1)n :�²  · ±²¼ ¢»·¨±«¥­¨© ­ §»¢ ¥²±¿ ¯°¿¬»¬ µ®¤®¬ ¬¥²®¤  ¨±ª«¾·¥­¨¿ � ³±± . �²®¡» ­ ©²¨ ­¥¨§¢¥±²­»¥xi, ¨§ ¯°¥®¡° §®¢ ­­®© ±¨±²¥¬» ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­® ­ µ®¤¿² ±­ · « xn = c(n�1)n =a(n�1)n;n ;§ ²¥¬, ¨§ ¯°¥¤»¤³¹¥£® ³° ¢­¥­¨¿ xn�1 = �c(n�2)n�1 � a(n�2)n�1;nxn� =a(n�2)n�1;n�1¨ ².¤. ¨, ­ ª®­¥¶, x1 = (c1 � a1;2x2 � � � � � a1;nxn) =a1;1:�²  · ±²¼ ¬¥²®¤  � ³±±  ­ §»¢ ¾² ®¡° ²­»¬ µ®¤®¬ ¬¥²®¤ . �°¨ ¥¥ ®±³¹¥±²¢«¥­¨¨ ¬®¦¥² ®ª § ²¼±¿, ·²®­ ·¨­ ¿ ± ª ª®£®-«¨¡® ¨­¤¥ª±  i0 ¢±¥ ª®½´´¨¶¨¥­²» a(i0)i;j = 0. � ½²®¬ ±«³· ¥ ° §«¨· ¾² ¤¢  ¢ °¨ ­² : ¢±¥¯° ¢»¥ · ±²¨ ±(i0)i = 0. �®£¤ , ­ ·¨­ ¿ ± (i0 + 1)-£® ­®¬¥°  ¢±¥ ³° ¢­¥­¨¿ ¢ (2) ¯®«³· ¾² ¢¨¤ ²®¦¤¥±²¢0 = 0 { ®­¨ ¢»¯®«­¿¾²±¿ ¯°¨ «¾¡®¬ ¢»¡®°¥ ­¥¨§¢¥±²­»µ xi0+1, : : : ,xn. �±µ®¤­ ¿ ±¨±²¥¬  ³° ¢­¥­¨© ¯°¨½²®¬ ¨¬¥¥² ¡¥±ª®­¥·­®¥ ·¨±«® °¥¸¥­¨©. �²®¡» ­ ©²¨ ª ª®¥-­¨¡³¤¼, ­¥¨§¢¥±²­»¥ xi0+1, : : : ,xn ¢»¡¨° ¾²¯°®¨§¢®«¼­®, ¨ ¤ «¥¥ ®±³¹¥±²¢«¿¾² ®¡° ²­»© µ®¤ ¬¥²®¤  � ³±± , ­ ·¨­ ¿ ± i0-£® ³° ¢­¥­¨¿ ¢ (2).�²®°®© ±«³· © ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® µ®²¿ ¡» ®¤¨­ ¨§ ª®½´´¨¶¨¥­²®¢ ¯° ¢®© · ±²¨ ­¥ ° ¢¥­ ­³«¾ (­ ¯°¨-¬¥°, ±(i0)i 6= 0). �®£¤  i-¥ ³° ¢­¥­¨¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤ 0 = ±(i0)i 6= 0 { ¯°®²¨¢®°¥·¨¥, ®§­ · ¾¹¥¥, ·²® ° ±±¬ ²°¨¢ ¥-¬ ¿ ±¨±²¥¬  «¨­¥©­»µ ³° ¢­¥­¨© ­¥ ¨¬¥¥² °¥¸¥­¨©.�²¬¥²¨¬ §¤¥±¼, ·²® ­¥®¡µ®¤¨¬»¬ ¨ ¤®±² ²®·­»¬ ³±«®¢¨¥¬ ¤«¿ ®¤­®§­ ·­®£® ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ­¥¨§¢¥±²­»µ±«³¦¨² ³±«®¢¨¥ (¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ ): jAj = j(aij)j 6= 0:�°¨ ½²®¬ ¥¤¨­±²¢¥­­®¥ °¥¸¥­¨¥ ¨±µ®¤­®© ±¨±²¥¬» ¬®¦¥² ¡»²¼ ­ ©¤¥­® ² ª¦¥ ¯® ´®°¬³« ¬ �° ¬¥°  (¡¥§¤®ª § ²¥«¼±²¢ ): xi0 = nXj=1 �j;i0jAj � yj ; i0 = 1; 2; : : : ; n:�±«¨ ¦¥ jAj = 0, ²® °¥¸¥­¨¥ ¨±µ®¤­®© ±¨±²¥¬» «¨­¥©­»µ ³° ¢­¥­¨© «¨¡® ­¥¥¤¨­±²¢¥­­®, «¨¡® ¢®¢±¥ ­¥¢®§-¬®¦­® (¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ ). 5



�¥ª¶¨¿ 3.�¯¥° ¶¨¨ ­ ¤ ¬ ²°¨¶ ¬¨, ¨µ ±¢®©±²¢ . �¡° ²­ ¿ ¬ ²°¨¶ , ¥¥ ¢»·¨±«¥­¨¥. � ²°¨·­ ¿ § ¯¨±¼±¨±²¥¬» «¨­¥©­»µ ³° ¢­¥­¨©. �¥¸¥­¨¥ ¬ ²°¨·­»µ ³° ¢­¥­¨© ¨ «¨­¥©­»µ ±¨±²¥¬ ± ¯®¬®¹¼¾®¡° ²­®© ¬ ²°¨¶».� ¤ ¬ ²°¨¶ ¬¨ ° §¬¥°  m�n ¬®¦­® ¯°®¨§¢®¤¨²¼ ®¯¥° ¶¨¨ ³¬­®¦¥­¨¿ ­  ·¨±«  ¨ ±«®¦¥­¨¿. � ®²«¨·¨¥®² ®¯°¥¤¥«¨²¥«¥© ½²¨ ®¯¥° ¶¨¨ ¯°¨­¿²® ¢»¯®«­¿²¼ ¯®½«¥¬¥­²­®. � ª, ¥±«¨ A = (ai;j) ¨ B = (bi;j) | ¬ ²°¨¶»®¤­®£® ° §¬¥° , r 2 IR , ²® r �A = (r � ai;j), A+B = (ai;j + bi;j).�±«¨ A | ª¢ ¤° ²­ ¿ ¬ ²°¨¶  ° §¬¥°  n� n, ²®jr �Aj = rnjAj:�®°¬³«», ±¢¿§»¢ ¾¹¥© ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ±³¬¬» ¤¢³µ ª¢ ¤° ²­»µ ¬ ²°¨¶ ± ®¯°¥¤¥«¨²¥«¿¬¨ ½²¨µ ¬ ²°¨¶ ¢®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ­¥ ±³¹¥±²¢³¥².�§ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±«®¦¥­¨¿ ¬ ²°¨¶ ­¥¯®±°¥¤±²¢¥­­® ±«¥¤³¥², ·²® ½²  ®¯¥° ¶¨¿ ®¡« ¤ ¥² ¯¥°¥¬¥±²¨²¥«¼-­»¬ ¨ ±®·¥² ²¥«¼­»¬ ±¢®©±²¢ ¬¨:1� A+ B = B +A; 2� (A+ B) + C = A+ (B + C).�¥²°³¤­® ¢¨¤¥²¼, ·²® ¤«¿ ®¯¥° ¶¨¨ ³¬­®¦¥­¨¿ ¬ ²°¨¶ ­  ·¨±«®1� r(A+B) = rA+ rB; 2� (r + s)A = rA+ sA; 3� (rs)A = r(sA).�°®¬¥ ®¯¥° ¶¨© ±«®¦¥­¨¿ ¬ ²°¨¶ ¨ ³¬­®¦¥­¨¿ ¬ ²°¨¶» ­  ·¨±«® ®¯°¥¤¥«¥­  ®¯¥° ¶¨¿ ³¬­®¦¥­¨¿ ¤¢³µ¬ ²°¨¶: ¥±«¨ A = (ai;j) | ¬ ²°¨¶  ° §¬¥°  m � n, B = (bj;l) | ¬ ²°¨¶  ° §¬¥°  n � k, m;n; k 2 NN, ²®¬ ²°¨¶³ C = (ci;l) ° §¬¥°  m� k ± ½«¥¬¥­² ¬c̈i;l = nXj=1 ai;j � bj;l­ §»¢ ¾² ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ A ¨ B ¨ ®¡®§­ · ¾² C = A �B. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ³¬­®¦¥­¨¥ ¤¢³µ ¯°¿¬®³£®«¼­»µ¬ ²°¨¶ ¢»¯®«­¨¬® «¨¸¼ ¢ ²®¬ ±«³· ¥, ª®£¤  ·¨±«® ±²®«¡¶®¢ ¢ ¯¥°¢®¬ ±®¬­®¦¨²¥«¥ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ·¨±«®¬±²°®ª ¢® ¢²®°®¬. �®¦­® ¯°®¢¥°¨²¼ ±«¥¤³¾¹¨¥ ±¢®©±²¢  ³¬­®¦¥­¨¿ ¬ ²°¨¶ (1� ¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ ):1� (AB)C = A(BC); 2� C(A+ B) = �A+ �B; 3� (A+B)C = AC +BC.�°¨ ½²®¬ ¢ 1� ·¨±«® ±²®«¡¶®¢ ¢ A ±®¢¯ ¤ ¥² ± ·¨±«®¬ ±²°®ª ¢ B,   ·¨±«® ±²®«¡¶®¢ ¢ B ±®¢¯ ¤ ¥² ± ·¨±«®¬±²°®ª ¢ C; ¢ 2� ·¨±«® ±²®«¡¶®¢ ¢ � ±®¢¯ ¤ ¥² ± ·¨±«®¬ ±²°®ª ¢ A ¨ B; ¢ 3� ·¨±«® ±²®«¡¶®¢ ¢ A ¨ B ±®¢¯ ¤ ¥²± ·¨±«®¬ ±²°®ª ¢ �.�±«¨ A ¨ B | ª¢ ¤° ²­»¥ ¬ ²°¨¶» ®¤­®£® ¯®°¿¤ª , ²® ¬®¦­® ®¡° §®¢ ²¼ ¤¢¥ ­®¢»µ ¬ ²°¨¶» C1 = A�B¨ C2 = B �A. �¤­ ª® ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ¬ ²°¨¶» C1, C2 ­¥ ±®¢¯ ¤ ¾²:�1 23 4��2 03 �1� = � 8 �218 �4� ; �2 03 �1��1 23 4� = �2 40 2� :�¥®°¥¬  (¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ ) �«¿ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿ ¤¢³µ ª¢ ¤° ²­»µ ¬ ²°¨¶ ¢»¯®«­¿¥²±¿ ° ¢¥­±²¢®jA �Bj = jAjjBj:� ±²­»¥ ±«³· ¨ ³¬­®¦¥­¨¿ ¬ ²°¨¶:1). �¬­®¦¥­¨¥ ¬ ²°¨¶» A ° §¬¥°  m � n ­  ¢¥ª²®°-±²®«¡¥¶ n � 1. �°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¨¬¥¥²° §¬¥°» m � 1, ².¥. ¿¢«¿¥²±¿ ¢¥ª²®°-±²®«¡¶®¬ m � 1. �°¨ ½²®¬ ¬ ²°¨¶» B ¨ A � B ®¡®§­ · ¾² ¬ «»¬¨¡³ª¢ ¬¨, ­ ¯°¨¬¥°, y = Ax, x 2 IRn, y 2 IRm, ¯®¤·¥°ª¨¢ ¿, ²¥¬ ± ¬»¬, ·²® ®­¨ ¿¢«¿¾²±¿ ¢¥ª²®° ¬¨.2) �°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢¥ª²®°-±²°®ª¨ x ° §¬¥°  1 � n ­  ¬ ²°¨¶³ A ° §¬¥°  n � m: y = xA. �°¨ ½²®¬¢¥ª²®°-±²°®ª  ³ ¨¬¥¥² ° §¬¥° 1�m.3) �±®¡³¾ °®«¼ ¯°¨ ³¬­®¦¥­¨¨ ¬ ²°¨¶ ¨£° ¾² ¥¤¨­¨·­»¥ ¬ ²°¨¶» E. �¢ ¤° ²­ ¿ ¬ ²°¨¶  (ai;j)¯®°¿¤ª  n ­ §»¢ ¥²±¿ ¥¤¨­¨·­®©, ¥±«¨ ai;j = �ji , 1 6 i; j 6 n, £¤¥ �ji | ±¨¬¢®« �°®­¥ª¥° : �ji = 0, i 6= j,�ii = 1. �±«¨ A | ¬ ²°¨¶  ° §¬¥°  m� n, B | ¬ ²°¨¶  ° §¬¥°  n � k, E | ¥¤¨­¨·­ ¿ ¬ ²°¨¶  ° §¬¥° n� n, ²® A �E = A, E �B = B. 6



4) �³±²¼ A = (ai;j) | ª¢ ¤° ²­ ¿ ¬ ²°¨¶  ¯®°¿¤ª  n, ¤«¿ ª®²®°®© jAj 6= 0. �¡° §³¥¬ ­®¢³¾ ¬ ²°¨¶³B = (bi;j), £¤¥ bi;j = �j;i ¨ ° ±±¬®²°¨¬ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ A �B = (ci;j). �® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾c1;1 = nXk=1 a1;kbk;1 = nXk=1 a1;k(�1)k+1jA1;kj = jAj;c2;1 = nXk=1 a2;kbk;1 = nXk=1 a2;k(�1)k+1jA1;kj = 0;² ª ª ª ¯®±«¥¤­¿¿ ±³¬¬  | ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¬ ²°¨¶», ³ ª®²®°®© ±®¢¯ ¤ ¾² 2 ¯¥°¢»µ ±²°®ª¨. �®·­® ² ª¦¥ci;1 = 0, ¥±«¨ i > 2 ¨ ¢®®¡¹¥ ci;i = jAj, i = 1; : : :n, ci;j = 0, ¥±«¨ i 6= j, 1 6 i; j 6 n. �®½²®¬³ C = jAjE.� ²°¨¶³ B=jAj ®¡®§­ · ¾² A�1 ¨ ­ §»¢ ¾² ®¡° ²­®© ª ¬ ²°¨¶¥ A (± ­¥­³«¥¢»¬ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¥¬). � ª¨¬®¡° §®¬ A �A�1 = E:�®¢²®°¿¿ ¯°®¢¥¤¥­­»¥ ° ±±³¦¤¥­¨¿ ¤«¿ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿ B �A, ¯®«³·¨¬ A�1 �A = E.�®£« ±­® ±¤¥« ­­»¬ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿¬ ±¨±²¥¬  n «¨­¥©­»µ ³° ¢­¥­¨© ± ­¥¨§¢¥±²­»¬¨ x1; : : : ; xn ¨ ¯° ¢»¬¨· ±²¿¬¨ ±1; : : : ; ±n: ai;1x1 + ai;2x2 + � � �+ ai;nxn = ±i; i = 1; : : : ; n¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨± ­  ¢ ¢¨¤¥ Ax = ±;£¤¥ A = (ai;j) | ª¢ ¤° ²­ ¿ ¬ ²°¨¶  ª®½´´¨¶¨¥­²®¢, x = (xi) | ¢¥ª²®°-±²®«¡¥¶ ­¥¨§¢¥±²­»µ, ± = (±i) |¢¥ª²®°-±²®«¡¥¶ ¯° ¢»µ · ±²¥©. �±«¨ jAj 6= 0, ²® ½²® ° ¢¥­±²¢® ¬®¦­® ³¬­®¦¨²¼ ­  A�1 ± «¥¢®© ±²®°®­».�®£¤  x = E � x = A�1 �Ax = A�1 � ±¤ ¥² °¥¸¥­¨¥ ¨±µ®¤­®© ±¨±²¥¬» «¨­¥©­»µ ³° ¢­¥­¨©. �µ®¦¨¬ ®¡° §®¬ °¥¸ ¥²±¿ ¬ ²°¨·­®¥ ³° ¢­¥­¨¥A �X = �;£¤¥ A = (ai;j) | ª¢ ¤° ²­ ¿ ¬ ²°¨¶  ª®½´´¨¶¨¥­²®¢ ¯®°¿¤ª  n (jAj 6= 0), X = (xj;k) | ¬ ²°¨¶  ­¥¨§¢¥±²-­»µ ° §¬¥°  n �m, � = (±j;k) | ¬ ²°¨¶  ¯° ¢»µ · ±²¥© ° §¬¥°  n�m. �®±«¥ ³¬­®¦¥­¨¿ ­  A�1 ± «¥¢®©±²®°®­» ½²® ° ¢¥­±²¢® ¡³¤¥² ¨¬¥²¼ ¢¨¤X = E �X = A�1 �A �X = A�1 ��:�¥ª¶¨¿ 4.� ­£ ¬ ²°¨¶». �¥®°¥¬  ® ° ­£¥. �»·¨±«¥­¨¥ ° ­£  ¬ ²°¨¶». �®¢¬¥±²­®±²¼ ±¨±²¥¬ «¨-­¥©­»µ ³° ¢­¥­¨©. �¥®°¥¬  �°®­¥ª¥° -� ¯¥««¨. �²°³ª²³°  ®¡¹¥£® °¥¸¥­¨¿ ®¤­®°®¤­®©±¨±²¥¬» «¨­¥©­»µ ³° ¢­¥­¨©. �¡¹¥¥ °¥¸¥­¨¥ ­¥®¤­®°®¤­®© ±¨±²¥¬» «¨­¥©­»µ ³° ¢­¥­¨©.�³±²¼ A = (ai;j) { ¯°®¨§¢®«¼­ ¿ ¬ ²°¨¶  ° §¬¥°  m� n. �¤¥« ¥¬ ­¥±ª®«¼ª® ®¯°¥¤¥«¥­¨©.�¯°¥¤¥«¨²¥«¼ «¾¡®© ª¢ ¤° ²­®© ¬ ²°¨¶» ¯®°¿¤ª  k 6 minfm;ng, ±®±² ¢«¥­­®© ¨§ ½«¥¬¥­²®¢ ¬ ²°¨¶»A, 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n, ¯³²¥¬ ¢»·¥°ª¨¢ ­¨¿ ¥¥ ±²°®ª ¨ ±²®«¡¶®¢, ­ §»¢ ¾² ¬¨­®°®¬ A ¯®°¿¤ª  k.� ­£®¬ ¬ ²°¨¶» A ­ §»¢ ¾² ¬ ª±¨¬ «¼­»© ¨§ ¯®°¿¤ª®¢ ­¥­³«¥¢»µ ¬¨­®°®¢ ½²®© ¬ ²°¨¶».�¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ �xj , j = 1; : : : ; n, | n ¢¥ª²®°-±²®«¡¶®¢ ¬ ²°¨¶» A, ·¥°¥§ �xi, i = 1; : : : ; m, | m ¥¥¢¥ª²®°-±²°®ª.� ¯°®¨§¢®«¼­®© ±¨±²¥¬¥ ¢¥ª²®°-±²®«¡¶®¢ �yj , j = 1; : : : ; k, (¨«¨ ¢¥ª²®°-±²°®ª) £®¢®°¿², ·²® ®­  ¿¢«¿¥²±¿«¨­¥©­® ­¥§ ¢¨±¨¬®©, ¥±«¨ ±¨±²¥¬  ³° ¢­¥­¨©a1�y1 + a2�y2 + � � �+ ak �yk = �0®²­®±¨²¥«¼­® ­¥¨§¢¥±²­»µ aj , j = 1; : : : ; k, ¨¬¥¥² ²®«¼ª® ®¤­® °¥¸¥­¨¥: aj = 0, j = 1; : : : ; k. �®¢®°¿², ·²®½²  ±¨±²¥¬  ¢¥ª²®°®¢ «¨­¥©­® § ¢¨±¨¬ , ¥±«¨ ®­  ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨±¨¬®©.7



�¥®°¥¬  1 (® ±¢®©±²¢ µ ° ­£  ¬ ²°¨¶»). � ­£ ¬ ²°¨¶» A ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¬ ª±¨¬ «¼­»¬ ·¨±«®¬ «¨­¥©­®­¥§ ¢¨±¨¬»µ ¢¥ª²®°®¢ ¨§ �xj 2 IRm, j = 1; : : : ; n ¨ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¬ ª±¨¬ «¼­»¬ ·¨±«®¬ «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨±¨¬»µ¢¥ª²®°®¢ ¨§ �xi 2 IRn, i = 1; : : : ; m (¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ ).� ª ª ª ¯°¨ ¯¥°¥±² ­®¢ª¥ ¤¢³µ ±²°®ª ¨«¨ ¤¢³µ ±²®«¡¶®¢ ¬ ²°¨¶» � ¥¥ ° ­£ ­¥ ¬¥­¿¥²±¿, ²® ± ± ¬®£® ­ · «  ¬®¦­® ±·¨² ²¼,·²® ­¥­³«¥¢®© ¬¨­®° ¬ ª±¨¬ «¼­®£® ¯®°¿¤ª  (½²® ·¨±«® ®¡®§­ ·¨¬ k) ¤«¿ � ¿¢«¿¥²±¿ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¥¬ ¬ ²°¨¶» ° ±¯®«®¦¥­­®©¢ ¥¥ «¥¢®¬ ¢¥°µ­¥¬ ³£«³, ².¥. ¬ ²°¨¶» A1 = (ai;j), i; j = 1; : : : ; k. �®ª ¦¥¬, ·²® ¯¥°¢»¥ k ±²°®ª �xi, i = 1; : : : ; k, ¨ ¯¥°¢»¥ k±²®«¡¶®¢ �xj, j = 1; : : : ; k ¿¢«¿¾²±¿ «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨±¨¬»¬¨. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ®­¨ «¨­¥©­® § ¢¨±¨¬» (­ ¯°¨¬¥°, ±²®«¡¶»):a1�x1 + a2�x2 + � � �+ ak �xk = �0¤«¿ ­¥ª®²®°®£® ­¥ ¯®«­®±²¼¾ ­³«¥¢®£® ­ ¡®°  ·¨±¥« aj , j = 1; : : : ; k. �®£¤  ¢ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¥ ª¢ ¤° ²­®© ¬ ²°¨¶» A1 ¬®¦­®±«®¦¨²¼ ¢±¥ ±²®«¡¶», ³¬­®¦¥­­»¥ ­  ª®½´´¨¶¨¥­²» aj , j = 1; : : : ; k. �±«¨, ±ª ¦¥¬ a1 6= 0, ²® ° §¬¥±²¨¬ ¯®«³·¥­­»© (­³«¥-¢®© ¯® ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¾) ±²®«¡¥¶ ¢¬¥±²® ¯¥°¢®£®. �®£¤  ¯® ±¢®©±²¢ ¬ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¥©, ± ®¤­®© ±²®°®­» ¢¥«¨·¨­  ®¯°¥¤¥«¨²¥«¿³¬­®¦¨²±¿ ­  a1 ¨, §­ ·¨², ®±² ­¥²±¿ ­¥­³«¥¢®©,   ± ¤°³£®© ½²  ¦¥ ¢¥«¨·¨­  ®¯°¥¤¥«¨²¥«¿ ¤®«¦­  ¡»²¼ ­³«¥¬, ².ª. ¯®«³·¨¢-¸¨©±¿ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ±®¤¥°¦¨² ­³«¥¢®© ±²®«¡¥¶. �®«³·¨¢¸¥¥±¿ ¯°®²¨¢®°¥·¨¥ £®¢®°¨² ® ­¥¢¥°­®±²¨ ¨±µ®¤­®£® ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¿{ «¨­¥©­®© § ¢¨±¨¬®±²¨ ¯¥°¢»µ k ±²®«¡¶®¢. �®·­® ² ª¦¥ «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨±¨¬» ¯¥°¢»¥ k ±²°®ª.�²®° ¿ · ±²¼ ²¥®°¥¬» ® ²®¬, ·²® ¥±«¨ k ±²°®ª (¨«¨ ±²®«¡¶®¢) ¬ ²°¨¶» A «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨±¨¬», ²® ° ­£ ½²®© ¬ ²°¨¶»¡®«¼¸¥ ¨«¨ ° ¢¥­ k, ®±² ­¥²±¿ ¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ . �²¬¥²¨¬ ²®«¼ª®, ·²® ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ½²®£® ´ ª²  ¬®¦­® ®±­®¢»¢ ²¼ ­ ¯°¨¬¥­¥­¨¨ ¬¥²®¤  ¨±ª«¾·¥­¨¿ � ³±± .�«¿ ¢»·¨±«¥­¨¿ ° ­£  ¬ ²°¨¶» ¬®¦­® ¯®±²³¯ ²¼ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬: ¯°¨¬¥­¨¬ ¬¥²®¤ ¨±ª«¾·¥­¨¿� ³±±  ª ±¨±²¥¬¥ ¨§ m ³° ¢­¥­¨© ¤«¿ ­¥¨§¢¥±²­»µ yj , j = 1; : : : ; n,ai;1y1 + ai;2y2 + � � �+ ai;nyn = 0; i = 1; : : : ; m:�¥²®¤ � ³±±  ±®±²®¨² ¢ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®¬ ¢»¯®«­¥­¨¨ ®¤­®²¨¯­»µ ¸ £®¢ ¨ ¢ ª ª®©-²® ¬®¬¥­² ² ª®© ¸ £¡³¤¥² ­¥¢®§¬®¦­® ¢»¯®«­¨²¼. �²®²  «£®°¨²¬ · ±²® (¤«¿ ±®ª° ¹¥­¨¿ § ¯¨±¥©) ¢»¯®«­¿¾² ­¥ ­ ¤ ³ª § ­­®©±¨±²¥¬®©,   ²®«¼ª® ­ ¤ ¥¥ ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨, ².¥. ­ ¤ ½«¥¬¥­² ¬¨ ¬ ²°¨¶» A. �¨±«® ­¥­³«¥¢»µ ±²°®ª,®±² ¢¸¨µ±¿ ¯®±«¥ ¢»¯®«­¥­¨¿ ½²®£®  «£®°¨²¬ , ¨ ¤ ±² ° ­£ A. �²® ·¨±«® ±®¢¯ ¤ ¥² ² ª¦¥ ± ª®«¨·¥±²¢®¬¢»¯®«­¥­­»µ ¸ £®¢ ¢ ¬¥²®¤¥ � ³±± .� ª ³¦¥ £®¢®°¨«®±¼, ±¨±²¥¬  «¨­¥©­»µ ³° ¢­¥­¨© ¢ ± ¬®¬ ®¡¹¥¬ ¢¨¤¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨± ­  ª ªA�y = �a: (1)� ½²®© § ¯¨±¨ A = (aij) { ¬ ²°¨¶  ª®½´´¨¶¨¥­²®¢ ° §¬¥°  m�n, �a = (ai) { ¢¥ª²®°-±²®«¡¥¶ ° §¬¥°  m�1 {¨§¢¥±²­»¥ ®¡º¥ª²», �y = (yj) { ¢¥ª²®°-±²®«¡¥¶ ° §¬¥°  n� 1 { ­¥¨§¢¥±²­»© ¢¥ª²®°. �¨±²¥¬  ³° ¢­¥­¨© (1)­ §»¢ ¥²±¿ ±®¢¬¥±²­®©, ¥±«¨ ®­  ¨¬¥¥² µ®²¿ ¡» ®¤­® °¥¸¥­¨¥ �y. �±«¨ ¦¥ ² ª®£® °¥¸¥­¨¿ ­¥², ²® ±¨±²¥¬ (1) ­ §»¢ ¥²±¿ ­¥±®¢¬¥±²­®©.�´®°¬³«¨°³¥¬ ²¥®°¥¬³ �°®­¥ª¥° -� ¯¥««¨ ® ¢®§¬®¦­®±²¨ °¥¸¥­¨¿ ±¨±²¥¬» (1):�¥®°¥¬  2 (ª°¨²¥°¨© ° §°¥¸¨¬®±²¨ ±¨±²¥¬» «¨­¥©­»µ ³° ¢­¥­¨©). �«¿ ²®£®, ·²®¡» ±¨±²¥¬  (1) ³° ¢­¥­¨©,¡»«  ° §°¥¸¨¬®© ­¥®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤®±² ²®·­®, ·²®¡» ±®¢¯ ¤ «¨ ° ­£¨ ¬ ²°¨¶» A ¨ ° ±¸¨°¥­­®© ¬ ²°¨¶»�A = (A; �a), ¯®«³· ¾¹¥©±¿ ¨§ ¨±µ®¤­®© ¬ ²°¨¶» ¯³²¥¬ ¤®¡ ¢«¥­¨¿ ± ¯° ¢®© ±²®°®­» ¢¥ª²®°-±²®«¡¶  �a±¢®¡®¤­»µ ·«¥­®¢ (¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ ).�¨±²¥¬  ³° ¢­¥­¨© (1) ­ §»¢ ¥²±¿ ®¤­®°®¤­®©, ¥±«¨ ¢¥ª²®°-±²®«¡¥¶ ±¢®¡®¤­»µ ·«¥­®¢ �a ¿¢«¿¥²±¿ ­³«¥-¢»¬ ¢¥ª²®°®¬. �±² «¼­»¥ ±¨±²¥¬» «¨­¥©­»µ ³° ¢­¥­¨© ­ §»¢ ¾²±¿ ­¥®¤­®°®¤­»¬¨. �¨±²¥¬» ®¤­®°®¤-­»µ ³° ¢­¥­¨© ®¡« ¤ ¾² °¿¤®¬ ±¯¥¶¨´¨·¥±ª¨µ ±¢®©±²¢:1. �¤­®°®¤­ ¿ ±¨±²¥¬  ³° ¢­¥­¨© ¢±¥£¤  ±®¢¬¥±²­ , ¯®±ª®«¼ª³ ¢¬¥±²® ­¥¨§¢¥±²­®£® ¢¥ª²®°  �z ¬®¦­®¯®¤±² ¢¨²¼ ­³«¥¢®© ¢¥ª²®°,2. �±«¨ �z1, �z2 { ¤¢  ª ª¨µ-²® °¥¸¥­¨¿ ®¤­®°®¤­®© ±¨±²¥¬» «¨­¥©­»µ ³° ¢­¥­¨©:A�z1 = �0; A�z2 = �0;²® ¨ ¨µ ±³¬¬  ¿¢«¿¥²±¿ °¥¸¥­¨¥¬ ½²®© ±¨±²¥¬»: A(�z1 + �z2) = A�z1 + A�z2 = �0 + �0 = �0 ±®£« ±­® ¯° ¢¨«³³¬­®¦¥­¨¿ ¬ ²°¨¶.3. �±«¨ �z1 { ª ª®¥-«¨¡® °¥¸¥­¨¥ ®¤­®°®¤­®© ±¨±²¥¬» «¨­¥©­»µ ³° ¢­¥­¨©:A�z1 = �0; k 2 IR;²® ¨ ¢¥ª²®°-±²®«¡¥¶ k � �z1 ¿¢«¿¥²±¿ °¥¸¥­¨¥¬ ½²®© ±¨±²¥¬»: A(k � �z1) = k �A�z1 = k � �0 = �0.8



�¡®§­ ·¨¬ ¬­®¦¥±²¢® ¢±¥µ °¥¸¥­¨© ®¤­®°®¤­®£® ³° ¢­¥­¨¿A�z = �0±¨¬¢®«®¬ K(A). �®£« ±­® ¢»¸¥±ª § ­­®¬³ ½²® { ¬­®¦¥±²¢® ¢¥ª²®°-±²®«¡¶®¢ ° §¬¥°  n�1, ±°¥¤¨ ª®²®°»µ®¡¿§ ²¥«¼­® ¯°¨±³²±²¢³¥² ­³«¥¢®© ¢¥ª²®°-±²®«¡¥¶ ¨ ¤«¿ ª®²®°»µ ¢¬¥±²¥ ± ª ¦¤»¬ ¢¥ª²®°®¬ �z1 ¯°¨±³²-±²¢³¾² ¢¥ª²®°  k � �z1, k 2 IR,   ¢¬¥±²¥ ± ¢¥ª²®° ¬¨ �z1, �z2 ¯°¨±³²±²¢³¾² ¢¥ª²®° �z1 + �z2.�³±²¼ ²¥¯¥°¼ �y1, �y2 { ¤¢  °¥¸¥­¨¿ «¨­¥©­®© ±¨±²¥¬» (1): A(�y1) = A(�y2) = �a. �®£¤ �0 = �a� �a = A(�y1)� A(�y2) = A(�y1 � �y2);².¥. (�y1 � �y2) { ¢¥ª²®° ¨§ ¬­®¦¥±²¢  K(A). �¡° ²­®, ¯³±²¼ �y1 { ª ª®¥-­¨¡³¤¼ °¥¸¥­¨¥ «¨­¥©­®© ±¨±²¥¬»(1), �z1 2 K(A) (½²® §­ ·¨² A�z1 = �0). �®£¤ A(�y1 + �z1) = A�y1 +A�z1 = �a+ �0 = �a:�²® ®§­ · ¥², ·²® (�y1+�z1) ² ª¦¥ ¿¢«¿¥²±¿ °¥¸¥­¨¥¬ (1). �°¨¢¥¤¥­­»¥ ° ±±³¦¤¥­¨¿ ®¡®±­®¢»¢ ¾² ²®, ·²®®¡¹¥¥ °¥¸¥­¨¥ �y®: ±¨±²¥¬» (1) ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨± ­® ¢ ¢¨¤¥�y®: = �z®:; ®: + �y·:;(§¤¥±¼ �z®:; ®: | ®¡¹¥¥ °¥¸¥­¨¥ ®¤­®°®¤­®© ±¨±²¥¬», �y·: | · ±²­®¥ °¥¸¥­¨¥ ±¨±²¥¬» (1)).�¥ª¶¨¿ 5.�¥ª²®°». �¨­¥©­»¥ ®¯¥° ¶¨¨ ­ ¤ ¢¥ª²®° ¬¨. �°®¥ª¶¨¿ ¢¥ª²®° . �¥ª °²®¢» ª®®°¤¨­ ²»¢¥ª²®°®¢. �ª «¿°­®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢¥ª²®°®¢, ¥£® ®±­®¢­»¥ ±¢®©±²¢ . �¥ª²®°­®¥ ¨ ±¬¥¸ ­­®¥¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢¥ª²®°®¢.�¹¥ ° § ¯¥°¥·¨±«¨¬ ®±­®¢­»¥ ±¢®©±²¢  ±®¢®ª³¯­®±²¨ ¢±¥µ ¢¥ª²®°-±²®«¡¶®¢ �x ° §¬¥°  n� 1 (¥£® ®¡®§­ -· ¾² IRn): ¥±«¨ �x; �y; �z 2 IRn, �; � 2 IR, ²®0� ¤«¿ �x, �y ®¯°¥¤¥«¥­» ®¯¥° ¶¨¨ ±«®¦¥­¨¿ (�x+ �y) 2 IRn ¨ ³¬­®¦¥­¨¿ ­  ·¨±«  ��x 2 IRn,1� �x+ �y = �y + �x,2� (�x+ �y) + �z = �x+ (�y + �z),3� 9�0 2 IRn: 8�x 2 IRn ) �0 + �x = �0,4� 8�x 2 IRn 9(��x) 2 IRn: �x+ (��x) = �0,5� 0 � �x = �0,6� 1 � �x = �x,7� � � (� � �x) = (��) � �x,8� (�+ �) � �x = � � �x+ � � �x,9� � � (�x+ �y) = � � �x+ � � �y.�²¨ ±¢®©±²¢  ¢»¯®«­¿¾²±¿ ² ª¦¥ ¨ ¤«¿ ¢¥ª²®°-±²°®ª. �«¿ n = 2 ¨ n = 3 °¥§³«¼² ² ±«®¦¥­¨¿ ¤¢³µ ¢¥ª²®°®¢¨ °¥§³«¼² ² ³¬­®¦¥­¨¿ ¢¥ª²®°  ­  ·¨±«® ¬®£³² ¡»²¼ ¨§®¡° ¦¥­» ­  ·¥°²¥¦¥. �­®£¤  ¤«¿ ¡®«¥¥ ¯®«­®£®¯®¿±­¥­¨¿, ® ª ª¨µ ¨¬¥­­® ¢¥ª²®° µ ¨¤¥² °¥·¼, £®¢®°¿² ¯®¤°®¡­¥¥, ­ ¯°¨¬¥°: n-¬¥°­ ¿ ¢¥ª²®°-±²°®ª  ¨².¯.� ª ¦¤»¬ ¢¥ª²®°®¬ ±¢¿§ ­ ­ ¡®° ·¨±¥« (xi)ni=1, ¨§ ª®²®°»µ ¨ ±®±²®¨² ± ¬ ¢¥ª²®°: �x = (xi)ni=1. �¨±« xi ¯°¨ ½²®¬ ­ §»¢ ¾² ¤¥ª °²®¢»¬¨ ª®®°¤¨­ ² ¬¨ �x, x1 { ¯¥°¢®© ª®®°¤¨­ ²®©, x2 { ¢²®°®© ¨ ².¤.�¯°¥¤¥«¥­¨¥. �ª «¿°­»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ ¤¢³µ n-¬¥°­»µ ¢¥ª²®°®¢ �x = (xi)ni=1 ¨ �y = (yi)ni=1 ­ §»¢ ¾²¢¥«¨·¨­³ (�x; �y) = nXi=1 xiyi:�¢®©±²¢  ±ª «¿°­®£® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿:1) (�x; �y) = (�y; �x),2) (�x; ��y) = �(�x; �y), � | ·¨±«® ¨, §­ ·¨², (��x; ��y) = ��(�x; �y)9



3) (�x; �y1 + �y2) = (�x; �y1) + (�x; �y2),4) (�x; �x) > 0, ¥±«¨ �x 6= 0.�²¨ ±¢®©±²¢  ¿¢«¿¾²±¿ ±«¥¤±²¢¨¥¬ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±ª «¿°­®£® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿ ¤¢³µ ¢¥ª²®°®¢.�¥° ¢¥­±²¢® �®¸¨-�³­¿ª®¢±ª®£®-�¢ °¶ : (�x; �y)2 6 (�x; �x)(�y; �y).� : �°¨ ¢±¥µ t 2 IR0 6 (�x+ t � �y; �x+ t � �y) = (�x; �x) + t(�y; �x) + t(�x; �y) + t2(�y; �y) = (�x; �x) + 2t(�x; �y) + t2(�y; �y):�®½²®¬³ ¤¨±ª°¨¬¨­ ­² ½²®£® ª¢ ¤° ²­®£® ¯® ¯¥°¥¬¥­­®© t ¢»° ¦¥­¨¿ ­¥¯®«®¦¨²¥«¥­:(�x; �y)2 � (�x; �x)(�y; �y) 6 0: ��¥«¨·¨­³ j�xj =p(�x; �x) ­ §»¢ ¾² ¤«¨­®© ¨«¨ ¬®¤³«¥¬ ¢¥ª²®°  �x,   ®²­®¸¥­¨¥ (±®£« ±­® ­¥° ¢¥­±²¢  �®¸¨-�³­¿ª®¢±ª®£®-�¢ °¶  ¯°¨­ ¤«¥¦ ¹¥¥ ®²°¥§ª³ [�1; 1])cos� = (�x; �y)j�xj j�yj 2 [�1; 1]| ª®±¨­³±®¬ ³£«  ¬¥¦¤³ ¢¥ª²®° ¬¨ �x ¨ �y. �²¨ ¢¥ª²®°  ­ §»¢ ¾² ª®««¨­¥ °­»¬¨, ¥±«¨ cos� = �1; ¨µ­ §»¢ ¾² ®°²®£®­ «¼­»¬¨ (¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°­»¬¨), ¥±«¨ cos� = 0.� ª ·¥±²¢¥ ±«¥¤±²¢¨¿ ¯®«³· ¥¬ µ®°®¸® ¨§¢¥±²­®¥ ° ¢¥­±²¢® ¤«¿ ±ª «¿°­®£® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿ ¢¥ª²®°®¢:(�x; �y) = j�xj j�yj cos�.�¯°¥¤¥«¥­¨¥. �°®¥ª¶¨¥© ¢¥ª²®°  �x = (xi)ni=1 ­  ¢¥ª²®° �y = (yi)ni=1 ­ §»¢ ¾² ª®««¨­¥ °­»© �y ¢¥ª²®°¯°y �x = �yj�yj � j�xj cos� = �y (�x; �y)(�y; �y) :�«¥¤±²¢¨¥. (�x; �y) = (¯°y �x; �y).� ª ·¥±²¢¥ ¯°¨¬¥°  ¢¢¥¤¥­­»µ ¯®­¿²¨© ®²¬¥²¨¬ ±¨±²¥¬³ f�eigni=1 ®°²®£®­ «¼­»µ ¢¥ª²®°®¢, ¨¬¥¾¹¨µ ¢¨¤�ei = (�i;j), £¤¥ �i;j { ±¨¬¢®« �°®­¥ª¥° :�e1 = (1; 0; : : : ; 0); �e2 = (0; 1; 0; : : : ; 0); : : : ; �en = (0; : : : ; 0; 1):�²³ ±¨±²¥¬³ ¢¥ª²®°®¢ ¯°¨­¿²® ­ §»¢ ²¼ ±² ­¤ °²­»¬ ®°²®£®­ «¼­»¬ ¡ §¨±®¬ ¯°®±²° ­±²¢  IRn. �®«¥¥®¡¹®, ®°²®£®­ «¼­»¬ ¡ §¨±®¬ ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ IRn ­ §»¢ ¾² ¢±¿ª³¾ ±¨±²¥¬³, ±®±²®¿¹³¾ ¨§ n ­¥­³«¥¢»µ®°²®£®­ «¼­»µ ¤°³£ ¤°³£³ ¢¥ª²®°®¢. �¥²°³¤­® ¢¨¤¥²¼, ·²® «¾¡»¥ ¤¢  ° §­»µ ¢¥ª²®°  �ei ¨ �ej ®°²®£®­ «¼­»¤°³£ ¤°³£³, ¨µ ®¡¹¥¥ ·¨±«® ° ¢­® n ¨ ·²® ª ¦¤»© ¢¥ª²®° �ei ¨¬¥¥² ¥¤¨­¨·­³¾ ¤«¨­³. �² ­¤ °²­»©®°²®£®­ «¼­»© ¡ §¨± ®¡« ¤ ¥² ¥¹¥ ®¤­¨¬ ¢ ¦­»¬ ¨ ­ £«¿¤­»¬ ±¢®©±²¢®¬: ª ¦¤»© ¢¥ª²®° �x = (xi)ni=1®¤­®§­ ·­»¬ ®¡° §®¬ § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥ �x = nXi=1 xi�ei:� ª®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ ¢¥ª²®°  �x ­ §»¢ ¾² ° §«®¦¥­¨¥¬ �x ¯® ¡ §¨±³ (¢ ¤ ­­®¬ ±«³· ¥ ¯® ¡ §¨±³ f�eigni=1).�®­¿²¨¥ ¢¥ª²®°­®£® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿ ¤¢³µ ¢¥ª²®°®¢ ¤ ¥²±¿ ¢ ²°¥µ¬¥°­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥. �³±²¼ �x ¨ �y |¯ °  ¢¥ª²®°®¢ ¢ ½²®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥. �¥ª²®°­»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ [�x; �y] ­ §»¢ ¾² ¢¥ª²®°, ª®²®°»©| ° ¢¥­ ¯® ¤«¨­¥ ¯«®¹ ¤¨ ¯ ° ««¥«®£° ¬¬ , ¯®±²°®¥­­®£® ­  ¢¥ª²®° µ �x, �y:j[�x; �y]j = j�xj j�yj sin �; � 2 [0; �] � ³£®« ¬¥¦¤³ �x ¨ �y;| ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°¥­ �x ¨ �y,| ¥±«¨ �x ¨ �y ­¥ª®««¨­¥ °­», ®¡« ¤ ¥² ±¢®©±²¢®¬ ²®£®, ·²® ²°®©ª  �x, �y, [�x; �y] ®¡° §³¥² ¯° ¢³¾ ²°®©ª³¢¥ª²®°®¢.�¢®©±²¢  ¢¥ª²®°­®£® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿1) [�y; �x] = �[�x; �y],2) [�x; �x] = �0,3) [��x; �y] = [�x; ��y] = �[�x; �y], 10



4) [�x+ �y; �z] = [�x; �z] + [�y; �z].�®ª § ²¥«¼±²¢® ¯¥°¢»µ ²°¥µ ±¢®©±²¢ ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®±²»¬ ±«¥¤±²¢¨¥¬ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿; ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¯®±«¥¤­¥£®²°¥¡³¥² ¯°®¢¥¤¥­¨¿  ªª³° ²­»µ ¢»ª« ¤®ª. �» ­¥ ¡³¤¥¬ ¥£® ¯°®¢®¤¨²¼. �³±²¼ �e1; �e2; �e3 | ±² ­¤ °²­»©¡ §¨± ¢ IR3, �x = x1 � �e1 + x2 � �e2 + x3 � �e3, �y = y1 � �e1 + y2 � �e2 + y3 � �e3. �®£¤ [�x; �y] = y1[�x; �e1] + y2[�x; �e2] + y3[�x; �e3] = y1(x1[�e1; �e1] + x2[�e2; �e1] + x3[�e3; �e1]) + y2[�x; �e2] + y3[�x; �e3] == y1(x2 � (��e3) + x3 � �e2) + y2(x1 � �e3 + x3 � (��e1)) + y3(x1 � (��e2) + x2 � �e1) = �������e1 �e2 �e3x1 x2 x3y1 y2 y3������ :�¯°¥¤¥«¥­¨¥. �¬¥¸ ­­»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ h�x; �y; �zi ¢¥ª²®°®¢ �x, �y ¨ �z ­ §»¢ ¾² ·¨±«® ([�x; �y]; �z).�§ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¢¥ª²®°­®£® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿ ±«¥¤³¥², ·²® [�x; �y] { ¢¥ª²®°, ¯® ¤«¨­¥ ° ¢­»© ¯«®¹ ¤¨ ¯ ° «-«¥«®£° ¬¬ , ¯®±²°®¥­­®£® ­  ¢¥ª²®° µ �x, �y, ¨ ®¡° §³¾¹¥£® ¯° ¢³¾ ²°®©ª³ ¢¥ª²®°®¢ ¢ ª®¬¡¨­ ¶¨¨ �x, �y,[�x; �y]. �±«¨ ±·¨² ²¼ ½²®² ¯ ° ««¥«®£° ¬¬ ®±­®¢ ­¨¥¬ ¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤ , ¯®±²°®¥­­®£® ­  ¢¥ª²®° µ �x, �y, �z,²® ¥£® ®¡º¥¬, ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ° ¢¥­ h�x; �y; �zi, ¤«¿ ¯° ¢®© ²°®©ª¨ ¢¥ª²®°®¢ �x, �y, �z, ¨«¨ ° ¢¥­ (�h�x; �y; �zi) ¤«¿«¥¢®© ²°®©ª¨ ¢¥ª²®°®¢ �x, �y, �z. �¢®©±²¢  ±¬¥¸ ­­®£® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿h�x; �y; �zi = h�y; �z; �xi = h�z; �x; �yi = �h�y; �x; �zi = �h�x; �z; �yi = �h�z; �y; �xi.�±«¨ x1; x2; x3, y1; y2; y3, z1; z2; z3 | ª®®°¤¨­ ²» ±®®²¢¥²±²¢¥­­® ¢¥ª²®°®¢ �x, �y ¨ �z ¢ ±² ­¤ °²­®¬ ¡ §¨±¥ ¢IR3, ²® h�x; �y; �zi = ([�x; �y]; �z) = (z1 � �e1 + z2 � �e2 + z3 � �e3; �������e1 �e2 �e3x1 x2 x3y1 y2 y3������) = ������z1 z2 z3x1 x2 x3y1 y2 y3������ = ������x1 x2 x3y1 y2 y3z1 z2 z3������ :�¥ª¶¨¿ 6.�¨­¨¨ ­  ¯«®±ª®±²¨ ¨ ¨µ ³° ¢­¥­¨¿. �°¿¬ ¿ ­  ¯«®±ª®±²¨. � §«¨·­»¥ ´®°¬» ³° ¢­¥­¨©¯°¿¬®© ­  ¯«®±ª®±²¨. �£®« ¬¥¦¤³ ¯°¿¬»¬¨. � ±±²®¿­¨¥ ®² ²®·ª¨ ¤® ¯°¿¬®©.�¤­®© ¨§ § ¤ ·, °¥¸ ¥¬»µ ¢ ª³°±¥  «£¥¡°» ¨ £¥®¬¥²°¨¨, ¿¢«¿¥²±¿ § ¤ ·  ¨±±«¥¤®¢ ­¨¿ ´®°¬», ° ±-¯®«®¦¥­¨¿ ¨ ±¢®©±²¢ «¨­¨© ­  ¯«®±ª®±²¨ ¨ ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥, ¯®¢¥°µ­®±²¥© ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ ¨ ².¤. �§³·¥­¨¥½²¨µ ¢®¯°®±®¢ ­ ·­¥¬ ± ° ±±¬®²°¥­¨¿ ¯®­¿²¨¿ «¨­¨¨ ­  ¯«®±ª®±²¨. �³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ IR2¢»¡° ­ ±² ­¤ °²­»© ¡ §¨± ¨ (x; y) ®§­ · ¥² ª®®°¤¨­ ²­³¾ § ¯¨±¼ ¢¥ª²®°®¢ ¢ ½²®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥.�³±²¼ F : U ! IR { ­¥ª®²®° ¿ ¤¥©±²¢¨²¥«¼­®§­ ·­ ¿ ´³­ª¶¨¿, § ¤ ­­ ¿ ­  ¯®¤¬­®¦¥±²¢¥ U � IR2²®·¥ª (x; y) 2 U . �®®²­®¸¥­¨¥ F (x; y) = 0 ­ §»¢ ¥²±¿ ³° ¢­¥­¨¥¬ ­  U . �³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ²¥¯ °» (x; y) 2 U , ª®²®°»¥ ¥¬³ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾², ­¥ § ¯®«­¿¾² ¶¥«»© "ª³±®ª ¯«®±ª®±²¨" (­¥ ³²®·­¿¿, ·²®½²® ®§­ · ¥² ¡®«¥¥ ¯®¤°®¡­®, ®²¬¥²¨¬, ·²® ²®¦¤¥±²¢  ²¨¯  F (x; y) = (x+ y)2 � x2 � 2xy � y2 � 0 ®¡»·­®±·¨² ¾² ­¥ ³° ¢­¥­¨¿¬¨,   ¨¬¥­­® ²®¦¤¥±²¢ ¬¨). �¨­¨¥©, § ¤ ¢ ¥¬®© ´³­ª¶¨¥© F (¨«¨ ³° ¢­¥­¨¥¬ F = 0),­ §»¢ ¾² ±®¢®ª³¯­®±²¼ f(x; y) 2 U j F (x; y) = 0g:� ª¨¬ ®¡° §®¬ «¨­¨¿ ­  ¯«®±ª®±²¨ { ½²® ¯°¥¦¤¥ ¢±¥£® ­¥ª®²®°»© ­ ¡®° ²®·¥ª ¯«®±ª®±²¨.�°¨¬¥°» ³° ¢­¥­¨© ¨ «¨­¨©, § ¤ ¢ ¥¬»µ ½²¨¬¨ ³° ¢­¥­¨¿¬¨.1. F (x; y) = x � y � 1, U = IR2, { ¤¥©±²¢¨²¥«¼­®§­ ·­ ¿ ´³­ª¶¨¿, x � y � 1 = 0 { ³° ¢­¥­¨¥ «¨­¨¨ ­ ¯«®±ª®±²¨. �²  «¨­¨¿ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ¨§ ±¥¡¿ ±¤¢¨£ ¡¨±±¥ª²°¨±» ¯¥°¢®£® ¨ ²°¥²¼¥£® ª®®°¤¨­ ²­»µ ³£«®¢ ­ ®¤­³ ¥¤¨­¨¶³ ¢­¨§.2. F (x; y) = x2 � y2, U = IR2, { ¤¥©±²¢¨²¥«¼­®§­ ·­ ¿ ´³­ª¶¨¿, x2 � y2 = 0 { ³° ¢­¥­¨¥ «¨­¨¨ ­ ¯«®±ª®±²¨; ®­® ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨± ­® ¢ ¢¨¤¥ (x � y)(x + y) = 0. �²  «¨­¨¿ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ¨§ ±¥¡¿, ² ª¨¬®¡° §®¬, ®¡º¥¤¨­¥­¨¥ ¤¢³µ ¡¨±±¥ª²°¨±: ¯¥°¢®£®-²°¥²¼¥£® ¨ ¢²®°®£®-·¥²¢¥°²®£® ª®®°¤¨­ ²­»µ ³£«®¢.3. F (x; y) = x2 + y2, U = IR2, { ¤¥©±²¢¨²¥«¼­®§­ ·­ ¿ ´³­ª¶¨¿, x2 + y2 = 0 { ³° ¢­¥­¨¥ «¨­¨¨ ­ ¯«®±ª®±²¨; ¥¤¨­±²¢¥­­ ¿ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹ ¿ ¥¬³ ²®·ª  { ½²® ­ · «® ª®®°¤¨­ ² (x; y) = (0; 0). �²  «¨­¨¿¯°¥¤±² ¢«¿¥² ¨§ ±¥¡¿ ®¤­³ ²®·ª³. � ­­®¥ ³° ¢­¥­¨¥ ®¯°¥¤¥«¿¥², ª ª £®¢®°¿², ¢»°®¦¤¥­­³¾ «¨­¨¾.4. F (x; y) = x2 + y2 + 1, U = IR2, { ¤¥©±²¢¨²¥«¼­®§­ ·­ ¿ ´³­ª¶¨¿, x2 + y2 + 1 = 0 { ³° ¢­¥­¨¥ ­ ¯«®±ª®±²¨. �²®¬³ ³° ¢­¥­¨¾ ­¥ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ­¨ ®¤­  ²®·ª , ®­® ­¥ ®¯°¥¤¥«¿¥² «¨­¨¨.11



5. � ¦­»¬ ¯°¨¬¥°®¬ «¨­¨¨ ¿¢«¿¥²±¿ £° ´¨ª ´³­ª¶¨¨ f : [a; b]! IR. �«¿ ½²®£® ±«³· ¿ F (x; y) = y�f(x),U = [a; b]� IR { ¯®«®± , ­¥®£° ­¨·¥­­® ¯°®¤®«¦ ¾¹ ¿±¿ ­ ¤ ¨ ¯®¤ ®²°¥§ª®¬ [a; b] ®±¨ Ox. �°¨ ½²®¬ «¨­¨¿,®¯°¥¤¥«¿¥¬ ¿ ³° ¢­¥­¨¥¬ F (x; y) = 0, ±®¢¯ ¤ ¥² ± £° ´¨ª®¬ ´³­ª¶¨¨ y = f(x):f(x; y) 2 U j F (x; y) = 0g = f(x; y) 2 U j y = f(x)g = f(x; f(x)) j x 2 [a; b]g:�³±²¼ ';  : ha; bi ! IR { ¤¢¥ ¤¥©±²¢¨²¥«¼­®§­ ·­»¥ ´³­ª¶¨¨, § ¤ ­­»¥ ­  ¯°®¬¥¦³²ª¥ ha; bi � IR.�®¢®°¿², ·²® ±¨±²¥¬  (x = '(t);y =  (t); t 2 ha; bi;§ ¤ ¥² ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ «¨­¨¨ ­  ¯«®±ª®±²¨. �²® § ¤ ­¨¥ ¯°®¨±µ®¤¨² ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:«¨­¨¥© ±·¨² ¥²±¿ ±®¢®ª³¯­®±²¼ ²®·¥ª f('(t);  (t))2 IR2 j t 2 ha; big¯«®±ª®±²¨.�°¨¬¥°» «¨­¨©, § ¤ ¢ ¥¬»µ ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨.6. �³±²¼ r > 0 ´¨ª±¨°®¢ ­®. �° ¢­¥­¨¿ x = r cos t, y = r sin t, t 2 [0; 2�], { ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°¥¤±² -¢«¥­¨¥ ®ª°³¦­®±²¨ ° ¤¨³±  r > 0 ± ¶¥­²°®¬ ¢ ­ · «¥ ª®®°¤¨­ ². �²  ¦¥ ®ª°³¦­®±²¼ ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¤ ­ ² ª¦¥ ¨ ³° ¢­¥­¨¥¬ x2 + y2 � r2 = 0.7. �° ¢­¥­¨¿ x = � cos �, y = � sin �, � 2 [0;+1) § ¤ ¾² ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ ±¯¨° «¨ �°µ¨¬¥¤ , ³° ¢­¥­¨¿x = ��1 cos �, y = ��1 sin �, � 2 (0;+1) { ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ £¨¯¥°¡®«¨·¥±ª®© ±¯¨° «¨.8. � ¦¤»© £° ´¨ª ´³­ª¶¨¨ ¨§ ¯°¨¬¥°  5 ¬®¦­® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ª ª ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥«¨­¨¨ x = t, y = f(t), t 2 [a; b].�«£¥¡° ¨·¥±ª¨¥ «¨­¨¨.� ¦­»¬ ª« ±±®¬ «¨­¨© ¿¢«¿¾²±¿ «¨­¨¨, § ¤ ¢ ¥¬»¥  «£¥¡° ¨·¥±ª¨¬¨ ³° ¢­¥­¨¿¬¨. �²® ³° ¢­¥­¨¿±«¥¤³¾¹¨µ ¢¨¤®¢: Ax+ By + C = 0; (1)Ax2 +Bxy + Cy2 +Dx+ Ey + F = 0; (2)Ax3 + Bx2y + Cxy2 +Dy3 + Ex2 + Fxy +Gy2 +Hx+ Iy + J = 0 (3)¨ ².¤. � ½²¨µ ³° ¢­¥­¨¿µ A;B;C;D;E;F;G;H; I; J { ­¥ª®²®°»¥ ´¨ª±¨°®¢ ­­»¥ ·¨±« ; ®­¨ ­ §»¢ ¾²±¿ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨ ³ª § ­­»µ ³° ¢­¥­¨©. �° ¢­¥­¨¥ (1) ­ §»¢ ¥²±¿ ®¡¹¨¬ ³° ¢­¥­¨¥¬ 1-© ±²¥¯¥­¨, ¥±«¨ ¢­¥¬ ª®½´´¨¶¨¥­²» A ¨ B ®¤­®¢°¥¬¥­­® ­¥ ®¡° ¹ ¾²±¿ ¢ ­®«¼. �®°®²ª® ½²® ³±«®¢¨¥ ®¡»·­® § ¯¨±»¢ ¾²² ª: A2 + B2 6= 0. �° ¢­¥­¨¥ (2) ­ §»¢ ¥²±¿ ®¡¹¨¬ ³° ¢­¥­¨¥¬ 2-© ±²¥¯¥­¨, ¥±«¨ ¢ ­¥¬ A2 + B2 + C2 6= 0.�­ «®£¨·­®, ³° ¢­¥­¨¥ (3) ­ §»¢ ¥²±¿ ®¡¹¨¬ ³° ¢­¥­¨¥¬ 3-© ±²¥¯¥­¨, ¥±«¨ ¢ ­¥¬ A2 + B2 + C2 +D2 6= 0.�° ¢­¥­¨¿ 4-©, 5-© ¨ ¤ «¥¥ ±²¥¯¥­¥© ±²°®¿²±¿ ¯® ¯®¤®¡­»¬ ¯° ¢¨« ¬.� ª ·¥±²¢¥ ­¥ «£¥¡° ¨·¥±ª¨µ ³° ¢­¥­¨© ¬®¦­® ° ±±¬®²°¥²¼, ª ¯°¨¬¥°³, ² ª¨¥:y � sin x = 0; 2xy � x� y = 0:�­®£¤  «¨­¨¿ ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¤ ­  ®¯¨± ²¥«¼­»¬ ®¡° §®¬ (ª ª £¥®¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¬¥±²® ²®·¥ª, ¯®¤·¨­¥­-­»µ § ¤ ­­®¬³ ³±«®¢¨¾). �°¨ ½²®¬ ®¤­¨¬ ¨§ ¯¥°¢»µ ¢®§­¨ª ¥² ¢®¯°®± ® ¢»¢®¤¥ ³° ¢­¥­¨¿ ½²®© «¨­¨¨(®¡»·­®£® ¨«¨ ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®£®). � ª, ­ ¯°¨¬¥°, ¥¤¨­¨·­ ¿ ®ª°³¦­®±²¼ ± ¶¥­²°®¬ ¢ ­ · «¥ ª®®°¤¨­ ²¬®¦¥² § ¤ ­  ª ª £¥®¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¬¥±²® ²®·¥ª, «¥¦ ¹¨µ ­  ° ±±²®¿­¨¨ 1 ®² ­ · «  ª®®°¤¨­ ².�°¿¬»¥ «¨­¨¨, ¨«¨ ¯°®±²® ¯°¿¬»¥, ­  ¯«®±ª®±²¨.�«£¥¡° ¨·¥±ª¨¥ «¨­¨¨ 1-© ±²¥¯¥­¨ ­ §»¢ ¾² ¯°¿¬»¬¨ ­  ¯«®±ª®±²¨. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ³° ¢­¥­¨¥¬, § -¤ ¾¹¨¬ ¯°¿¬³¾ ­  ¯«®±ª®±²¨, ¿¢«¿¥²±¿ ³° ¢­¥­¨¥ Ax + By + C = 0, A, B ¨ C { ´¨ª±¨°®¢ ­­»¥ ·¨±« ,A2 +B2 6= 0. �°®¨§¢®¤¿ ²®¦¤¥±²¢¥­­»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ ° ¢¥­±²¢  Ax+ By + C = 0, ¯®«³· ¾² ° §«¨·­»¥´®°¬» ³° ¢­¥­¨¿, § ¤ ¾¹¥£® ½²³ ¯°¿¬³¾. 12



�¤­¨¬ ¨§ ² ª¨µ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨© ¿¢«¿¥²±¿ ³¬­®¦¥­¨¥ ª®½´´¨¶¨¥­²®¢ A, B ¨ C ³° ¢­¥­¨¿ ­  ®¤­® ¨²®¦¥ ·¨±«® a 6= 0: ¯®­¿²­®, ·²® ³° ¢­¥­¨¿Ax+By + C = 0 ¨ (aA)x+ (aB)y + (aC) = 0®¯°¥¤¥«¿¾² ®¤­³ ¨ ²³ ¦¥ ¯°¿¬³¾. �®±ª®«¼ª³ ª®½´´¨¶¨¥­²» A ¨ B ­¥ ¤®«¦­» ®¤­®¢°¥¬¥­­® ®¡° ¹ ²¼±¿¢ ­®«¼, ²® ¨±µ®¤­®¥ ³° ¢­¥­¨¥ ¢±¥£¤  ¬®¦­® ¯°¨¢¥±²¨ ª ®¤­®¬³ ¨§ ¤¢³µ ¢¨¤®¢: ¥±«¨ B 6= 0, ²® ¢»¡° ¢a = 1=B, ¯®«³·¨¬ ³° ¢­¥­¨¥ y + (A=B)x+ (C=B) = 0 { ¯¥°¢»© ¢¨¤, ¯°¿¬»¥, ­¥¯ ° ««¥«¼­»¥ ®±¨ Oy. �±«¨¦¥ B = 0, ²® A 6= 0; ¢»¡° ¢ a = 1=A, ¯®«³·¨¬ ³° ¢­¥­¨¥ x+(C=A) = 0 { ¢²®°®© ¢¨¤, ¯°¿¬»¥, ¯ ° ««¥«¼­»¥®±¨ Oy.�³±²¼ (x1; y1) ¨ (x2; y2) { ¤¢¥ ° §«¨·­»¥ ²®·ª¨, «¥¦ ¹¨¥ ­  ®¤­®© ¯°¿¬®©: Ax1 + By1 + C = 0, Ax2 +By2 + C = 0. �®£¤  A(x1 � x2) +B(y1 � y2) = 0:� ²¥°¬¨­ µ ®¯¥° ¶¨¨ ±ª «¿°­®£® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿ ¢¥ª²®°®¢ ¯®±«¥¤­¥¥ ° ¢¥­±²¢® ¬®¦­® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥((A;B); (x1�x2; y1�y2)) = 0, ².¥. ¢¥ª²®° (x1�x2; y1�y2) ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°¥­ ¢¥ª²®°³ (A;B). �­»¬¨ ±«®¢ ¬¨,¢¥ª²®° (x1 � x2; y1 � y2) ¯°®¯®°¶¨®­ «¥­ ¢¥ª²®°³ (B;�A). �«¿ «¾¡®© ¯ °» ° §«¨·­»µ ²®·¥ª (x1; y1) ¨(x2; y2), «¥¦ ¹¨µ ­  ®¤­®© ¯°¿¬®©, ¢¥ª²®° (x1 � x2; y1 � y2) ­®±¨² ±¯¥¶¨ «¼­®¥ ­ §¢ ­¨¥ { ­ ¯° ¢«¿¾¹¥£®¢¥ª²®°  ½²®© ¯°¿¬®©. �®£« ±­® ±ª § ­­®¬³ ¢»¸¥, ¢±¥ ­ ¯° ¢«¿¾¹¨¥ ¢¥ª²®°  ®¤­®© ¯°¿¬®© ¯°®¯®°¶¨®-­ «¼­» ¬¥¦¤³ ±®¡®© ¨ ¯°®¯®°¶¨®­ «¼­» ¢¥ª²®°³ (B;�A). �¥°­® ² ª¦¥ ¨ ®¡° ²­®¥: ¥±«¨ ²®·ª  (x1; y1)¯°¨­ ¤«¥¦¨² ¯°¿¬®© Ax+By+C = 0,   ¢¥ª²®° (x1�x2; y1�y2) ¯°®¯®°¶¨®­ «¥­ ¢¥ª²®°³ (B;�A), ²® ²®·ª (x2; y2) ¯°¨­ ¤«¥¦¨² ¯°¿¬®© Ax+ By + C = 0:fAx1 + By1 + C = 0; A(x1 � x2) + B(y1 � y2) = 0g ) Ax2 +By2 + C = 0:�®½²®¬³ ¯°¿¬³¾ § ¤ ¾² ² ª¦¥ ¨ ¢ ² ª®© ´®°¬¥: ¯°¿¬ ¿ { ½²® ±®¢®ª³¯­®±²¼ ¯°®¯®°¶¨®­ «¼­»µ ¢¥ª²®°®¢t�v (§¤¥±¼ �v = (x1 � x2; y1 � y2) 6= �0, t 2 IR) ¯«®±ª®±²¨, ®²«®¦¥­­»µ ®² ­¥ª®²®°®© ´¨ª±¨°®¢ ­­®© ²®·ª¨�w = (x1; y1) ½²®© ¯«®±ª®±²¨: ft�v + �w j t 2 IRg: (4)�®£« ±­® ±ª § ­­®¬³ ¢»¸¥, ² ª ¿ ±®¢®ª³¯­®±²¼ ­¥ § ¢¨±¨² ®² ¢»¡®°  ª®­ª°¥²­»µ ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¥© �v ¨ �w¯°¿¬®©. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¥±«¨ ¨§¢¥±²­» 2 ° §«¨·­»¥ ²®·ª¨, «¥¦ ¹¨¥ ­  ª ª®©-«¨¡® ¯°¿¬®©, ²® (4) § ¤ ¥²½²³ ¯°¿¬³¾ (¢, ¯® ±³²¨ ¤¥« , ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®© ´®°¬¥).� ª ¨§¢¥±²­®, ¢ ²¥°¬¨­ µ ±ª «¿°­®£® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿ ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ³£«» ¬¥¦¤³ ¢¥ª²®° ¬¨ ¨ ° ±±²®¿­¨¿¬¥¦¤³ ²®·ª ¬¨. �£«®¬ ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ ¯°¿¬»¬¨A1x+ B1y + C1 = 0 ¨ A2x+B2y + C2 = 0­ §»¢ ¾² ¬¥­¼¸¨© ¨§ ¤¢³µ ³£«®¢, ª®²®°»¥ ®¡° §®¢ ­» ¯ ° ¬¨ ­ ¯° ¢«¿¾¹¨µ ¢¥ª²®°®¢ ½²¨µ ¯°¿¬»µ. � -ª¨¬ ®¡° §®¬, ³£®« ¬¥¦¤³ ¯°¿¬»¬¨ { ½²® ¬¥­¼¸¨© ¨§ ³£«®¢: ³£®« ¬¥¦¤³ ¢¥ª²®° ¬¨ (B1;�A1) ¨ (B2;�A2)¨«¨ ³£®« ¬¥¦¤³ (B1;�A1) ¨ (�B2; A2) (¨, ·²® ²®¦¥ ± ¬®¥, ³£®« ¬¥¦¤³ ¢¥ª²®° ¬¨ (A1; B1) ¨ (A2; B2) ¨«¨³£®« ¬¥¦¤³ (A1; B1) ¨ (�A2;�B2)).�³±²¼ ft�v+ �w j t 2 IRg { ­¥ª®²®° ¿ ¯°¿¬ ¿ ­  ¯«®±ª®±²¨, �u { ­¥ª®²®° ¿ ²®·ª  ½²®© ¯«®±ª®±²¨. � ±±²®¿-­¨¥¬ dist(�u; L) ®² ²®·ª¨ �u ¤® ¯°¿¬®© L = ft�v + �w j t 2 IRg ­ §»¢ ¾² ¬¨­¨¬³¬minfj�u� t�v � �wj j t 2 IRg° ±±²®¿­¨© ®² ²®·ª¨ �u ¤® ° §«¨·­»µ ²®·¥ª t�v + �w ¯°¿¬®©. � ¯¨¸¥¬ § ¤ ·³ ­ µ®¦¤¥­¨¿ ½²®£® ° ±±²®¿­¨¿¢  ­ «¨²¨·¥±ª®© ´®°¬¥: ¯® ±³²¨ ¤¥«  ­³¦­® ­ ©²¨ ¬¨­¨¬³¬ ´³­ª¶¨¨f(t) = (�u� t�v � �w; �u� t�v � �w) = (�u� �w; �u� �w)� 2t(�u� �w; �v) + t2(�v; �v)¯® ¯¥°¥¬¥­­®© t (²®·­¥¥ { ª¢ ¤° ²­®£® ª®°­¿ ¨§ f(t)). �³­ª¶¨¿ f(t) { ¯ ° ¡®«  ± ¢¥²¢¿¬¨, ­ ¯° ¢«¥­­»¬¨¢¢¥°µ (².ª. (�v; �v) 6= 0). �¥ ¬¨­¨¬³¬ ¤®±²¨£ ¥²±¿ ¢ ²®·ª¥ � , £¤¥ f 0(�) = 0. �®½²®¬³�(�v; �v) = (�u� �w; �v); f(�) = (�u� �w; �u� �w)� �(�u� �w; �v) = (�u� �w; �u� �w)(�v; �v)� (�u� �w; �v)2(�v; �v) :13



�®£« ±­® ­¥° ¢¥­±²¢³ �®¸¨-�³­¿ª®¢±ª®£® f(�) > 0, dist(�u; L) =pf(�).�°¨¢¥¤¥¬ ¥¹¥ ®¤­³ ´®°¬³«³ ¤«¿ ¢»·¨±«¥­¨¿ ° ±±²®¿­¨¿ d ®² ²®·ª¨M(x1; y1) 2 IR2 ¤® ¯°¿¬®©, § ¤ ­­®©³° ¢­¥­¨¥¬ Ax+ By + C = 0: d = jAx1 +By1 + CjpA2 +B2 :�° ¢­¥­¨¥, § ¤ ¾¹¥¥ ¯°¿¬³¾ ­  ¯«®±ª®±²¨, ­ §»¢ ¥²±¿ ­®°¬¨°®¢ ­­»¬, ¥±«¨ A2 + B2 = 1. �¥£ª® ¯®­¿²¼,·²® ³° ¢­¥­¨¥ «¾¡®© ¯°¿¬®© ¬®¦­® ¯°¥¢° ²¨²¼ ¢ ­®°¬¨°®¢ ­­®¥ ³° ¢­¥­¨¥ ½²®© ¦¥ ¯°¿¬®©. � ª¨¬ ®¡° -§®¬, ·²®¡» ®¯°¥¤¥«¨²¼ ° ±±²®¿­¨¥ ®² ²®·ª¨ ¤® ¯°¿¬®©, ­³¦­® ¢ «¥¢³¾ · ±²¼ ­®°¬¨°®¢ ­­®£® ³° ¢­¥­¨¿½²®© ¯°¿¬®© ¯®¤±² ¢¨²¼ ª®®°¤¨­ ²» ¤ ­­®© ²®·ª¨ ¨ ¢§¿²¼ ¬®¤³«¼ ¯®«³·¥­­®£® °¥§³«¼² ² .�¥ª¶¨¿ 7.�°¿¬ ¿ ¨ ¯«®±ª®±²¼ ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥. �° ¢­¥­¨¿ ¯«®±ª®±²¨ ¨ ¯°¿¬®© ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥. �£®«¬¥¦¤³ ¯«®±ª®±²¿¬¨. �£®« ¬¥¦¤³ ¯°¿¬»¬¨. �£®« ¬¥¦¤³ ¯°¿¬®© ¨ ¯«®±ª®±²¼¾.�³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ IR3 ¢»¡° ­ ±² ­¤ °²­»© ¡ §¨± ¨ (x; y; z) ± ¨­¤¥ª± ¬¨ ¨«¨ ¡¥§ ­¨µ®§­ · ¥² ª®®°¤¨­ ²­³¾ § ¯¨±¼ ¢¥ª²®°®¢ ¢ ½²®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥. �®  ­ «®£¨¨ ± ¯®­¿²¨¥¬ «¨­¨¨ ­  ¯«®±-ª®±²¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ¯®­¿²¨¥ ¯®¢¥°µ­®±²¨ ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥. � ª¦¥ ª ª ¨ ¤«¿ «¨­¨©, ¯®¢¥°µ­®±²¼ ¬®¦¥²§ ¤ ¢ ²¼±¿ 1) ³° ¢­¥­¨¥¬ ¨ 2) ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨. � ±±¬®²°¨¬ ¯°¨¬¥°» ¯®¢¥°µ­®±²¥©, § ¤ ­­»µ ³° ¢­¥­¨¥¬.1. F (x; y; z) = x + y + z, U = IR3, { ¤¥©±²¢¨²¥«¼­®§­ ·­ ¿ ´³­ª¶¨¿, x + y + z = 0 { ³° ¢­¥­¨¥ ¯®¢¥°µ-­®±²¨ (²®·­¥¥ { ¯«®±ª®±²¨) ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥. �²  ¯«®±ª®±²¼ ¯°®µ®¤¨² ·¥°¥§ ­ · «® ª®®°¤¨­ ², ¯¥°¥±¥ª ¥²ª®®°¤¨­ ²­³¾ ¯«®±ª®±²¼ Oxy ¯® ¯°¿¬®© x + y = 0, ª®®°¤¨­ ²­³¾ ¯«®±ª®±²¼ Oxz { ¯® ¯°¿¬®© x + z = 0.�®¦­® ¯°¨¢¥±²¨ ¨ ¤°³£¨¥ ¥¥ ±¢®©±²¢ .2. F (x; y; z) = x2 + y2 + z2, U = IR3, { ¤¥©±²¢¨²¥«¼­®§­ ·­ ¿ ´³­ª¶¨¿, x2 + y2 + z2 = 0 { ³° ¢­¥­¨¥ ¯®-¢¥°µ­®±²¨ ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥; ¥¤¨­±²¢¥­­ ¿ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹ ¿ ¥¬³ ²®·ª  { ­ · «® ª®®°¤¨­ ² (x; y; z) = (0; 0; 0),{ ¯®¢¥°µ­®±²¼ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ¨§ ±¥¡¿ ½²³ ²®·ª³. � ­­®¥ ³° ¢­¥­¨¥ ®¯°¥¤¥«¿¥² ¢»°®¦¤¥­­³¾ ¯®¢¥°µ­®±²¼.3. F (x; y; z) = x2+y2+z2�1, U = IR3, { ¤¥©±²¢¨²¥«¼­®§­ ·­ ¿ ´³­ª¶¨¿, x2+y2+z2�1 = 0 { ³° ¢­¥­¨¥¯®¢¥°µ­®±²¨ ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ (±´¥°» ° ¤¨³±  1). � ­­ ¿ ¯®¢¥°µ­®±²¼ ±®±²®¨² ¨§ ²®·¥ª, ³¤ «¥­­»µ ®² ­ · « ª®®°¤¨­ ² ­  ° ±±²®¿­¨¥ 1.4. �¢«¿¥²±¿ ®¡®¡¹¥­¨¥¬ ¯°¥¤»¤³¹¨µ ¤¢³µ ¯°¨¬¥°®¢. �¨ª±¨°³¥¬ ª ª®¥-­¨¡³¤¼ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­®¥ ·¨±«®r. F (x; y; z) = x2+ y2 + z2 � r2, U = IR3, { ¤¥©±²¢¨²¥«¼­®§­ ·­ ¿ ´³­ª¶¨¿, x2+ y2+ z2 � r2 = 0 { ³° ¢­¥­¨¥¯®¢¥°µ­®±²¨ ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ (±´¥°» ° ¤¨³±  r). � ­­ ¿ ¯®¢¥°µ­®±²¼ ±®±²®¨² ¨§ ²®·¥ª, ³¤ «¥­­»µ ®² ­ · « ª®®°¤¨­ ² ­  ° ±±²®¿­¨¥ r.5. F (x; y; z) = x2+y2+z2+1, U = IR3, { ¤¥©±²¢¨²¥«¼­®§­ ·­ ¿ ´³­ª¶¨¿, x2+y2+z2+1 = 0 { ³° ¢­¥­¨¥¢ ¯°®±²° ­±²¢¥. �²®¬³ ³° ¢­¥­¨¾ ­¥ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ­¨ ®¤­  ²®·ª , ®­® ­¥ ®¯°¥¤¥«¿¥² ¯®¢¥°µ­®±²¨.6. � ª ¨ ¤«¿ «¨­¨©, ¢»° ¦¥­¨¿ ¢¨¤  (x+y+z)2�x2�y2�z2�2(xy+xz+yz) � 0 ¿¢«¿¾²±¿ ²®¦¤¥±²¢ ¬¨,­¥ ¿¢«¿¾²±¿ ³° ¢­¥­¨¿¬¨ ¨ ­¥ § ¤ ¾² ¯®¢¥°µ­®±²¨.7. � ª ¦¤®© «¨­¨¥© L ­  ¯«®±ª®±²¨ Oxy, § ¤ ­­®© ³° ¢­¥­¨¥¬ F (x; y) = 0, F : U ! IR, U � IR2,±¢¿§ ­  ² ª ­ §»¢ ¥¬ ¿ ¶¨«¨­¤°¨·¥±ª ¿ ¯®¢¥°µ­®±²¼ ¨«¨ ¶¨«¨­¤° ­ ¤ L. �²  ¯®¢¥°µ­®±²¼ ±®±²®¨² ¨§¢±¥¢®§¬®¦­»µ ¯°¿¬»µ ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥, ¯°®µ®¤¿¹¨µ ·¥°¥§ ²®·ª¨ L ¯ ° ««¥«¼­® ®±¨ Oz.�³±²¼ F : U ! IR { ­¥ª®²®° ¿ ¤¥©±²¢¨²¥«¼­®§­ ·­ ¿ ´³­ª¶¨¿, § ¤ ­­ ¿ ­  ¯®¤¬­®¦¥±²¢¥ U � IR3²®·¥ª (x; y; z) 2 U . �®®²­®¸¥­¨¥ F (x; y; z) = 0 ­ §»¢ ¥²±¿ ³° ¢­¥­¨¥¬ ­  U . �³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ²¥¯ °» (x; y; z) 2 U , ª®²®°»¥ ¥¬³ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾², ­¥ § ¯®«­¿¾² ¶¥«»© "ª³±®ª ¯°®±²° ­±²¢ ". �®¢¥°µ­®±²¼¾,§ ¤ ¢ ¥¬®© ´³­ª¶¨¥© F (¨«¨ ³° ¢­¥­¨¥¬ F = 0), ­ §»¢ ¾² ±®¢®ª³¯­®±²¼f(x; y; z) 2 U j F (x; y; z) = 0g:� ª¨¬ ®¡° §®¬ ¯®¢¥°µ­®±²¼ ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ { ½²® ­¥ª®²®°»© ­ ¡®° ²®·¥ª ¯°®±²° ­±²¢ .�°¨ ®¡±³¦¤¥­¨¨ ²®£® ª ª § ¤ ¾²±¿ ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ¯®¢¥°µ­®±²¨ ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ¯®­¿²¨¥ ®¡« ±²¨ V ­ ¯«®±ª®±²¨. �­® ¨¬¥¥² ¢¯®«­¥ ®¯°¥¤¥«¥­­»© ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨© ±¬»±«, ®¤­ ª® ­  ¤ ­­»© ¬®¬¥­² ¤ ¢ ²¼ ¥£®­¥ ¡³¤¥¬. �®¤ ®¡« ±²¼¾ ¡³¤¥¬ ¯®­¨¬ ²¼ "ª³±®ª ¨«¨ ­¥±ª®«¼ª® ª³±ª®¢ ¯«®±ª®±²¨". �°¨¬¥° ¬¨ ®¡« ±²¥©¿¢«¿¾²±¿ ª°³£, ª¢ ¤° ² ­  ¯«®±ª®±²¨, ®¡º¥¤¨­¥­¨¥ ª°³£  ¨ ª¢ ¤° ² , ¢±¿ ¯«®±ª®±²¼, ¯®«³¯«®±ª®±²¼. �14



²®¦¥ ¢°¥¬¿ «¨­¨¿ ­  ¯«®±ª®±²¨ ®¡« ±²¼¾ ­¥ ¿¢«¿¥²±¿. �³±²¼ �; �; 
 : V ! IR { ²°¨ ¤¥©±²¢¨²¥«¼­®§­ ·­»¥´³­ª¶¨¨, § ¤ ­­»¥ ­  ®¡« ±²¨ V � IR2. �®¢®°¿², ·²® ±¨±²¥¬ 8><>:x = �(u; v);y = �(u; v);z = 
(u; v) (u; v) 2 V ;§ ¤ ¥² ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ ¯®¢¥°µ­®±²¨ ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥. �²® § ¤ ­¨¥ ¯°®¨±µ®¤¨² ±«¥¤³¾¹¨¬®¡° §®¬: ¯®¢¥°µ­®±²¼¾ ±·¨² ¥²±¿ ±®¢®ª³¯­®±²¼ ²®·¥ªf(�(u; v); �(u; v); 
(u; v))2 IR3 j (u; v) 2 Vg¯°®±²° ­±²¢ .�°¨¬¥°» § ¤ ¢ ¥¬»µ ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨ ¯®¢¥°µ­®±²¥©.8. �° ¢­¥­¨¿ x = u, y = v, z = �u � v, (u; v) 2 IR2, § ¤ ¾² ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ ¯«®±ª®±²¨x+ y + z = 0 ¨§ ¯°¨¬¥°  1.9. �¥±ª®«¼ª® ¡®«¥¥ ±«®¦­»¬ ¿¢«¿¥²±¿ ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ ±´¥°» ° ¤¨³±  r > 0 ¨§ ¯°¨¬¥° 4. �° ¢­¥­¨¿ 8><>:x = r cosu cos v;y = r sin u cos v;z = r sin v (u; v) 2 V ;¿¢«¿¾²±¿ ¯°¨¬¥°®¬ ² ª®£® § ¤ ­¨¿. �°¨ ½²®¬ V = [0; 2�]�[0; �] { ¯°¿¬®³£®«¼­¨ª ­  ¯«®±ª®±²¨ ±® ±²®°®­ ¬¨¤«¨­» 2� ¨ �.�«£¥¡° ¨·¥±ª¨¥ ¯®¢¥°µ­®±²¨.� ª ¨ ¤«¿ «¨­¨© ­  ¯«®±ª®±²¨ ¢ ¦­»¬ ª« ±±®¬ ¯®¢¥°µ­®±²¥© ¿¢«¿¾²±¿ ¯®¢¥°µ­®±²¨, § ¤ ¢ ¥¬»¥  «£¥-¡° ¨·¥±ª¨¬¨ ³° ¢­¥­¨¿¬¨. �²® ³° ¢­¥­¨¿ ±«¥¤³¾¹¨µ ¢¨¤®¢:Ax+ By + Cz +D = 0; (1)Ax2 +By2 + Cz2 +Dxy + Exz + Fyz + Gx+Hy + Iz + J = 0 (2)¨ ².¤. � ½²¨µ ³° ¢­¥­¨¿µ A;B;C;D;E;F;G;H; I; J { ­¥ª®²®°»¥ ´¨ª±¨°®¢ ­­»¥ ·¨±« ; ®­¨ ­ §»¢ ¾²±¿ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨ ³ª § ­­»µ ³° ¢­¥­¨©. �° ¢­¥­¨¥ (1) ­ §»¢ ¥²±¿ ®¡¹¨¬ ³° ¢­¥­¨¥¬ 1-© ±²¥¯¥­¨, ¥±«¨ ¢­¥¬ A2+B2+C2 6= 0. �° ¢­¥­¨¥ (2) ­ §»¢ ¥²±¿ ®¡¹¨¬ ³° ¢­¥­¨¥¬ 2-© ±²¥¯¥­¨, ¥±«¨ ¢ ­¥¬ A2+B2 +C2+D2 + E2 + F 2 6= 0.�«®±ª®±²¼ ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥.�«£¥¡° ¨·¥±ª¨¥ ¯®¢¥°µ­®±²¨ 1-© ±²¥¯¥­¨ ­ §»¢ ¾² ¯«®±ª®±²¿¬¨ ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ³° ¢-­¥­¨¥¬, § ¤ ¾¹¨¬ ¯«®±ª®±²¼ ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥, ¿¢«¿¥²±¿ ³° ¢­¥­¨¥ Ax+By+Cz+D = 0, A, B, C ¨ D { ´¨ª±¨-°®¢ ­­»¥ ·¨±« , A2+B2+C2 6= 0. �°®¨§¢®¤¿ ²®¦¤¥±²¢¥­­»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ ° ¢¥­±²¢ Ax+By+Cz+D = 0,¯®«³· ¾² ° §«¨·­»¥ ´®°¬» ³° ¢­¥­¨¿, § ¤ ¾¹¥£® ½²³ ¯«®±ª®±²¼.� ª ¨ ¤«¿ ±«³· ¿ ¯°¿¬®© ­  ¯«®±ª®±²¨ ®¤­¨¬ ¨§ ² ª¨µ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨© ¿¢«¿¥²±¿ ³¬­®¦¥­¨¥ ª®½´´¨¶¨-¥­²®¢ A, B, C ¨ D ­  ®¤­® ¨ ²®¦¥ ·¨±«® a 6= 0: ³° ¢­¥­¨¿Ax +By + Cz +D = 0 ¨ (aA)x+ (aB)y + (aC)z + (aD) = 0®¯°¥¤¥«¿¾² ®¤­³ ¨ ²³ ¦¥ ¯«®±ª®±²¼. �®°®²ª® ®¡®§­ ·¨¬ ¢®§¬®¦­»¥ °¥§³«¼² ²» ² ª¨µ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨©.�®½´´¨¶¨¥­²» A, B ¨ C ­¥ ¤®«¦­» ®¤­®¢°¥¬¥­­® ®¡° ¹ ²¼±¿ ¢ ­®«¼. �±«¨ C 6= 0, ²®, ¢»¡° ¢ a = 1=C,¯®«³·¨¬ ³° ¢­¥­¨¥ ¯«®±ª®±²¨ z + (A=C)x+ (B=C)y+ (D=C) = 0. �§ ­¥£® ¢¨¤­®, ·²® ¨±µ®¤­ ¿ ¯®¢¥°µ­®±²¼¬®¦¥² ¡»²¼ § ¤ ­  ª ª £° ´¨ª ´³­ª¶¨¨ z = f(x; y) = �(A=C)x�(B=C)y�(D=C) ®² ¯¥°¥¬¥­­»µ (x; y) 2 IR2.�±«¨ ¦¥ C = 0, ²® ² ª®£® ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ ¢»¯®«­¨²¼ ­¥¢®§¬®¦­®, ¨±µ®¤­ ¿ ¯«®±ª®±²¼ § ¤ ¥²±¿ ³° ¢­¥­¨¥¬Ax+By +D = 0 ¨ ¿¢«¿¥²±¿ ¶¨«¨­¤°®¬ ­ ¤ ¯°¿¬®© Ax+By +D = 0 ¢ ¯«®±ª®±²¨ Oxy. �®­¿²­®, ·²® ² ª®©¶¨«¨­¤° ­¥«¼§¿ § ¤ ²¼ ª ª £° ´¨ª ­¥ª®²®°®© ´³­ª¶¨¨ z = f(x; y) ¯¥°¥¬¥­­»µ (x; y) 2 IR2. �¤­ ª® ¥¥15



¬®¦­® § ¤ ²¼ ª ª £° ´¨ª ´³­ª¶¨¨ ¤°³£¨µ ¯¥°¥¬¥­­»µ. � ¨¬¥­­®, ¯³±²¼ B 6= 0, a = 1=B. �®£¤  ¨±µ®¤­®¥³° ¢­¥­¨¥ ¯°¥®¡° §³¥²±¿ ª ¢¨¤³ y + (A=B)x + (D=B) = 0 ¨ ¯«®±ª®±²¼ ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¤ ­  ª ª £° ´¨ª´³­ª¶¨¨ y = f(x; z) = �(A=B)x� (D=B) ®² ¯¥°¥¬¥­­»µ (x; z) 2 IR2. �±«¨ ¦¥ ¯®¬¨¬® C = 0 ² ª¦¥ ¨ B = 0,²® ¨±µ®¤­ ¿ ¯«®±ª®±²¼ ¿¢«¿¥²±¿ ¶¨«¨­¤°®¬ ª ª ­ ¤ ¯°¿¬®© ¢ ¯«®±ª®±²¨ Oxy, ² ª ¨ ¶¨«¨­¤°®¬ ­ ¤ ¯°¿¬®©¢ ¯«®±ª®±²¨ Oxz. �®½²®¬³ ¥¥ ­¥«¼§¿ ² ª¦¥ § ¤ ²¼ ª ª £° ´¨ª ­¥ª®²®°®© ´³­ª¶¨¨ y = f(x; z) ¯¥°¥¬¥­­»µ(x; z) 2 IR2. �® ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ®¡¿§ ²¥«¼­® A 6= 0 ¨ ¬®¦­® ¢»¡° ²¼ a = 1=A. �®«³· ¾¹¥¥±¿ ³° ¢­¥­¨¥x + (D=A) = 0 § ¤ ¥² ¯«®±ª®±²¼, ¿¢«¿¾¹³¾±¿ £° ´¨ª®¬ ´³­ª¶¨¨ x = f(y; z) = �(D=A) ®² ¯¥°¥¬¥­­»µ(y; z) 2 IR2. �­ «®£¨·­»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ ¨ ¨µ ¨­²¥°¯°¥² ¶¨¿ ±¢¿§ ­» ± ¯¥°¢®­ · «¼­»¬ ° ±±¬®²°¥­¨¥¬ª®½´´¨¶¨¥­²®¢ B ¨«¨ A.�³±²¼ (x1; y1; z1) { ²®·ª , «¥¦ ¹ ¿ ­  ¯«®±ª®±²¨ Ax +By + Cz +D = 0:Ax1 + By1 + Cz1 +D = 0:�®£¤  ³° ¢­¥­¨¥ ¯«®±ª®±²¨ ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨± ­® ¢ ¢¨¤¥A(x� x1) +B(y � y1) + C(z � z1) = 0: (3)� ²¥°¬¨­ µ ±ª «¿°­®£® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿ ¯®±«¥¤­¥¥ ° ¢¥­±²¢® ¬®¦­® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥((A;B;C); (x� x1; y � y1; z � z1)) = 0;².¥. ¢¥ª²®° (x � x1; y � y1; z � z1) ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°¥­ ¢¥ª²®°³ (A;B;C). � ¯¨±¼ ³° ¢­¥­¨¿ ¯«®±ª®±²¨ ¢ ¯°®-±²° ­±²¢¥ ¢¨¤  (3) ¨¬¥¥², ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ±«¥¤³¾¹¨© £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨© ±¬»±«: ½²® ¯«®±ª®±²¼, ¯°®µ®¤¿¹ ¿·¥°¥§ ²®·ª³ (x1; y1; z1) ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°­® ¢¥ª²®°³ (A;B;C). �¥ª²®° (A;B;C) ¨¬¥¥² ±¯¥¶¨ «¼­®¥ ­ §¢ ­¨¥ |­®°¬ «¨ ª ¯«®±ª®±²¨. �®­¿²­®, ·²® ¢±¥ ­®°¬ «¨ ¯°®¯®°¶¨®­ «¼­» ¬¥¦¤³ ±®¡®© { «¥¦ ² ­  ®¤­®© ¯°¿¬®©.�»¯¨¸¥¬ ³° ¢­¥­¨¥ ¯«®±ª®±²¨ ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥, ¯°®µ®¤¿¹¥© ·¥°¥§ ²°¨ ´¨ª±¨°®¢ ­­»¥ ²®·ª¨ (x1; y1; z1),(x2; y2; z2) ¨ (x3; y3; z3), ­¥ «¥¦ ¹¨¥ ­  ®¤­®© ¯°¿¬®©. �³±²¼ (x; y; z) { ¯°®¨§¢®«¼­ ¿ ²®·ª  ½²®© ¯«®±ª®±²¨.�®£¤  ² ª¨¬ ³° ¢­¥­¨¥¬ ¡³¤¥²������ x� x1 y � y1 z � z1x2 � x1 y2 � y1 z2 � z1x3 � x1 y3 � y1 z3 � z1������ = A(x� x1) +B(y � y1) + C(z � z1) = 0 (4){ ®­® ¨¬¥¥² ¢¨¤ (1) ¨ «¾¡ ¿ ¨§ ²°¥µ ²®·¥ª (xi; yi; zi), i = 1; 2; 3, ¥¬³ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥². �±«®¢¨¥ { ²°¨ ²®·ª¨­¥ «¥¦ ² ­  ®¤­®© ¯°¿¬®©, ®§­ · ¥², ·²® ¢¥ª²®°  (x2 � x1; y2 � y1; z2 � z1) ¨ (x3 � x1; y3 � y1; z3 � z1) ­¥¯°®¯®°¶¨®­ «¼­» ¨, §­ ·¨², µ®²¿ ¡» ®¤¨­ ¨§ ª®½´´¨¶¨¥­²®¢ A, B ¨«¨ C ³° ¢­¥­¨¿ (4) ­¥ ° ¢¥­ 0.�° ¢­¥­¨¥ (4) ¯®§¢®«¿¥² § ¤ ²¼ ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ ¯«®±ª®±²¨. �¢¥¤¥¬ ®¡®§­ ·¥­¨¿ �u =(x2� x1; y2� y1; z2� z1) 6= �0, �v = (x3� x1; y3� y1; z3� z1) 6= �0, �w = (x1; y1; z1). �®£¤ , ±®£« ±­® (4), ¯«®±ª®±²¼{ ½²® ¬­®¦¥±²¢® fs�u+ t�v + �w j s; t 2 IRg (5)«¨­¥©­»µ ª®¬¡¨­ ¶¨© ¢¥ª²®°®¢ �u, �v, ®²«®¦¥­­»µ ®² ²®·ª¨ �w (¯® ²¥®°¥¬¥ ® ° ­£¥ ¬ ²°¨¶»).�®  ­ «®£¨¨ ± ¯°¿¬»¬¨ ­  ¯«®±ª®±²¨, ³£«®¬ ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ ¯«®±ª®±²¿¬¨, § ¤ ­­»¬¨ ³° ¢­¥­¨¿¬¨ ¢¨¤ (1), ­ §»¢ ¾² ¬¥­¼¸¨© ¨§ ¤¢³µ ³£«®¢, ¬¥¦¤³ ­®°¬ «¿¬¨ ½²¨µ ¯«®±ª®±²¥©.� ´¨ª±¨°³¥¬ ª ª³¾-­¨¡³¤¼ ²®·ª³ M(x1; y1; z1) ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ IR3. � §®¢¥¬ ° ±±²®¿­¨¥¬ h ®² M ¤®¯«®±ª®±²¨ Ax + By + Cz + D = 0 ¤«¨­³ ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿° , ®¯³¹¥­­®£® ¨§ ²®·ª¨ M ­  ½²³ ¯«®±ª®±²¼, ².¥.¤«¨­³ ¯°®¥ª¶¨¨ ­  ­®°¬ «¼ (A;B;C) ¢¥ª²®°  M0M , £¤¥ M0(x0; y0; z0) { ¯°®¨§¢®«¼­ ¿ ²®·ª  ­  ¯«®±ª®±²¨Ax+By + Cz +D = 0:h = j(A;B;C)j � j�(A;B;C); (x1� x0; y1 � y0; z1 � z0)�jj(A;B;C)j2 = jAx1 + By1 + Cz1 +DjpA2 + B2 + C2 :�«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ·²®¡» ­ ©²¨ ° ±±²®¿­¨¥ ®² ²®·ª¨ M ¤® ¯«®±ª®±²¨, ­³¦­® ¢ «¥¢³¾ · ±²¼ ­®°¬¨°®¢ ­-­®£® ³° ¢­¥­¨¿ ¯«®±ª®±²¨ ¯®¤±² ¢¨²¼ ª®®°¤¨­ ²» ²®·ª¨ M ¨ ¢§¿²¼  ¡±®«¾²­³¾ ¢¥«¨·¨­³ ¯®«³·¥­­®£®°¥§³«¼² ²  (ª ª ¨ ¤«¿ ³° ¢­¥­¨¿ ¯°¿¬®©, ³° ¢­¥­¨¥, § ¤ ¾¹¥¥ ¯«®±ª®±²¼, ­ §»¢ ¥²±¿ ­®°¬¨°®¢ ­­»¬,¥±«¨ A2 + B2 + C2 = 1). 16



�®¤ «¨­¨¥© ¢ IR3 ¡³¤¥¬ ¯®­¨¬ ²¼ ¯¥°¥±¥·¥­¨¥ ¤¢³µ ¯®¢¥°µ­®±²¥©, § ¤ ­­»µ ¢ ½²®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ (¯°¨¯®¬®¹¨ ³° ¢­¥­¨© ¨«¨ ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨¬ ±¯®±®¡®¬). �°¨ ½²®¬, ª ª ¨ ¯°¥¦¤¥, ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²® ½²® ¯¥-°¥±¥·¥­¨¥ ¿¢«¿¥²±¿ "±³¹¥±²¢¥­­»¬", ².¥. ­¥ ±®¤¥°¦¨² §­ ·¨²¥«¼­»µ "ª³±ª®¢" ¯®¢¥°µ­®±²¥©. � · ±²­®±²¨,¥±«¨ ¢ ª ·¥±²¢¥ ¤¢³µ ¯®¢¥°µ­®±²¥© ¢»¡° ²¼ ®¤­³ ¨ ²³ ¦¥ ¯®¢¥°µ­®±²¼, ²® ¢ ¯¥°¥±¥·¥­¨¨ ¯®«³·¨²±¿ ®­  ¦¥¨ ¯®«³·¨²±¿, { ½²® ¯®¢¥°µ­®±²¼,   ­¥ «¨­¨¿.1. �¢  ³° ¢­¥­¨¿ (x2 + y2 + z2 � 1 = 0;(x� 1)2 + (y � 2)2 + (z � 3)2 � 14 = 0±®¢¬¥±²­® ®¯°¥¤¥«¿¾² ®ª°³¦­®±²¼ (ª ª ¯¥°¥±¥·¥­¨¥ ¤¢³µ ±´¥°). �°³£¨¬, ½ª¢¨¢ «¥­²­»¬, ±¯®±®¡®¬ § ¯¨-± ²¼ ½²³ ±¨±²¥¬³ ³° ¢­¥­¨© ¬®¦­® ² ª (x2 + y2 + z2 � 1 = 0;2x+ 4y + 6z � 1 = 0:�»° ¦ ¿ ¨§ ¢²®°®£® ³° ¢­¥­¨¿, ­ ¯°¨¬¥°, ¯¥°¥¬¥­­³¾ z ¨ ¤¥« ¿ ¯®¤±² ­®¢ª³ ¢ ¯¥°¢®¥ ³° ¢­¥­¨¿, ¯®«³·¨¬(x2 + y2 + (1=6� x=3� 2y=3)2� 1 = 0;z = 1=6� x=3� 2y=3:� ½²®¬ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¨ ª ¯¥°¢®¬³ ³° ¢­¥­¨¾ ¬®¦­® ®²­®±¨²¼±¿ ª ª ª ³° ¢­¥­¨¾ «¨­¨¨ (½««¨¯± ) ­  ¯«®±ª®-±²¨ Oxy. �²  «¨­¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®¥ª¶¨¥© ®ª°³¦­®±²¨ (1) ­  Oxy. � ¬  ®ª°³¦­®±²¼ ° ±¯®«®¦¥­  ¢ ¯«®±ª®±²¨z = 1=6� x=3� 2y=3 ¢ IR3. �°®¬¥ ²®£®, ¯¥°¢®¥ ³° ¢­¥­¨¥, x2 + y2 + (1=6� x=3� 2y=3)2� 1 = 0, { ½²® ¢ ²®¦¥ ¢°¥¬¿ ³° ¢­¥­¨¥ ¶¨«¨­¤°¨·¥±ª®© ¯®¢¥°µ­®±²¨ ¢ IR3.�°¿¬ ¿ ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥.�°¿¬»¥ ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ ®¡»·­® § ¤ ¾² ª ª ¯¥°¥±¥·¥­¨¥ ¯ °» ¯«®±ª®±²¥© ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥. � ª¨¬ ®¡° -§®¬, ±¨±²¥¬®© ³° ¢­¥­¨©, § ¤ ¾¹¥© ¯°¿¬³¾ ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥, ¿¢«¿¥²±¿(A1x+ B1y + C1z +D1 = 0;A2x+ B2y + C2z +D2 = 0;A1, B1, C1, D1, A2, B2, C2, D2 { ´¨ª±¨°®¢ ­­»¥ ·¨±« , A21 + B21 + C21 6= 0, A22 + B22 + C22 6= 0. �²®¡»¢»¯¨± ­­»¥ ³° ¢­¥­¨¿ ®¯°¥¤¥«¿«¨ ° §­»¥ ¯«®±ª®±²¨, ¢ ¤ ­­®¬ ±«³· ¥ ­¥®¡µ®¤¨¬®, ·²®¡» ®¤­® ³° ¢­¥­¨¥­¥ ±¢®¤¨«®±¼ ª ¤°³£®¬³. �­»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ­¥®¡µ®¤¨¬®, ·²®¡» ¢¥ª²®°  (A1; B1; C1; D1) ¨ (A2; B2; C2; D2) ­¥¡»«¨ ¡» ¯°®¯®°¶¨®­ «¼­». �°¨ ¢»¯®«­¥­¨¨ ½²®£® ³±«®¢¨¿ ¢»¯¨± ­­»¥ ³° ¢­¥­¨¿ ®¯°¥¤¥«¿¾² ¤¢¥ ° §­»¥¯«®±ª®±²¨ ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥. �²®¡» ®­¨ ¨¬¥«¨ ®¡¹¨¥ ²®·ª¨, ­¥®¡µ®¤¨¬®, ·²®¡» ®­¨ ­¥ ¡»«¨ ¡» ¯ ° ««¥«¼­»,².¥. ·²®¡» ¨µ ­®°¬ «¨ (A1; B1; C1) ¨ (A2; B2; C2) ­¥ ¡»«¨ ¡» ¯°®¯®°¶¨®­ «¼­». � ½²®¬ ±«³· ¥, ¯°®¨§¢®¤¿²®¦¤¥±²¢¥­­»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ ¬®¦­® ¯®«³·¨²¼ ° §«¨·­»¥ ´®°¬» ±¨±²¥¬» ³° ¢­¥­¨©, § ¤ ¾¹¥© ½²³ ¯°¿-¬³¾. �±«¨ (x0; y0; z0) { ¯°®¨§¢®«¼­ ¿ ²®·ª , ° ±¯®«®¦¥­­ ¿ ­  ¯°¿¬®©, ²® ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ¿ ±¨±²¥¬  ¬®¦¥²¡»²¼ § ¯¨± ­  ¢ ¢¨¤¥ (A1(x� x0) +B1(y � y0) + C1(z � z0) = 0;A2(x� x0) +B2(y � y0) + C2(z � z0) = 0:�°¥¤±² ¢«¿¿ ½²¨ ³° ¢­¥­¨¿ ¢ ¢¨¤¥ ±ª «¿°­»µ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨©, ­ µ®¤¨¬, ·²® ®¡¹¥¥ °¥¸¥­¨¥ ½²®© ±¨±²¥¬»±®±²®¨² ¨§ ­ ¡®°  ¢¥ª²®°®¢, ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°­»µ ¢¥ª²®° ¬ �a = (A1; B1; C1) ¨ �b = (A2; B2; C2). �¡®§­ ·¨¬(l;m; n) = [�a;�b] { ª®®°¤¨­ ²» ¢¥ª²®°­®£® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿. � ¦¤»© ¨§ ­¥­³«¥¢»µ ¢¥ª²®°®¢, ¯°®¯®°¶¨®­ «¼-­»µ ¢¥ª²®°³ (l;m; n) ¯°¨­¿²® ­ §»¢ ²¼ ­ ¯° ¢«¿¾¹¨¬ ¢¥ª²®°®¬ ¯°¿¬®© (2). �®£« ±­® ±ª § ­­®¬³, ³° ¢-­¥­¨¿ ¯°¿¬®© ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ § ¯¨±»¢ ¾²±¿ ¢ ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®¬ ¢¨¤¥:8><>:x = x0 + lt;y = y0 +mt;z = z0 + nt; t 2 IR;17



{ ¯°¿¬ ¿, ¯°®µ®¤¿¹ ¿ ·¥°¥§ (x0; y0; z0) ¢ ­ ¯° ¢«¥­¨¨ (l;m; n). �­®£¤  ¨§ ½²®© § ¯¨±¨ ¨±ª«¾· ¾² t ¨¨±¯®«¼§³¾² ² ª³¾, ­ §»¢ ¥¬³¾ ª ­®­¨·¥±ª®©, ´®°¬³ § ¯¨±¨:x� x0l = y � y0m = z � z0n :�²³ ´®°¬³ ¨ ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ ³¤®¡­® ¯°¨¬¥­¿²¼ ¤«¿ ¯®¨±ª  ¯°¿¬®©, ¯°®µ®¤¿¹¥© ·¥°¥§ ¤¢¥§ ¤ ­­»¥ ²®·ª¨ (x0; y0; z0) ¨ (x1; y1; z1) ¨§ IR3. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¢ ª ·¥±²¢¥ (l;m; n) ¬®¦­® ¢»¡° ²¼ ¢¥ª²®°(x1 � x0; y1 � y0; z1 � z0).�®  ­ «®£¨¨ ± ¯°¿¬»¬¨ ­  ¯«®±ª®±²¨, ³£«®¬ ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ ¯°¿¬»¬¨, ­ §»¢ ¾² ¬¥­¼¸¨© ¨§ ³£«®¢, ª®-²®°»¥ ®¡° §³¾² ¬¥¦¤³ ±®¡®© ­ ¯° ¢«¿¾¹¨¥ ½²¨µ ¯°¿¬»µ.�¡±³¤¨¬ ¢®¯°®± ® ²®¬, ª ª ®¯°¥¤¥«¨²¼ ³£®« ¬¥¦¤³ ¯°¿¬®© ¨ ¯«®±ª®±²¼¾ ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ IR3. � ¤ ¢ ¿¯°¿¬³¾, ¡³¤¥¬ ¨¬¥²¼ ¤¥«® ± ¥¥ ­ ¯° ¢«¿¾¹¨¬¨ (l;m; n), § ¤ ¢ ¿ ¯«®±ª®±²¼, ¡³¤¥¬ ¨¬¥²¼ ¤¥«® ± ¥¥ ­®°¬ «¿¬¨(A;B;C). �±¯®«¼§³¿ ¯®­¿²¨¥ ±ª «¿°­®£® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿ «¥£ª® ¯®¤±·¨² ²¼ ¬®¤³«¼ b ª®±¨­³±  ³£«  ¬¥¦¤³½²¨¬¨ ¢¥ª²®° ¬¨. �£«®¬ ¦¥ ¬¥¦¤³ ¯°¿¬®© ¨ ¯«®±ª®±²¼¾ ¥±²¥±²¢¥­­® ±·¨² ²¼ ³£®« � ¢ ¯°®¬¥¦³²ª¥ [0; �=2),³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨© ° ¢¥­±²¢³ sin� = b.�¥ª¶¨¿ 8.�¨­¥©­»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ ª®®°¤¨­ ². �®¡±²¢¥­­»¥ ¢¥ª²®°  ¨ ±®¡±²¢¥­­»¥ §­ ·¥­¨¿. � -° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨© ¬­®£®·«¥­.� ¯®¬­¨¬, ·²® ±¨±²¥¬³ ¢¥ª²®°®¢ �yj , j = 1; : : : ; k ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ IRn ­ §»¢ ¾² «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨±¨¬®©,¥±«¨ ±¨±²¥¬  ³° ¢­¥­¨© a1�y1 + a2�y2 + � � �+ ak �yk = �0 (1)®²­®±¨²¥«¼­® ­¥¨§¢¥±²­»µ aj , j = 1; : : : ; k, ¨¬¥¥² ²®«¼ª® ®¤­® °¥¸¥­¨¥: aj = 0, j = 1; : : : ; k. �®¢®°¿², ·²®½²  ±¨±²¥¬  ¢¥ª²®°®¢ «¨­¥©­® § ¢¨±¨¬ , ¥±«¨ ®­  ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨±¨¬®©.�¥®°¥¬  (® ±¢®©±²¢ µ ° ­£  ¬ ²°¨¶». � ¯®¬¨­ ­¨¥.) � ­£ ¬ ²°¨¶» A ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¬ ª±¨¬ «¼­»¬ ·¨±«®¬«¨­¥©­® ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ¢¥ª²®°®¢ ¨§ �xj 2 IRm, j = 1; : : : ; n ¨ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¬ ª±¨¬ «¼­»¬ ·¨±«®¬ «¨­¥©­®­¥§ ¢¨±¨¬»µ ¢¥ª²®°®¢ ¨§ �xi 2 IRn, i = 1; : : : ; m (§¤¥±¼ �xj ¨ �xi { ±²®«¡¶» ¨ ±²°®ª¨ ¬ ²°¨¶» A).� §¨±®¬ ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ IRn ­ §»¢ ¾² ¢±¿ª³¾ «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨±¨¬³¾ ±¨±²¥¬³ ¨§ n ¢¥ª²®°®¢ f�yjgnj=1. �§-§  «¨­¥©­®© ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ ½²®© ±¨±²¥¬» ±° §³ ±«¥¤³¥², ·²® ­¨ ®¤¨­ ¨§ ¢¥ª²®°®¢ �yj ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ ­³«¥¢»¬(¥±«¨, ­ ¯°¨¬¥°, �y1 = �0, ²® (a; 0; : : : ; 0) { °¥¸¥­¨¥ (1) ¯°¨ «¾¡®¬ a 2 IR). � ª ·¥±²¢¥ ¯°¨¬¥°  ¡ §¨±  ¢ IRn¬» ³¦¥ ° ±±¬ ²°¨¢ «¨ ±² ­¤ °²­»© ®°²®£®­ «¼­»© ¡ §¨± IRn ¨, ¡®«¥¥ ®¡¹®, ¯°®¨§¢®«¼­³¾ ±¨±²¥¬³ ¨§ n­¥­³«¥¢»µ ¨ ®°²®£®­ «¼­»µ ¤°³£ ¤°³£³ ¢¥ª²®°®¢.�³±²¼ f�yjgnj=1 { ¯°®¨§¢®«¼­»© ¡ §¨± ¢ IRn, �y 2 IRn. � ±¨«³ ²¥®°¥¬» ® ±¢®©±²¢ µ ° ­£  ¬ ²°¨¶ , ±²®«¡-¶ ¬¨ ª®²®°®© ¿¢«¿¾²±¿ ¢¥ª²®°-±²®«¡¶» �y; �y1; : : : ; �yn, ¨¬¥¥² ° §¬¥° n � (n + 1) ¨, §­ ·¨², ¥¥ ° ­£ ° ¢¥­ n.�®½²®¬³ ±¨±²¥¬  ³° ¢­¥­¨© a0�y + a1�y1 + a2�y2 + � � �+ an�yn = �0®²­®±¨²¥«¼­® ­¥¨§¢¥±²­»µ aj , j = 0; : : : ; n, ¨¬¥¥² ² ª®¥ °¥¸¥­¨¥ aj , j = 0; : : : ; n, ¤«¿ ª®²®°®£® µ®²¿ ¡»®¤¨­ ¨§ aj ­¥ ° ¢¥­ ­³«¾. �°¨ ½²®¬ ª®½´´¨¶¨¥­² a0 ­¥ ¬®¦¥² ° ¢­¿²¼±¿ ­³«¾ (².ª. ¨­ ·¥ ±¨±²¥¬  f�yjgnj=1®ª § « ±¼ ¡» «¨­¥©­® § ¢¨±¨¬®©), ².¥.�y = �a1a0 �y1 � a2a0 �y2 � � � � � ana0 �yn:�¨±«  bi = � aia0 ¢ ½²®¬ ° ¢¥­±²¢¥ ­ §»¢ ¾²±¿ ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨ ° §«®¦¥­¨¿ ¢¥ª²®°  �y ¯® ¡ §¨±³ f�yjgnj=1(¨«¨ ª®®°¤¨­ ² ¬¨ ¢¥ª²®°  �y ®²­®±¨²¥«¼­® ¡ §¨±  f�yjgnj=1). �­¨ ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ®¤­®§­ ·­®, ².ª. ¥±«¨�y = c1�y1 + c2�y2 + � � �+ cn�yn ¤«¿ ¥¹¥ ®¤­®£® ­ ¡®°  ·¨±¥«, ²®�0 = (c1 � b1)�y1 + (c2 � b2)�y2 + � � �+ (cn � bn)�yn¨, §­ ·¨², c1 = b1, c2 = b2, : : : , cn = bn ¨§-§  «¨­¥©­®© ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ ±¨±²¥¬» f�yjgnj=1. �¥²°³¤­® ¯®­¿²¼,·²® ®¯°¥¤¥«¥­­»¥ ° ­¼¸¥ ª®®°¤¨­ ²» ¢¥ª²®°  �y ¢ ¤¥©±²¢¨²¥«¼­®±²¨ ¿¢«¿¾²±¿ ª®®°¤¨­ ² ¬¨ ¢¥ª²®°  �y®²­®±¨²¥«¼­® ±² ­¤ °²­®£® ¡ §¨±  f�ejgnj=1. 18



�³±²¼ A { ¬ ²° ¶  ° §¬¥°  n � n. �²®¡° ¦¥­¨¥, ±®¯®±² ¢«¿¾¹¥¥ ª ¦¤®¬³ ¢¥ª²®°³ �x 2 IRn ¢¥ª²®°A(�x) = A�x =2 IRn ­ §»¢ ¥²±¿ «¨­¥©­»¬ ®²®¡° ¦¥­¨¥¬ ¨§ IRn ¢ IRn. �±«¨ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¬ ²°¨¶» A ­¥ ° ¢¥­­³«¾, ²® ² ª®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ ­ §»¢ ¾² ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥¬ ¯°®±²° ­±²¢  IRn. � ª ±«¥¤³¥² ¨§ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿«¨­¥©­»¥ ®²®¡° ¦¥­¨¿ ®¡« ¤ ¾² ±«¥¤³¾¹¨¬ (µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨¬) ±¢®©±²¢®¬:A(�x+ �y) = A(�x) +A(�y); A(��x) = �A(�x); �x; �y 2 IRn; � 2 IR:�°®¢¥°¨¬, ·²® ¯°¨ «¨­¥©­»µ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿µ A «¾¡®© ¡ §¨± ¯°®±²° ­±²¢  IRn ¯¥°¥µ®¤¨² ¢ ¡ §¨±: ¯³±²¼¢¥ª²®°  f�xjgnj=1 � IRn «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨±¨¬». �³¦­® ¤®ª § ²¼, ·²® ¢¥ª²®°  fA(�xj)gnj=1 � IRn ² ª¦¥ «¨­¥©­®­¥§ ¢¨±¨¬».�: �® ²¥®°¥¬¥ ® ° ­£¥ ¬ ²°¨¶» ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¬ ²°¨¶» X , ±²®«¡¶ ¬¨ ª®²®°®© ¿¢«¿¾²±¿ ¢¥ª²®°-±²®«¡¶»�xj , ­¥ ° ¢¥­ ­³«¾ (jX j 6= 0). �® ¯° ¢¨«³ ³¬­®¦¥­¨¿ ¬ ²°¨¶ ±²®«¡¶ ¬¨ ¬ ²°¨¶» A �X ¿¢«¿¾²±¿ ¢¥ª²®°-±²®«¡¶» A(�xj). �®½²®¬³, ®¯¿²¼ ¦¥ ¯® ²¥®°¥¬¥ ® ° ­£¥ ¬ ²°¨¶», ¤«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²®£®, ·²® ¢¥ª²®° fA(�xj)gnj=1 «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨±¨¬» ¤®±² ²®·­® ¯°®¢¥°¨²¼ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥: jA �X j 6= 0. �§ ±¢®©±²¢ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¥©¬ ²°¨¶ ±«¥¤³¥², ·²® jA �X j = jAj jX j 6= 0, ².ª. jAj 6= 0 (A { «¨­¥©­®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥). ��²¬¥²¨¬ ¥¹¥ ° §, ·²® ° ±±¬®²°¥­­®¥ «¨­¥©­®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ A : IRn ! IRn, ±®¯®±² ¢«¿¥² ª ¦¤®¬³¢¥ª²®°-±²®«¡¶³ �x ¢¥ª²®°-±²®«¡¥¶ A � �x. �°¨ ½²®¬ ¨ ¢¥ª²®° �x ¨ ¥£® ®¡° § A � �x ° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ¢ ±² ­-¤ °²­®¬ ¡ §¨±¥,   ± ¬® ®²®¡° ¦¥­¨¥, ¯® ±³²¨, ª®®°¤¨­ ² ¬ ¢¥ª²®°  �x ¢ ±² ­¤ °²­®¬ ¡ §¨±¥ ±®¯®±² ¢«¿¥²ª®®°¤¨­ ²» ®¡° §  A � �x ®¯¿²¼ ¦¥ ¢ ±² ­¤ °²­®¬ ¡ §¨±¥. � ¤ ¤¨¬±¿ ¢®¯°®±®¬, ª ª ¨§¬¥­¿¾²±¿ ª®®°¤¨­ ²»¢¥ª²®°  �x ¢ ¯°®¨§¢®«¼­®¬ ¡ §¨±¥ ¯°¨ ®²®¡° ¦¥­¨¨ A?�³±²¼ f�yjgnj=1 { ¯°®¨§¢®«¼­»© ¡ §¨± ¢ IRn, f�ejgnj=1 { ±² ­¤ °²­»© ¡ §¨± ¢ IRn, Y { ¬ ²°¨¶ , ±²®«¡¶ ¬¨ª®²®°®© ¿¢«¿¾²±¿ ¢¥ª²®°-±²®«¡¶» f�yjgnj=1. � ª ³¦¥ ®²¬¥· «®±¼ ¢»¸¥ jY j 6= 0 ¨, §­ ·¨²,Y � Y �1 = E ) �x = E � �x = Y � Y �1 � �x = Y � �b = b1�y1 + b2�y2 + � � �+ bn�yn;£¤¥ Y �1 { ®¡° ²­ ¿ ª Y ¬ ²°¨¶ , E { ¥¤¨­¨·­ ¿ ¬ ²°¨¶ , �b = Y �1 � �x, fb1; b2; : : : ; bng { ª®®°¤¨­ ²» ¢¥ª-²®°  �b ®²­®±¨²¥«¼­® ±² ­¤ °²­®£® ¡ §¨± . �®«³·¥­­®¥ ° ¢¥­±²¢® �x = b1�y1 + b2�y2 + � � �+ bn�yn ¯®ª §»¢ ¥²,·²® ª®®°¤¨­ ²» ¢¥ª²®°  �b ®²­®±¨²¥«¼­® ±² ­¤ °²­®£® ¡ §¨±  ¿¢«¿¾²±¿ ² ª¦¥ ¨ ª®®°¤¨­ ² ¬¨ ¢¥ª²®° �x ®²­®±¨²¥«¼­® ¡ §¨±  f�yjgnj=1. �®±¯®«¼§³¥¬±¿ ½²¨¬ ¯° ¢¨«®¬ ¤«¿ ®²¢¥²  ­  ¯®±² ¢«¥­­»© ¢»¸¥ ¢®¯°®±:ª®®°¤¨­ ²» ¢¥ª²®°  Y �1 � A�x ®²­®±¨²¥«¼­® ±² ­¤ °²­®£® ¡ §¨±  ±®¢¯ ¤ ¾² ± ª®®°¤¨­ ² ¬¨ ¢¥ª²®°  A�x®²­®±¨²¥«¼­® ¡ §¨±  f�yjgnj=1. �® ¢¥ª²®° �x ¬» ² ª¦¥ ¤®«¦­» § ¤ ²¼ ­¥ ±² ­¤ °²­»¬¨ ª®®°¤¨­ ² ¬¨,  ª®®°¤¨­ ² ¬¨ ¢ ¡ §¨±¥ f�yjgnj=1: Y �1 �A�x = Y �1 �A � Y � Y �1 � �x:� ª¨¬ ®¡° §®¬, ³¬­®¦¥­¨¾ ¢¥ª²®°  �x ­  ¬ ²°¨¶³ A ¢ ±² ­¤ °²­®¬ ¡ §¨±¥ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ³¬­®¦¥­¨¥ ¢¥ª-²®°  ¨§ ª®®°¤¨­ ² �x ®²­®±¨²¥«¼­® ¡ §¨±  f�yjgnj=1 ­  ¬ ²°¨¶³ Y �1 � A � Y . �¥§³«¼² ² ³¬­®¦¥­¨¿ ¯°¥¤-±² ¢«¿¥² ¨§ ±¥¡¿ ¢¥ª²®°-±²®«¡¥¶, ª®®°¤¨­ ²» ª®²®°®£® ­ ¤® ¢®±¯°¨­¨¬ ²¼ ª ª ª®®°¤¨­ ²» ¢¥ª²®°  A�x®²­®±¨²¥«¼­® ¡ §¨±  f�yjgnj=1. �­»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¢ «¾¡®¬ ¡ §¨±¥ ®¯¥° ²®° A ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬ ¤¥©±²¢³¥²­  ª®®°¤¨­ ²» ¢¥ª²®°®¢ ®²­®±¨²¥«¼­® ½²®£® ¡ §¨± : ®­ ¢¥ª²®°-±²®«¡¥¶, ±®±² ¢«¥­­»© ¨§ ½²¨µ ª®®°¤¨­ ²,³¬­®¦ ¥² ±«¥¢  ­  ¬ ²°¨¶³ Y �1 �A � Y . �«¿ ±² ­¤ °²­®£® ¡ §¨± , ®·¥¢¨¤­®, Y = E.�³±²¼ A «¨­¥©­®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ ¯°®±²° ­±²¢  IRn ¢ ±¥¡¿. �¥ª²®° �x 2 IRn, �x 6= �0 ­ §»¢ ¾² ±®¡±²¢¥­­»¬¢¥ª²®°®¬ ®¯¥° ²®°  A, ¥±«¨ A(�x) = ��x, ¤«¿ ­¥ª®²®°®£® � 2 IR. �¨±«® � ­ §»¢ ¾² ±®¡±²¢¥­­»¬ §­ ·¥­¨¥¬®¯¥° ²®°  A.�¯°¥¤¥«¥­¨¥. �¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¬ ²°¨¶» (A� tE) ­ §»¢ ¾² µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨¬ ¬­®£®·«¥­®¬ ®¯¥° ²®°  A.�¥®°¥¬ .  ) � ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨© ¬­®£®·«¥­ P (t) ®¯¥° ²®°  A ­¥ § ¢¨±¨² ®² ¢»¡®°  ¡ §¨± , ¢ ª®²®°®¬¯°¥¤±² ¢«¥­  ¥£® ¬ ²°¨¶ . ¡) �¾¡®¥ ±®¡±²¢¥­­®¥ §­ ·¥­¨¥ ®¯¥° ²®°  A ¿¢«¿¥²±¿ ª®°­¥¬ P (t) ¨ ®¡° ²­®«¾¡®© ª®°¥­¼ P (t) ¿¢«¿¥²±¿ ±®¡±²¢¥­­»¬ §­ ·¥­¨¥¬ ®¯¥° ²®°  A.� : �®°®²ª® ¤®ª § ²¥«¼±²¢®  ) ¿¢«¿¥²±¿ ±«¥¤±²¢¨¥¬ ² ª®© ¢»ª« ¤ª¨:jY �1AY � tEj = jY �1(A� tE)Y j = jY �1jj(A� tE)jjY j = j(A� tE)j:¡) ¥±«¨ � | ª®°¥­¼ P (t), ²® ¯® ²¥®°¥¬¥ ® ° ­£¥ ¬ ²°¨¶» «¨­¥©­ ¿ ±¨±²¥¬  n ³° ¢­¥­¨© (A � �E)�x = �0®²­®±¨²¥«¼­® n ­¥¨§¢¥±²­»µ ª®®°¤¨­ ² ¢¥ª²®°  �x ¨¬¥¥² ­¥­³«¥¢®¥ °¥¸¥­¨¥. �®£¤  ½²®² ­¥­³«¥¢®© ¢¥ª²®°19



�x ¨ ¥±²¼ ±®¡±²¢¥­­»© ¢¥ª²®°, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ±®¡±²¢¥­­®¬³ ·¨±«³ �. �¡° ²­®: A(�x) = ��x) (A��E)�x =�0) jA� �Ej = 0. ��¥¬¬ . �±«¨ �x, �y { ±®¡±²¢¥­­»¥ ¢¥ª²®°  ®¯¥° ²®°  A, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ®¤­®¬³ ±®¡±²¢¥­­®¬³ §­ ·¥­¨¾ �,c 2 IR, ²® �x+ c �y { ² ª¦¥ ±®¡±²¢¥­­»© ¢¥ª²®° ®¯¥° ²®°  A, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ±®¡±²¢¥­­®¬³ §­ ·¥­¨¾ �.� : A(�x+ c �y) = A(�x) + cA(�y) = ��x+ c ��y = �(�x+ c �y). ��¥¬¬ . �®¡±²¢¥­­»¥ ¢¥ª²®°  ®¯¥° ²®°  A, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ° §­»¬ ±®¡±²¢¥­­»¬ §­ ·¥­¨¿¬, «¨­¥©­®­¥§ ¢¨±¨¬».� : �°¥¤¯®«®¦¨¬ A(�x1) = �1�x1, A(�x2) = �2�x2, A(�x3) = �3�x3, ¢±¥ �i | ° §«¨·­»¥ ·¨±« , �xi 6= �0, i = 1; 2; 3;c1�x1 + c2�x2 + c3�x3 = �0¨, ­ ¯°¨¬¥°, c1 6= 0. �®£¤ , ¯°¨¬¥­¨¢ ®¯¥° ²®° A ª ®¡¥¨¬ · ±²¿¬ ½²®£® ° ¢¥­±²¢ , ¯®«³·¨¬c1�1�x1 + c2�2�x2 + c3�3�x3 = �0; c1(�1 � �3)�x1 + c2(�2 � �3)�x2 = �0:� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢¥ª²®°  �x1, �x2 ¯°®¯®°¶¨®­ «¼­» | ¯°®²¨¢®°¥·¨¥. �«³· © ¡®«¼¸¥£® ·¨±«  ¢¥ª²®°®¢ ° ±-±¬ ²°¨¢ ¥²±¿  ­ «®£¨·­®. �� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¥±«¨ ®¯¥° ²®° A, § ¤ ­­»© ¢ n-¬¥°­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥, ¨¬¥¥² n ° §«¨·­»µ ±®¡±²¢¥­­»µ§­ ·¥­¨©, ²® ®­ ¨¬¥¥² ¡ §¨±, ±®±²®¿¹¨© ¨§ n ±®¡±²¢¥­­»µ ¢¥ª²®°®¢. �®±ª®«¼ª³ ¢ «¾¡®¬ ¡ §¨±¥ ¤¥©±²¢¨¥®¯¥° ²®°  A ±®±²®¨² ¢ ³¬­®¦¥­¨¨ ¢¥ª²®°  ª®®°¤¨­ ² (®²­®±¨²¥«¼­® ½²®£® ¡ §¨± ) ­  ­¥ª®²®°³¾ ¬ ²°¨¶³,²® ¢ ¡ §¨±¥ ¨§ ±®¡±²¢¥­­»µ ¢¥ª²®°®¢ ½²  ¬ ²°¨¶  ®¡¿§ ²¥«¼­® ¤®«¦­  ¨¬¥²¼ ¤¨ £®­ «¼­»© ¢¨¤ (².¥. ®¡° -§®¬ ¯¥°¢®£® ¡ §¨±­®£® ¢¥ª²®°  ¤®«¦¥­ ¡»²¼ ¯°®¯®°¶¨®­ «¼­»© ¥¬³ ¢¥ª²®°, ®¡° §®¬ ¢²®°®£® ¡ §¨±­®£®¢¥ª²®°  ®¯¿²¼ ¡³¤¥² ¯°®¯®°¶¨®­ «¼­»© ¥¬³ ¢¥ª²®° ¨ ².¤.).�¥ª¶¨¿ 9.�¢ ¤° ²¨·­»¥ ´®°¬», ¨µ ±¢¿§¼ ± ±¨¬¬¥²°¨·­»¬¨ ¬ ²°¨¶ ¬¨. �°¨¢¥¤¥­¨¥ ª¢ ¤° ²¨·­»µ´®°¬ ª ª ­®­¨·¥±ª®¬³ ¢¨¤³.�³±²¼ A { «¨­¥©­»© ®¯¥° ²®° ¨§ IRn ¢ IRn, n 2 NN.�¯°¥¤¥«¥­¨¥. �¢ ¤° ²¨·­®© ´®°¬®© ­  IRn ­ §»¢ ¾² ®²®¡° ¦¥­¨¥ q : IRn ! IR:q(�x) = (�x;A(�x));  ®²®¡° ¦¥­¨¥ A { «¨­¥©­»¬ ®²®¡° ¦¥­¨¥¬, § ¤ ¾¹¨¬ ½²³ ´®°¬³. �®°¬  q ­ §»¢ ¥²±¿ ­¥¢»°®¦¤¥­­®©,¥±«¨ q(�x) 6= 0 ¤«¿ �x 6= �0.�³±²¼ �x = (xi) { ±²®«¡¥¶ ª®®°¤¨­ ² ¢¥ª²®°  �x, ai;j { ½«¥¬¥­²» ¬ ²°¨¶» A.� ¬¥· ­¨¥. �«¿ «¾¡»µ ¢¥ª²®°-±²®«¡¶®¢ �x; �y 2 IRn(�x;A(�y)) = nXi=1 xi nXj=1 ai;jyj = nXj=1 nXi=1 xiai;j! yj = (�y; A�(�x)) = (A�(�x); �y):� · ±²­®±²¨, q(�x) = (�x;A(�x)) = (�x;A�(�x)). � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ «¾¡®© ª¢ ¤° ²¨·­®© ´®°¬»¢ ¢¨¤¥ q(�x) = (�x;A(�x)) ­¥®¤­®§­ ·­®: ¬®¦­® ¯°¨¢¥±²¨ ¬­®£® ¯°¨¬¥°®¢ ¬ ²°¨¶ T , ¤«¿ ª®²®°»µ q(�x) =(�x;A(�x)) = (�x; T (�x)). �°¥¤¨ ¢±¥µ ² ª¨µ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨© ®¤­® ¨£° ¥² ®±®¡³¾ °®«¼. �²® ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥, ¢ª®²®°®¬ ¬ ²°¨¶  T ¿¢«¿¥²±¿ ±¨¬¬¥²°¨·­®©.�¯°¥¤¥«¥­¨¥. � ²°¨¶  T ­ §»¢ ¥²±¿ ±¨¬¬¥²°¨·­®©, ¥±«¨ T = T �.�¥®°¥¬ . �±¿ª ¿ ª¢ ¤° ²¨·­ ¿ ´®°¬  q ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¤ ­  ¢ ¢¨¤¥ q(�x) = (�x; T (�x)) ± ±¨¬¬¥²°¨·­®© ¬ ²°¨-¶¥© T ; ¯°¨ ½²®¬ ¬ ²°¨¶  T ¯® ´®°¬¥ q ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¥¤¨­±²¢¥­­»¬ ®¡° §®¬.� : �³±²¼ q(�x) = (�x;A(�x)). �®£¤ , ª ª ®²¬¥·¥­® ¢»¸¥, q(�x) = (�x;A�(�x)) = ((�x;A(�x)) + (�x;A�(�x)))=2.�®§¼¬¥¬ T = (A + A�)=2. �®«³·¨¬, q(�x) = (�x; T (�x)) ¨ T { ±¨¬¬¥²°¨·­ ¿ ¬ ²°¨¶ . �°¥¤¯®«®¦¨¬ q(�x) =(�x; U(�x)) { ¥¹¥ ®¤­® ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ ´®°¬» q ± ±¨¬¬¥²°¨·­®© ¬ ²°¨¶¥© U . �®£¤  (�x; (T � U)�x) = 0 ¤«¿«¾¡®£® �x ¨, §­ ·¨²,0 = (�x+ �y; (T � U)(�x+ �y)) = (�y; (T � U)(�x)) + (�x; (T � U)(�y)) = 2(�x; (T � U)(�y))20



¨§-§  ±¨¬¬¥²°¨¨ ¬ ²°¨¶» T�U . �±«¨ ¢ ½²®¬ ° ¢¥­±²¢¥ ¢§¿²¼ �x = (T�U)(�y), ²® ¯®«³·¨²±¿, ·²® (T�U)(�y) =�0 { ­³«¥¢®© ¢¥ª²®°-±²®«¡¥¶. �®½²®¬³ T (�y) = U(�y) ¯°¨ «¾¡®¬ �y. �� ¤ «¼­¥©¸¥¬ ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ²®«¼ª® ² ª¨¥ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¿ ª¢ ¤° ²¨·­®© ´®°¬», ¢ ª®²®°»µ A {±¨¬¬¥²°¨·­ ¿ ¬ ²°¨¶ .�¥®°¥¬ . �±¿ª ¿ ª¢ ¤° ²¨·­ ¿ ´®°¬  q ¢ ­¥ª®²®°®¬ ¯®¤µ®¤¿¹¥¬ ¡ §¨±¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¤ ­  ¢ ¢¨¤¥ q(�x) =(�x; T (�x)) ± ¤¨ £®­ «¼­®© ¬ ²°¨¶¥© T . � ª®© ¢¨¤ § ¤ ­¨¿ ­ §»¢ ¥²±¿ ª ­®­¨·¥±ª¨¬ (¨«¨ ¤¨ £®­ «¼­»¬)¢¨¤®¬ § ¤ ­¨¿ ª¢ ¤° ²¨·­®© ´®°¬».� : �®ª § ²¥«¼±²¢® ¯°®¢¥¤¥¬ ¤«¿ ±«³· ¿ n = 3, (x1; x2; x3) { ª®®°¤¨­ ²» ¢¥ª²®°  �x; ®¡¹¨© ±«³· ©° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ¯®  ­ «®£¨¨. � §¡¥°¥¬ ¤¢  ¢®§¬®¦­»µ ¢ °¨ ­² . � ª ¨ ¯°¥¦¤¥ ai;j { ½«¥¬¥­²» ¬ ²°¨¶»A. 1) ai;i 6= 0 µ®²¿ ¡» ¤«¿ ®¤­®£® i 2 f1; 2; 3g. �³±²¼, ±ª ¦¥¬, a1;1 6= 0. �¬¥¥¬q(�x) = (�x;A(�x)) = a1;1x21 + 2x1(a1;2x2 + a1;3x3) + a2;2x22 + 2x2a2;3x3 + a3;3x23:� ½²®¬ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¨ ¢»¤¥«¨¬ ¯®«­»© ª¢ ¤° ²q(x) = a1;1(x1 + a1;2a1;1x2 + a1;3a1;1x3)2 + g((x2; x3));®¡®§­ ·¨¢ g((x2; x3)) | ®±² ¢¸¨¥±¿ ¯®±«¥ ½²®£® ±« £ ¥¬»¥. �­¨ ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ¨§ ±¥¡¿ ª¢ ¤° ²¨·­³¾ ´®°¬³­  ¤¢³¬¥°­»µ ¢¥ª²®° µ (x2; x3). �¢®¤¨¬ ­®¢»¥ ¯¥°¥¬¥­­»¥ (y1; y2; y3) ¯® ¯° ¢¨«³ y1 = x1 + a�11;1(a1;2x2 +a1;3x3), y2 = x2, y3 = x3. � ½²¨µ ¯¥°¥¬¥­­»µ q(�y) = a1;1y21 + g((y2; y3)).2) ai;i = 0 ¤«¿ i 2 f1; 2; 3g; ¥±«¨ q(�x) = 0 ¯°¨ ¢±¥µ �x, ²® q(�x) = 0x21 + 0x22 + 0x23. �³±²¼ q(�x) 6= 0 ¯°¨ª ª®¬-«¨¡® �x. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ­ ¯°¨¬¥°, a1;2 6= 0 ¨q(�x) = 2x1a1;2x2 + 2x1a1;3x3 + 2x2a2;3x3:�³±²¼ x1 = y1 + y2, x2 = y1 � y2, y3 = x3. � ­®¢»µ ¯¥°¥¬¥­­»µq(�y) = 2a1;2(y21 � y22) + (2(y1 + y2)a1;3 + 2(y1 � y2)a2;3)y3ª¢ ¤° ²¨·­ ¿ ´®°¬  q(�y) ±®¤¥°¦¨² ±« £ ¥¬»¥ ± y21, y22 ± ­¥­³«¥¢»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨. �®½²®¬³ ª ­¥©¬®¦­® ¯°¨¬¥­¨²¼ ° ±±³¦¤¥­¨¿ ¢ °¨ ­²  1) ¨ ¯¥°¥©²¨ ª ° ±±¬®²°¥­¨¾ ª¢ ¤° ²¨·­®© ´®°¬» ± n = 2. ��¥®°¥¬  (¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ ). �«¿ ¢±¿ª®£® «¨­¥©­®£® ®¯¥° ²®°  A ± ±¨¬¬¥²°¨·­®© ¬ ²°¨¶¥© (A =A�) ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ IRn ¨¬¥¥²±¿ ®°²®£®­ «¼­»© ¡ §¨± ¨§ n ±®¡±²¢¥­­»µ ¢¥ª²®°®¢ ½²®£® ®¯¥° ²®° .�«¥¤±²¢¨¥. �³±²¼ q(�x) = (�x;A(�x)) ± ±¨¬¬¥²°¨·­®© ¬ ²°¨¶¥© A, f�yjgnj=1 { ®°²®£®­ «¼­»© ¡ §¨± ¨§ n±®¡±²¢¥­­»µ ¢¥ª²®°®¢ ®¯¥° ²®°  A. �®£¤  ¢ ¡ §¨±¥ f�yjgnj=1 ª¢ ¤° ²¨·­ ¿ ´®°¬  q(�x) ¨¬¥¥² ¤¨ £®­ «¼­»©¢¨¤.� : �³±²¼ �x = b1�y1 + b2�y2 + � � �+ bn�yn. �®£¤ q(�x) = (�x;A(�x)) = (b1�y1 + b2�y2 + � � �+ bn�yn; A(b1�y1 + b2�y2 + � � �+ bn�yn)) == (b1�y1 + b2�y2 + � � �+ bn�yn; b1A(�y1) + b2A(�y2) + � � �+ bnA(�yn)) == (b1�y1 + b2�y2 + � � �+ bn�yn; b1�1�y1 + b2�2�y2 + � � �+ bn�n�yn) == b21�1(�y1; �y1) + b22�2(�y2; �y2) + � � �+ b2n�n(�yn; �yn) = b21�1 � j�y1j2 + b22�2 � j�y2j2 + � � �+ b2n�n � j�ynj2;£¤¥ (b1; : : : ; bn) { ª®®°¤¨­ ²» ¢¥ª²®°  �x ¢ ¡ §¨±¥ f�yjgnj=1, j�yj j2 { ª¢ ¤° ² ¤«¨­» ±®¡±²¢¥­­®£® ¢¥ª²®°  �yj , �j{ ±®¡±²¢¥­­®¥ §­ ·¥­¨¥, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ �yj : A�yj = �j �yj . ��¥ª¶¨¿ 10.�°¨¢»¥ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª : ½««¨¯±, £¨¯¥°¡®«  ¨ ¯ ° ¡®« , ¨µ ±¢®©±²¢  ¨ ª ­®­¨·¥±ª¨¥ ³° ¢­¥-­¨¿. �« ±±¨´¨ª ¶¨¿ ª°¨¢»µ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  ­  ¯«®±ª®±²¨.21



�««¨¯±®¬ ­ §»¢ ¥²±¿ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¬¥±²® ²®·¥ª, ¤«¿ ª®²®°»µ ±³¬¬  ° ±±²®¿­¨© ®² ¤¢³µ ´¨ª±¨°®-¢ ­­»µ ²®·¥ª ¯«®±ª®±²¨, ­ §»¢ ¥¬»µ ´®ª³± ¬¨, ¥±²¼ ¯®±²®¿­­ ¿ ¢¥«¨·¨­ .�«¿ ¢»¢®¤  ³° ¢­¥­¨¿ ½««¨¯±  ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ¥£® ´®ª³±» { F1, F2, ° ±¯®«®¦¥­» ­  ®±¨ Ox ¨ ¨¬¥¾²ª®®°¤¨­ ²» (�c; 0)�, (c; 0)� ±®®²¢¥²±²¢¥­­®. �³±²¼ M { ¯°®¨§¢®«¼­ ¿ ²®·ª  ½««¨¯± . �®£¤  F1M + F2M =const = 2a > 0. �±«¨ M = (x; y)�, ²®p(x+ c)2 + y2 +p(x� c)2 + y2 = 2a: (1)�°¥®¡° §³¥¬ ½²® ³° ¢­¥­¨¥(x+ c)2 + y2 = 4a2 � 4ap(x� c)2 + y2 + (x� c)2 + y2; (2)ap(x� c)2 + y2 = a2 � cx; (3)a2(x2 � 2cx+ c2 + y2) = a4 � 2a2cx+ c2x2;(a2 � c2)x2 + a2y2 = a2(a2 � c2): (4)�±«¨ ®¡®§­ ·¨²¼ b = pa2 � c2 ¨ ³·¥±²¼, ·²® a > c > 0, ²® (4) ¬®¦­® § ¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥x2a2 + y2b2 = 1: (5)�°®¢¥°¨¬, ·²® (5) ½ª¢¨¢ «¥­²­® (1). �» ³¦¥ ³±² ­®¢¨«¨, ·²® (1) ) (5). �®ª ¦¥¬ ®¡° ²­®¥. �±«¨ x, y³¤®¢«¥²¢®°¿¾² (5), ²® jxj 6 a ¨ jcxj 6 a2. �®½²®¬³ ¢»¯®«­¥­® (4), (3) ¨ (2),p(x+ c)2 + y2 = �(2a�p(x� c)2 + y2):�¬¥¥¬, j(x� c)2 + y2j 6 x2 + 2jcxj+ c2 + y2 6 a2 + 2a2 + c2 + b2 = 4a2: �®½²®¬³ ¢¥°­® (1).�° ¢­¥­¨¥ (5) ­ §»¢ ¥²±¿ ª ­®­¨·¥±ª¨¬ ³° ¢­¥­¨¥¬ ½««¨¯± . � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ³±² ­®¢¨«¨, ·²® ½«-«¨¯± ¿¢«¿¥²±¿ «¨­¨¥© ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª . � ª ±«¥¤³¥² ¨§ (5) ½²  «¨­¨¿ ±¨¬¬¥²°¨·­  ®²­®±¨²¥«¼­® ®±¥©ª®®°¤¨­ ². �®½²®¬³, ·²®¡» ¨§®¡° §¨²¼ ½²³ «¨­¨¾ ­  ¯«®±ª®±²¨, ¤®±² ²®·­® ­ °¨±®¢ ²¼ £° ´¨ª ´³­ª¶¨¨y = bapa2 � x2, 0 6 x 6 a, ¨ ®²° §¨²¼ ¥£® ®²­®±¨²¥«¼­® ®±¥© ª®®°¤¨­ ². �° ´¨ª ½²®© ´³­ª¶¨¨ { ¢»¯³ª« ¿¢¢¥°µ ¬®­®²®­­® ³¡»¢ ¾¹ ¿ «¨­¨¿, ¯°®µ®¤¿¹ ¿ ·¥°¥§ ²®·ª¨ (0; b)�, (a; 0)�. �°®¨§¢®¤­ ¿ ¢ ­³«¥ ° ¢­  ­³«¾,¯°®¨§¢®¤­ ¿ ¢ ²®·ª¥ a ° ¢­  ¬¨­³± ¡¥±ª®­¥·­®±²¨. �  ¨­²¥°¢ «¥ (0; a) ½²  ´³­ª¶¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ ¡¥±ª®­¥·­®¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬®©.�±¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ ½««¨¯±  ­ §»¢ ¾² ¥£® ®±¿¬¨, ¨µ ¯¥°¥±¥·¥­¨¥ { ¶¥­²°®¬ ½««¨¯± . �®·ª¨, ¢ ª®²®°»µ½««¨¯± ¯¥°¥±¥ª ¥² ±¢®¨ ®±¨, ­ §»¢ ¾²±¿ ¥£® ¢¥°¸¨­ ¬¨, ¤«¨­» 2a, 2b ² ª¦¥ ¨­®£¤  ­ §»¢ ¾² ®±¿¬¨ ½««¨¯± (¡®«¼¸®© ¨ ¬ «®©),   ¤«¨­» a, b { ¥£® ¯®«³®±¿¬¨. �¥«¨·¨­  " = c=a < 1 ­ §»¢ ¥²±¿ ½ª±¶¥­²°¨±¨²¥²®¬½««¨¯± . �­ ¬®¦¥² ¡»²¼ ­ ©¤¥­ ¯® ´®°¬³«¥ " =p1� (b=a)2:� ¥£® ¯®¬®¹¼¾ «¥£ª® ¢»·¨±«¿¥²±¿ ° ±±²®¿­¨¥ ¬¥¦¤³ ´®ª³± ¬¨: 2c = 2"a.�­®£¤  ®ª §»¢ ¥²±¿ ¯®«¥§­»¬ ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ ½««¨¯± :x = a cos t; y = b sin t; t 2 [0; 2�]:� ¥£® ±¯° ¢¥¤«¨¢®±²¨ ¯°¥¤« £ ¥²±¿ ³¡¥¤¨²¼±¿ ± ¬®±²®¿²¥«¼­®. � ±²­»¬ ±«³· ¥¬ ½««¨¯±  ¿¢«¿¥²±¿ ®ª°³¦-­®±²¼ ° ¤¨³±  a: x2 + y2 = a2.�°³£®© «¨­¨¥© ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  ¿¢«¿¥²±¿ £¨¯¥°¡®« . � ±±¬®²°¨¬ ­ ¡®° ±¢®©±²¢, ª ± ¾¹¨µ±¿ ½²®©«¨­¨¨ ¢ ²®¬ ¦¥ ®¡º¥¬¥, ª ª ¨ ¤«¿ ½««¨¯± . �°¨ ½²®¬ ¢»¿±­¨²±¿ ¨µ ¯®«­®¥, ¢ ®¯°¥¤¥«¥­­®¬ ±¬»±«¥, ±®®²-¢¥²±²¢¨¥ ¤°³£ ¤°³£³.�¨¯¥°¡®«®© ­ §»¢ ¥²±¿ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¬¥±²® ²®·¥ª, ¤«¿ ª®²®°»µ ¬®¤³«¼ ° §­®±²¨ ° ±±²®¿­¨© ®² ¤¢³µ´¨ª±¨°®¢ ­­»µ ²®·¥ª ¯«®±ª®±²¨, ­ §»¢ ¥¬»µ ´®ª³± ¬¨, ¥±²¼ ¯®±²®¿­­ ¿ ¢¥«¨·¨­ . �°¨ ½²®¬ ²°¥¡³¥²±¿,·²®¡» ½²  ° §­®±²¼ ¡»«  ¡» ¬¥­¼¸¥ ° ±±²®¿­¨¿ ¬¥¦¤³ ´®ª³± ¬¨ ¨ ­¥ ° ¢­¿« ±¼ ¡» ­³«¾.22



�«¿ ¢»¢®¤  ³° ¢­¥­¨¿ £¨¯¥°¡®«» ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ¥£® ´®ª³±» { F1, F2, ° ±¯®«®¦¥­» ­  ®±¨ Ox¨ ¨¬¥¾² ª®®°¤¨­ ²» (�c; 0)�, (c; 0)� ±®®²¢¥²±²¢¥­­®. �³±²¼ M { ¯°®¨§¢®«¼­ ¿ ²®·ª  £¨¯¥°¡®«». �®£¤ F1M � F2M = �2a. �±«¨ M = (x; y)�, ²®p(x+ c)2 + y2 �p(x� c)2 + y2 = �2a: (6)(x+ c)2 + y2 = 4a2 � 4ap(x� c)2 + y2 + (x� c)2 + y2; (7)�ap(x� c)2 + y2 = cx� a2; (8)a2(x2 � 2cx+ c2 + y2) = a4 � 2a2cx+ c2x2;(c2 � a2)x2 � a2y2 = a2(c2 � a2): (9)�±«¨ ®¡®§­ ·¨²¼ b = pc2 � a2 ¨ ³·¥±²¼, ·²® c > a > 0, ²® (9) ¬®¦­® § ¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥x2a2 � y2b2 = 1: (10)� ª¦¥ ª ª ¨ ¤«¿ ½««¨¯± , ¬®¦­® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® (10) ½ª¢¨¢ «¥­²­® (6). �° ¢­¥­¨¥ (10) ­ §»¢ ¥²±¿ ª ­®-­¨·¥±ª¨¬ ³° ¢­¥­¨¥¬ £¨¯¥°¡®«». � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ³±² ­®¢¨«¨, ·²® £¨¯¥°¡®«  ¿¢«¿¥²±¿ «¨­¨¥© ¢²®°®£®¯®°¿¤ª . � ª ±«¥¤³¥² ¨§ (10) ®­  ±¨¬¬¥²°¨·­  ®²­®±¨²¥«¼­® ®±¥© ª®®°¤¨­ ². �®½²®¬³, ·²®¡» ¨§®¡° §¨²¼½²³ «¨­¨¾, ¤®±² ²®·­® ­ °¨±®¢ ²¼ £° ´¨ª ´³­ª¶¨¨ y = bapx2 � a2, x > a, ¨ ®²° §¨²¼ ¥£® ®²­®±¨²¥«¼­®®±¥© ª®®°¤¨­ ². �° ´¨ª ½²®© ´³­ª¶¨¨ { ¢»¯³ª« ¿ ¢¢¥°µ ¬®­®²®­­® ¢®§° ±² ¾¹ ¿ «¨­¨¿, ¯°®µ®¤¿¹ ¿ ·¥°¥§²®·ª³ (a; 0)�. �°®¨§¢®¤­ ¿ ¢ ²®·ª¥ a ° ¢­  ¯«¾± ¡¥±ª®­¥·­®±²¨. �  ¨­²¥°¢ «¥ (a;1) ½²  ´³­ª¶¨¿ ¿¢«¿¥²±¿¡¥±ª®­¥·­® ¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬®©. �°¿¬ ¿ y = ba x ¿¢«¿¥²±¿  ±¨¬¯²®²®© ´³­ª¶¨¨ y(x) ¯°¨ x! +1.�±¨ ±¨¬¬¥²°¨¨ £¨¯¥°¡®«» ­ §»¢ ¾² ¥£® ®±¿¬¨, ¨µ ¯¥°¥±¥·¥­¨¥ { ¶¥­²°®¬ £¨¯¥°¡®«». �®·ª¨, ¢ ª®²®°»µ£¨¯¥°¡®«  ¯¥°¥±¥ª ¥² ±¢®¨ ®±¨, ­ §»¢ ¾²±¿ ¥£® ¢¥°¸¨­ ¬¨, ¤«¨­» 2a, 2b ² ª¦¥ ¨­®£¤  ­ §»¢ ¾² ®±¿¬¨£¨¯¥°¡®«»,   ¤«¨­» a, b { ¥£® ¯®«³®±¿¬¨. �¥«¨·¨­  " = c=a > 1 ­ §»¢ ¥²±¿ ½ª±¶¥­²°¨±¨²¥²®¬ £¨¯¥°¡®«».�­ ¬®¦¥² ¡»²¼ ­ ©¤¥­ ¯® ´®°¬³«¥ " =p1 + (b=a)2:� ¥£® ¯®¬®¹¼¾ «¥£ª® ¢»·¨±«¿¥²±¿ ° ±±²®¿­¨¥ ¬¥¦¤³ ´®ª³± ¬¨: 2c = 2"a.�­®£¤  ®ª §»¢ ¥²±¿ ¯®«¥§­»¬ ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ £¨¯¥°¡®«»:x = �a ch t; y = b sh t; t 2 IR:� ¥£® ±¯° ¢¥¤«¨¢®±²¨ ¯°¥¤« £ ¥²±¿ ³¡¥¤¨²¼±¿ ± ¬®±²®¿²¥«¼­®.�¹¥ ®¤­®© «¨­¨¥© ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  ¿¢«¿¥²±¿ ¯ ° ¡®« . � ª ­ §»¢ ¥²±¿ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¬¥±²® ²®·¥ª, ¤«¿ª®²®°»µ ° ±±²®¿­¨¥ ¤® ­¥ª®²®°®© ´¨ª±¨°®¢ ­­®© ²®·ª¨ ¯«®±ª®±²¨, ­ §»¢ ¥¬®© ´®ª³±®¬, ° ¢­® ° ±±²®¿­¨¾¤® ­¥ª®²®°®© ´¨ª±¨°®¢ ­­®© ¯°¿¬®© ¯«®±ª®±²¨, ­ §»¢ ¥¬®© ¤¨°¥ª²°¨±®©. �°¨ ½²®¬ ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²®½²  ¯°¿¬ ¿ ­¥ ¯°®µ®¤¨² ·¥°¥§ ´®ª³±.�«¿ ¢»¢®¤  ³° ¢­¥­¨¿ ¯ ° ¡®«» ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ¥£® ´®ª³± F , ¨ ¤¨°¥ª²°¨±  ¨¬¥¾² ¢¨¤ F = (p=2; 0)�,x = �p=2 ±®®²¢¥²±²¢¥­­®. �³±²¼M = (x; y)� { ¯°®¨§¢®«¼­ ¿ ²®·ª  ¯ ° ¡®«». �®£¤  FM = x+p=2. �®½²®¬³p(x� p=2)2 + y2 = x+ p=2: (11)x2 � px+ p2=4 + y2 = x2 + px+ p2=4; (12)y2 = 2px; (13)�¥£ª® ¯®ª § ²¼, ·²® (13) ½ª¢¨¢ «¥­²­® (11). �° ¢­¥­¨¥ (13) ­ §»¢ ¥²±¿ ª ­®­¨·¥±ª¨¬ ³° ¢­¥­¨¥¬ ¯ -° ¡®«». � ª ±«¥¤³¥² ¨§ (13) ¯ ° ¡®«  ±¨¬¬¥²°¨·­  ®²­®±¨²¥«¼­® ®±¨ ª®®°¤¨­ ² Ox. �®½²®¬³, ·²®¡»¨§®¡° §¨²¼ ½²³ «¨­¨¾, ¤®±² ²®·­® ­ °¨±®¢ ²¼ £° ´¨ª ´³­ª¶¨¨ y = p2px, x > 0, ¨ ®²° §¨²¼ ¥£® ®²­®±¨-²¥«¼­® ®±¨ Ox. �° ´¨ª ½²®© ´³­ª¶¨¨ { ¢»¯³ª« ¿ ¢¢¥°µ ¬®­®²®­­® ¢®§° ±² ¾¹ ¿ «¨­¨¿, ¯°®µ®¤¿¹ ¿ ·¥°¥§²®·ª³ (0; 0)�. �°®¨§¢®¤­ ¿ ¢ ²®·ª¥ 0 ° ¢­  ¯«¾± ¡¥±ª®­¥·­®±²¨. �  ¨­²¥°¢ «¥ (0;1) ½²  ´³­ª¶¨¿ ¿¢«¿¥²±¿¡¥±ª®­¥·­® ¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬®©.�°¥¦¤¥ ¬» ³¦¥ ° ±±¬®²°¥«¨ ¢®¯°®± ® ²®¬, ª ª ³±²°®¥­»  «£¥¡° ¨·¥±ª¨¥ ª°¨¢»¥ 1-£® ¯®°¿¤ª . �¥°¥©¤¥¬ ª23



° ±±¬®²°¥­¨¾ ¢®¯°®±  ® ²®¬, ª ª¨¬¨ ¡»¢ ¾²  «£¥¡° ¨·¥±ª¨¥ ª°¨¢»¥ 2-£® ¯®°¿¤ª . �¤¥« ­­»¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿¯®§¢®«¿¾² ³° ¢­¥­¨¥ «¾¡®©  «£¥¡° ¨·¥±ª®© ª°¨¢®© ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  § ¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥0 = q(�x) + (�a; �x) + b = (�x;A(�x)) + (�a; �x) + b;£¤¥ q(�x) { ª¢ ¤° ²¨·­ ¿ ´®°¬  (­¥­³«¥¢ ¿), A { § ¤ ¾¹¨© ¥¥ «¨­¥©­»© ®¯¥° ²®° ¨§ IR2 ¢ IR2 ± ±¨¬¬¥²°¨·-­®© ¬ ²°¨¶¥©, �a { ´¨ª±¨°®¢ ­­»© ¢¥ª²®° ¢ IR2, (�x;A(�x)), (�a; �x) { ±ª «¿°­»¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿ ¢¥ª²®°®¢, b {´¨ª±¨°®¢ ­­®¥ ·¨±«®. � ª ³¦¥ ®²¬¥· «®±¼ «¨­¥©­»© ®¯¥° ²®° A, § ¤ ¢ ¥¬»© ±¨¬¬¥²°¨·­®© ¬ ²°¨¶¥©,®¡« ¤ ¥² ®°²®£®­ «¼­»¬ ¡ §¨±®¬ ¨§ ±®¡±²¢¥­­»µ ¢¥ª²®°®¢ f�y1; �y2g ¨ ®²­®±¨²¥«¼­® ½²®£® ¡ §¨±  §­ ·¥­¨¥ª¢ ¤° ²¨·­®© ´®°¬» q(�x) § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥q(�x) = z21�1 + z22�2(§¤¥±¼ (z1; z2) { ª®®°¤¨­ ²» ¢¥ª²®°  �x ¢ ¡ §¨±¥ f�y1; �y2g,   �1; �2 { ´¨ª±¨°®¢ ­­»¥ ·¨±«  (² ª®© ¯¥°¥µ®¤ ®²ª®®°¤¨­ ² ¢ ®¤­®¬ ¡ §¨±¥ ª ª®®°¤¨­ ² ¬ ¢ ¤°³£®¬ ¡ §¨±¥ ­ §»¢ ¾² ¨­®£¤  § ¬¥­®© ¯¥°¥¬¥­­»µ). � ª¨¬®¡° §®¬, ¢ ¡ §¨±¥ f�y1; �y2g ³° ¢­¥­¨¥ ª°¨¢®© ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥z21�1 + z22�2 + z1c1 + z2c2 + b = 0:�­ ·¨², ³° ¢­¥­¨¥ ª°¨¢®© 2-£® ¯®°¿¤ª  ¯³²¥¬ ¯¥°¥µ®¤  ª ­®¢®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨­ ² ¨ ¯ ° ««¥«¼­®£® ¯¥°¥-­®±  ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥®¡° §®¢ ­® ª ®¤­®¬³ ¨§ 9 ª ­®­¨·¥±ª¨µ ¢¨¤®¢:­¥° ±¯ ¤ ¾¹¨¥±¿ «¨­¨¨:{ ½««¨¯±» (x=a)2+ (y=b)2 = 1,{ £¨¯¥°¡®«» (x=a)2 � (y=b)2 = 1,{ ¯ ° ¡®«» y2 = 2px,{ ¬­¨¬»¥ ½««¨¯±» (x=a)2 + (y=b)2 = �1,° ±¯ ¤ ¾¹¨¥±¿ «¨­¨¨:{ ¯ °  ¬­¨¬»µ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¯°¿¬»µ (x=a)2 + (y=b)2 = 0,{ ¯ °  ¤¥©±²¢¨²¥«¼­»µ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¯°¿¬»µ (x=a)2 � (y=b)2 = 0,{ ¯ °  ¤¥©±²¢¨²¥«¼­»µ ¯ ° ««¥«¼­»µ ¯°¿¬»µ x2 � a2 = 0,{ ¯ °  ¬­¨¬»µ ¯ ° ««¥«¼­»µ ¯°¿¬»µ x2 + a2 = 0,{ ¯ °  ¤¥©±²¢¨²¥«¼­»µ ±®¢¯ ¤ ¾¹¨µ ¯°¿¬»µ x2 = 0.�¥ª¶¨¿ 11.�®¢¥°µ­®±²¨ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª . � ­®­¨·¥±ª¨¥ ³° ¢­¥­¨¿ ®±­®¢­»µ ¯®¢¥°µ­®±²¥© ¢²®°®£® ¯®-°¿¤ª : ½««¨¯±®¨¤», £¨¯¥°¡®«®¨¤» ¨ ¯ ° ¡®«®¨¤». �®­¿²¨¥ ® ª« ±±¨´¨ª ¶¨¨ ¯®¢¥°µ­®±²¥©¢²®°®£® ¯®°¿¤ª .�®¢¥°µ­®±²¨ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  § ¤ ¾²±¿ ³° ¢­¥­¨¿¬¨a1;1x2 + a2;2y2 + a3;3z2 + 2a1;2xy + 2a1;3xz + 2a2;3yz + 2a1;4x+ 2a2;4y + 2a3;4z + a4;4 = 0:�°¨ ª« ±±¨´¨ª ¶¨¨ ½²¨µ ¯®¢¥°µ­®±²¥© ¢ ¦­³¾ °®«¼ ¨£° ¾² ª®½´´¨¶¨¥­²» µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®£® ¯®«¨­®¬ ¬ ²°¨¶» A = (aij)3i;j=1: S = a11 + a22 + a33,� = ������a11 a12 a13a21 a22 a23a31 a32 a33������ ; T = ����a11 a12a21 a22����+ ����a22 a23a32 a33����+ ����a33 a31a13 a11���� ;¨ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ � = ��������a11 a12 a13 a14a21 a22 a23 a24a31 a32 a33 a34a41 a42 a43 a44�������� :24



� ª¦¥ ª ª ¨ ¤«¿ «¨­¨© 2-£® ¯®°¿¤ª , ³° ¢­¥­¨¿ ¯®¢¥°µ­®±²¥© 2-£® ¯®°¿¤ª  ¬®¦­® ¯°¨¢¥±²¨ ª ®¤­®¬³ ¨§±«¥¤³¾¹¨µ 17 ª ­®­¨·¥±ª¨µ ¢¨¤®¢:­¥° ±¯ ¤ ¾¹¨¥±¿ ¯®¢¥°µ­®±²¨:�¥­²° «¼­»¥ ¯®¢¥°µ­®±²¨ � 6= 0�S > 0, T > 0{ ½««¨¯±®¨¤ (x=a)2 + (y=b)2+ (z=c)2 = 1, � < 0,{ ¬­¨¬»© ½««¨¯±®¨¤ (x=a)2 + (y=b)2 + (z=c)2 = �1, � > 0,{ ¬­¨¬»© ª®­³± (x=a)2 + (y=b)2+ (z=c)2 = 0, � = 0,�S 6 0 ¨ (¨«¨) T 6 0{ ®¤­®¯®«®±²­»© £¨¯¥°¡®«®¨¤ (x=a)2 + (y=b)2� (z=c)2 = 1, � > 0,{ ¤¢³¯®«®±²­»© £¨¯¥°¡®«®¨¤ (x=a)2 + (y=b)2� (z=c)2 = �1, � < 0,{ ¤¥©±²¢¨²¥«¼­»© ª®­³± (x=a)2 + (y=b)2 � (z=c)2 = 0, � = 0,�¥¶¥­²° «¼­»¥ ¯®¢¥°µ­®±²¨ � = 0{ ½««¨¯²¨·¥±ª¨© ¯ ° ¡®«®¨¤ x2=p+ y2=q = 2z, � < 0,{ £¨¯¥°¡®«¨·¥±ª¨© ¯ ° ¡®«®¨¤ x2=p� y2=q = 2z, � > 0,�¨«¨­¤°¨·¥±ª¨¥ ¨ ° ±¯ ¤ ¾¹¨¥±¿ ¯®¢¥°µ­®±²¨ � = 0, � = 0 (¨µ ¢¨¤ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¢»·¨±«¥­¨¥¬ ¯®«³¨­¢ -°¨ ­²®¢ { ¢¥«¨·¨­, ­¥ § ¢¨±¿¹¨µ ®² ¯®¢®°®² ):T > 0{ ¤¥©±²¢¨²¥«¼­»© ½««¨¯²¨·¥±ª¨© ¶¨«¨­¤° (x=a)2 + (y=b)2 = 1,{ ¬­¨¬»© ½««¨¯²¨·¥±ª¨© ¶¨«¨­¤° (x=a)2 + (y=b)2 = �1,{ ¯ °  ¬­¨¬»µ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¯«®±ª®±²¥© (x=a)2 + (y=b)2 = 0,T < 0{ £¨¯¥°¡®«¨·¥±ª¨© ¶¨«¨­¤° (x=a)2 � (y=b)2 = 1,{ ¯ °  ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¯«®±ª®±²¥© (x=a)2 � (y=b)2 = 0,T = 0{ ¯ ° ¡®«¨·¥±ª¨© ¶¨«¨­¤° y2 = 2px,{ ¯ °  ¬­¨¬»µ ¯ ° ««¥«¼­»µ ¯«®±ª®±²¥© x2 + a2 = 0,{ ¯ °  ¤¥©±²¢¨²¥«¼­»µ ¯ ° ««¥«¼­»µ ¯«®±ª®±²¥© x2 � a2 = 0,{ ¯ °  ¤¥©±²¢¨²¥«¼­»µ ±®¢¯ ¤ ¾¹¨µ ¯«®±ª®±²¥© x2 = 0.
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