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�¥ª¶¨¿ 1.1. �¥ª®²®°»¥ ¯®­¿²¨¿, ±®£« ¸¥­¨¿ ¨ ®¡®§­ ·¥­¨¿.�®­¿²¨¿ ¬­®¦¥±²¢  ¨ ½«¥¬¥­² ¬­®¦¥±²¢  ¿¢«¿¾²±¿ ¯¥°¢¨·­»¬¨. �¥°¢¨·­»¬ ¯®­¿²¨¥¬ ¿¢«¿¥²±¿ ² ª¦¥ ¯®­¿²¨¥¯³±²®£® ¬­®¦¥±²¢  (;) (¬­®¦¥±²¢ , ­¥ ±®¤¥°¦ ¹¥£® ½«¥¬¥­²®¢).� ¯¨±¼ A = fa; b; c; : : :g ®¡®§­ · ¥², ·²® ¬­®¦¥±²¢® (¨«¨ ±®¢®ª³¯­®±²¼) A ±®±²®¨² ¨§ ½«¥¬¥­²®¢ a; b; c; : : :;  ­ «®-£¨·­®, § ¯¨±¼ A = fx�g ®¡®§­ · ¥², ·²® ±®¢®ª³¯­®±²¼ A ±®±²®¨² ¨§ ½«¥¬¥­²®¢ x�, £¤¥ � | ¨­¤¥ª±, ¯°®¡¥£ ¾¹¨©­¥ª®²®°®¥ ¬­®¦¥±²¢®, ª®²®°®¥ ¢ ª®­ª°¥²­»µ ±«³· ¿µ ¢±¥£¤  ³ª §»¢ ¥²±¿ (­ ¯°¨¬¥°, A = f1=ng1n=1).� ¯¨±¼ A = fx : : : :g ®§­ · ¥², ·²® ±®¢®ª³¯­®±²¼ A ±®±²®¨² ¨§ ½«¥¬¥­²®¢, ®¡« ¤ ¾¹¨µ ±¢®©±²¢®¬, ³ª § ­­»¬¯®±«¥ ¤¢®¥²®·¨¿ ¢ ´¨£³°­»µ ±ª®¡ª µ. � ª, ­ ¯°¨¬¥°, ¥±«¨ a 6 b, ²® [a; b] = fx : a 6 x 6 bg { ·¨±«®¢®© ®²°¥§®ª,¥±«¨ a < b, ²® (a; b) = fx : a < x < bg { ¨­²¥°¢ « (­ §»¢ ¥¬»© ¢­³²°¥­­®±²¼¾ ®²°¥§ª  [a; b]). �­®¦¥±²¢  [a; b) = fx :a 6 x < bg, (a; b] = fx : a < x 6 bg ­ §»¢ ¾² ¯®«³®²°¥§ª ¬¨ ¨«¨ ¯®«³¨­²¥°¢ « ¬¨. �­®¦¥±²¢  [a; b], [a; b), (a; b],(a; b) ­ §»¢ ¾²±¿ ² ª¦¥ ¯°®¬¥¦³²ª ¬¨, ²®·ª¨ a ¨ b ­ §»¢ ¾²±¿ ª®­¶¥¢»¬¨ (¨«¨ £° ­¨·­»¬¨),   ¢±¥ ¨µ ®±² «¼­»¥²®·ª¨ { ¢­³²°¥­­¨¬¨ ²®·ª ¬¨. �¨±«® b� a ­ §»¢ ¥²±¿ ¤«¨­®© ®²°¥§ª  [a; b]. � ±«³· ¥ a = b ®²°¥§®ª [a; b] ±®±²®¨²¨§ ®¤­®© ²®·ª¨.� ±±¬ ²°¨¢ ¾² ² ª¦¥ ¡¥±ª®­¥·­»¥ ¯°®¬¥¦³²ª¨, ³¯®²°¥¡«¿¿ ¤«¿ ¨µ § ¯¨±¨ ±¨¬¢®«» ¡¥±ª®­¥·­®±²¨: +1 ¨ �1.�°¨ ½²®¬ ±·¨² ¾² ¯® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾, ·²® �1 < x < +1 ¤«¿ «¾¡®£® ¤¥©±²¢¨²¥«¼­®£® ·¨±«  x:(a;+1) = fx : x > ag; [a;+1) = fx : x > ag; (�1; b) = fx : x < bg;(�1; b] = fx : x 6 bg; (�1;+1) = fx : �1 < x < +1g:�²¨ ¬­®¦¥±²¢  ­ §»¢ ¾² ¡¥±ª®­¥·­»¬¨ ¯°®¬¥¦³²ª ¬¨.�³±²¼ ²¥¯¥°¼ § ¤ ­» ¯ °  ¬­®¦¥±²¢ A ¨ B. �³¤¥¬ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ®¡®§­ ·¥­¨¿:a 2 A | ½«¥¬¥­² a ¯°¨­ ¤«¥¦¨² ¬­®¦¥±²¢³ A, a =2 A | ½«¥¬¥­² a ­¥ ¯°¨­ ¤«¥¦¨² A.eA (¨«¨ �A) | ®²°¨¶ ­¨¥, ¤®¯®«­¥­¨¥ ¬­®¦¥±²¢  A, ².¥. ¬­®¦¥±²¢® fx : x =2 Ag.A � B | A ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤¬­®¦¥±²¢®¬ B (². ¥. ª ¦¤»© ½«¥¬¥­² ¬­®¦¥±²¢  A ¿¢«¿¥²±¿ ½«¥¬¥­²®¬ ¬­®¦¥±²¢  B).�°¨ ½²®¬ ­¥ ¨±ª«¾· ¥²±¿ ±«³· © A = B.ASB | ®¡º¥¤¨­¥­¨¥ (±³¬¬ ) ¬­®¦¥±²¢ A ¨ B (².¥. ¬­®¦¥±²¢® fx : x 2 A ¨«¨ x 2 Bg).ATB | ¯¥°¥±¥·¥­¨¥ A ¨ B (².¥. ¬­®¦¥±²¢® fx : x 2 A ¨, ®¤­®¢°¥¬¥­­®, x 2 Bg). � ¯¨±¼ ATB = ? ®§­ · ¥², ·²®¬­®¦¥±²¢  A ¨ B ­¥ ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿ (¨«¨, ¤°³£¨¬¨ ±«®¢ ¬¨, ­¥ ¨¬¥¾² ®¡¹¨µ ½«¥¬¥­²®¢); § ¯¨±¼ ATB 6= ; ®§­ · ¥²,·²® ¬­®¦¥±²¢  A ¨ B ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿ (¨¬¥¾² µ®²¿ ¡» ®¤¨­ ®¡¹¨© ½«¥¬¥­²).AnB | ° §­®±²¼ ¬­®¦¥±²¢ A ¨ B (².¥. ¬­®¦¥±²¢® fx : x 2 A ¨, ®¤­®¢°¥¬¥­­®, x =2 Bg).�±«¨ § ¤ ­  ±¨±²¥¬  ¬­®¦¥±²¢ A�, ²®[� A� = fx : x 2 A� µ®²¿ ¡» ¤«¿ ®¤­®£® �g; \� A� = fx : x 2 A� ¤«¿ ¢±¥µ �g:8 | ¤«¿ «¾¡®£®, ¤«¿ ¢±¥µ, «¾¡®©, ¢±¿ª¨©.9 | ­ ©¤¥²±¿, ±³¹¥±²¢³¥².! | ¥¤¨­±²¢¥­­»©.) | ±«¥¤³¥², ¢«¥·¥², ¢»¯®«­¿¥²±¿., | ° ¢­®±¨«¼­®.� ±±¬®²°¨¬ ¯°¨¬¥° ¯°¨¬¥­¥­¨¿ ¢¢¥¤¥­­»µ ®¡®§­ ·¥­¨©.�³±²¼ A ¨ B | ­¥ª®²®°»¥ ¬­®¦¥±²¢ . �®£¤  (A � B), ( �B � �A):� : �«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²°¥¡³¥²±¿ ³±² ­®¢¨²¼ ¤¢  ´ ª² :1. (A � B)) ( �B � �A) (¥£® ­ §»¢ ¾² ¯°¿¬»¬ (¨«¨ ­¥®¡µ®¤¨¬»¬) ³²¢¥°¦¤¥­¨¥¬ ¨ ¯®¬¥· ¾² ±¨¬¢®«®¬)),2. (A � B)( ( �B � �A) (¥£® ­ §»¢ ¾² ®¡° ²­»¬ (¨«¨ ¤®±² ²®·­»¬) ³²¢¥°¦¤¥­¨¥¬ ¨ ¯®¬¥· ¾² ±¨¬¢®«®¬().�°¨±²³¯¨¬ ª ¤®ª § ²¥«¼±²¢³. ). �¹¥ ° § ¯®¢²®°¨¬, ¯°¿¬®¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥. � ­®, ·²® ¥±«¨ a 2 A, ²® ®¡¿§ ²¥«¼­®a 2 B. �¥®¡µ®¤¨¬® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¨§ b =2 B (².¥. b 2 �B) ®¡¿§ ²¥«¼­® ¢»²¥ª ¥² b =2 A (².¥. b 2 �A).�°¨¬¥­¨¬ ¬¥²®¤ ° ±±³¦¤¥­¨¿ "®² ¯°®²¨¢­®£®". �£® ±µ¥¬  ®±­®¢»¢ ¥²±¿ ­  ²®¬, ·²® ¢±¥£¤  ¢»¯®«­¿¥²±¿ ¢ ²®·-­®±²¨ ®¤­® ¨§ ¤¢³µ: ¨«¨  ) b 2 A, ¨«¨ ¡) b =2 A. �°¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ® ¢»¯®«­¥­¨¨  ) ¯°¨¢®¤¨² ª ¯°®²¨¢®°¥·¨¾. �®½²®¬³¢»¯®«­¿¥²±¿ ¡). �²® ¨ ­ §»¢ ¥²±¿ ¬¥²®¤®¬ ° ±±³¦¤¥­¨¿ "®² ¯°®²¨¢­®£®". � ¯¨¸¥¬ ¢±¥ ¯®±»«ª¨, ª®²®°»¥ ¤®«¦­»¡»²¼ ¢»¯®«­¥­» ¯°¨ ¢»¯®«­¥­¨¨  ):{ ¨±µ®¤­®¥ ³±«®¢¨¥: ¥±«¨ a 2 A, ²® ®¡¿§ ²¥«¼­® a 2 B,{ ³±«®¢¨¥: b =2 B,{ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¥  ): b 2 A.�®«¼§³¿±¼ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¥¬ ¨ ¨±µ®¤­»¬ ³±«®¢¨¥¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¯®«³· ¥¬ b 2 B { ¯°®²¨¢®°¥·¨¥ ± ³±«®¢¨¥¬b =2 B. �.¥. ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ® ¢»¯®«­¨¬®±²¨  ) ¯°¨¢¥«® ª ¯°®²¨¢®°¥·¨¾. �­ ·¨² ¨±µ®¤­®¥ ³±«®¢¨¥ ¨ ³±«®¢¨¥ b =2 B®¡¿§ ²¥«¼­® ¢«¥ª³² b =2 A. �²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼ ³±² ­®¢¨²¼ ¯°¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ¯°¿¬®£® ³²¢¥°¦¤¥­¨¿.2



�®ª § ²¥«¼±²¢® ®¡° ²­®£® ³²¢¥°¦¤¥­¨¿ ¯°®¢®¤¨²±¿  ­ «®£¨·­®. � ¯¨¸¥¬ ¥£® ª®°®²ª®. (. � ­®: �B � �A, a 2 A.�°¥¤¯®«®¦¨¬ a =2 B. �®£¤  ¯® ¯¥°¢®¬³ ³±«®¢¨¾ a =2 A| ¯°®²¨¢®°¥·¨¥ ±® ¢²®°»¬ ³±«®¢¨¥¬. �®½²®¬³ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¥­¥¢¥°­®, ².¥. �B � �A, a 2 A ¢«¥·¥² a 2 B, ·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼ ¤®ª § ²¼. �� ¤ «¼­¥©¸¥¬ ®´®°¬«¥­¨¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¡³¤¥¬ § ¯¨±»¢ ²¼ ¯® ¢®§¬®¦­®±²¨ ¡®«¥¥ ª®°®²ª®.1. �¥¹¥±²¢¥­­»¥ ·¨±« .�³¤¥¬ ®¡®§­ · ²¼ ¬­®¦¥±²¢® ­ ²³° «¼­»µ ·¨±¥« ±¨¬¢®«®¬ NN, ¶¥«»¥ ·¨±«  | ±¨¬¢®«®¬ ZZ, ° ¶¨®­ «¼­»¥ ·¨±« | ±¨¬¢®«®¬ Q, ¢¥¹¥±²¢¥­­»¥ ·¨±«  | ±¨¬¢®«®¬ IR. �°¨¢¥¤¥¬ ¥¹¥ ®¤­® ° ±±³¦¤¥­¨¥, ¤¥¬®­±²°¨°³¾¹¥¥ ¬¥²®¤¤®ª § ²¥«¼±²¢  "®² ¯°®²¨¢­®£®": ¯°®¢¥°¨¬, ·²® ª®°¥­¼ x = p2 ³° ¢­¥­¨¿ x2 � 2 = 0 ­¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ° ¶¨®­ «¼­»¬·¨±«®¬. �°¥¤¯®«®¦¨¬ ®¡° ²­®¥ p2 = p=q, £¤¥ p; q 2 NN ­¥ ¨¬¥¾² ®¡¹¨µ ¬­®¦¨²¥«¥©, ¨ ¯°¨¤¥¬ ª ¯°®²¨¢®°¥·¨¾.�¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¥±«¨ p2 = p=q, ²® p2 = 2q2 ) p | ·¥²­®, p = 2p1, p1 2 NN, (2p1)2 = 2q2, 2(p1)2 = q2 ) q | ·¥²­®¨ ¯°®²¨¢®°¥·¨¥ ¯®«³·¥­®, ².ª. ¢®¯°¥ª¨ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¾ p ¨ q ¨¬¥¾² ®¡¹¨© ¬­®¦¨²¥«¼ 2. �­ ·¨² ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ®¢®§¬®¦­®±²¨ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¿ ·¨±«  p2 ° ¶¨®­ «¼­»¬ ·¨±«®¬ ­¥¢¥°­®.�­®¦¥±²¢® ¢¥¹¥±²¢¥­­»µ ·¨±¥« ®¡« ¤ ¥² ±«¥¤³¾¹¨¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨:1. �¢®©±²¢® ³¯®°¿¤®·¥­­®±²¨. �¢  «¾¡»µ ¢¥¹¥±²¢¥­­»µ ·¨±«  a ¨ b ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ®¤­®¬³ ¨ ²®«¼ª® ®¤­®¬³¨§ ²°¥µ ±®®²­®¸¥­¨© a < b; a = b ¨«¨ a > b;¯°¨ ½²®¬, ¥±«¨ a < b, b < c, ²® a < c. � ¯¨±¼ a 6 b ®§­ · ¥², ·²® «¨¡® a = b, «¨¡® a < b. �®®²­®¸¥­¨¿ a < b, a 6 b,a > b, a > b ­ §»¢ ¾²±¿ ­¥° ¢¥­±²¢ ¬¨. �¥° ¢¥­±²¢  a < b, a > b ­ §»¢ ¾²±¿ ±²°®£¨¬¨.2. �¢®©±²¢  ®¯¥° ¶¨¨ ±«®¦¥­¨¿.�«¿ «¾¡®© ¯ °» ¢¥¹¥±²¢¥­­»µ ·¨±¥« a ¨ b ®¯°¥¤¥«¥­®, ¨ ¯°¨²®¬ ¥¤¨­±²¢¥­­»¬ ®¡° §®¬, ·¨±«®, ­ §»¢ ¥¬®¥ ¨µ±³¬¬®© ¨ ®¡®§­ · ¥¬®¥ a + b, ² ª ·²® ¯°¨ ½²®¬ ¢»¯®«­¿¾²±¿2 . ª®¬¬³² ²¨¢­®±²¼ ±«®¦¥­¨¿: a + b = b+ a ¤«¿ «¾¡»µ a; b 2 IR.2¡.  ±±®¶¨ ²¨¢­®±²¼ ±«®¦¥­¨¿: (a+ b) + ± = a+ (b+ c) ¤«¿ «¾¡»µ a; b; c 2 IR.2¢. ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¥ 0: ¨¬¥¥²±¿ ½«¥¬¥­² 0, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨© ° ¢¥­±²¢³ a + 0 = a ¤«¿ «¾¡®£® a 2 IR.2£. ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¥ ¯°®²¨¢®¯®«®¦­®£® ½«¥¬¥­² : ¤«¿ «¾¡®£® a 2 IR ¨¬¥¥²±¿ �a, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨© ° ¢¥­±²¢³a+ (�a) = 0.2¤. ¥±«¨ a < b, ²® a+ c < b+ c ¤«¿ «¾¡®£® c 2 IR.�«¿ «¾¡®© ¯ °» ¢¥¹¥±²¢¥­­»µ ·¨±¥« a ¨ b ¢¥«¨·¨­  a+ (�b) ­ §»¢ ¥²±¿ ¨µ ° §­®±²¼¾ ¨ ®¡®§­ · ¥²±¿ a� b.3. �¢®©±²¢  ®¯¥° ¶¨¨ ³¬­®¦¥­¨¿.�«¿ «¾¡®© ¯ °» ¢¥¹¥±²¢¥­­»µ ·¨±¥« a ¨ b ®¯°¥¤¥«¥­®, ¨ ¯°¨²®¬ ¥¤¨­±²¢¥­­»¬ ®¡° §®¬, ·¨±«®, ­ §»¢ ¥¬®¥ ¨µ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ ¨ ®¡®§­ · ¥¬®¥ ab, ² ª ·²® ¯°¨ ½²®¬ ¢»¯®«­¿¾²±¿3 . ª®¬¬³² ²¨¢­®±²¼ ³¬­®¦¥­¨¿: ab = ba ¤«¿ «¾¡»µ a; b 2 IR.3¡.  ±±®¶¨ ²¨¢­®±²¼ ³¬­®¦¥­¨¿: (ab)± = a(bc) ¤«¿ «¾¡»µ a; b; c 2 IR.3¢. ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¥ 1: ¨¬¥¥²±¿ ½«¥¬¥­² 1, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨© ° ¢¥­±²¢³ a � 1 = a ¤«¿ «¾¡®£® a 2 IR.3£. ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¥ ®¡° ²­®£® ½«¥¬¥­² : ¤«¿ «¾¡®£® a 2 IR, a 6= 0, ¨¬¥¥²±¿ 1=a, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨© ° ¢¥­±²¢³a � (1=a) = 1.3¤. ¥±«¨ a < b, ²® ac < bc ¤«¿ «¾¡®£® c > 0. �±«¨ ¦¥ c < 0, ²® ac > bc.�«¿ «¾¡®© ¯ °» ¢¥¹¥±²¢¥­­»µ ·¨±¥« a ¨ b 6= 0 ¢¥«¨·¨­  a(1=b) ­ §»¢ ¥²±¿ · ±²­»¬ ®² ¤¥«¥­¨¿ a ­  b ¨ ®¡®§­ · -¥²±¿ a=b.4. �¢¿§¼ ®¯¥° ¶¨© ±«®¦¥­¨¿ ¨ ³¬­®¦¥­¨¿.�¨±²°¨¡³²¨¢­®±²¼ ³¬­®¦¥­¨¿ ®²­®±¨²¥«¼­® ±«®¦¥­¨¿: (a + b)c = ac + bc ¤«¿ «¾¡®© ²°®©ª¨ ¢¥¹¥±²¢¥­­»µ ·¨±¥«a, b, c.5. �¢®©±²¢® �°µ¨¬¥¤ .�«¿ «¾¡®£® a 2 IR ­ ©¤¥²±¿ n 2 ZZ ² ª®¥, ·²® n > a.6. �¢®©±²¢® ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ ¢¥¹¥±²¢¥­­»µ ·¨±¥«.�¨±²¥¬  ·¨±«®¢»µ ®²°¥§ª®¢ [a1; b1]; [a2; b2]; : : : ; [an; bn]; : : : ­ §»¢ ¥²±¿ ±¨±²¥¬®© ¢«®¦¥­­»µ ®²°¥§ª®¢, ¥±«¨ a1 6a2 6 � � � 6 an 6 � � � 6 bn 6 � � � 6 b2 6 b1.�°¨­¶¨¯ ¢«®¦¥­­»µ ®²°¥§ª®¢ (¯°¨­¶¨¯ ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ � ­²®° ). �«¿ «¾¡®© ±¨±²¥¬» ¢«®¦¥­­»µ ®²°¥§ª®¢ ­ ©-¤¥²±¿ µ®²¿ ¡» ®¤­® ·¨±«®, ª®²®°®¥ ¯°¨­ ¤«¥¦¨² ¢±¥¬ ®²°¥§ª ¬ ¤ ­­®© ±¨±²¥¬».�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1. �³±²¼ § ¤ ­  ±¨±²¥¬  ®²°¥§ª®¢ [an; bn], n = 1; 2; : : : . �®¢®°¿², ·²® ¤«¨­  ®²°¥§ª®¢ [an; bn] ±²°¥¬¨²±¿ª ­³«¾ ± ¢®§° ±² ­¨¥¬ n = 1; 2; : : : , ¥±«¨8" > 0 9n" 2 NN : 8n > n"; n 2 NN) jbn � anj < ":�¥®°¥¬  1. =f[an; bn]g1n=1 | ±¨±²¥¬  ¢«®¦¥­­»µ ®²°¥§ª®¢, ¯® ¤«¨­¥ ±²°¥¬¿¹¨µ±¿ ª ­³«¾=) 9! x : x 2 [an; bn] 8n 2 NN.�: (�°¨­¶¨¯ ¢«®¦¥­­»µ ®²°¥§ª®¢) ) 9x 2 IR : x 2 [an; bn] 8n 2 NN. �°®¢¥°¨¬, ·²® ¤°³£®£® ² ª®£® ·¨±«  ­¥².�®±¯®«¼§³¥¬±¿ ¬¥²®¤®¬ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  "®² ¯°®²¨¢­®£®". �°¥¤¯®«®¦¨¬ 9y 2 IR : y 2 [an; bn] 8n 2 NN, y 6= x ¨3



¯°¨©¤¥¬ ª ¯°®²¨¢®°¥·¨¾. �¡®§­ ·¨¬ "0 = jx� yj > 0. � ª ª ª x; y 2 [an; bn], ²®"0 = jx� yj 6 jbn � anj; n 2 NN: (�)�® ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¾ "0 > 0, §­ ·¨², ¯® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ 1) ­ ©¤¥²±¿ n0 2 NN : 8n > n0; n 2 NN ) jbn � anj < "0 |¯°®²¨¢®°¥·¨² (�): "0 = jx� yj 6 jbn � anj < "0;¥±«¨ n > n0; n 2 NN. �®«³·¥­­®¥ ¯°®²¨¢®°¥·¨¥ ¤®ª §»¢ ¥² ²¥®°¥¬³. ��­®£¤  ¤«¿ ¨§®¡° ¦¥­¨¿ ¢¥¹¥±²¢¥­­»µ ·¨±¥« ¨±¯®«¼§³¾² ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¿ ¢ ¢¨¤¥ ¡¥±ª®­¥·­»µ ¤¥±¿²¨·­»µ ¤°®¡¥©:² ª, ­ ¯°¨¬¥°, x 2 [0; 1) § ¯¨±»¢ ¾² ¢ ¢¨¤¥ (0; �1�2 : : :�n : : : ), £¤¥ ª ¦¤®¥ �n | ®¤­  ¨§ ¶¨´° 0, 1, : : : , 9; ¯°¨ ½²®¬¨¬¥¾² ¢ ¢¨¤³, ·²® x 2 [cn; cn + 1=10n); cn = 0; �1�2 : : :�n;¯°¨ «¾¡®¬ n 2 NN. � ª¨¬ ®¡° §®¬, cn | ° ¶¨®­ «¼­»¥ ·¨±« , n 2 NN, f[cn; cn + 1=10n]g1n=1 { ±¨±²¥¬  ¢«®¦¥­­»µ®²°¥§ª®¢, ¤«¨­  ®²°¥§ª®¢ [cn; cn + 1=10n] ±²°¥¬¨²±¿ ª ­³«¾ ± ¢®§° ±² ­¨¥¬ n = 1; 2; : : : .�®­¿²¨¥ ´³­ª¶¨¨.�³¤¥¬ ³¯®²°¥¡«¿²¼ ¢»° ¦¥­¨¥ "¯³±²¼ f(x) { ´³­ª¶¨¿ ¯¥°¥¬¥­­®£® x", ¯®¤° §³¬¥¢ ¿ ¯®¤ ½²¨¬, ·²® § ¤ ­»{ ¬­®¦¥±²¢® X, ­ §»¢ ¥¬®¥ ®¡« ±²¼¾ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ f . �¥°¥¬¥­­ ¿ x ¯°¨­¨¬ ¥² ±¢®¨ §­ ·¥­¨¿ ¨§X; ®­  ­ §»¢ ¥²±¿­¥§ ¢¨±¨¬®© ¯¥°¥¬¥­­®©.{ ¬­®¦¥±²¢® Y , ­ §»¢ ¥¬®¥ ®¡« ±²¼¾ §­ ·¥­¨© f . �¥°¥¬¥­­ ¿ y = f(x) ¯°¨­¨¬ ¥² ±¢®¨ §­ ·¥­¨¿ ­  Y ; ®­ ­ §»¢ ¥²±¿ § ¢¨±¨¬®© ¯¥°¥¬¥­­®©.{ ±®¡±²¢¥­­® ±®®²¢¥²±²¢¨¥ f , ª®²®°®¥ ª ¦¤®¬³ x 2 X ±®¯®±² ¢«¿¥², ¨ ¯°¨·¥¬ ¥¤¨­±²¢¥­­»¬ ®¡° §®¬, ½«¥¬¥­²y = f(x) 2 Y .�®°®²ª® ½²® § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ² ª: f : X ! Y . � ª ·¥±²¢¥ X ¯¥°¢®¥ ¢°¥¬¿ ¡³¤³² ¢»±²³¯ ²¼ «¨¡®  ) ¯°®¨§¢®«¼­»¥·¨±«®¢»¥ ¯°®¬¥¦³²ª¨ (ª®­¥·­»¥ ¨«¨ ¡¥±ª®­¥·­»¥), «¨¡® ¡) ª®­¥·­»¥ ®¡º¥¤¨­¥­¨¿ ·¨±«®¢»µ ¯°®¬¥¦³²ª®¢, «¨¡® ¢)­ ²³° «¼­»¥ ·¨±« . � ¯®±«¥¤­¥¬ ±«³· ¥ ¢¬¥±²® ²®£® ·²®¡» ±ª § ²¼, ·²® ¨¬¥¥²±¿ ´³­ª¶¨¿, § ¢¨±¿¹ ¿ ®² ¯¥°¥¬¥­­®£®n, ¯°¨­¨¬ ¾¹¥£® ­ ²³° «¼­»¥ §­ ·¥­¨¿, £®¢®°¿², ·²® § ¤ ­  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ fang1n=1. �±«¨ X1 � X, X1 6= X, ²®§ ¯¨±¼ f jX1 ®§­ · ¥² ®£° ­¨·¥­¨¥ ¨±µ®¤­®© ´³­ª¶¨¨ f , ®¯°¥¤¥«¥­­®© ­  X, ­  ¯®¤¬­®¦¥±²¢® X1. �°¨ ½²®¬ ¯°¨­¿²®° §«¨· ²¼ ´³­ª¶¨¨ f ¨ f jX1 ¨ ±·¨² ²¼, ·²® ± § ¤ ­¨¥¬ f § ¤ ­» ¨ ¢±¥¢®§¬®¦­»¥ f jX1 .� ±²® ± ¬³ ´³­ª¶¨¾ ®¡®§­ · ¾² ®¤­®© ¡³ª¢®© f ¨«¨ f(�),   ·¥°¥§ f(x) | ¥¥ §­ ·¥­¨¥ ­  ½«¥¬¥­²¥ x.�±«¨ Y � IR, ²® ®¡»·­® £®¢®°¿², ·²® § ¤ ­  ·¨±«®¢ ¿ ´³­ª¶¨¿ ¨«¨, ±®®²¢¥²±²¢¥­­®, ·¨±«®¢ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼.� ¤ ·¨±«®¢»¬¨ ´³­ª¶¨¿¬¨ ¬®¦­® ¯°®¨§¢®¤¨²¼ ° §«¨·­»¥  °¨´¬¥²¨·¥±ª¨¥ ®¯¥° ¶¨¨. � ª, ¥±«¨ ´³­ª¶¨¨ f ¨ g§ ¤ ­» ­  ®¤­®¬ ¨ ²®¬ ¦¥ ¬­®¦¥±²¢¥ X, c 2 IR, ²® ´³­ª¶¨¨ cf , f + g, fg ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ª ª ·¨±«®¢»¥ ´³­ª¶¨¨,§ ¤ ­­»¥ ­  X, ¨ ¯°¨­¨¬ ¾¹¨¥, ±®®²¢¥²±²¢¥­­®, §­ ·¥­¨¿ cf(x), f(x) + g(x), f(x)g(x) ­  ª ¦¤®¬ ½«¥¬¥­²¥ x 2 X.�±«¨ ª ²®¬³ ¦¥ g(x) 6= 0 ¤«¿ ¢±¥µ x 2 X, ²® f=g ­  ª ¦¤®¬ ½«¥¬¥­²¥ x 2 X ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª f(x)=g(x).�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2. �¨±«®¢ ¿ ´³­ª¶¨¿ f , ®¯°¥¤¥«¥­­ ¿ ­  X, ­ §»¢ ¥²±¿ ®£° ­¨·¥­­®© ±¢¥°µ³ ­  X, ¥±«¨9A 2 IR : 8x 2 X ) f(x) 6 A:�±«¨ ¦¥ 9A 2 IR : 8x 2 X ) f(x) > A, ²® ½²  ´³­ª¶¨¿ ­ §»¢ ¥²±¿ ®£° ­¨·¥­­®© ±­¨§³ ­  X. �¨±«®¢ ¿ ´³­ª¶¨¿ f®£° ­¨·¥­­ ¿ ­  ¬­®¦¥±²¢¥ X ª ª ±¢¥°µ³, ² ª ¨ ±­¨§³ ­ §»¢ ¥²±¿ ¯°®±²® ®£° ­¨·¥­­®© ­  X.�° ´¨ª®¬ ´³­ª¶¨¨ f : X ! Y , X � IR, Y � IR, ­ §»¢ ¥²±¿ ¬­®¦¥±²¢®�(f) = f(x; f(x)) : x 2 Xg²®·¥ª ­  ¯«®±ª®±²¨.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 3 (¯°¥¤¥«  ´³­ª¶¨¨ ¢ ²®·ª¥ x0). �³±²¼ ·¨±«®¢ ¿ ´³­ª¶¨¿ f ®¯°¥¤¥«¥­  ­  (a; b) � IR, ª°®¬¥ ¡»²¼ ¬®¦¥²²®·ª¨ x0 2 (a; b). �¨±«® A 2 IR ­ §»¢ ¥²±¿ ¯°¥¤¥«®¬ ´³­ª¶¨¨ f ¢ ²®·ª¥ x0, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®£® ·¨±«  " > 0 ­ ©¤¥²±¿·¨±«® � = �(") > 0 ² ª®¥, ·²® ¤«¿ ¢±¥µ x, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ ³±«®¢¨¿¬ 0 < jx � x0j < � ¢»¯®«­¿¥²±¿ ­¥° ¢¥­±²¢®jf(x)� Aj < ". �®°®²ª® ½²® § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ² ª:A = limx!x0 f(x) , 8" > 0 9� = �(") > 0 8x : 0 < jx� x0j < � ) jf(x) �Aj < ":�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 4 (¯°¥¤¥«  ´³­ª¶¨¨ ¢ ¯«¾± ¡¥±ª®­¥·­®±²¨ +1). �³±²¼ f : (a;+1) ! IR. �¨±«® A 2 IR ­ §»¢ ¥²±¿¯°¥¤¥«®¬ f ¢ ¡¥±ª®­¥·­® ³¤ «¥­­®© ²®·ª¥, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®£® " > 0 ­ ©¤¥²±¿ M = M (") 2 IR, ² ª®¥ ·²® ¤«¿ x > M¢»¯®«­¿¥²±¿ ­¥° ¢¥­±²¢® jf(x) � Aj < ". �®°®²ª®:A = limx!+1 f(x) , 8" > 0 9M =M (") 2 IR 8x : x > M ) jf(x)� Aj < ":�­ «®£¨·­® ¤ ¥²±¿ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¯°¥¤¥«  ´³­ª¶¨¨ ¢ ¬¨­³± ¡¥±ª®­¥·­®±²¨ �1. � ¤¨¬ ¥¹¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¯°¥¤¥« ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨: 4



�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 5 (¯°¥¤¥«  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨). �¨±«® a 2 IR ­ §»¢ ¥²±¿ ¯°¥¤¥«®¬ ·¨±«®¢®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨fang1n=1, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®£® " > 0 ­ ©¤¥²±¿ M =M (") 2 NN ² ª®¥, ·²® ¤«¿ ¢±¥µ n 2 NN, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ ³±«®¢¨¾ n > M ,¢»¯®«­¿¥²±¿ ­¥° ¢¥­±²¢® jan � aj < ", ¨ ª®°®²ª®:a = limn!1 an , 8" > 0 9M =M (") 2 NN : 8n 2 NN; n > M ) jan � aj < ":�¯°¥¤¥«¥­¨¿ 3-5 ¯°¥¤¥«  ´³­ª¶¨¨ ¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ¨­®£¤  ­ §»¢ ¾² ®¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ ¯°¥¤¥«  ¢ ²¥°¬¨­ µ½¯±¨«®­{¤¥«¼² .�¥ª¶¨¿ 2.�³±²¼ x0 2 IR, � > 0. �¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ O0�(x0) | ¬­®¦¥±²¢® fx 2 IR : 0 < jx� x0j < �g, ·¥°¥§ O�(x0) | ¬­®¦¥±²¢®fx 2 IR : jx � x0j < �g. �¥°¢®¥ ¬­®¦¥±²¢® ­ §»¢ ¾² ¯°®ª®«®²®© �-®ª°¥±²­®±²¼¾ ²®·ª¨ x0, ¢²®°®¥ | ¯°®±²®�-®ª°¥±²­®±²¼¾ x0. �®¢²®°¨¬ ­¥ª®²®°»¥ ¨§ ®¯°¥¤¥«¥­¨© ¯°¥¤»¤³¹¥© «¥ª¶¨¨.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1 (¯°¥¤¥«  ´³­ª¶¨¨ ¢ ²®·ª¥ x0). �³±²¼ ·¨±«®¢ ¿ ´³­ª¶¨¿ f ®¯°¥¤¥«¥­  ­  (a; b) � IR, ª°®¬¥, ¡»²¼¬®¦¥², ²®·ª¨ x0 2 (a; b). �¨±«® A 2 IR ­ §»¢ ¥²±¿ ¯°¥¤¥«®¬ ´³­ª¶¨¨ f ¢ ²®·ª¥ x0, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®£® ·¨±«  " > 0­ ©¤¥²±¿ ·¨±«® � = �(") > 0 ² ª®¥, ·²® ¤«¿ ¢±¥µ x, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ ³±«®¢¨¿¬ 0 < jx � x0j < �, ¢»¯®«­¿¥²±¿­¥° ¢¥­±²¢® jf(x) �Aj < ". �®°®²ª® ½²® § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ² ª:A = limx!x0 f(x) , 8" > 0 9� = �(") > 0 8x 2 O0�(x0)) jf(x) �Aj < ":� ¬¥· ­¨¥. � ½²®¬ ®¯°¥¤¥«¥­¨¨ ³±«®¢¨¥ 8" > 0 · ±²® § ¬¥­¿¾² ³±«®¢¨¥¬ 8" 2 (0; �0), £¤¥ �0 > 0 | ­¥ª®²®°®¥´¨ª±¨°®¢ ­­®¥ ·¨±«®. � ¯°¨¬¥°, ¬®¦­® ¢»¡° ²¼ �0 = 1 ¨«¨ �0 = 1=3. �¥²°³¤­® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ¯°¨ ½²®¬ ¯®«³· ¾²±¿½ª¢¨¢ «¥­²­»¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2 (¯°¥¤¥«  ´³­ª¶¨¨ ¢ ¯«¾± ¡¥±ª®­¥·­®±²¨ +1). �³±²¼ f : (a;1) ! IR. �¨±«® A 2 IR ­ §»¢ ¥²±¿¯°¥¤¥«®¬ f ¢ ¡¥±ª®­¥·­® ³¤ «¥­­®© ²®·ª¥, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®£® " > 0 ­ ©¤¥²±¿ M = M (") 2 IR, ² ª®¥ ·²® ¤«¿ x > M ,¢»¯®«­¿¥²±¿ ­¥° ¢¥­±²¢® jf(x) � Aj < ". �®°®²ª®:A = limx!+1 f(x) , 8" > 0 9M =M (") 2 IR 8x : x > M ) jf(x)� Aj < ":�­ «®£¨·­® ¤ ¥²±¿ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¯°¥¤¥«  ´³­ª¶¨¨ ¢ ¬¨­³± ¡¥±ª®­¥·­®±²¨ �1.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 3 (¯°¥¤¥«  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨). �¨±«® a 2 IR ­ §»¢ ¥²±¿ ¯°¥¤¥«®¬ ·¨±«®¢®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨fang1n=1, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®£® " > 0 ­ ©¤¥²±¿ M =M (") 2 NN ² ª®¥, ·²® ¤«¿ ¢±¥µ n 2 NN, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ ³±«®¢¨¾ n > M ,¢»¯®«­¿¥²±¿ ­¥° ¢¥­±²¢® jan � aj < ", ¨ ª®°®²ª®:a = limn!1 an , 8" > 0 9M =M (") 2 NN : 8n 2 NN; n > M ) jan � aj < ":�¯°¥¤¥«¥­¨¿ 1-3 ¯°¥¤¥«  ´³­ª¶¨¨ ¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ¨­®£¤  ­ §»¢ ¾² ®¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ ¯°¥¤¥«  ¢ ²¥°¬¨­ µ½¯±¨«®­{¤¥«¼² . �¥²°³¤­® ¢¨¤¥²¼, ·²® ¯®­¿²¨¥ ¯°¥¤¥« , ¤ ­­®¥ ¢ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿µ 1)-3) ®¤­®§­ ·­® (².¥. ¯°¥¤¥«, ¥±«¨®­ ¨¬¥¥²±¿, ®¯°¥¤¥«¥­ ®¤­®§­ ·­®). �°®¢¥°¨¬ ½²® ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ¤«¿ ¯°¥¤¥«  ´³­ª¶¨¨ ¢ ²®·ª¥:�¥®°¥¬  1 (® ¥¤¨­±²¢¥­­®±²¨ ¯°¥¤¥« ). /A = limx!x0 f(x), B 6= A/ ) B 6= limx!x0 f(x).�: �°¨¬¥­¿¥¬ ¬¥²®¤ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  "®² ¯°®²¨¢­®£®". �®¯³±²¨¬ B = limx!x0 f(x) ¨ ¯°¨¤¥¬ ª ¯°®²¨¢®°¥·¨¾.�®§¼¬¥¬ "0 = jB � Aj=3 > 0. �®£¤ { 9�1 > 0 : 8x 2 O0�1(x0)) jf(x) � Aj < "0,{ 9�2 > 0 : 8x 2 O0�2(x0)) jf(x) � Bj < "0.�®½²®¬³ ¤«¿ � = minf�1; �2g ¨ ¢±¥µ x 2 O0�(x0) ­¥° ¢¥­±²¢  jf(x) � Aj < "0, jf(x) � Bj < "0 ¢»¯®«­¿¾²±¿ ®¤­®¢°¥-¬¥­­®. �® ½²®£® ­¥ ¬®¦¥² ¡»²¼:jB �Aj = jB � f(x) + f(x) �Aj 6 jf(x) �Bj+ jf(x) �Aj < "0 + "0 = 2=3jB �Aj;¥±«¨ x 2 O0�(x0), { ¯°®²¨¢®°¥·¨¥ ¯®«³·¥­®. ��¢®©±²¢  ¯°¥¤¥«®¢ ´³­ª¶¨©.�¥®°¥¬  2 (®¡ ®£° ­¨·¥­­®© ±µ®¤¨¬®±²¨). /x0 2 (a; b), f; ';  : (a; b)nfx0g ! IR. �³±²¼ '(x) 6 f(x) 6  (x) ¤«¿x 2 (a; b)nfx0g ¨ limx!x0 '(x) = limx!x0  (x) = A/ ) limx!x0 f(x) = A.�: �®±¯®«¼§³¥¬±¿ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ ¯°¥¤¥« . �»¡¥°¥¬ " > 0 ¯°®¨§¢®«¼­®. �® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ 3){ 9�1 > 0 : 8x 2 O0�1(x0)) j'(x)� Aj < ",{ 9�2 > 0 : 8x 2 O0�2(x0)) j (x) �Aj < ".�®«®¦¨¬ � = minf�1; �2g > 0. �®£¤  ¤«¿ ¢±¥µ x 2 O0�(x0) ¢»¯®«­¿¾²±¿ ­¥° ¢¥­±²¢  (x) � A < " (1) ¨ � " < '(x) �A (2):5



�®½²®¬³, ¨§ ³±«®¢¨© ²¥®°¥¬» ¨ (1) ±«¥¤³¥² f(x) �A <  (x) �A < ", ¥±«¨ x 2 O0�(x0).�­ «®£¨·­®, ¥±«¨ x 2 O0�(x0), ¨§ ³±«®¢¨© ²¥®°¥¬» ¨ (2) ±«¥¤³¥² �" < '(x) � A < f(x) � A. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿x 2 O0�(x0) �" < f(x) � A < ": ��¥®°¥¬  3. /x0 2 (a; b), f; g : (a; b)nfx0g ! IR. �³±²¼ limx!x0 f(x) = A, limx!x0 g(x) = B/ ) ) limx!x0(f(x) + g(x)) = A +B,¡) limx!x0(f(x) � g(x)) = AB,¢) ¥±«¨ B 6= 0, ²® limx!x0(1=g(x)) = 1=B (¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ ).�: �®«¼§³¥¬±¿ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ ¯°¥¤¥« . a) 1) �³­ª¶¨¿ f + g ®¯°¥¤¥«¥­  ­  (a; b)nfx0g. 2) � ´¨ª±¨°³¥¬ " > 0 ¨¢»¡¥°¥¬ � > 0 ² ª, ·²®¡» ®¤­®¢°¥¬¥­­®8x 2 O0�(x0)) jf(x)� Aj < "=2,8x 2 O0�(x0)) jg(x)�Bj < "=2.�®£¤  8x 2 O0�(x0)) j(f(x) + g(x)) � (A+ B)j 6 jf(x) �Aj+ jg(x)�Bj 6 "=2 + "=2 = ";·²® ¤®ª §»¢ ¥² a). �®ª § ²¥«¼±²¢® ¡) ¯®¢²®°¿¥² ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¯³­ª²   ): 1) �³­ª¶¨¿ f �g ®¯°¥¤¥«¥­  ­  (a; b)nfx0g.2) � ´¨ª±¨°³¥¬ " 2 (0; 1) ¨ ¢»¡¥°¥¬ � > 0 ² ª, ·²®¡»8x 2 O0�(x0)) jf(x) � Aj < "jAj+ jBj+ 1 ; jg(x) �Bj < "jAj+ jBj+ 1 : (1)� ¬ ¯®²°¥¡³¥²±¿ ­¥° ¢¥­±²¢®, ¿¢«¿¾¹¥¥±¿ ±«¥¤±²¢¨¥¬ (1): ² ª ª ª jf(x) � Aj < 1 ¤«¿ x 2 O0�(x0), ²® jf(x)j < jAj+ 1.�³±²¼ ²¥¯¥°¼ x 2 O0�(x0). �®£¤ jf(x)g(x) �ABj = jf(x)g(x) � f(x)B + f(x)B �ABj 6 jf(x)g(x) � f(x)Bj + jf(x)B � ABj << "(jAj+ 1)jAj+ jBj+ 1 + "jBjjAj+ jBj+ 1 = ";·²® ¤®ª §»¢ ¥² ¡).�®ª ¦¥¬ ¢). 1) �°®¢¥°¨¬, ·²® ´³­ª¶¨¿ 1=g(x) ®¯°¥¤¥«¥­  ­  O0�0(x0) ¯°¨ ­¥ª®²®°®¬ �0 > 0. �«¿ ½²®£® ¢®§¼¬¥¬ "0 = jBj=2> 0 ¨, ±®£« ±­®®¯°¥¤¥«¥­¨¾ 3), ¯®¤¡¥°¥¬ �0 > 0, ·²®¡» 8x 2 O0�0 (x0)) jg(x)�Bj < "0 = jBj=2. �®±ª®«¼ª³ jjg(x)j � jBjj 6 jg(x)�Bj, ²®jjg(x)j � jBjj< jBj=2; �jBj=2 < jg(x)j � jBj; jBj=2< jg(x)j; (2)¥±«¨ x 2 O0�0(x0). �²® ¨ ®§­ · ¥², ·²® g(x) 6= 0 ¤«¿ ¢±¥µ x 2 O0�0 (x0). 2) � ´¨ª±¨°³¥¬ " > 0 ¨ ¢»¡¥°¥¬ �1 > 0 ² ª, ·²®¡»8x 2 O0�1(x0)) jg(x)� Bj < "B22 : (3)�³±²¼ � = minf�0; �1g > 0. �®£¤  8x 2 O0�(x0) ­¥° ¢¥­±²¢  (2) ¨ (3) ¢»¯®«­¿¾²±¿ ®¤­®¢°¥¬¥­­®. �®½²®¬³j 1g(x) � 1B j = jg(x)� Bjjg(x)Bj < "B22 2B2 = "; 8x 2 O0�(x0): .� ¬¥· ­¨¥. �¥®°¥¬» 1, 2, 3 ®±² ¾²±¿ ±¯° ¢¥¤«¨¢»¬¨, ¥±«¨ ¢ ­¨µ ¨§¬¥­¨²¼ limx!x0 (¨§ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ 1)) ­  limx!+1 (¨§®¯°¥¤¥«¥­¨¿ 2))¨«¨ ­  limn!1 (¨§ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ 3)). � ¤ «¼­¥©¸¥¬ ¡³¤¥¬ ¯°¨¬¥­¿²¼ ½²¨ ²¥®°¥¬», ¤«¿ ¢±¥µ ¯¥°¥·¨±«¥­­»µ¯°¥¤¥«®¢.�¥°¢»© ¨ ¢²®°®© § ¬¥· ²¥«¼­»¥ ¯°¥¤¥«».�«¥¤±²¢¨¥ 1 (1-© § ¬¥· ²¥«¼­»© ¯°¥¤¥«). limx!0 sin xx = 1.�: �°¨¬¥­¿¥¬ ²¥®°¥¬» 2 ¨ 3. 1) �³­ª¶¨¿ sin xx ®¯°¥¤¥«¥­  ­  IRnf0g. 2) �§ ±° ¢­¥­¨¿ ¯«®¹ ¤¥© ¤¢³µ ²°¥³£®«¼­¨ª®¢¨ ª°³£®¢®£® ±¥ª²®°  ±«¥¤³¾² ­¥° ¢¥­±²¢ :sinx2 < x2 < sinx2 cosx; x 2 (0; �=2):�µ ¬®¦­® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥ cosx < sin xx < 1 ¨«¨0 < 1� sinxx < 1� cosx = 2 sin2(x2 ) < x22 ;¤«¿ x 2 (0; �2 ),  , §­ ·¨², ¨ ¤«¿ x 2 (��2 ; 0) [ (0; �2 ). �°¨¬¥­¿¥¬ ²¥®°¥¬» 2 ¨ 3¡) ¢ ²®·ª¥ x0 = 0. �6



�¯°¥¤¥«¨¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ®²°¥§ª®¢, § ¤ ¢ ¨µ ª®­¶». �³±²¼ an = (1 + 1=n)n, bn = (1 + 1=n)n+1, n 2 NN.�°®¢¥°¨¬ ­¥° ¢¥­±²¢ : an�1 < an ¨ bn < bn�1. �¥©±²¢¨²¥«¼­®,anan�1 = nn� 1 �n2 � 1n2 �n > nn� 1 �1� n�1� n2 � 1n2 �� = 1;bn�1bn = n� 1n � n2n2 � 1�n+1 > n� 1n �1 + (n+ 1)� n2n2 � 1 � 1�� = 1:� ª¨¬ ®¡° §®¬, a1 6 a2 6 � � � 6 an 6 � � � 6 bn 6 � � � 6 b2 6 b1, ².¥. ±¨±²¥¬  ®²°¥§ª®¢ [an; bn] { ¢«®¦¥­­ ¿. �¥²°³¤­®¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ¤«¨­  ®²°¥§ª®¢ [an; bn] ±²°¥¬¨²±¿ ª ­³«¾ ± ¢®§° ±² ­¨¥¬ n = 1; 2; : : : . �® ¯°¨­¶¨¯³ ­¥¯°¥°»¢­®±²¨� ­²®°  (²¥®°¥¬¥ 1 ¯°¥¤»¤³¹¥© «¥ª¶¨¨) ¨¬¥¥²±¿ ¥¤¨­±²¢¥­­ ¿ ²®·ª , ¯°¨­ ¤«¥¦ ¹ ¿ ¢±¥¬ ®²°¥§ª ¬ [an; bn], n =1; 2; : : : . �²  ²®·ª³ ®¡®§­ · ¾² ±¨¬¢®«®¬ e � 2:718281828459045.�«¥¤±²¢¨¥ 2. limn!1(1 + 1n)n = e.�: �®«¼§³¥¬±¿ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ ¯°¥¤¥«  ¨ ¯®­¿²¨¥¬ "¤«¨­  ±¨±²¥¬» ®²°¥§ª®¢ ±²°¥¬¨²±¿ ª 0". �®£« ±­® ¯®±«¥¤­¥¬³¤«¿ § ¤ ­­®£® " > 0 ­ ©¤¥²±¿ n" 2 NN ² ª®©, ·²®8n > n"; n 2 NN) jbn � anj < ":�® ¯®±²°®¥­¨¾ [an; e] � [an; bn] ¯°¨ ¢±¥µ n 2 NN. �®½²®¬³8n > n"; n 2 NN) jan � ej < jbn � anj < ";·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼ ¯°®¢¥°¨²¼. ��«¥¤±²¢¨¥ 3 (2-© § ¬¥· ²¥«¼­»© ¯°¥¤¥«). limx!+1(1 + 1x )x = e.�: �®«¼§³¥¬±¿ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ ¯°¥¤¥«  ¨ ²¥®°¥¬®© 3. �® ²¥®°¥¬¥ 3limn!1�1 + 1n+ 1�n = limn!1�1 + 1n�n+1 = e:� ´¨ª±¨°³¥¬ ¯°®¨§¢®«¼­®¥ " > 0 ¨ ¢»¡¥°¥¬ n" 2 NN ² ª, ·²®¡»8n > n"; n 2 NN; ) j(1 + 1n+1)n � ej < "; j(1 + 1n )n+1 � ej < ":�³±²¼ x > n" + 1. �»¡¥°¥¬ n 2 NN, ·²®¡» n 6 x < n+ 1. �®£¤ �1 + 1n+ 1� 6 �1 + 1x� 6 �1 + 1n�¨, §­ ·¨², �1 + 1n+ 1�n 6 �1 + 1x�x 6 �1 + 1n�n+1 :�®½²®¬³ j(1 + 1x )x � ej < "¤«¿ x > n" + 1. ��¥ª¶¨¿ 3.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1. (®¤­®±²®°®­­¥£® ¯°¥¤¥«  ´³­ª¶¨¨). f : (a; b)! IR. A = limx!+a f(x) ®§­ · ¥², ·²®8" > 0 9� = �(") > 0 : 8x 2 O0�(a); x > a) jf(x)� Aj < ":�¯°¥¤¥«¥­¨¥ limx!�b f(x) ¤¥« ¥²±¿  ­ «®£¨·­® (±¤¥« ²¼ ± ¬®±²®¿²¥«¼­®).�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2. �³­ª¶¨¿ �(x) ­ §»¢ ¥²±¿ ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «®© ¯°¨ x ! a, ¥±«¨ ¯°¨ ­¥ª®²®°®¬ � > 0 ½²  ´³­ª¶¨¿®¯°¥¤¥«¥­  ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ O0�(a) ¨ limx!a�(x) = 0:�­ «®£¨·­® ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ¡¥±ª®­¥·­® ¬ « ¿ ´³­ª¶¨¿ ¯°¨ x! +a ¨ x!�a,   ² ª¦¥ ¯°¨ x! +1 ¨ x!�1 (±¤¥« ²¼± ¬®±²®¿²¥«¼­®).� ¬¥· ­¨¥ 1. �±«¨ limx!a f(x) = A, ²® ¯® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ¯°¥¤¥«  ¯®«³·¨¬ limx!a(f(x) � A) = 0, ².¥.f(x) = A+ �(x);7



£¤¥ �(x) { ¡¥±ª®­¥·­® ¬ « ¿ ¯°¨ x! a. �¥°­® ² ª¦¥ ¨ ®¡° ²­®¥: ¥±«¨ f(x) = A+ �(x), £¤¥ �(x) { ¡¥±ª®­¥·­® ¬ « ¿¯°¨ x! a, ²® limx!af(x) = A.� ¬¥· ­¨¥ 2. �³­ª¶¨¿ �(x) � 0 ¿¢«¿¥²±¿ ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «®© ¯°¨ x! a ¤«¿ «¾¡®£® a 2 IR.�±­®¢­»¥ ²¥®°¥¬» ® ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «»µ ¿¢«¿¾²±¿, ¢ ®±­®¢­®¬, ±«¥¤±²¢¨¿¬¨ ²¥®°¥¬ ® ±¢®©±²¢ µ ¯°¥¤¥«  ´³­ª¶¨¨:�«¥¤±²¢¨¥ 1. (²¥®°¥¬» ® ¯°¥¤¥«¥ ±³¬¬») �³¬¬  ¤¢³µ ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «»µ ¯°¨ x ! a ´³­ª¶¨© ¿¢«¿¥²±¿ ¡¥±ª®­¥·­®¬ «®© ¯°¨ x! a ´³­ª¶¨¥©.�«¥¤±²¢¨¥ 2. (²¥®°¥¬» ® ¯°¥¤¥«¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿) �°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¤¢³µ ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «»µ ¯°¨ x! a ´³­ª¶¨© ¿¢«¿¥²±¿¡¥±ª®­¥·­® ¬ «®© ¯°¨ x! a ´³­ª¶¨¥©.�²¨ ±«¥¤±²¢¨¿ ±¯° ¢¥¤«¨¢» ² ª¦¥ ¤«¿ ±³¬¬ ¨ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨© «¾¡®£® ª®­¥·­®£® ·¨±«  ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «»µ ¯°¨ x ! a´³­ª¶¨©, ¤«¿ ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «»µ ¯°¨ x!�a ¨ ¤«¿ ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «»µ ¯°¨ x!�1.�®¢®°¿², ·²® ´³­ª¶¨¿ f(x) ®£° ­¨·¥­  ¯°¨ x! a, ¥±«¨ ¯°¨ ­¥ª®²®°®¬ � > 0 ½²  ´³­ª¶¨¿ ®¯°¥¤¥«¥­  ¨ ®£° ­¨·¥­ ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ O�(a).�¥®°¥¬ . /�³­ª¶¨¿ f(x) ®£° ­¨·¥­ ,   ´³­ª¶¨¿ �(x) ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «  ¯°¨ x! a/ ) f(x) � �(x) { ¡¥±ª®­¥·­® ¬ « ¯°¨ x! a.�: �®£« ±­® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ®£° ­¨·¥­­®±²¨ ¢»¡¥°¥¬ � > 0 ¨ M > 0 ² ª, ·²®¡» ¯°¨ x 2 O0�(a) ¢»¯®«­¿«®±¼ ³±«®¢¨¥jf(x)j < M .� «¥¥, ¯® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ¯°¥¤¥«  ¢®§¼¬¥¬ " > 0 ¯°®¨§¢®«¼­® ¨ ¯®¤¡¥°¥¬ ¤«¿ ­¥£® � > 0 ² ª, ·²®¡» ¯°¨ x 2 O0�(a)¢»¯®«­¿«®±¼ ³±«®¢¨¥ j�(x)j < "=M .�®£¤  ¤«¿ � = minf�; �g ¯°¨ x 2 O0�(a) ¢»¯®«­¿¾²±¿ ­¥° ¢¥­±²¢ j�(x)f(x)j < M � "=M = ":�²® ®§­ · ¥², ·²® limx!a(�(x)f(x)) = 0. ��«¿ ®¡®§­ ·¥­¨¿ ²®£®, ·²® ´³­ª¶¨¿ �(x) ¿¢«¿¥²±¿ ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «®© ¯°¨ x ! a ¨±¯®«¼§³¾² § ¯¨±¼: �(x) = �o(1) ¯°¨x ! a. � ¯¨±¼ �(x) = �o(�(x)) ¯°¨ x ! a ®§­ · ¥², ·²® �(x)�(x) = �o(1) ¯°¨ x ! a (ª ª ¨ ¢»¸¥ ¢¬¥±²® x ! a ¬®¦¥²¯°¨±³²±²¢®¢ ²¼ ®¤­®±²®°®­­¨© ¯°¥¤¥« ¨«¨ ¯°¥¤¥« ¢ ¡¥±ª®­¥·­® ³¤ «¥­­®© ²®·ª¥).�­ ª ° ¢¥­±²¢  ¢ ½²¨µ ®¡®§­ ·¥­¨¿µ ¯°¨­¨¬ ¥² ­¥±¢®©±²¢¥­­³¾ ¥¬³ °®«¼, ¯®±ª®«¼ª³ ±«¥¢  ¢ ­¨µ ±²®¨² ´³­ª¶¨¿�(x),   ±¯° ¢  { ¬­®¦¥±²¢® �o(1) ´³­ª¶¨©. �²® ¯°®¿¢«¿¥²±¿, ­ ¯°¨¬¥°, ¢ ¤¢³µ ² ª¨µ ¯°¨¬¥° µ:1. ¥±«¨ �(x) = �o(1), ²® 2�(x) = �o(1),2. ¬®¦­® ­ ¯¨± ²¼ �(x) = �o(1) ¨ ­¥ ¯°¨­¿²® ¯¨± ²¼ �o(1) = �(x).� ª¨¬ ®¡° §®¬, §­ ª " = " ±«³¦¨² ¢ ½²¨µ ®¡®§­ ·¥­¨¿µ ª ª § ¬¥­¨²¥«¼ §­ ª  " 2 ".�¢¥¤¥­­»¥ ¯° ¢¨«  ®´®°¬«¥­¨¿ · ±²® ¯®¬®£ ¾² §­ ·¨²¥«¼­® ±®ª° ²¨²¼ ¢»ª« ¤ª¨, ­ ¯°¨¬¥°, ¯°¨ ¢»·¨±«¥­¨¨¯°¥¤¥«®¢. � ª®¢ , ª ¯°¨¬¥°³, § ¯¨±¼ sinx = x+ �o(x)(½ª¢¨¢ «¥­²­ ¿ ¯¥°¢®¬³ § ¬¥· ²¥«¼­®¬³ ¯°¥¤¥«³) ¨ ¥© ¯®¤®¡­»¥. � ¥¥ ¯®¬®¹¼¾ ¢»·¨±«¥­¨¥ ­¥ª®²®°»µ ¯°¥¤¥«®¢¬®¦¥² ¡»²¼ ®°£ ­¨§®¢ ­® ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:limx!0 sin 5xx = limx!0 5x+ �o(5x)x = limx!0 5 + �o(1)1 = 5:�¤­ ª® ¯°¨ ¨±¯®«¼§®¢ ­¨¨ ®¡®§­ ·¥­¨© �o(1) ­¥®¡µ®¤¨¬® ±®¡«¾¤ ²¼ ®¯°¥¤¥«¥­­³¾ ®±²®°®¦­®±²¼, ±¢¿§ ­­³¾ ¢ ®±­®¢-­®¬ ± ¢®§¬®¦­»¬ ¯®¿¢«¥­¨¥¬ ­¥®¯°¥¤¥«¥­­®±²¥© ¢¨¤  00 ¨ ¤°³£¨µ.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 3. (­¥¯°¥°»¢­®±²¨ ´³­ª¶¨¨ ¢ ²®·ª¥ x0). �³­ª¶¨¿ f : (a; b) ! IR ­ §»¢ ¥²±¿ ­¥¯°¥°»¢­®© ¢ ²®·ª¥x0 2 (a; b), ¥±«¨ limx!x0 f(x) = f(x0). �  ¿§»ª¥ "{� ½²® ¢»£«¿¤¨² ² ª:8" > 0 9� = �(") > 0 : 8x 2 O�(x0)) jf(x) � f(x0)j < ":�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 4 (²®·¥ª ° §°»¢  I-£® ¨ II-£® °®¤ ). �³­ª¶¨¿ f : (a; b)! IR ­ §»¢ ¥²±¿ ° §°»¢­®© ¢ ²®·ª¥ x0 2 (a; b),¥±«¨ ®­  ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ ­¥¯°¥°»¢­®© ¢ ²®·ª¥ x0. �±«¨ x0 { ²®·ª  ° §°»¢  ´³­ª¶¨¨ f ¨ ±³¹¥±²¢³¾² ª®­¥·­»¥ ¯°¥¤¥«»f(x0 � 0) = limx!�x0 f(x); f(x0 + 0) = limx!+x0 f(x);²® x0 ­ §»¢ ¾² ²®·ª®© ° §°»¢  I-£® °®¤ . �±«¨ f(x0 � 0) = f(x0 + 0), ²® x0 ­ §»¢ ¾² ²®·ª®© ³±²° ­¨¬®£® ° §°»¢ .�®·ª ¬¨ ° §°»¢  II-£® °®¤  ­ §»¢ ¾² ²®·ª¨ ° §°»¢ , ­¥ ¿¢«¿¾¹¨¥±¿ ²®·ª ¬¨ ° §°»¢  I-£® °®¤ .�¥®°¥¬  1 (® ±¢®©±²¢ µ ´³­ª¶¨©, ­¥¯°¥°»¢­»µ ¢ ²®·ª¥). /´³­ª¶¨¨ f ¨ g ­¥¯°¥°»¢­» ¢ ²®·ª¥ x0/ ) ) ´³­ª¶¨¨ c � f (c | ª®­±² ­² ), f + g, f � g ­¥¯°¥°»¢­» ¢ ²®·ª¥ x0,¡) ¥±«¨ g(x0) 6= 0, ²® ´³­ª¶¨¿ f=g ­¥¯°¥°»¢­  ¢ ²®·ª¥ x0.�: �²  ²¥®°¥¬  ¿¢«¿¥²±¿ ±«¥¤±²¢¨¥¬ ²¥®°¥¬» ® ±¢®©±²¢ µ ¯°¥¤¥«  ´³­ª¶¨©. ��³±²¼ f : [a; b]! [A;B], g : [A;B]! IR. �®£¤  ´³­ª¶¨¾ h = g � f : [a; b]! IR, ®¯°¥¤¥«¥­­³¾ ¯° ¢¨«®¬ h(x) = g(f(x)),­ §»¢ ¾² ±«®¦­®© ´³­ª¶¨¥©. 8



�¥®°¥¬  2 (® ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ ±«®¦­®© ´³­ª¶¨¨). /´³­ª¶¨¿ f ­¥¯°¥°»¢­  ¢ ²®·ª¥ x0, ´³­ª¶¨¿ g ­¥¯°¥°»¢­  ¢ ²®·ª¥y0 = f(x0)/ ) ±«®¦­ ¿ ´³­ª¶¨¿ g(f(x)) ­¥¯°¥°»¢­  ¢ ²®·ª¥ x0.�: �¢ ¦¤» ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ ­¥¯°¥°»¢­®±²¨. � ´¨ª±¨°³¥¬ " > 0 ¨ ¢»¡¥°¥¬ � = �(") > 0 ² ª, ·²®¡»8y 2 O�(y0)) jg(y) � g(y0)j < ":�® ¢»¡° ­­®¬³ � ¯®¤¡¥°¥¬ � = �(�) > 0 ² ª, ·²®¡»8x 2 O�(x0)) jf(x) � f(x0)j < �:�®½²®¬³ 8x 2 O�(x0)) jf(x)� f(x0)j < � ) f(x) 2 O�(f(x0))) jg(f(x)) � g(f(x0))j < ";·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼ ¤®ª § ²¼. �� ¬¥· ­¨¥. �²¢¥°¦¤¥­¨¥ ½²®© ²¥®°¥¬» ¬®¦­® § ¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥ ´®°¬³«»limx!x0 g(f(x)) = g� limx!x0 f(x)�;�®¢¥°¸¥­­®  ­ «®£¨·­® ³±² ­ ¢«¨¢ ¥²±¿�¥®°¥¬  3. / limx!x0 f(x) = y0, ´³­ª¶¨¿ g ­¥¯°¥°»¢­  ¢ ²®·ª¥ y0/ ) limx!x0 g(f(x)) = g(y0).�: �®«¼§³¥¬±¿ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ ¨ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ ¯°¥¤¥« . ��¯°¥¤¥«¥­¨¥ 5 (­¥¯°¥°»¢­®±²¨ ´³­ª¶¨¨). �³­ª¶¨¿ f : (a; b) ! IR ­ §»¢ ¥²±¿ ­¥¯°¥°»¢­®© ­  (a; b), ¥±«¨ ®­ ­¥¯°¥°»¢­  ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥ x0 2 (a; b). �±«¨ f : [a; b]! IR ­¥¯°¥°»¢­  ­  (a; b) ¨f(a) = limx!+a f(x); f(b) = limx!�bf(x);²® f ­ §»¢ ¥²±¿ ­¥¯°¥°»¢­®© ­  [a; b].�¨¬¢®«» C((a; b); IR) ¨ C([a; b]; IR) ¨±¯®«¼§³¾² ¤«¿ ®¡®§­ ·¥­¨¿ ª« ±±®¢ ¢±¥µ ² ª¨µ ´³­ª¶¨©.�¥®°¥¬  4. /f 2 C([a; b]; IR), a < b, f(a) 6 0, f(b) > 0/ ) 9x0 2 [a; b] : f(x0) = 0.�: �°¨¬¥­¿¥¬ ¬¥²®¤ ¤¥«¥­¨¿ ®²°¥§ª  ¯®¯®« ¬. �® ¨­¤³ª¶¨¨ ±²°®¨¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ f[an; bn]g1n=1 ®²°¥§ª®¢.�³±²¼ a1 = a, b1 = b, c = (a1 + b1)=2. �®£¤  f(a1) 6 0, f(b1) > 0. �±«¨ f(c) 6 0, ¯®«®¦¨¬ a2 = ±, b2 = b1, ¥±«¨ f(c) > 0,¯®«®¦¨¬ a2 = a1, b2 = c. � «¾¡®¬ ±«³· ¥ ¨¬¥¥¬1) [a2; b2] � [a1; b1]; 2) f(a2) 6 0; f(b2) > 0; 3) b2 � a2 = (b1 � a1)=2:�°¥¤¯®«®¦¨¬ ®²°¥§®ª [an; bn], n > 2, ±® ±¢®©±²¢ ¬¨1) [an; bn] � [an�1; bn�1]; 2) f(an) 6 0; f(bn) > 0; 3) bn � an = (bn�1 � an�1)=2¯®±²°®¥­. �®«®¦¨¬ c = (an+ bn)=2. �±«¨ f(c) 6 0, ²® an+1 = ±, bn+1 = bn, ¥±«¨ f(c) > 0, ¯®«®¦¨¬ an+1 = an, bn+1 = c.�®£¤  1) [an+1; bn+1] � [an; bn]; 2) f(an+1) 6 0; f(bn+1) > 0; 3) bn+1 � an+1 = (bn � an)=2:�®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ f[an; bn]g1n=1 ¯®±²°®¥­ . �®£« ±­® 1) ½²  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¿¢«¿¥²±¿ ¢«®¦¥­­®©; ±®£« ±­® 3)bn � an = (b1 � a1)=2n, ².¥. f[an; bn]g1n=1 ¯® ¤«¨­¥ ±²°¥¬¨²±¿ ª ­³«¾. �® ¯°¨­¶¨¯³ ¢«®¦¥­­»µ ®²°¥§ª®¢ ­ ©¤¥²±¿²®·ª  x0 2 IR, ®¡¹ ¿ ¢±¥¬ ¯®±²°®¥­­»¬ ®²°¥§ª ¬. �¥²®¤®¬ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  "®² ¯°®²¨¢­®£®" ³¡¥¤¨¬±¿, ·²® f(x0) = 0.�°¥¤¯®«®¦¨¬, ª ¯°¨¬¥°³, f(x0) > 0. � ±±³¦¤¥­¨¿ ¡³¤¥¬ ¯°®¢®¤¨²¼ ¤«¿ ±«³· ¿ x0 2 (a; b), ±«³· © x0 = a ¨ x0 = b° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿  ­ «®£¨·­®. �®±¯®«¼§³¥¬±¿ ­¥¯°¥°»¢­®±²¼¾ f : ¯® § ¤ ­­®¬³ "0 = f(x0) > 0 ¯®¤¡¥°¥¬ �0 > 0 ² ª,·²®¡» 8x 2 O�0 (x0)) jf(x) � f(x0)j < "0:� ª ª ª ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ f[an; bn]g1n=1 ¯® ¤«¨­¥ ±²°¥¬¨²±¿ ª ­³«¾, ­ ©¤¥²±¿ m 2 NN ² ª®¥, ·²® 8n > m; n 2 NN )jbn� anj < �0. � ª ª ª x0 2 [an; bn] ¯°¨ ¢±¥µ n 2 NN, ²® jx0� amj < �0. �²® ®§­ · ¥², ·²® am 2 O�0 (x0). �®±¯®«¼§³¥¬±¿³±«®¢¨¥¬ 2): f(x0) 6 f(x0)� f(am) = jf(x0)� f(am)j < "0 = f(x0){ ¯°®²¨¢®°¥·¨¥. ��«¥¤±²¢¨¥ (²¥®°¥¬  �®¸¨). /f 2 C([a; b]; IR), a < b, f(a) = A, f(b) = B, C 2 [A;B]/ ) 9x0 2 [a; b] : f(x0) = C.�: �³­ª¶¨¿ g(x) = f(x) �C ¯°¨­ ¤«¥¦¨² C([a; b]; IR). ��³±²¼ f(�) 2 C(ha; bi; IR), ha; bi | ­¥ª®²®°»© ¯°®¬¥¦³²®ª ­  IR, x0 2 ha; bi. �®¦­® ¯®ª § ²¼, ·²® ®¡° § ha; bi ¯°¨®²®¡° ¦¥­¨¨ f , ±®¢¯ ¤ ¾¹¨© ¯® ²¥®°¥¬¥ �®¸¨ ±[x2ha;bi[f(x0); f(x)] = f(ha; bi);9



² ª¦¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®¬¥¦³²ª®¬ ­  IR (¡»²¼ ¬®¦¥² ¡¥±ª®­¥·­»¬). �¯° ¢¥¤«¨¢  ±«¥¤³¾¹ ¿�¥®°¥¬  5. (²¥®°¥¬  �¥©¥°¸²° ±± ). (¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ )/f 2 C([a; b]; IR)/)f([a; b]) = [A;B] � IR,®§­ · ¾¹ ¿, ·²® ­¥¯°¥°»¢­ ¿ ­  ®²°¥§ª¥ [a; b] ·¨±«®¢ ¿ ´³­ª¶¨¿ ®£° ­¨·¥­  ­  [a; b] ¨ ¤®±²¨£ ¥² ² ¬ ±¢®¨µ ¬¨­¨-¬ «¼­®£® ¨ ¬ ª±¨¬ «¼­®£® §­ ·¥­¨©. �«¿ ·¨±«®¢»µ ´³­ª¶¨©, ­¥¯°¥°»¢­»µ ­  ¤°³£¨µ ¯°®¬¥¦³²ª µ, ½²®, ¢®®¡¹¥£®¢®°¿, ³¦¥ ­¥ ² ª.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 6 (±²°®£®© ¬®­®²®­­®±²¨ ´³­ª¶¨¨). �³­ª¶¨¿ f : ha; bi ! IR ­ §»¢ ¥²±¿ ±²°®£® ¢®§° ±² ¾¹¥© ­ ¯°®¬¥¦³²ª¥ ha; bi, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡»µ x1; x2 2 ha; bi, x1 < x2, ¢»¯®«­¿¥²±¿ ­¥° ¢¥­±²¢® f(x1) < f(x2). f ­ §»¢ ¥²±¿±²°®£® ³¡»¢ ¾¹¥©, ¥±«¨ ¿¢«¿¥²±¿ ±²°®£® ¢®§° ±² ¾¹¥© ´³­ª¶¨¿ (�f). �³­ª¶¨¨ ±²°®£® ¢®§° ±² ¾¹¨¥ ¨«¨ ±²°®£®³¡»¢ ¾¹¨¥ ­ §»¢ ¾²±¿ ¯°®±²® ±²°®£® ¬®­®²®­­»¬¨.�³±²¼ f : [a; b]! [A;B], g : [A;B]! IR ² ª®¢», ·²® ±«®¦­ ¿ ´³­ª¶¨¿ h = g � f : [a; b]! IR ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ° ¢¥­±²¢³h(x) = x ¯°¨ «¾¡®¬ x 2 [a; b]. �®£¤  ´³­ª¶¨¾ g ­ §»¢ ¾² ®¡° ²­®© ª f ´³­ª¶¨¥© ¨ ®¡®§­ · ¾² f�1.�¥®°¥¬  6 (¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ ). /f 2 C([a; b]; IR) | ±²°®£® ¢®§° ±² ¥², f(a) = A, f(b) = B/) f�1 ­¥¯°¥°»¢­  ¨±²°®£® ¢®§° ±² ¥² ­  [A;B].�: �®«¼§³¥¬±¿ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ ±²°®£®© ¬®­®²®­­®±²¨ ´³­ª¶¨¨. �® ²¥®°¥¬¥ �®¸¨ ¨ ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ±²°®£®© ¬®­®²®­­®±²¨ f([a;b]) = [A;B].�²® ®§­ · ¥², ·²® ¤«¿ ª ¦¤®£® y0 2 [A;B] ¯°¨ ­¥ª®²®°®¬ x0 2 [a; b]f(x0) = y0:�® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ±²°®£®© ¬®­®²®­­®±²¨, ¥±«¨ x1 6= x0, ²® f(x1) 6= f(x0), ².¥. ½«¥¬¥­² x0 2 [a; b] ±® ±¢®©±²¢®¬ f(x0) = y0 ®¯°¥¤¥«¥­®¤­®§­ ·­®. �»¡¥°¥¬ ¥£® ¢ ª ·¥±²¢¥ §­ ·¥­¨¿ f�1(y0) = x0, f�1 : [A;B]! IR.�±«¨ y1 < y2, y1; y2 2 [A;B], ²® ¤«¿ x1 = f�1(y1), x2 = f�1(y2) ­¥ ¬®£³² ¢»¯®«­¿²¼±¿ ­¨ x1 = x2 (².ª. f | ®¤­®§­ ·­® ®¯°¥¤¥«¥­­ ¿´³­ª¶¨¿), ­¨ x1 > x2 (².ª. f | ±²°®£® ¢®§° ±² ¾¹ ¿ ´³­ª¶¨¿). �®½²®¬³ x1 < x2 ¨ f�1 ±²°®£® ¢®§° ±² ¥² ­  [A;B].�±² ¥²±¿ ¯°®¢¥°¨²¼ ­¥¯°¥°»¢­®±²¼ ®²®¡° ¦¥­¨¿ f�1. �³±²¼ y0 2 (A;B) (±«³· ¨ y0 = A ¨ y0 = B ° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿  ­ «®£¨·­®),x0 = f�1(y0). � ´¨ª±¨°³¥¬ "0 > 0 ² ª, ·²®¡» O"0(x0) � [a; b]. �®£¤ , ° ±±³¦¤ ¿ ª ª ¢ ­ · «¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ ,y0 2 f([x0 � "0; x0 + "0]) = [f(x0 � "0); f(x0 + "0)]:�®«®¦¨¬ �0 = minfy0 � f(x0 � "0); f(x0 + "0)� y0g > 0¨, §­ ·¨², O�0 (y0) � [f(x0 � "0); f(x0 + "0)]. �²® ¢ª«¾·¥­¨¥ ¬®¦­® § ¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥f�1 �O�0(y0)� � f�1 ([f(x0 � "0); f(x0 + "0)]) � [x0 � "0; x0 + "0];£¤¥ ¯®±«¥¤­¨© §­ ª "�" ­¥ ¬®¦¥², ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ¡»²¼ § ¬¥­¥­ ­  §­ ª "=" ¯®ª  ­¥ ®¡®±­®¢ ­  ­¥¯°¥°»¢­®±²¼ f�1. � ª¨¬ ®¡° §®¬,f�1 �O�0(y0)� � [x0 � "0; x0 + "0] ¨, ¤°³£¨¬¨ ±«®¢ ¬¨, f�1(y) 2 [x0 � "0; x0 + "0] ¤«¿ «¾¡®£® y 2 O�0(y0). �®½²®¬³, ¯® ¯°®¨§¢®«¼­®¢»¡° ­­®¬³ ¤®±² ²®·­® ¬ «®¬³ "0 > 0 ¬» ¯®±²°®¨«¨ �0 > 0 ² ª, ·²®8y 2 O�0 (y0)) jf�1(y)� f�1(y0)j < "0:�²® ¨ ®§­ · ¥² ­¥¯°¥°»¢­®±²¼ ®²®¡° ¦¥­¨¿ f�1(�) ¢ ²®·ª¥ y0. ��®¢¥°¸¥­­®  ­ «®£¨·­® ³±² ­ ¢«¨¢ ¥²±¿�¥®°¥¬  7. /f 2 C((a; b); IR) | ±²°®£® ¢®§° ±² ¥² ­  ¨­²¥°¢ «¥ (a; b) (ª®­¥·­®¬ ¨«¨ ¡¥±ª®­¥·­®¬), hA;Bi = f((a; b))| ®¡° § ®²®¡° ¦¥­¨¿ f/) f�1 ®¯°¥¤¥«¥­  ­  ¨­²¥°¢ «¥ (A;B) (¡»²¼ ¬®¦¥² ¡¥±ª®­¥·­®¬) ¨ f�1 2 C((A;B); IR) |±²°®£® ¢®§° ±² ¥².�¥¯°¥°»¢­®±²¼ ½«¥¬¥­² °­»µ ´³­ª¶¨©.1. �§ ²¥®°¥¬» ® ±¢®©±²¢ µ ´³­ª¶¨©, ­¥¯°¥°»¢­»µ ¢ ²®·ª¥ ±«¥¤³¥², ·²® ¢±¿ª¨© ¯®«¨­®¬ P (�) ­¥¯°¥°»¢¥­ ­ ®¡« ±²¨ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ | IR.2. �§ ½²®© ¦¥ ²¥®°¥¬» ±«¥¤³¥², ·²® ¢±¿ª ¿ ° ¶¨®­ «¼­ ¿ ´³­ª¶¨¿ R = P=Q, P ¨ Q | ¯®«¨­®¬», ­¥¯°¥°»¢­  ­ ®¡« ±²¨ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ | ·¨±«®¢®© ¯°¿¬®©, ¨§ ª®²®°®© ³¤ «¥­» ²®·ª¨, £¤¥ Q(x) = 0.3. �¥¯°¥°»¢­®±²¼ ¯®ª § ²¥«¼­®© ´³­ª¶¨¨ ax, a > 0, ­  ®¡« ±²¨ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ IR ±«¥¤³¥² ¨§ ±¢®©±²¢ ½²®© ´³­ª¶¨¨¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²®£®, ·²® limx!0 ax = 1 (± ¬®±²®¿²¥«¼­®): ¥±«¨ x0 2 IR, ²®limx!x0 ax = limx!x0(a(x�x0) � ax0) = ax0 � limx!0ax = ax0 :4. �³­ª¶¨¿ loga x, a > 0, a 6= 1, ­  ®¡« ±²¨ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ IR+ = fx 2 IR : x > 0g ¿¢«¿¥²±¿ ®¡° ²­®© ª ±²°®£®¬®­®²®­­®© ´³­ª¶¨¨ ay, y 2 IR. �® ²¥®°¥¬¥ 7 ®²±¾¤  ±«¥¤³¥² ­¥¯°¥°»¢­®±²¼ loga x ­  IR+.5. �²¥¯¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ xa, a 2 IR, ®¯°¥¤¥«¥­  ­  IR+ ¨ ¯°¥¤±² ¢¨¬  ¢ ¢¨¤¥ xa = ea ln x. �® ²¥®°¥¬¥ ® ­¥¯°¥°»¢­®±²¨±«®¦­®© ´³­ª¶¨¨ ®²±¾¤  ±«¥¤³¥² ¥¥ ­¥¯°¥°»¢­®±²¼ ­  IR+.6. �³­ª¶¨¿ sin (�) ®¯°¥¤¥«¥­  ­  IR. �±«¨ x0 2 IR, ²®j sinx� sinx0j = 2j sin(x� x02 )jj cos(x+ x02 )j 6 jx� x0j:�® ²¥®°¥¬¥ ®¡ ®£° ­¨·¥­­®© ±µ®¤¨¬®±²¨ ®²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® limx!x0 j sinx� sinx0j = 0. �®½²®¬³ sin(�) 2 C(IR; IR).7. cos (�) 2 C(IR; IR), tg (�) 2 C((��=2; �=2); IR), ctg (�) 2 C((0; �); IR). �²¨ ³²¢¥°¦¤¥­¨¿ ¿¢«¿¾²±¿ ±«¥¤±²¢¨¥¬®¯°¥¤¥«¥­¨©, ±¢®©±²¢ ´³­ª¶¨¨ sin (�), ¯³­ª²  6 ¨ ²¥®°¥¬ 1, 2.8. �³­ª¶¨¿ sin (�) 2 C([��=2; �=2]; IR) | ±²°®£® ¢®§° ±² ¥². �® ²¥®°¥¬¥ 6 ®¡° ²­ ¿ ´³­ª¶¨¿ arcsin (�) 2C([�1; 1]; IR). �®·­® ² ª¦¥arccos (�) 2 C([�1; 1]; IR), arctg (�) 2 C((�1;1); IR), arcctg (�) 2 C((�1;1); IR).10



�¥ª¶¨¿ 4.�°®¨§¢®¤­ ¿, ¥�¥ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨© ¨ ¬¥µ ­¨·¥±ª¨© ±¬»±«. �° ¢­¥­¨¥ ª ± ²¥«¼­®© ¨ ­®°¬ «¨ ª £° ´¨ª³´³­ª¶¨¨.� ª ¨ ¯®­¿²¨¥ ­¥¯°¥°»¢­®±²¨, ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¯°®¨§¢®¤­®© ´³­ª¶¨¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥ ®¡« ±²¨ ®¯°¥-¤¥«¥­¨¿ ´³­ª¶¨¨ ­¥§ ¢¨±¨¬®. �³±²¼ ±­ · «  f : [a; b]! IR ¨ x0 2 (a; b). �±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ¯°¥¤¥«limx!x0 f(x) � f(x0)x� x0 ;²® ¥£® ­ §»¢ ¾² ¯°®¨§¢®¤­®© ´³­ª¶¨¨ f ¢ ²®·ª¥ x0 ¨ ®¡®§­ · ¾² f 0(x0) ¨«¨ ddxf(x0). � ²®·ª µ a ¨ b ° ±±¬ ²°¨¢ ¾²² ª ­ §»¢ ¥¬»¥ ®¤­®±²®°®­­¨¥ ¯°®¨§¢®¤­»¥: f ¨¬¥¥² ®¤­®±²®°®­­¾¾ ¯°®¨§¢®¤­³¾ ¢ ²®·ª¥ a, ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥²¯°¥¤¥« limx!+a f(x) � f(a)x� a :�£® ¨­®£¤  ®¡®§­ · ¾² f 0+(a), ¦¥« ¿ ¯®¤·¥°ª­³²¼, ·²® ¯°®¨§¢®¤­ ¿ ®¤­®±²®°®­­¿¿, ¨­®£¤  ¦¥, ª®£¤  ½²® ­¥ ±³¹¥-±²¢¥­­®, ° §«¨·¨¿ ­¥ ¤¥« ¾² ¨ ½²³ ¯°®¨§¢®¤­³¾ ² ª¦¥ ®¡®§­ · ¾² f 0(a). � ²®·ª µ, £¤¥ ´³­ª¶¨¿ ¨¬¥¥² ¯°®¨§¢®¤­³¾£®¢®°¿², ·²® ¢ ­¨µ ´³­ª¶¨¿ ¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬ . �³±²¼D(x0) | ª« ±± ´³­ª¶¨© ¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬»µ ¢ ²®·ª¥ x0,D(a; b) | ª« ±± ´³­ª¶¨© ¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬»µ ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥ x0 2 (a; b),D[a; b] | ª« ±± ´³­ª¶¨© ¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬»µ ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥ x0 2 (a; b) ¨ ®¡« ¤ ¾¹¨µ ®¤­®±²®°®­­¨¬¨ ¯°®¨§¢®¤-­»¬¨ ¢ ²®·ª µ a ¨ b.�²®¡» ¯®­¿²¼, ¢ ·¥¬ ±®±²®¨² £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨© ±¬»±« ¯°®¨§¢®¤­®©, ° ±±¬®²°¨¬ ³° ¢­¥­¨¥ ±¥ª³¹¥©, ¯°®µ®¤¿¹¥©·¥°¥§ ¤¢¥ ²®·ª¨ £° ´¨ª  f(x; f(x)) j x 2 [a; b]g ´³­ª¶¨¨ f . �¤­  ²®·ª  | ½²® (x1; f(x1)), ¤°³£ ¿ | (x0; f(x0)).�° ¢­¥­¨¥ ±¥ª³¹¥© ¨¬¥¥² ¢¨¤ y = f(x0) + f(x1)� f(x0)x1 � x0 (x� x0):� ½²®© ´®°¬³«¥ ª®½´´¨¶¨¥­² f(x1)�f(x0)x1�x0 ¿¢«¿¥²±¿ ² ­£¥­±®¬ ³£«  ­ ª«®­  ¤ ­­®© ±¥ª³¹¥©. �°¥¤¥«¼­®¥ ¯®«®¦¥­¨¥±¥ª³¹¥©, ª®£¤  x1 ±²°¥¬¨²±¿ ª x0, ­®±¨² ­ §¢ ­¨¥ ª ± ²¥«¼­®© ª £° ´¨ª³ ´³­ª¶¨¨ f ¢ ²®·ª¥ x0. � ª ±«¥¤³¥² ¨§®¯°¥¤¥«¥­¨¿, f 0(x0) | ¥¥ ³£«®¢®© ª®½´´¨¶¨¥­²,  y = f(x0) + f 0(x0)(x � x0)| ³° ¢­¥­¨¥ ª ± ²¥«¼­®©. � ª¨¬ ®¡° §®¬, £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨© ±¬»±« ¯°®¨§¢®¤­®© ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® f 0(x0) | ² ­£¥­±³£«  ­ ª«®­  ª ± ²¥«¼­®© ª £° ´¨ª³ ´³­ª¶¨¨ f ¢ ²®·ª¥ x0. � ¯¨¸¥¬ ¥¹¥ ³° ¢­¥­¨¥ ­®°¬ «¨ ª ´³­ª¶¨¨ f ¢ ²®·ª¥x0. � ª ­ §»¢ ¾² ¯°¿¬³¾, ¯°®µ®¤¿¹³¾ ·¥°¥§ ²®·ª³ (x0; f(x0)) ¨ ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°­³¾ ª ± ²¥«¼­®© ¢ ½²®© ²®·ª¥. �¥°-¯¥­¤¨ª³«¿°­®±²¼ ¤¢³µ ¯°¿¬»µ ®§­ · ¥² ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°­®±²¼ ¨µ ­ ¯° ¢«¿¾¹¨µ ¢¥ª²®°®¢. � ¯° ¢«¿¾¹¨¬ ¢¥ª²®°®¬¤«¿ ª ± ²¥«¼­®© ¡³¤¥², ­ ¯°¨¬¥°, ¢¥ª²®° (1; f 0(x0)). �¥ª²®° (�f 0(x0); 1) ¥¬³ ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°¥­, ¨, §­ ·¨², ¥£® ¬®¦­®±·¨² ²¼ ­ ¯° ¢«¿¾¹¨¬ ¢¥ª²®°®¬ ­®°¬ «¨. �° ¢­¥­¨¥ ­®°¬ «¨, ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ¨¬¥¥² ¢¨¤:(y � f(x0)) � (�f 0(x0)) = (x� x0) � 1 ¨«¨; ¥±«¨ f 0(x0) 6= 0; y = f(x0)� 1f 0(x0) (x� x0):� ¯®­¿²¨¾ ¯°®¨§¢®¤­®© ¯°¨¢®¤¨² ² ª¦¥ § ¤ ·  ® ¢»·¨±«¥­¨¨ ±ª®°®±²¨ ­¥° ¢­®¬¥°­®£® ¤¢¨¦¥­¨¿. �°¥¤¯®«®¦¨¬,·²® ²®·ª M ¤¢¨¦¥²±¿ ¯® ­¥ª®²®°®© ¯°¿¬®©, ª®²®°³¾ ¯°¨¬¥¬ §  ®±¼ Ox. � ¦¤®¬³ §­ ·¥­¨¾ ¢°¥¬¥­¨ t ±®®²¢¥²±²¢³¥²®¯°¥¤¥«¥­­®¥ ° ±±²®¿­¨¥ OM = x. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¬®¦­® ±ª § ²¼, ·²®  ¡±¶¨±±  x ¤¢¨¦³¹¥©±¿ ²®·ª¨ ¥±²¼ ´³­ª¶¨¿¢°¥¬¥­¨ t: x = f(t). �²® ³° ¢­¥­¨¥ ­ §»¢ ¾² ³° ¢­¥­¨¥¬ ¤¢¨¦¥­¨¿. �°¨ ½²®¬ ®²­®¸¥­¨¥f(t) � f(t0)t� t0¢»° ¦ ¥² ±°¥¤­¾¾ ±ª®°®±²¼ ¨§¬¥­¥­¨¿  ¡±¶¨±±» x ­  ¯°®¬¥¦³²ª¥ ¢°¥¬¥­¨ [t0; t]. �°¥¤¥« ½²®© ±°¥¤­¥© ±ª®°®±²¨ ¯°¨t! t0 ­ §»¢ ¥²±¿ ±ª®°®±²¼¾ ¤¢¨¦¥­¨¿ ¢ ¬®¬¥­² ¢°¥¬¥­¨ t0. �¡®§­ · ¿ ½²³ ±ª®°®±²¼ v, ¯®«³·¨¬ v = f 0(t0).�¢¿§¼ ¬¥¦¤³ ­¥¯°¥°»¢­®±²¼¾ ¨ ¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬®±²¼¾. �¢®©±²¢  ¯°®¨§¢®¤­»µ. �°®¨§¢®¤­ ¿ ®¡° ²-­®©, ±«®¦­®© ´³­ª¶¨¨, ´³­ª¶¨¨ § ¤ ­­®© ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨.�¥®°¥¬  1. /f : [a; b]! IR, x0 2 [a; b], f 2 D(x0)/) f 2 C(x0).� : �®ª § ²¥«¼±²¢® ½²®© ¨ ±«¥¤³¾¹¨µ ²¥®°¥¬ ±«¥¤³¥² ¯°®¢®¤¨²¼ ®²¤¥«¼­® ¤«¿ ¢­³²°¥­­¨µ ¨ £° ­¨·­»µ ²®·¥ª[a; b]. �°¨ ½²®¬ µ®¤ ° ±±³¦¤¥­¨© ®±² ¥²±¿ ­¥¨§¬¥­­»¬, ¬¥­¿¾²±¿ «¨¸¼ ¨±¯®«¼§³¥¬»¥ ®¡®§­ ·¥­¨¿. �®½²®¬³ §¤¥±¼,¨ ¢ ¤ «¼­¥©¸¥¬, ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ²®«¼ª® ¯¥°¢»© ±«³· ©. �°®¢¥°¨¬, ·²® limx!x0(f(x) � f(x0)) = 0.limx!x0(f(x) � f(x0)) = limx!x0 f(x) � f(x0)x� x0 (x� x0) = limx!x0 f(x) � f(x0)x� x0 limx!x0(x� x0) = f 0(x0) � 0 = 011



¯® ²¥®°¥¬¥ ® ¯°¥¤¥«¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿. ��«¥¤±²¢¨¥. �±«¨ ´³­ª¶¨¿ ° §°»¢­  ¢ ­¥ª®²®°®© ²®·ª¥, ²® ¢ ½²®© ²®·ª¥ ®­  ­¥ ¨¬¥¥² ¯°®¨§¢®¤­®©.�°¨¬¥°. �³­ª¶¨¿ y = jxj ­¥¯°¥°»¢­  ¢ ²®·ª¥ 0, ­® ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¢ ½²®© ²®·ª¥ ¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬®©.�¥®°¥¬  2. /f : IR! IR, f(x) = c/) f 0(x) = 0.� : limx!x0 f(x) � f(x0)x� x0 = limx!x0 c� cx� x0 = 0: ��¥®°¥¬  3. /f; g : [a; b]! IR, x0 2 [a; b], f; g 2 D(x0)/) ) (f + g) 2 D(x0) ¨ (f + g)0(x0) = f 0(x0) + g0(x0),¡) (f � g) 2 D(x0) ¨ (f � g)0(x0) = f 0(x0) � g(x0) + f(x0) � g0(x0)¢) ¥±«¨ g(x0) 6= 0, ²® (1=g) 2 D(x0) ¨ (1=g)0(x0) = �g0(x0)=g2(x0).� : �®«¼§³¥¬±¿ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ ¯°®¨§¢®¤­®© ¨ ®±­®¢­»¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨ ¯°¥¤¥« . ) limx!x0 (f + g)(x)� (f + g)(x0)x� x0 = limx!x0 f(x) � f(x0)x� x0 + limx!x0 g(x) � g(x0)x� x0 = f 0(x0) + g0(x0);¡) limx!x0 (fg)(x) � (fg)(x0)x� x0 = limx!x0 f(x)g(x) � f(x)g(x0) + f(x)g(x0) � f(x0)g(x0)x� x0 == limx!x0 f(x) limx!x0 g(x)� g(x0)x� x0 + g(x0) limx!x0 f(x) � f(x0)x� x0 = f 0(x0) � g(x0) + f(x0) � g0(x0);¢) limx!x0 (1=g)(x)� (1=g)(x0)x� x0 = limx!x0 g(x0) � g(x)g(x)g(x0)(x � x0) = �g0(x0)=g2(x0): ��«¥¤±²¢¨¿. /f; g : [a; b]! IR, x0 2 [a; b], f; g 2 D(x0), g(x0) 6= 0/) ) (f(x0) + c)0 = f 0(x0),¡) (c � f(x0))0 = c � f 0(x0),¢) (f=g)0(x0) = (g(x0)f 0(x0)� g0(x0)f(x0))=g2(x0).�³±²¼ f : [a; b]! [A;B], g : [A;B]! IR. �®£¤  ´³­ª¶¨¾ h = g � f : [a; b]! IR, ®¯°¥¤¥«¥­­³¾ ¯° ¢¨«®¬ h(x) = g(f(x)),­ §»¢ ¾² ±«®¦­®© ´³­ª¶¨¥©.�¥®°¥¬  4. /f : [a; b] ! [A;B], g : [A;B] ! IR, x0 2 [a; b], y0 = f(x0) 2 [A;B], f 2 D(x0), g 2 D(y0)/)h = g � f 2 D(x0) ¨ h0(x0) = g0(y0) � f 0(x0).� : �®ª § ²¥«¼±²¢® ¯°®¢¥¤¥¬ ²®«¼ª® ¤«¿ ±«³· ¿, ª®£¤  f(x) 6= y0 ¤«¿ ¢±¥µ x ¨§ ­¥ª®²®°®© ¯°®ª®«®²®© ®ª°¥±²­®±²¨O0�(x0) ²®·ª¨ x0: limx!x0 g(f(x)) � g(f(x0))x� x0 = limx!x0 g(f(x)) � g(f(x0))f(x) � f(x0) limx!x0 f(x) � f(x0)x� x0 = g0(y0)f 0(x0):�®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ±¤¥« ­®, ­ ¯°¨¬¥°, ®±­®¢»¢ ¿±¼ ­  ®¯°¥¤¥«¥­¨¨ ¯°¥¤¥« . ��³±²¼ f : [a; b]! [A;B], g : [A;B]! IR ² ª®¢», ·²® ±«®¦­ ¿ ´³­ª¶¨¿ h = g � f : [a; b]! IR ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ° ¢¥­±²¢³h(x) = x ¯°¨ «¾¡®¬ x 2 [a; b]. �®£¤  ´³­ª¶¨¾ g ­ §»¢ ¾² ®¡° ²­®© ª f ´³­ª¶¨¥©.�¥®°¥¬  5. /f 2 C([a; b]), f : [a; b]! [A;B], g : [A;B]! IR | ®¡° ²­ ¿ ª f ´³­ª¶¨¿, x0 2 (a; b), y0 = f(x0) 2 [A;B],f 2 D(x0), f 0(x0) 6= 0/) g 2 D(y0) ¨ g0(y0) = 1=f 0(x0).� : �¥ ®£° ­¨·¨¢ ¿ ®¡¹­®±²¨, ¬®¦­® ±·¨² ²¼, ·²® f([a; b]) = [A;B], f(a) = �, f(b) = B. �³±²¼ y 2 [A;B]. �®£¤ ,¯® ²¥®°¥¬¥ ® ¯°®¬¥¦³²®·­®¬ §­ ·¥­¨¨, f(x) = y ¯°¨ ­¥ª®²®°®¬ §­ ·¥­¨¨ x 2 [a; b]. �®½²®¬³limy!y0 g(y) � g(y0)y � y0 = limx!x0 g(f(x)) � g(f(x0))f(x) � f(x0) = limx!x0 x� x0f(x) � f(x0) = 1=f 0(x0);² ª ª ª, ¥±«¨ y ! y0, ²® ¨ g(y) ! g(y0) ¯® ²¥®°¥¬¥ ® ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ ®¡° ²­®© ´³­ª¶¨¨,  , §­ ·¨², g(f(x)) ! g(f(x0))¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, x! x0. �� ¢¨±¨¬®±²¼ ¬¥¦¤³ ¯¥°¥¬¥­­»¬¨ x ¨ y ¨­®£¤  ³¤®¡­® § ¤ ¢ ²¼ ¤¢³¬¿ ³° ¢­¥­¨¿¬¨ x = '(t), y =  (t), £¤¥ t |¢±¯®¬®£ ²¥«¼­ ¿ ¯¥°¥¬¥­­ ¿ (¯ ° ¬¥²°). � ª®© ±¯®±®¡ § ¤ ­¨¿ § ¢¨±¨¬®±²¨ ¬¥¦¤³ x ¨ y, ­®±¨² ­ §¢ ­¨¥ ¯ ° ¬¥-²°¨·¥±ª®£®.�¥®°¥¬  6. �±«¨ ´³­ª¶¨¿ y ®²  °£³¬¥­²  x § ¤ ­  ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨ x = '(t), y =  (t), £¤¥ ´³­ª¶¨¨ '(t) ¨  (t)¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬» ¨ '0(t) 6= 0, ²® ¯°®¨§¢®¤­ ¿ ½²®© ´³­ª¶¨¨ ¥±²¼y0x = y0tx0t :� ¡«¨¶  ¯°®¨§¢®¤­»µ (¢»¢®¤ ± ¬®±²®¿²¥«¼­®). 12



c0 = 0; x0 = 1; (xa)0 = axa�1;(sinx)0 = cosx; (cos x)0 = � sinx; (tg x)0 = 1cos2 x; (ctg x)0 = � 1sin2 x;(lnx)0 = 1x; (loga x)0 = 1x lna; (ex)0 = ex; (ax)0 = ax ln a;(arcsin x)0 = 1p1� x2 ; (arccos x)0 = � 1p1� x2 ; (arctg x)0 = 11 + x2 ; (arcctg x)0 = � 11 + x2 :�¥ª¶¨¿ 5.�®£ °¨´¬¨·¥±ª®¥ ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¥.�³±²¼ y = ln z, z = '(x) | ±«®¦­ ¿ ´³­ª¶¨¿. �®£¤ , ¯® ¯° ¢¨«³ ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¿ ±«®¦­®© ´³­ª¶¨¨,y0x = (ln z)0x = (ln z)0z z0x = 1z z0x:�°®¨§¢®¤­ ¿ ®² «®£ °¨´¬  ´³­ª¶¨¨ ­ §»¢ ¥²±¿ «®£ °¨´¬¨·¥±ª®© ¯°®¨§¢®¤­®© ´³­ª¶¨¨.�¨´´¥°¥­¶¨ «, ¥£® £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨© ±¬»±«, ¯°¨¬¥­¥­¨¥ ª ¯°¨¡«¨¦¥­­»¬ ¢»·¨±«¥­¨¿¬. �­¢ °¨ ­²-­®±²¼ ´®°¬» I-£® ¤¨´´¥°¥­¶¨ « .�³±²¼ ´³­ª¶¨¿ f : (a; b) ! IR ¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬  ¢ ²®·ª¥ x 2 (a; b). �¨´´¥°¥­¶¨ «®¬ ´³­ª¶¨¨ f ¢ ²®·ª¥ x­ §»¢ ¾² «¨­¥©­³¾ ´³­ª¶¨¾ df(x) : IR! IR, ª®²®° ¿ ·¨±«³ dx ±®¯®±² ¢«¿¥² ·¨±«® f 0(x)dx, ¿¢«¿¿±¼, ² ª¨¬ ®¡° §®¬,®¯¥° ²®°®¬ ³¬­®¦¥­¨¿ ­  f 0(x). � ¦­® ¯®¤·¥°ª­³²¼, ·²® x ¨ dx| ¤¢¥ ° §«¨·­»¥ ­¥§ ¢¨±¨¬»¥ ¯¥°¥¬¥­­»¥. �¥°¢ ¿,x, ¯°¨­ ¤«¥¦¨² ®¡« ±²¨ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ (a; b) ´³­ª¶¨¨ f , ¢ ­¥© ¢»·¨±«¿¥²±¿ §­ ·¥­¨¥ ¯°®¨§¢®¤­®©, ¢²®° ¿, dx, |¨§¬¥­¿¥²±¿ ­  ·¨±«®¢®© ¯°¿¬®©, ¢ ½²¨µ ²®·ª µ ¢»·¨±«¿¾²±¿ §­ ·¥­¨¿ «¨­¥©­®© ´³­ª¶¨¨ df(x). �°¨ ½²®¬ §­ ·¥­¨¥´³­ª¶¨¨ df (x) ­  ½«¥¬¥­²¥ dx § ¯¨±»¢ ¾² ¢ ¢¨¤¥ df(x) = f 0(x)dx,   ¯°®¨§¢®¤­³¾ { ¢ ¢¨¤¥ ®²­®¸¥­¨¿ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «®¢:f 0(x) = df(x)dx .�¥®¬¥²°¨·¥±ª¨© ±¬»±« ¤¨´´¥°¥­¶¨ «  ±¢®¤¨²±¿ ª £¥®¬¥²°¨·¥±ª®¬³ ±¬»±«³ ¯°®¨§¢®¤­®© ´³­ª¶¨¨ f . �®±ª®«¼ª³¯°®¨§¢®¤­ ¿ ¢ ²®·ª¥ x| ½²® ² ­£¥­± ³£«  ­ ª«®­  ª ± ²¥«¼­®© ¢ ½²®© ²®·ª¥, ²® ¤¨´´¥°¥­¶¨ « ´³­ª¶¨¨ f ¢ ²®·ª¥ x­  ½«¥¬¥­²¥ dx ½²® ¯°¨° ¹¥­¨¥ ®°¤¨­ ²» ª ± ²¥«¼­®© ª £° ´¨ª³ ´³­ª¶¨¨ ¢ ²®·ª¥ x, ª®£¤  x ¯®«³· ¥² ¯°¨° ¹¥­¨¥dx.�«¿ ¬ «®£® §­ ·¥­¨¿ ¯°¨° ¹¥­¨¿  °£³¬¥­²  �x ´³­ª¶¨¨ f 2 D(x) ¢ ²®·ª¥ x ±¯° ¢¥¤«¨¢  ¯°¨¡«¨¦¥­­ ¿ ´®°¬³« f(x +�x) � f(x) + f 0(x)�x = f(x) + df(x)dx (�x):�±¯®«¼§®¢ ­¨¥ ½²®© ´®°¬³«» ¥±²¼ ±³²¼ ´° §» ® ¯°¨¬¥­¥­¨¨ ¯°®¨§¢®¤­®© ¨«¨ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «  ¢ ¯°¨¡«¨¦¥­­»µ ¢»-·¨±«¥­¨¿µ.�®£« ±­® ´®°¬³«¥ ® ¯°®¨§¢®¤­®© ±«®¦­®© ´³­ª¶¨¨, ¤«¿ ª®¬¯®§¨¶¨¨ h = g � f ®²®¡° ¦¥­¨¿ f : (a; b) ! (A;B),¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬®£® ¢ ²®·ª¥ x 2 (a; b), ¨ g : (A;B)! IR, ¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬®£® ¢ ²®·ª¥ y = f(x) 2 (A;B),h0(x) = g0(y)f 0(x):�®½²®¬³ dh(x) = h0(x)dx = g0(y)f 0(x)dx = g0(y)df(x) = g0(f(x))df(x):� ¢¥­±²¢® dh(x) = h0(x)dx = g0(f(x))df(x) ¢»° ¦ ¥² ±®¡®© ¨­¢ °¨ ­²­®±²¼ ´®°¬» I-£® ¤¨´´¥°¥­¶¨ « : ¤¨´´¥°¥­-¶¨ « ´³­ª¶¨¨ ° ¢¥­ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¾ ¯°®¨§¢®¤­®© ½²®© ´³­ª¶¨¨ ­  ¤¨´´¥°¥­¶¨ «  °£³¬¥­² , ¯°¨ ½²®¬ ¡¥§° §«¨·­®,¡³¤¥² «¨ ½²®²  °£³¬¥­² ­¥§ ¢¨±¨¬®© ¯¥°¥¬¥­­®© ¨«¨ ¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬®© ´³­ª¶¨¥© ®² ¤°³£®© ­¥§ ¢¨±¨¬®© ¯¥°¥¬¥­-­®©.�¥®°¥¬» �¥°¬ , �®««¿, � £° ­¦ , �®¸¨.�¥®°¥¬  1. (�¥°¬ ) /f : (a; b)! IR, x0 2 (a; b), f 2 D(x0), f(x0) 6 f(x) ¤«¿ ¢±¥µ x 2 (a; b)/) f 0(x0) = 0.� : �±«¨ x < x0, ²® f(x) � f(x0)x� x0 6 0;  ¥±«¨ x > x0, ²® f(x) � f(x0)x� x0 > 0:�±¯®«¼§³¿ ¯¥°¢®¥ ­¥° ¢¥­±²¢®, ¯®«³·¨¬, ·²® f 0(x0) 6 0, ¢²®°®¥ | ·²® f 0(x0) > 0. �®½²®¬³ f 0(x0) = 0. ��«¥¤±²¢¨¥ /f : (a; b)! IR, x0 2 (a; b), f 2 D(x0), f(x0) > f(x) 8 x 2 (a; b)/) f 0(x0) = 0.13



�¥®¬¥²°¨·¥±ª ¿ ±¬»±« ²¥®°¥¬» �¥°¬  ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¥±«¨ ¢ ²®·ª¥ x0 2 (a; b) ´³­ª¶¨¿ ¯°¨­¨¬ ¥² ­ ¨¡®«¼¸¥¥¨«¨ ­ ¨¬¥­¼¸¥¥ §­ ·¥­¨¥, ²® ª ± ²¥«¼­ ¿ ª £° ´¨ª³ ´³­ª¶¨¨ ¢ ½²®© ²®·ª¥ ¯ ° ««¥«¼­  ®±¨ Ox.�§ ½²®© ²¥®°¥¬» ±«¥¤³¥² ² ª¦¥, ·²® ¥±«¨ ´³­ª¶¨¿ ®¯°¥¤¥«¥­  ­  ­¥ª®²®°®¬ ¨­²¥°¢ «¥ ¨ ¢ ª ª®©-²® ²®·ª¥ ½²®£®¨­²¥°¢ «  ¯°¨­¨¬ ¥² §­ ·¥­¨¥, ¿¢«¿¾¹¥¥±¿ ­ ¨¡®«¼¸¨¬ ¨«¨ ­ ¨¬¥­¼¸¨¬ ¢ ­¥ª®²®°®© ®ª°¥±²­®±²¨ ³ª § ­­®© ²®·ª¨(  ­¥ ®¡¿§ ²¥«¼­® ­  ¢±¥¬ ¨­²¥°¢ «¥, ­  ª®²®°®¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ´³­ª¶¨¿), ²® ¯°®¨§¢®¤­ ¿ ¢ ½²®© ²®·ª¥ ° ¢­ ­³«¾, ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ª ± ²¥«¼­ ¿ ¢ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ²®·ª¥ £° ´¨ª  ´³­ª¶¨¨ £®°¨§®­² «¼­ .� ¬¥· ­¨¥. �­ «®£¨·­®¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ¤«¿ ´³­ª¶¨©, § ¤ ­­»µ ­  ®²°¥§ª¥ [a; b] ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿ ­¥¢¥°­®. �°¨¬¥°,| ´³­ª¶¨¿ f(x) = x ­  ®²°¥§ª¥ [0; 1]. (�±«¨ ½²³ ´³­ª¶¨¾ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ­  ¨­²¥°¢ «¥ (0; 1), ²® ­  ­¥¬ f(x) ­¥¯°¨­¨¬ ¥² ­¨ ¬¨­¨¬ «¼­®£®, ­¨ ¬ ª±¨¬ «¼­®£® §­ ·¥­¨¿.)�¥®°¥¬  2. (�®««¼) /f 2 C[a; b], f 2 D(a; b), f(a) = f(b)/) 9x0 2 (a; b) : f 0(x0) = 0.� : �¥®°¥¬  �¥©¥°¸²° ±± : /f 2 C([a; b]; IR)/) f ¤®±²¨£ ¥² ­  [a; b] ±¢®¨µ ¬¨­¨¬ «¼­®£® ¨ ¬ ª±¨¬ «¼­®£® §­ ·¥­¨©.�³±²¼M = maxf(x), m = minf(x), ²®£¤ m 6 f(x) 6M ¤«¿ ¢±¥µ x 2 [a; b]. �±«¨ m = M , ²® f ¯®±²®¿­­ , ¨ ¢ ª ·¥±²¢¥x0 ¬®¦­® ¢§¿²¼ «¾¡³¾ ²®·ª³ (a; b). �±«¨ m 6= M , ²®, ¨§-§  f(a) = f(b), µ®²¿ ¡» ®¤­® ¨§ m ¨«¨ M ­¥ ¯°¨­¨¬ ¥²±¿­  ª®­¶ µ ®²°¥§ª  [a; b]. �³±²¼, ­ ¯°¨¬¥°, ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥­­®±²¨ x0 2 (a; b) ² ª®¢®, ·²® f(x0) = M . �® ²¥®°¥¬¥ �¥°¬ f 0(x0) = 0. ��¥®¬¥²°¨·¥±ª¨ ²¥®°¥¬  �®««¿ ®§­ · ¥², ·²® ³ £° ´¨ª  ­¥¯°¥°»¢­®© ­  ®²°¥§ª¥ ¨ ¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬®© ¢­³²°¨ ­¥£®´³­ª¶¨¨, ¯°¨­¨¬ ¾¹¥© ­  ª®­¶ µ ½²®£® ®²°¥§ª  ®¤¨­ ª®¢»¥ §­ ·¥­¨¿, ±³¹¥±²¢³¥² ²®·ª , ¢ ª®²®°®© ª ± ²¥«¼­ ¿¯ ° ««¥«¼­  ®±¨ Ox.�¥®°¥¬  3. (�®¸¨) /f; g 2 C[a; b], f; g 2 D(a; b), g0(x) 6= 0 ¯°¨ x 2 (a; b)/) 9x0 2 (a; b) :f(b) � f(a)g(b)� g(a)) = f 0(x0)g0(x0)(®²±¾¤  ¢ · ±²­®±²¨ ±«¥¤³¥², ·²® g(b) 6= g(a)).� : �® ·²® g(b) 6= g(a), ±«¥¤³¥² ¨§ ²¥®°¥¬» �®««¿. � ±±¬®²°¨¬ ¢±¯®¬®£ ²¥«¼­³¾ ´³­ª¶¨¾h(x) = ������f(x) g(x) 1f(a) g(a) 1f(b) g(b) 1������ :�®£¤  h 2 C[a; b], h 2 D(a; b), h(a) = h(b) = 0. �® ²¥®°¥¬¥ �®««¿ ­ ©¤¥²±¿ x0 2 (a; b), ² ª ¿ ·²® h0(x0) = 0. �²®®§­ · ¥², ·²® ������f 0(x0) g0(x0) 0f(a) g(a) 1f(b) g(b) 1������ = f 0(x0)(g(a) � g(b)) � g0(x0)(f(a) � f(b)) = 0: ��«¥¤±²¢¨¥ (²¥®°¥¬  � £° ­¦ ) /f 2 C[a; b], f 2 D(a; b)/) 9x0 2 (a; b) :f(b) � f(a) = f 0(x0)(b� a):�²  ²¥®°¥¬  ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ¤®«¦­  ­ ©²¨±¼ ²®·ª  x0 (¡»²¼ ¬®¦¥² ¨ ­¥ ®¤­ ), ¢ ª®²®°®© ª ± ²¥«¼­ ¿ ª £° ´¨ª³¯ ° ««¥«¼­  µ®°¤¥, ±®¥¤¨­¿¾¹¥© ²®·ª¨ (a; f(a)), (b; f(b)).�¥¬¬  /f 2 C(ha; bi), f 0(x) = 0 ­  (a; b)/) f(x) = const ­  ha; bi.� : �³±²¼ x1; x2 2 ha; bi. �®£¤  ¯® ²¥®°¥¬¥ � £° ­¦  ­ ©¤¥²±¿ x0 2 (x1; x2), ¢ ª®²®°®©f(x2) � f(x1) = f 0(x0)(x2 � x1) = 0: ��¥¬¬  /f 2 C(a; b), c 2 (a; b), f 2 D(a; c), f 2 D(c; b), 9 limx!c f 0(x) = A/) f 2 D(a; b) ¨ f 0(c) = A.� : �®«¼§³¥¬±¿ ²¥®°¥¬®© � £° ­¦ : f(x) � f(c)x� c = f 0(x0)¤«¿ ­¥ª®²®°®£® x0 2 (x; c). �®±ª®«¼ª³ x0 2 (x; c), ²® ¯°¨ x! c ®¡¿§ ²¥«¼­® x0 ! c ¨ f 0(x0)! A. �®½²®¬³f(x) � f(c)x� c ! A¯°¨ x! c. � 14



�¥ª¶¨¿ 6.�° ¢¨«  �®¯¨² «¿.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1. (¡¥±ª®­¥·­®£® ¯°¥¤¥«  ´³­ª¶¨¨). f : (a; b)nx0 ! IR. limx!x0 f(x) = +1 ®§­ · ¥², ·²®8M > 0 9� = �(M ) > 0 : 8x 2 O0�(x0)) f(x) > M:�¥®°¥¬  1. (¯° ¢¨«  �®¯¨² «¿ (0=0)) /f; g 2 D(O0�(x0)), limx!x0 f(x) = limx!x0 g(x) = 0, g0(x) 6= 0 ¢ O0�(x0), ±³¹¥±²¢³¥²ª®­¥·­»© ¨«¨ ¡¥±ª®­¥·­»© ¯°¥¤¥« limx!x0 f 0(x)=g0(x)/)1): 9 limx!x0 f(x)g(x) ; 2): limx!x0 f(x)g(x) = limx!x0 f 0(x)g0(x) :� : �®®¯°¥¤¥«¨¬ ´³­ª¶¨¨ f ¨ g ¢ ²®·ª¥ x0, ¯®«®¦¨¢ f(x0) = g(x0) = 0. �® ²¥®°¥¬¥ �®¸¨:f(x)g(x) = f(x) � f(x0)g(x)� g(x0) = f 0(�)g0(�) ;¤«¿ ­¥ª®²®°®£® � 2 (x; x0), � = �(x) { ­¥ª®²®° ¿ ´³­ª¶¨¿  °£³¬¥­²  x. �®±ª®«¼ª³ �(x) 2 (x; x0) ¯°¨ «¾¡®¬ x ¡«¨§ª®¬ª x0, ²® ¯°¨ x! x0 ®¡¿§ ²¥«¼­® �(x)! x0. �®½²®¬³limx!x0 f(x)g(x) = limx!x0 f 0(�(x))g0(�(x)) = lim�(x)!x0 f 0(�(x))g0(�(x)) = limx!x0 f 0(x)g0(x) : ��¥®°¥¬  2. (¯° ¢¨«  �®¯¨² «¿ (1=1)) (¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ ) /f; g 2 D(O0�(x0)),limx!x0 f(x) = limx!x0 g(x) =1, g0(x) 6= 0 ¢ O0�(x0), ±³¹¥±²¢³¥² ª®­¥·­»© ¨«¨ ¡¥±ª®­¥·­»© ¯°¥¤¥« limx!x0 f 0(x)=g0(x)/)1): 9 limx!x0 f(x)g(x) ; 2): limx!x0 f(x)g(x) = limx!x0 f 0(x)g0(x) :� ¬¥· ­¨¥ 1. �¥®°¥¬» ®±² ¾²±¿ ±¯° ¢¥¤«¨¢»¬¨ ² ª¦¥ ¨ ¤«¿ ±«³· ¿, ª®£¤  x0 = 1. �°®¬¥ ²®£® ®­¨ ¢¥°­» ² ª¦¥¨ ¤«¿ ®¤­®±²®°®­­¨µ ¯°¥¤¥«®¢.� ¬¥· ­¨¥ 2. �±«¨ ¯°¥¤¥« limx!x0 f 0(x)=g0(x) ­¥ ±³¹¥±²¢³¥², ²® ½²® ­¥ ®§­ · ¥², ·²® ­¥ ±³¹¥±²¢³¥² ¯°¥¤¥«limx!x0 f(x)=g(x).� ¬¥· ­¨¥ 3. �­®£¤  ¯° ¢¨«  �®¯¨² «¿ ¯°¨¬¥­¿¾² ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­® ­¥±ª®«¼ª® ° §.�°³£¨¥ ¢¨¤» ­¥®¯°¥¤¥«¥­­®±²¥©: (0 � 1), (1�1), (00), (10), (11) (¯®±«¥¤­¨¥ ²°¨ ¯¥°¥¤ ° ±±¬®²°¥­¨¥¬ ³¤®¡­®¯°®«®£ °¨´¬¨°®¢ ²¼), | ° §«¨·­»¬¨ ²®¦¤¥±²¢¥­­»¬¨ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿¬¨ ±² ° ¾²±¿ ±¢¥±²¨ ª ®±­®¢­»¬ ²¨¯ ¬ (0=0)¨«¨ (1=1).�¥±ª®­¥·­® ¬ «»¥ ¨ ¡¥±ª®­¥·­® ¡®«¼¸¨¥ ´³­ª¶¨¨ (­ ¯®¬¨­ ­¨¥).�³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¤¥©±²¢¨²¥«¼­®§­ ·­»¥ ´³­ª¶¨¨, § ¤ ­­»¥ ­  ¨­²¥°¢ «¥ (a; b) (ª®­¥·­®¬ ¨«¨ ¡¥±ª®­¥·­®¬),ª°®¬¥, ¡»²¼ ¬®¦¥², ²®·ª¨ x0 2 [a; b].�³­ª¶¨¾ f ­ §»¢ ¾² ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «®© (¯°¨ x! x0), ¥±«¨limx!x0 f(x) = 0:�³­ª¶¨¾ 1=f ­ §»¢ ¾² ¯°¨ ½²®¬ ¡¥±ª®­¥·­® ¡®«¼¸®© (¯°¨ x ! x0). � ¯¨±¼ f(x) = �o(1) = o(1) ®§­ · ¥², ·²® f¿¢«¿¥²±¿ ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «®© (¯°¨ x! x0). �±«®¢¨¥ (¯°¨ x! x0) ­¥ ¢µ®¤¨² ¢ ®´®°¬«¥­¨¥ f(x) = o(1), ®­® ¤®¡ ¢«¿¥²±¿¥±«¨ ½²®£® ²°¥¡³¥² ª®­²¥ª±², ­® · ±²® ½²®£® ¤®¡ ¢«¥­¨¿ ­¥ ²°¥¡³¥²±¿ ¢®¢±¥.�«¥¤±²¢¨¥. /f : (a; b)nfx0g ! IR, x0 2 [a; b]/)limx!x0 f(x) = A , f(x) = A+ o(1):�¡®§­ ·¥­¨¥ f(x) = o(g(x)) ¯°¨ x! x0 ®§­ · ¥², ·²® f(x) = �(x)g(x), £¤¥ �(x) = o(1) (¯°¨ x! x0).�«¥¤³¥² ¯®¤·¥°ª­³²¼, ·²® § ¯¨±¼ f(x) = o(1) ´ ª²¨·¥±ª¨ ®§­ · ¥² ¯°¨­ ¤«¥¦­®±²¼f 2 fh j limx!x0 h(x) = 0g:�®½²®¬³ · ±²® ¬®¦­® ¢±²°¥²¨²¼ § ¯¨±¨ ² ª®£® ²¨¯  x = 2x+o(1) = x2+o(1) = o(1). � ½²®© § ¯¨±¨ ¯¥°¢®¥ ° ¢¥­±²¢®¯® ±³¹¥±²¢³ ¿¢«¿¥²±¿ § ¬¥­¨²¥«¥¬ §­ ª  " 2 ",   ¯®±«¥¤³¾¹¨¥ ¢»° ¦ ¾² ±®¢¯ ¤¥­¨¥ ¬­®¦¥±²¢ ´³­ª¶¨©.15



�¥ª¶¨¿ 7.�®°¬³«  �¥©«®°  ± ®±² ²®·­»¬ ·«¥­®¬ ¢ ´®°¬¥ � £° ­¦ . � §«®¦¥­¨¥ ®±­®¢­»µ ½«¥¬¥­² °­»µ ´³­ª-¶¨©.�±«¨ ´³­ª¶¨¿ f : (a; b)! IR ¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬  ­  ¨­²¥°¢ «¥ (a; b), ²® ¬®¦­® ° ±±¬®²°¥²¼ ¢®¯°®± ® ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¨¯°®¨§¢®¤­®© ³ ­®¢®© ´³­ª¶¨¨ f 0 : (a; b)! IR. �±«¨ ² ª ¿ ¯°®¨§¢®¤­ ¿ ±³¹¥±²¢³¥² ¢ ²®·ª¥ x0 2 (a; b), ²® ½²® ®¡®§­ -· ¾² ² ª: f 2 D2(x0). �¡®§­ ·¥­¨¥ f 2 D2(a; b) ¨±¯®«¼§³¾², ¥±«¨ ² ª ¿ ¯°®¨§¢®¤­ ¿ ±³¹¥±²¢³¥² ­  ¢±¥¬ ¨­²¥°¢ «¥(a; b). � ª¨¥ ¯°®¨§¢®¤­»¥ ­ §»¢ ¾² ¯°®¨§¢®¤­»¬¨ ¯®°¿¤ª  2. �³±²¼ n 2 NN, n > 1. �®  ­ «®£¨¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¾²®¡®§­ ·¥­¨¥ f 2 Dn(x0) | ª« ±± ´³­ª¶¨© f 2 Dn�1(a; b), ³ ª®²®°»µ f (n�1) 2 D(x0), ¨ ®¡®§­ ·¥­¨¥ f 2 Dn(a; b)| ª« ±± ´³­ª¶¨© f 2 Dn�1(a; b), ³ ª®²®°»µ ¯°®¨§¢®¤­ ¿ f (n�1) 2 D(a; b). � ª¨¥ ¯°®¨§¢®¤­»¥ ­ §»¢ ¾² ±² °¸¨¬¨¯°®¨§¢®¤­»¬¨ ¨«¨ ¯°®¨§¢®¤­»¬¨ ¯®°¿¤ª  n. �³¤¥¬ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ² ª¦¥ ®¡®§­ ·¥­¨¥ f 2 Dn[a; b], ®²«¨· ¾¹¥¥±¿ ®²f 2 Dn(a; b) ²¥¬, ·²® ¢ ²®·ª µ a ¨ b ±³¹¥±²¢³¾² ¢±¥ ®¤­®±²®°®­­¨¥ ¯°®¨§¢®¤­»¥ ®² 1 ¤® ¯®°¿¤ª  n ¢ª«¾·¨²¥«¼­®.�°®¬¥ ²®£® ³¯®²°¥¡«¿¾²±¿ ² ª¦¥ ®¡®§­ ·¥­¨¥ �n(a; b) | ª« ±± ´³­ª¶¨© ¨§ f 2 Dn(a; b), ¤«¿ ª®²®°»µ f (n) 2 C(a; b),¨, ¯®  ­ «®£¨¨, �n[a; b].�±«¨ ´³­ª¶¨¿ f(x) ¨¬¥¥² ¢ ²®·ª¥ x0 ¯°®¨§¢®¤­³¾, ²® ¥¥ ¯°¨° ¹¥­¨¥ ¬®¦­® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥f(x) � f(x0) = f 0(x0)(x� x0) + �o(x� x0):� ¯¨¸¥¬ ½²® ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ¢ ¢¨¤¥ f(x) = f(x0) + f 0(x0)(x� x0) + �o(x� x0):�¬¥¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¥¥ ®¡®¡¹¥­¨¥ ² ª®£® ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¿ ´³­ª¶¨©, ­ §»¢ ¥¬®£® ´®°¬³«®© �¥©«®°  (®¤­®© ¨§ ¥¥ ¬­®£®-·¨±«¥­­»µ ¢ °¨ ­²®¢ § ¯¨±¨).�¥®°¥¬  1. (´®°¬³«  �¥©«®°  ± ®±² ²®·­»¬ ·«¥­®¬ ¢ ´®°¬¥ �¥ ­®)/f : (a; b)! IR, n 2 NN, x0 2 (a; b), f 2 D(n�1)(a; b),f 2 Dn(x0)/) f(x) = f(x0) + f 0(x0)1! (x� x0) + f 00(x0)2! (x� x0)2 + � � �+ f (n)(x0)n! (x� x0)n + �o((x� x0)n)¯°¨ x! x0.� : �°®¢¥°¨¬ ´®°¬³«³ �¥©«®°  ¤«¿ n = 2. �¡®§­ ·¨¬r(x) = f(x) � f(x0)� f 0(x0)1! (x� x0)� f 00(x0)2! (x� x0)2:�®£¤  r(x0) = r0(x0) = r00(x0) = 0 ¨ ¯® ¯° ¢¨«³ �®¯¨² «¿limx!x0 r(x)(x� x0)2 = limx!x0 r0(x)2(x� x0) = limx!x0 r0(x)� r0(x0)2(x� x0) = r00(x0)2 = 0;².¥. ¤¥©±²¢¨²¥«¼­® r(x) = �o((x � x0)2). �®ª § ²¥«¼±²¢® ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ¯®¢²®°¿¥² ½²¨ ° ±±³¦¤¥­¨¿. �³±²¼r(x) = f(x) � f(x0) � f 0(x0)1! (x� x0) � f 00(x0)2! (x� x0)2 � � � � � f (n)(x0)n! (x� x0)n:�®£¤  r(x0) = r0(x0) = r00(x0) = � � � = r(n)(x0) = 0 ¨ ¯® ¯° ¢¨«³ �®¯¨² «¿limx!x0 r(x)(x� x0)n = � � � = limx!x0 r(n�1)(x)n! (x� x0) = limx!x0 r(n�1)(x)� r(n�1)(x0)n! (x� x0) = r(n)(x0)n! = 0;².¥. ¤¥©±²¢¨²¥«¼­® r(x) = �o((x � x0)n). ��²  ²¥®°¥¬  ®±² ¥²±¿ ±¯° ¢¥¤«¨¢®© ¨ ¤«¿ ´³­ª¶¨¨ f : [a; b]! IR ¯°¨ x0 2 [a; b].�¥®°¥¬  2. (´®°¬³«  �¥©«®°  ± ®±² ²®·­»¬ ·«¥­®¬ ¢ ´®°¬¥ � £° ­¦ )/f : (a; b) ! IR, n 2 NN, x0 2 (a; b), f 2Dn(a; b)/) ¤«¿ x 2 (a; b)f(x) = f(x0) + f 0(x0)1! (x� x0) + f 00(x0)2! (x� x0)2 + � � �+ f (n�1)(x0)(n� 1)! (x� x0)(n�1) + f (n)(�)n! (x� x0)n;£¤¥ � = �(x) { ­¥ª®²®° ¿ ¯°®¬¥¦³²®·­ ¿ ²®·ª  ¨­²¥°¢ «  x; x0.� : � ±±¬®²°¨¬ ´³­ª¶¨¾ r : (a; b)! IRr(t) = f(x) � f(t) � f 0(t)1! (x � t)� f 00(t)2! (x� t)2 � � � � � f (n�1)(t)(n� 1)! (x � t)(n�1):16



�® ²¥®°¥¬¥ �®¸¨ r(t)(x� t)n = r(t)� r(x)(x� t)n � (x� x)n = � r0(�)n(x� �)(n�1) :�®¤±·¨² ¥¬ r0(�). r0(�) = �f 0(�)� f 00(�)1! (x� �) + f 0(�) � f (3)(�)2! (x� �)2 + f 00(�)1! (x� �) � � � ��� f (n)(�)(n� 1)!(x� �)(n�1) + f (n�1)(�)(n� 2)! (x� �)(n�2) = � f (n)(�)(n � 1)! (x� �)(n�1):�®½²®¬³ r(t)(x� t)n = f (n)(�)n! : ��¿¤ �¥©«®° .�³±²¼ f 2 C(a; b) ®¡« ¤ ¥² ¯°®¨§¢®¤­»¬¨ «¾¡®£® ¯®°¿¤ª  (f 2 C1(a; b)). �¡®§­ ·¨¬Tn(f; x; x0) = nXk=0 f (k)(x0)k! (x� x0)k| ¯®«¨­®¬ �¥©«®°  ¯®°¿¤ª  n 2 NN ´³­ª¶¨¨ f ¢ ²®·ª¥ x0 2 (a; b). �¿¤®¬ �¥©«®°  ´³­ª¶¨¨ f ¢ ²®·ª¥ x0 ­ §»¢ ¾²´®°¬ «¼­»©  ­ «®£ ½²®© ª®­¥·­®© ±³¬¬» ¤«¿ ±«³· ¿ ¡¥±ª®­¥·­®£® ·¨±«  ±« £ ¥¬»µ:T (f; x; x0) = 1Xk=0 f (k)(x0)k! (x� x0)k:�²®² °¿¤ ­ §»¢ ¥²±¿ ±µ®¤¿¹¨¬±¿ ¢ ²®·ª¥ x1 2 (a; b), ¥±«¨ ¯°¨ n ! 1 ±µ®¤¨²±¿ ·¨±«®¢ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼Tn(f; x1; x0). �±«¨ ¦¥ ½²  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ° ±µ®¤¨²±¿, ²® ¨ °¿¤ �¥©«®°  ¢ ²®·ª¥ x1 ­ §»¢ ¥²±¿ ° ±µ®¤¿¹¨¬±¿.�³­ª¶¨¿ f ­ §»¢ ¥²±¿  ­ «¨²¨·¥±ª®© ­  (a; b), ¥±«¨ ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥ x1 2 (a; b) ·¨±«®¢ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼Tn(f; x1; x0) ±µ®¤¨²±¿ ¯°¨ n!1 ª f(x1). �« ±±  ­ «¨²¨·¥±ª¨µ ­  (a; b) ´³­ª¶¨© ®¡®§­ · ¾² A(a; b).�°¨¬¥°. �±«¨ p(x) | ¯°®¨§¢®«¼­»© ¯®«¨­®¬, ²® p 2 A(a; b).�¥®°¥¬  3. (¤®±² ²®·­»© ¯°¨§­ ª  ­ «¨²¨·­®±²¨ ´³­ª¶¨¨) /f 2 C1(a; b), ¤«¿ ­¥ª®²®°®£® M > 0 ¢»¯®«­¿¥²±¿jf (n)(x)j 6M ¯°¨ ª ¦¤®¬ x 2 (a; b) ¨ ª ¦¤®¬ n 2 NN/ ) f 2 A(a; b).� : �®±ª®«¼ª³ k � (n� k + 1) > n ¯°¨ «¾¡®¬ k 2 f1; 2; : : :; ng, ²®(n!)2 = (1 � n) � (2 � (n � 1)) � (3 � (n� 2))� : : : �(n � 1) > nn:�®½²®¬³ n! > (pn)n. �³±²¼ x 2 (a; b). �® ´®°¬³«¥ �¥©«®°  ± ®±² ²®·­»¬ ·«¥­®¬ ¢ ´®°¬¥ � £° ­¦ f(x) � Tn(f; x; x0) = f (n)(�)n! (x� x0)n;£¤¥ � = �(x) { ­¥ª®²®° ¿ ¯°®¬¥¦³²®·­ ¿ ²®·ª  ¨­²¥°¢ «  x; x0. �­ ·¨²,jf(x) � Tn(f; x; x0)j = ����f (n)(�)n! (x� x0)n���� 6M � jb� ajpn �n ! 0;ª®£¤  n ! 1. �® ²¥®°¥¬¥ ®¡ ®£° ­¨·¥­­®© ±µ®¤¨¬®±²¨ ®²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ¯°¨ «¾¡®¬ ´¨ª±¨°®¢ ­­®¬ x 2 (a; b)¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ f(x)�Tn(f; x; x0) ±²°¥¬¨²±¿ ª ­³«¾, ¨, ±®®²¢¥²±²¢¥­­®, ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ Tn(f; x; x0) ±µ®¤¨²±¿ª f(x). ��°¨¬¥°».1) f(x) = ex, x0 = 0, f (n)(0) = 1, f (n)(x) = ex ¯°¨ n 2 NN ) jf (n)(x)j 6M = maxfea; ebg ­  (a; b). �® ¤®±² ²®·­®¬³¯°¨§­ ª³  ­ «¨²¨·­®±²¨ ´³­ª¶¨¨ ex = 1Xk=0 xkk !­  ¯°®¨§¢®«¼­®¬ ª®­¥·­®¬ ¨­²¥°¢ «¥ (a; b),   §­ ·¨² ¨ ­  IR.2) f(x) = sinx, f (2k)(0) = 0 ¤«¿ ·¥²­»µ n = 2k ¨ 0, f (2k+1)(0) = (�1)k ¤«¿ ­¥·¥²­»µ n = 2k + 1; ª°®¬¥ ²®£®jf (n)(x)j 6 1 ­  (a; b). �®½²®¬³ sinx = 1Xk=0 (�1)k x2k+1(2k + 1)! ; x 2 IR:17



3) f(x) = cosx, f (2k)(0) = (�1)k ¤«¿ ·¥²­»µ n = 2k ¨ 0, f (2k+1)(0) = 0 ¤«¿ ­¥·¥²­»µ n = 2k + 1; ª°®¬¥ ²®£®jf (n)(x)j 6 1 ­  (a; b). �®½²®¬³ cos x = 1Xk=0 (�1)k x2k(2k)! ; x 2 IR:4) shx = ex � e�x2 = 1Xk=0 x2k+1(2k + 1)! ; x 2 IR:5) chx = ex + e�x2 = 1Xk=0 x2k(2k)! ; x 2 IR:6) (¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ )(1 + x)a = 1 + 1Xk=1 a(a � 1) : : : (a � k + 1)k! xk ; x 2 (�1; 1):7) (¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ ) ln(1 + x) = 1Xk=1 (�1)k�1xkk ; x 2 (�1; 1):�¥ª¶¨¿ 8.�±±«¥¤®¢ ­¨¥ ´³­ª¶¨©: ¢®§° ±² ­¨¥, ³¡»¢ ­¨¥, ½ª±²°¥¬³¬» (­¥®¡µ®¤¨¬»¥ ¨ ¤®±² ²®·­»¥ ³±«®¢¨¿),­ ¨¡®«¼¸¥¥ ¨ ­ ¨¬¥­¼¸¥¥ §­ ·¥­¨¿ ´³­ª¶¨© ­  ®²°¥§ª¥. �»¯³ª«®±²¼, ¢®£­³²®±²¼, ²®·ª¨ ¯¥°¥£¨¡ , ±¨¬¯²®²».�³±²¼ f : (a; b) ! IR. �³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® f ¢®§° ±² ¥² (¨«¨ ³¡»¢ ¥²) ­  (a; b), ¥±«¨ ¨§ x1; x2 2 (a; b), x1 6 x2±«¥¤³¥², ·²® f(x1) 6 f(x2) (¨«¨, ±®®²¢¥²±²¢¥­­®, f(x1) > f(x2)). �³¤¥¬ ² ª¦¥ £®¢®°¨²¼, ·²® f ±²°®£® ¢®§° ±² ¥²(¨«¨ ±²°®£® ³¡»¢ ¥²) ­  (a; b), ¥±«¨ ¨§ x1; x2 2 (a; b), x1 < x2 ±«¥¤³¥², ·²® f(x1) < f(x2) (¨«¨, ±®®²¢¥²±²¢¥­­®,f(x1) > f(x2)).�¥®°¥¬  1 /f 2 D(a; b), f 2 Cha; bi/)1) ¥±«¨ f 0(x) > 0 ­  (a; b) ) f ¢®§° ±² ¥² ­  ha; bi,2) ¥±«¨ f 0(x) > 0 ­  (a; b) ) f ±²°®£® ¢®§° ±² ¥² ­  ha; bi,3) ¥±«¨ f 0(x) 6 0 ­  (a; b) ) f ³¡»¢ ¥² ­  ha; bi,4) ¥±«¨ f 0(x) < 0 ­  (a; b) ) f ±²°®£® ³¡»¢ ¥² ­  ha; bi.� : �®ª § ²¥«¼±²¢  ½²¨µ 4-µ ³²¢¥°¦¤¥­¨©  ­ «®£¨·­», ¯°®¢¥°¨¬, ­ ¯°¨¬¥°, ±¯° ¢¥¤«¨¢®±²¼ 2). �³±²¼ x1 < x2,x1; x2 2 ha; bi. �®£¤  ¯® ´®°¬³«¥ � £° ­¦  f(x2)� f(x1) = f 0(c)(x2 � x1);£¤¥ c 2 (x1; x2) | ­¥ª®²®° ¿ ¯°®¬¥¦³²®·­ ¿ ²®·ª . �®½²®¬³ f(x2) � f(x1) > 0. ��³±²¼ f : (a; b)! IR. �®¢®°¿², ·²® ¯°¨ §­ ·¥­¨¨ x1 2 (a; b)  °£³¬¥­²  x ´³­ª¶¨¿ f(x) ¨¬¥¥² ¬ ª±¨¬³¬ f(x1), ¥±«¨¢ ­¥ª®²®°®© �-®ª°¥±²­®±²¨ O�(x1) ²®·ª¨ x1 ¢»¯®«­¿¥²±¿ ­¥° ¢¥­±²¢® f(x1) > f(x) ¯°¨ ¢±¥µ x 2 O�(x1). �°¨ ½²®¬� > 0 ¬®¦¥² ®ª § ²¼±¿ ¢¥±¼¬  ¬ «¥­¼ª¨¬ ·¨±«®¬. �­®£¤  ª ±«®¢³ ¬ ª±¨¬³¬ ¤®¡ ¢«¿¾² ±«®¢® «®ª «¼­»©: «®ª «¼­»©¬ ª±¨¬³¬. �­ «®£¨·­® ®¯°¥¤¥«¿¾² «®ª «¼­»© ¬¨­¨¬³¬: ²®·ª  x1 |²®·ª  «®ª «¼­®£®¬¨­¨¬³¬  f , ¥±«¨ f(x1) 6 f(x)¯°¨ ¢±¥µ x 2 O�(x1). � ª±¨¬³¬ ¨«¨ ¬¨­¨¬³¬ ´³­ª¶¨¨ ­ §»¢ ¥²±¿ ½ª±²°¥¬³¬®¬ ´³­ª¶¨¨,   ²¥ §­ ·¥­¨¿  °£³¬¥­² ,¢ ª®²®°»µ °¥ «¨§³¾²±¿ ½ª±²°¥¬³¬» ´³­ª¶¨¨, ­ §»¢ ¾²±¿ ¥¥ ²®·ª ¬¨ ½ª±²°¥¬³¬ .�¥®°¥¬  2 (±«¥¤±²¢¨¥ ²¥®°¥¬» �¥°¬ ) /f : (a; b)! IR, x0 2 (a; b) | ²®·ª  ½ª±²°¥¬³¬  f , f 2 D(x0)/) f 0(x0) = 0:�¥®°¥¬  3 (¤®±² ²®·­»¥ ³±«®¢¨¿ ½ª±²°¥¬³¬ ) /f 2 D(a; b), x0 2 (a; b), f 0(x0) = 0, f 0 ¬¥­¿¥² §­ ª ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ·¥°¥§²®·ª³ x0/) x0 | ²®·ª  ¬ ª±¨¬³¬  f , ¥±«¨ ¯°®¨±µ®¤¨² ¨§¬¥­¥­¨¥ §­ ª  ¯°®¨§¢®¤­®© ± ¯«¾±  ­  ¬¨­³±, ¨«¨ ²®·ª ¬¨­¨¬³¬ , ¥±«¨ §­ ª ¬¥­¿¥²±¿ ± ¬¨­³±  ­  ¯«¾±.� : �°®¢¥°¨¬ «¨¸¼ ¯¥°¢³¾ ¯®«®¢¨­³ ³²¢¥°¦¤¥­¨¿ ²¥®°¥¬» | ¢²®° ¿ ¯°®¢¥°¿¥²±¿ ¯®  ­ «®£¨¨. �³±²¼ � > 0 ² ª®¢®,·²®f 0(x) > 0 ¯°¨ x 2 [x0 � �; x0],f 0(x) 6 0 ¯°¨ x 2 [x0; x0 + �].�®£¤  ¯® ²¥®°¥¬¥ 1 f(x) { ¢®§° ±² ¾¹ ¿ ´³­ª¶¨¿ ­  [x0��; x0], f(x) { ³¡»¢ ¾¹ ¿ ´³­ª¶¨¿ ­  [x0; x0+�]. �®½²®¬³x0 | ²®·ª  «®ª «¼­®£® ¬ ª±¨¬³¬ . � 18



�¥®°¥¬  4 /f 2 D(a; b), x0 2 (a; b), f 0(x0) = 0, f 0 ­¥ ¬¥­¿¥² §­ ª ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ·¥°¥§ x0 ¨ ­¥ ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ­®«¼ ¢­¥ª®²®°®© ¯°®ª®«®²®© ®ª°¥±²­®±²¨ x0/) x0 ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ ²®·ª®© ½ª±²°¥¬³¬  f .� : � ª ¨ ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥© ²¥®°¥¬¥ ¯°®¢¥°¨¬ «¨¸¼ ¯®«®¢¨­³ ³²¢¥°¦¤¥­¨¿ ²¥®°¥¬» | ¤°³£ ¿ ¯°®¢¥°¿¥²±¿ ¯®  ­ «®£¨¨.�³±²¼ � > 0 ² ª®¢®, ·²®f 0(x) > 0 ¯°¨ x 2 [x0 � �; x0),f 0(x) > 0 ¯°¨ x 2 (x0; x0 + �].�¯¿²¼ ¦¥ ¯® ²¥®°¥¬¥ 1 f(x) { ±²°®£® ¢®§° ±² ¾¹ ¿ ´³­ª¶¨¿ ­  [x0 � �; x0] ¨ f(x) { ±²°®£® ¢®§° ±² ¾¹ ¿ ´³­ª¶¨¿­  [x0; x+�0]. �®½²®¬³ x0 | ­¥ ²®·ª  ½ª±²°¥¬³¬  f . ��¥®°¥¬  5 /f 2 D(a; b), x0 2 (a; b), f 0(x0) = 0, f 00(x0) > 0/) x0 | ²®·ª  ¬¨­¨¬³¬  f .� : �® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ f 00(x0) = limx!x0 f 0(x)� f 0(x0)x� x0 = limx!x0 f 0(x)x� x0 > 0:�®½²®¬³, ¥±«¨ x ¡«¨§ª® ª x0, ²® f 0(x)x� x0 > 0:�²® ®§­ · ¥², ·²® ¯°®¨§¢®¤­ ¿ f 0 ´³­ª¶¨¨ f ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ·¥°¥§ ²®·ª³ x0 ¬¥­¿¥² §­ ª ± ¬¨­³±  ­  ¯«¾±. �°¨¬¥­¿¿²¥®°¥¬³ 3, ¯®«³·¨¬ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ¤®ª §»¢ ¥¬®© ²¥®°¥¬». �� ¬¥· ­¨¥. �­ «®£¨·­® ¯®ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ¥±«¨ f 0(x0) = 0, f 00(x0) < 0, ²® x0 | ²®·ª  ¬ ª±¨¬³¬  f .�±µ®¤¿ ¨§ ° ±±¬®²°¥­­»µ ²¥®°¥¬, ¯°¨ ®¯°¥¤¥«¥­¨¨, ­ ¯°¨¬¥°, ­ ¨¡®«¼¸¥£® ¨§ §­ ·¥­¨©, ª®²®°®¥ ¬®¦¥² ¯°¨­¨-¬ ²¼ f 2 D[a; b] ­  ®²°¥§ª¥ [a; b], ¯®±²³¯ ¾² ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �­ · «  ­ µ®¤¿² ¢±¥ ²®·ª¨, £¤¥ f 0(x) = 0. �±«¨ ¨µª®«¨·¥±²¢® ­¥¢¥«¨ª®, ²® ¢® ¢±¥µ ² ª¨µ ²®·ª µ ¢»·¨±«¿¾² §­ ·¥­¨¿ ´³­ª¶¨¨ f ¨ ±° ¢­¨¢ ¾² ¬¥¦¤³ ±®¡®©. �»¡° ¢± ¬®¥ ¡®«¼¸®¥ §­ ·¥­¨¥, ±° ¢­¨¢ ¾² ¥£® ±® §­ ·¥­¨¿¬¨ f(a) ¨ f(b). �®«¼¸¥¥ ¨§ ½²¨µ ²°¥µ ·¨±¥« ¨ ¥±²¼ ­ ¨¡®«¼¸¥¥§­ ·¥­¨¥, ¯°¨­¨¬ ¥¬®¥ ´³­ª¶¨¥© f ­  ®²°¥§ª¥ [a; b]. �®£« ±­® ²¥®°¥¬¥ �¥©¥°¸²° ±±  ² ª®¥ §­ ·¥­¨¥ ®¡¿§ ²¥«¼­®¤®±²¨£ ¥²±¿ µ®²¿ ¡» ¢ ®¤­®© ²®·ª¥ [a; b]. � ½²®¬ ±®±²®¨² ¯°¨­¶¨¯¨ «¼­®¥ ®²«¨·¨¥ ½²®© § ¤ ·¨ ®² § ¤ ·¨ ¯®¨±ª ,­ ¯°¨¬¥°, ­ ¨¡®«¼¸¥£® ¨§ §­ ·¥­¨©, ª®²®°®¥ ¬®¦¥² ¯°¨­¨¬ ²¼ f 2 D(a; b) ­  ¨­²¥°¢ «¥ (a; b). � ª ¤«¿ ´³­ª¶¨¨f(x) = 1=x ¢»¯®«­¿¥²±¿ f 2 D(0; 1), ­® ­¨ ¢ ®¤­®© ²®·ª¥ (0; 1) ´³­ª¶¨¿ f ­¥ ¯°¨­¨¬ ¥² ­ ¨¡®«¼¸¥£® §­ ·¥­¨¿, ¤  ¨± ¬®£® §­ ·¥­¨¿ ± ½²¨¬ ±¢®©±²¢®¬ ­¥ ±³¹¥±²¢³¥².�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1. �³­ª¶¨¿ f 2 D(ha; bi) ­ §»¢ ¥²±¿ ¢»¯³ª«®© ¢­¨§ (¢¢¥°µ) ­  ha; bi, ¥±«¨ ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥ x0 2 ha; bi£° ´¨ª ´³­ª¶¨¨ f «¥¦¨² ­¥ ­¨¦¥ (­¥ ¢»¸¥) ª ± ²¥«¼­®© ª ´³­ª¶¨¨ ¢ ½²®© ²®·ª¥:f(x) > f(x0) + f 0(x0)(x� x0) (f(x) 6 f(x0) + f 0(x0)(x� x0))¯°¨ ¢±¥µ x 2 ha; bi ¨ x0 2 ha; bi.�¥®°¥¬  6 /f 2 D2(ha; bi), f 00(x) > 0 ­  ha; bi/) f ¢»¯³ª«  ¢­¨§ ­  ha; bi.� : �»¡¥°¥¬ x; x0 2 ha; bi ¯°®¨§¢®«¼­®. �® ´®°¬³«¥ � £° ­¦ f(x) � f(x0) � f 0(x0)(x� x0) = (f 0(c) � f 0(x0))(x � x0) > 0;² ª ª ª c 2 (x0; x) ¨ f 0(x) | ¢®§° ±² ¾¹ ¿ ­  (x0; x) ´³­ª¶¨¿. ��­ «®£¨·­® ¯®ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ¥±«¨ f 00(x) 6 0 ­  ha; bi, ²® f ¢»¯³ª«  ¢¢¥°µ ­  ha; bi.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2. �®·ª®© ¯¥°¥£¨¡  ´³­ª¶¨¨ f 2 D(ha; bi) ­ §»¢ ¾² ²®·ª³, ¢ ª®²®°®© ¯°®¨±µ®¤¨² ¨§¬¥­¥­¨¥ ¢»¯³ª«-®±²¨ ± ¢»¯³ª«®±²¨ ¢­¨§ ­  ¢»¯³ª«®±²¼ ¢¢¥°µ ¨«¨ ®¡° ²­®.�¥®°¥¬  7 /f 2 D2(ha; bi), x0 2 (a; b), f 00(x0) = 0, f 00 ¬¥­¿¥² §­ ª ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ·¥°¥§ ²®·ª³ x0/) x0 | ²®·ª ¯¥°¥£¨¡  ´³­ª¶¨¨ f .� : � ª ¨ ° ­¼¸¥ ¯°®¢¥°¨¬ «¨¸¼ ¯®«®¢¨­³ ³²¢¥°¦¤¥­¨¿ ²¥®°¥¬» | ¤°³£ ¿ ¯°®¢¥°¿¥²±¿ ¯®  ­ «®£¨¨. �³±²¼, ­ ¯°¨-¬¥°, � > 0 ² ª®¢®, ·²®f 00(x) > 0 ¯°¨ x 2 [x0 � �; x0),f 00(x) 6 0 ¯°¨ x 2 (x0; x0 + �].�® ²¥®°¥¬¥ 6 ´³­ª¶¨¿ f ¢»¯³ª«  ¢­¨§ ­  [x0 � �; x0] ¨ ¢»¯³ª«  ¢¢¥°µ ­  [x0; x0 + �]. ��¯°¥¤¥«¥­¨¥ 3. �³±²¼ f : (a;+1)! IR. �±«¨ ¤«¿ k; l 2 IR ¢»¯®«­¿¥²±¿ ³±«®¢¨¥ f(x) = kx+ l+ �o(1) ¯°¨ x! +1, ²®¯°¿¬ ¿ y = kx+ l ­ §»¢ ¥²±¿  ±¨¬¯²®²®© (­ ª«®­­®©) ´³­ª¶¨¨ f ¯°¨ x! +1. �­ «®£¨·­® ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿  ±¨¬¯²®² ´³­ª¶¨¨ f ¯°¨ x!�1.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 4. �³±²¼ f ®¯°¥¤¥«¥­  ¢ ­¥ª®²®°®© ®ª°¥±²­®±²¨ ²®·ª¨ x0 (¡»²¼ ¬®¦¥² ¨ ®¤­®±²®°®­­¥©). �±«¨¢»¯®«­¿¥²±¿ µ®²¿ ¡» ®¤­® ¨§ limx!x0�0 f(x) = �1; limx!x0+0 f(x) = �1;²® ¯°¿¬ ¿ x = x0 ­ §»¢ ¥²±¿ ¢¥°²¨ª «¼­®©  ±¨¬¯²®²®© ´³­ª¶¨¨ f .�«¿ ­ µ®¦¤¥­¨¿ ­ ª«®­­»µ  ±¨¬¯²®² ®¡»·­® ¢»·¨±«¿¾² ¯°¥¤¥«»limx!1 f(x)x = k; limx!1(f(x) � kx) = l:19


