
�¨­¨±²¥°±²¢® ®¡° §®¢ ­¨¿ �®±±¨©±ª®© �¥¤¥° ¶¨¨\����"- ���������� ��������������� �������������������������� ¨¬. �. �. ������������� ´¥¤°  "�»±¸ ¿ ¬ ²¥¬ ²¨ª "�. �. �®·³°®¢����. ������� ���������. ������ ����(ª° ²ª¨© ª®­±¯¥ª²)
�®±ª¢  2003 £.



�¥ª¶¨¿ 1.�¨±«®¢»¥ °¿¤». �µ®¤¨¬®±²¼ ¨ ±³¬¬  °¿¤ . �°¨¬¥°». �°®±²¥©¸¨¥ ±¢®©±²¢  ±µ®¤¿¹¨µ±¿ °¿¤®¢. �¥®¡µ®¤¨¬®¥ ³±«®¢¨¥±µ®¤¨¬®±²¨. �±² ²®ª °¿¤ . �¿¤» ± ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»¬¨ ·«¥­ ¬¨, ª°¨²¥°¨© ±µ®¤¨¬®±²¨.�³±²¼ ¨¬¥¥²±¿ ­¥ª®²®° ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¤¥©±²¢¨²¥«¼­»µ ·¨±¥«, ±®¥¤¨­¥­­»µ ¬¥¦¤³ ±®¡®© §­ ª®¬ ¯«¾±:u1 + u2 + u3 + � � �+ un + : : : ; ¨«¨ ¡®«¥¥ ª®°®²ª® 1Xn=1un:� ª®¥ ¢»° ¦¥­¨¥ ­ §»¢ ¥²±¿ ¡¥±ª®­¥·­»¬ ·¨±«®¢»¬ °¿¤®¬, ¨«¨ ¯°®±²® ·¨±«®¢»¬ °¿¤®¬. �°¨ ½²®¬ ±« £ ¥¬»¥u1; u2; u3; : : : ; un; : : : ­ §»¢ ¾²±¿ ·«¥­ ¬¨ ½²®£® °¿¤ ,   ±« £ ¥¬®¥, ±²®¿¹¥¥ ­  n-®¬ ¬¥±²¥ { ®¡¹¨¬ ·«¥­®¬ ½²®£®°¿¤ . �¿¤ ±·¨² ¥²±¿ § ¤ ­­»¬, ¥±«¨ ¨§¢¥±²¥­ ®¡¹¨© ·«¥­ ¥£®, ¢»° ¦¥­­»© ª ª ´³­ª¶¨¿ ­®¬¥°  n.�·¨² ¿, ·²® § ¤ ­ ­¥ª®²®°»© °¿¤, ¬®¦­® ®¡° §®¢ ²¼ · ±²¨·­»¥ ±³¬¬» ½²®£® °¿¤ :S1 = u1; S2 = u1 + u2; S3 = u1 + u2 + u3; Sn = u1 + u2 + u3 + � � �+ un:�² ª, · ±²¨·­®© ±³¬¬®© °¿¤  Sn (¯®°¿¤ª  n) ­ §»¢ ¾² ±³¬¬³ ·«¥­®¢ °¿¤  ®² ¯¥°¢®£® u1 ¤® un. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ±ª ¦¤»¬ °¿¤®¬ ±¢¿§ ­  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¥£® · ±²¨·­»µ ±³¬¬ fSng1n=1. � ±±¬®²°¨¬ ¤¢  ±«³· ¿:1. �³±²¼ ¯°¨ ­¥®£° ­¨·¥­­®¬ ¢®§° ±² ­¨¨ ­®¬¥°  n · ±²¨·­ ¿ ±³¬¬  Sn ±²°¥¬¨²±¿ ª ª®­¥·­®¬³ ¯°¥¤¥«³ S:limn!1Sn = S:�®£¤  £®¢®°¿², ·²® ¨±µ®¤­»© °¿¤ ±µ®¤¨²±¿ ¨ ·¨±«® S ­ §»¢ ¾² ±³¬¬®© ½²®£® °¿¤ . � ¬ ·¨±«®¢®© °¿¤ ¯°¨ ½²®¬­ §»¢ ¥²±¿ ±µ®¤¿¹¨¬±¿.2. �³±²¼ ¯°¨ ­¥®£° ­¨·¥­­®¬ ¢®§° ±² ­¨¨ ­®¬¥°  n · ±²¨·­ ¿ ±³¬¬  Sn ­¥ ±²°¥¬¨²±¿ ­¨ ª ª ª®¬³ ª®­¥·­®¬³¯°¥¤¥«³. �®£¤  £®¢®°¿², ·²® ¨±µ®¤­»© °¿¤ ° ±µ®¤¨²±¿ ¨ ±³¬¬» ­¥ ¨¬¥¥². �¨±«®¢®© °¿¤ ¯°¨ ½²®¬ ­ §»¢ ¥²±¿° ±µ®¤¿¹¨¬±¿.�°¨¬¥°» °¿¤®¢:1. 0 + 0 + 0 + � � �+ 0 + : : : ,2. 1 + 1 + 1 + � � �+ 1 + : : : ,3. 1� 1 + 1� � � �+ (�1)n+1 + : : : ,4. 1 + q + q2 + � � �+ qn + : : : ,5. 1 + 1=2 + 1=3 + � � �+ 1=n+ : : : .� ¯°¨¬¥°¥ 1 Sn = 0, ¢ ¯°¨¬¥°¥ 2 Sn = n, ¢ ¯°¨¬¥°¥ 3 Sn = (1� (�1)n)=2, ¢ ¯°¨¬¥°¥ 4 Sn = 1�qn1�q . � ª ª ªlimn!1 0 = 0; limn!1n =1; limn!1(1� (�1)n)=2 ­¥ ±³¹¥±²¢³¥²;²® ¨§ ¯¥°¢»µ ²°¥µ ¯°¨¬¥°®¢ °¿¤®¢ ±µ®¤¿¹¨¬±¿ ¿¢«¿¥²±¿ «¨¸¼ ¯¥°¢»©. � ·¥²¢¥°²®¬ ¯°¨¬¥°¥ limn!1 Sn § ¢¨±¨² ®²¢¥«¨·¨­» q. �±«¨ jqj < 1, ²® limn!1 Sn = 1=(1 � q) { ²® ¥±²¼ °¿¤ ¨§ ¯°¨¬¥°  4 ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ±µ®¤¨²±¿. �±«¨ ¦¥jqj > 1, ²® limn!1 Sn ¨«¨ ° ¢¥­ +1 (¥±«¨ q > 1), ¨«¨ ¢®¢±¥ ­¥ ±³¹¥±²¢³¥² (¥±«¨ q < �1). �®½²®¬³ °¿¤ ¨§ ¯°¨¬¥° 4 ¤«¿ jqj > 1 ° ±µ®¤¨²±¿. �¿¤ ¨§ ¯°¨¬¥°  5 ­®±¨² ±¯¥¶¨ «¼­®¥ ­ §¢ ­¨¥. �£® ­ §»¢ ¾² £ °¬®­¨·¥±ª¨¬. �°®¢¥°¨¬,·²® ®­ ¿¢«¿¥²±¿ ° ±µ®¤¿¹¨¬±¿ °¿¤®¬. �«¿ ½²®£® ° ±±¬®²°¨¬ ±«¥¤³¾¹¨¥ ¥£® · ±²¨:u1 = 1; u2 = 12 ; u3 + u4 = 13 + 14 > 14 + 14 = 12 ; u5 + u6 + u5 + u6 = 15 + 16 + 17 + 18 > 18 + 18 + 18 + 18 = 12¨ ².¤. �¤­®© ¨§ · ±²¥© ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ­ ¯°¨¬¥°, ¢§¿²¼ ±³¬¬³u2m�1+1 + � � �+ u2m > 2m�1=2m = 1=2:� ª¨¬ ®¡° §®¬, · ±²¨·­ ¿ ±³¬¬  S2m ° §¡¨¢ ¥²±¿ ­  m + 1 · ±²¼, ª ¦¤ ¿ ¨§ ª®²®°»µ ¡®«¼¸¥ 1/2. �®½²®¬³ S2m >(m + 1)=2. �¥¬ ± ¬»¬, ª ª ­¥²°³¤­® ¯®­¿²¼, ¬» ¯®ª § «¨, ·²® ¤«¿ 5-£® ¯°¨¬¥°  lim Sn = +1 { °¿¤ ° ±µ®¤¨²±¿.�«¿ ·¨±«®¢»µ °¿¤®¢ ®¯°¥¤¥«¥­»  °¨´¬¥²¨·¥±ª¨¥ ®¯¥° ¶¨¨ ±«®¦¥­¨¿ ¨ ³¬­®¦¥­¨¿ ­  ·¨±«®:1). �³¬¬®© ¤¢³µ ·¨±«®¢»µ °¿¤®¢P1n=1 un ¨ P1n=1 vn ­ §»¢ ¥²±¿ °¿¤ P1n=1(un + vn),2). �¥§³«¼² ²®¬ ³¬­®¦¥­¨¿ °¿¤ P1n=1 un ­  ·¨±«® c 2 IR ­ §»¢ ¥²±¿ °¿¤ P1n=1(c � un).�¥®°¥¬  1. /P1n=1 un { ±µ®¤¿¹¨©±¿ °¿¤, S { ¥£® ±³¬¬ , c 2 IR/ )P1n=1(c � un) = c � S.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �±«¨ Sn { n- ¿ · ±²¨·­ ¿ ±³¬¬  ¨±µ®¤­®£® °¿¤ , ²®, ±®£« ±­® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾, c � Sn { n- ¿ · ±²¨·­ ¿±³¬¬  °¿¤ , ¯®«³·¥­­®£® ¯®±«¥ ³¬­®¦¥­¨¿ ­  c. �®  °¨´¬¥²¨·¥±ª¨¬ ±¢®©±²¢ ¬ ¯°¥¤¥«  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨limn!1 c � Sn = c � limn!1Sn = c � S;·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼ ¯°®¢¥°¨²¼. �­ «®£¨·­® ³±² ­ ¢«¨¢ ¥²±¿2



�¥®°¥¬  2. /S =P1n=1 un, T =P1n=1 vn { ¤¢  ±µ®¤¿¹¨µ±¿ °¿¤ / )P1n=1(un + vn) = S + T .�®ª § ²¥«¼±²¢®. �±«¨ Sn ¨ Tn { n-»¥ · ±²¨·­»¥ ±³¬¬» °¿¤®¢ P1n=1 un ¨ P1n=1 vn ±®®²¢¥²±²¢¥­­®, ²®, ±®£« ±­®®¯°¥¤¥«¥­¨¾, Sn + Tn { n- ¿ · ±²¨·­ ¿ ±³¬¬  °¿¤  P1n=1(un + vn). �®  °¨´¬¥²¨·¥±ª¨¬ ±¢®©±²¢ ¬ ¯°¥¤¥«  ¯®±«¥¤®-¢ ²¥«¼­®±²¨ limn!1(Sn + Tn) = limn!1Sn + limn!1Tn = S + T;·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼ ¯°®¢¥°¨²¼.�³±²¼ P1n=1 un { ­¥ª®²®°»© °¿¤. �°¨ «¾¡®¬ k 2 NN °¿¤P1n=k un ­ §»¢ ¥²±¿ ®±² ²ª®¬ °¿¤ P1n=1 un.�¥®°¥¬  3. /P1n=1 un { ­¥ª®²®°»© °¿¤, P1n=k un { ¥£® ®±² ²®ª/ ) 1). ¥±«¨ ±µ®¤¨²±¿ °¿¤, ²® ±µ®¤¨²±¿ ¨ ¥£®®±² ²®ª, 2). ¥±«¨ ±µ®¤¨²±¿ ®±² ²®ª °¿¤ , ²® ±µ®¤¨²±¿ ¨ ± ¬ °¿¤.�®ª § ²¥«¼±²¢® ®±­®¢ ­® ­  ²¥®°¥¬ µ 1, 2 ¨ ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²®, ­ ¯°¨¬¥°, ¤«¿ ¯°®¢¥°ª¨ 1) ¤®±² ²®·­® § ¬¥²¨²¼,·²® ®±² ²®ª °¿¤  ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯®«³·¥­ ª ª ° §­®±²¼ ¤¢³µ ±µ®¤¿¹¨µ±¿ °¿¤®¢: ¨±µ®¤­®£® ¨ °¿¤  u1 + u2 + � � �+ uk�1 +0 + 0 + � � �+ 0 + : : : . �­ «®£¨·­® ³±² ­ ¢«¨¢ ¥²±¿ ¯³­ª² 2) ²¥®°¥¬».�¥®°¥¬  4 (­¥®¡µ®¤¨¬®¥ ³±«®¢¨¥ ±µ®¤¨¬®±²¨ °¿¤ ). /S =P1n=1 un { ±µ®¤¿¹¨©±¿ °¿¤/ ) lim un = 0.�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ª ª ª un = Sn � Sn�1, ²® ¯®  °¨´¬¥²¨·¥±ª¨¬ ±¢®©±²¢ ¬ ¯°¥¤¥«  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨limn!1un = limn!1(Sn � Sn�1) = limn!1Sn � limn!1Sn�1 = S � S = 0:�«¥¤±²¢¨¥. �±«¨ n-»© ·«¥­ °¿¤  ¯°¨ ­¥®£° ­¨·¥­­®¬ ¢®§° ±² ­¨¨ ¥£® ­®¬¥°  n ­¥ ±²°¥¬¨²±¿ ª ­³«¾, ²® ½²®² °¿¤° ±µ®¤¨²±¿.�°¨¬¥­¿¿ ½²® ±«¥¤±²¢¨¥ ª ¯°¨¬¥° ¬ °¿¤®¢ 2 ¨ 3 (±¬. ¢»¸¥), ¯®«³· ¥¬ ¨µ ° ±µ®¤¨¬®±²¼. � ²®¦¥ ¢°¥¬¿ £ °¬®­¨-·¥±ª¨© °¿¤, ª ª ¡»«® ¯®ª § ­® ¯°¥¦¤¥, ° ±µ®¤¨²±¿, ­® ¤«¿ ­¥£® un = 1=n! 0, ª®£¤  n!1.�«¥¤³¾¹ ¿ ²¥®°¥¬  ®²­®±¨²±¿ ª °¿¤ ¬, ¢±¥ ·«¥­» ª®²®°»µ ¿¢«¿¾²±¿ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»¬¨ ·¨±« ¬¨.�¥®°¥¬  5. /�³±²¼ P1n=1 un { °¿¤ ± ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»¬¨ ·«¥­ ¬¨: un > 0, Sn { ¥£® · ±²¨·­»¥ ±³¬¬»/ ) P1n=1 un{ ±µ®¤¨²±¿ , ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ Sn { ®£° ­¨·¥­ .�®ª § ²¥«¼±²¢®. ): ¥±«¨ °¿¤ ±µ®¤¨²±¿, ²® ±µ®¤¨²±¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ Sn · ±²¨·­»µ ±³¬¬. �®½²®¬³ ®­  ¿¢«¿¥²±¿®£° ­¨·¥­­®© (¯® ±¢®©±²¢ ¬ ±µ®¤¿¹¨µ±¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥©). (: � ª ¯®ª §»¢ ¥² ¯°¨¬¥° 3 °¿¤  ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥¨§ ®£° ­¨·¥­­®±²¨ · ±²¨·­»µ ±³¬¬ Sn ­¥ ±«¥¤³¥² ¨µ ±µ®¤¨¬®±²¼. �¤­ ª®, °¿¤ ¨§ ¯°¨¬¥°  3 ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ °¿¤®¬ ±­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»¬¨ ·«¥­ ¬¨. �±«¨ ¬» ¨¬¥¥¬ °¿¤ ± ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»¬¨ ·«¥­ ¬¨, ²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ · ±²¨·­»µ±³¬¬ ½²®£® °¿¤  Sn = Sn�1 + un > Sn�1 ­¥³¡»¢ ¥². �°®¬¥ ²®£®, ±®£« ±­® ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¾, ®­  ®£° ­¨·¥­  ±¢¥°µ³.� ª ¨§¢¥±²­®, ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ Sn ¨¬¥¥² ¯°¥¤¥«, ·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼ ³±² ­®¢¨²¼.�¥ª¶¨¿ 2.�µ®¤¨¬®±²¼ ·¨±«®¢»µ °¿¤®¢: ¯°¨§­ ª¨ ±° ¢­¥­¨¿, ¨­²¥£° «¼­»© ¯°¨§­ ª, ¯°¨§­ ª � « ¬¡¥° , ¯°¨§­ ª �®¸¨.� ¯®¬¨­ ­¨¥: �¥®°¥¬ . /P1n=1 un { ·¨±«®¢®© °¿¤, un > 0, Sn { ¥£® · ±²¨·­»¥ ±³¬¬»/ ) P1n=1 un { ±µ®¤¨²±¿ ,¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ Sn { ®£° ­¨·¥­ .�«¥¤³¾¹¨¥ ¤¢  ³²¢¥°¦¤¥­¨¿ ¿¢«¿¾²±¿ ¥¥ ±«¥¤±²¢¨¥¬:�¥®°¥¬  1. /P1n=1 un, P1n=1 vn { ¤¢  °¿¤ , 0 6 un 6 vn, n 2 NN/ ) ). �±«¨ °¿¤ P1n=1 vn ±µ®¤¨²±¿, ²® ¨ °¿¤ P1n=1 un ±µ®¤¨²±¿.¡). �±«¨ °¿¤ P1n=1 un ° ±µ®¤¨²±¿, ²® ¨ °¿¤ P1n=1 vn ° ±µ®¤¨²±¿.�®ª § ²¥«¼±²¢®.  ). �³±²¼ Sn ¨ Tn { n-»¥ · ±²¨·­»¥ ±³¬¬» °¿¤®¢ P1n=1 un ¨ P1n=1 vn ±®®²¢¥²±²¢¥­­®. � ª ª ªP1n=1 vn ±µ®¤¨²±¿, ²®, ¯® ¯°¥¤»¤³¹¥© ²¥®°¥¬¥, ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ Tn ®£° ­¨·¥­  ±¢¥°µ³, ±ª ¦¥¬, ·¨±«®¬ T . �§³±«®¢¨© ²¥®°¥¬» Sn 6 Tn ¨, §­ ·¨², ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ Sn ®£° ­¨·¥­  ±¢¥°µ³ ²¥¬ ¦¥ ·¨±«®¬ T . �®½²®¬³, ¯® ¯°¥-¤»¤³¹¥© ²¥®°¥¬¥, °¿¤P1n=1 un ±µ®¤¨²±¿.¡). �²® ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ²¥®°¥¬» ¿¢«¿¥²±¿ ±«¥¤±²¢¨¥¬ ¯¥°¢®£®. �­® ³±² ­ ¢«¨¢ ¥²±¿ ¬¥²®¤®¬ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  "®² ¯°®-²¨¢­®£®". � ¬ ¤ ­®, ·²® °¿¤P1n=1 un ° ±µ®¤¨²±¿. �°¥¤¯®«®¦¨¬ °¿¤P1n=1 vn ±µ®¤¨²±¿. �®£¤ , ¯® ¯¥°¢®© · ±²¨, °¿¤P1n=1 un ±µ®¤¨²±¿ { ¯°®²¨¢®°¥·¨¥ ± ¨±µ®¤­»¬¨ ¤ ­­»¬¨. �®½²®¬³ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ­¥¢¥°­® { °¿¤P1n=1 vn ° ±µ®¤¨²±¿.�¥®°¥¬  2. /P1n=1 un,P1n=1 vn { ¤¢  °¿¤ , 0 6 un, 0 < vn, n 2 NN, limn!1 unvn = c <1/ ) ). �±«¨ °¿¤ P1n=1 vn ±µ®¤¨²±¿, ²® ¨ °¿¤ P1n=1 un ±µ®¤¨²±¿.¡). �±«¨ °¿¤ P1n=1 un ° ±µ®¤¨²±¿, ²® ¨ °¿¤ P1n=1 vn ° ±µ®¤¨²±¿.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �® ³±«®¢¨¾ ²¥®°¥¬» ±³¹¥±²¢³¥² ª®­¥·­»© ¯°¥¤¥« ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ unvn ¨, §­ ·¨², ½²  ¯®±«¥¤®-¢ ²¥«¼­®±²¼ ®£° ­¨·¥­  ±¢¥°µ³ ­¥ª®²®°»¬ ·¨±«®¬ a: unvn < a ¯°¨ ¢±¥µ n. �®½²®¬³ un < a � vn. �°¨¬¥­¿¿ ²¥®°¥¬³1 ª °¿¤ ¬ P1n=1 un, P1n=1 a � vn ¨ ¯®«¼§³¿±¼ ¯° ¢¨«®¬ ³¬­®¦¥­¨¿ ·¨±«®¢®£® °¿¤  ­  ·¨±«®, ¯®«³· ¥¬ ³²¢¥°¦¤¥­¨¿²¥®°¥¬» 2.�«¥¤³¾¹ ¿ ²¥®°¥¬  ¯®§¢®«¿¥² ±¢®¤¨²¼ ¨±±«¥¤®¢ ­¨¥ ±µ®¤¨¬®±²¨ ·¨±«®¢®£® °¿¤  ª ¨±±«¥¤®¢ ­¨¾ ±µ®¤¨¬®±²¨ ­¥-±®¡±²¢¥­­®£® ¨­²¥£° « �¥®°¥¬  3 (¨­²¥£° «¼­»© ¯°¨§­ ª ±µ®¤¨¬®±²¨). /f : [1;1) ! IR+ { ­¥¯°¥°»¢­ ¿ ­¥¢®§° ±² ¾¹ ¿ ´³­ª¶¨¿,un = f(n)/ ) °¿¤ P1n=1 un ¨ ¨­²¥£° « R11 f(t) dt ±µ®¤¿²±¿ ¨ ° ±µ®¤¿²±¿ ®¤­®¢°¥¬¥­­®.3



�®ª § ²¥«¼±²¢®. �­ · «¥ ¯°®¢¥°¨¬, ·²® ¨§ ±µ®¤¨¬®±²¨ ¨­²¥£° «  ±«¥¤³¥² ±µ®¤¨¬®±²¼ °¿¤ . �µ®¤¨¬®±²¼ ¨­²¥£° « ®§­ · ¥², ·²® ±³¹¥±²¢³¥² ª®­¥·­»© ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»© ¯°¥¤¥« ¢¥«¨·¨­ R x1 f(t) dt. �²® ®§­ · ¥², ¢ · ±²­®±²¨, ®£° -­¨·¥­­®±²¼ ±¢¥°µ³ ½²¨µ ¢¥«¨·¨­: R x1 f(t) dt < T ¤«¿ ­¥ª®²®°®£® T > 0 ¨ «¾¡®£® x 2 [1;1). � ¬¥²¨¬ ²¥¯¥°¼, ·²®,¨§-§  ¬®­®²®­­®±²¨ f , ¤«¿ ¢±¥µ n > 2 un = f(n) 6 R nn�1 f(t) dt (¤«¿ n = 1 ² ª®£® ­¥° ¢¥­±²¢  ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿ ­ ¯¨± ²¼­¥«¼§¿). �®½²®¬³, ¥±«¨ Tn { n- ¿ · ±²¨·­ ¿ ±³¬¬  °¿¤ P1n=1 un, ²®Tn 6 u1 + nXk=2 Z kk�1 f(t) dt = u1 + Z n1 f(t) dt 6 u1 + T:� ª¨¬ ®¡° §®¬, · ±²¨·­»¥ ±³¬¬» °¿¤ P1n=1 un ®£° ­¨·¥­» ·¨±«®¬ u1+T . �­ ·¨², °¿¤P1n=1 un ±µ®¤¨²±¿, ¯®±ª®«¼ª³un > 0.�®ª § ²¥«¼±²¢® ²®£®, ·²® ¨§ ±µ®¤¨¬®±²¨ °¿¤  ±«¥¤³¥² ±µ®¤¨¬®±²¼ ¨­²¥£° «  ¯®¢²®°¿¥² ±¤¥« ­­»¥ ° ±±³¦¤¥­¨¿:¯³±²¼ °¿¤P1n=1 un ±µ®¤¨²±¿. �®£¤  ¥£® · ±²¨·­»¥ ±³¬¬» ®£° ­¨·¥­» ­¥ª®²®°»¬ ·¨±«®¬ T > 0. �§-§  ¬®­®²®­­®±²¨f ¢»¯®«­¿¥²±¿ R n+1n f(t) dt 6 f(n) = un ¤«¿ n 2 NN. �®½²®¬³ ¤«¿ Sn = R n1 f(t) dtSn = n�1Xk=1 Z k+1k f(t) dt 6 n�1Xk=1 f(k) 6 T:�®«³·¨«¨, ·²® ­¥³¡»¢ ¾¹ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ Sn ®£° ­¨·¥­  ±¢¥°µ³ ·¨±«®¬ T > 0. �­ ·¨², ®­  ¨¬¥¥² ¯°¥¤¥« (­¥®¡¿§ ²¥«¼­® ±®¢¯ ¤ ¾¹¨© ± T ):limn!1Sn = limn!1Sn�1 = S (²:¥: limn!1 Z n1 f(t) dt = limn!1Z n�11 f(t) dt = S); (1)° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»© ¯® ­ ²³° «¼­»¬ §­ ·¥­¨¿¬ n. � ¬ ¦¥ ²°¥¡³¥²±¿ ³±² ­®¢¨²¼ ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¥ ½²®£® ¯°¥¤¥«  ¯®¤¥©±²¢¨²¥«¼­»¬ §­ ·¥­¨¿¬  °£³¬¥­² : limx!1Z x1 f(t) dt = S ? (2)�¥²°³¤­® ¯®­¿²¼, ·²® ² ª®© ¯°¥¤¥« ¤¥©±²¢¨²¥«¼­® ±³¹¥±²¢³¥² ¨ ° ¢¥­ S. �±­®¢­»¬ ³±«®¢¨¥¬ ¤«¿ ½²®£® ¿¢«¿¥²±¿¬®­®²®­­®±²¼ f : ¥±«¨ x 2 [n� 1; n), ²® Sn�1 6 Z x1 f(t) dt 6 Sn:�®¢¬¥¹ ¿ ½²¨ ­¥° ¢¥­±²¢  ± (1), ¯®«³· ¥¬ (2).�±² ¢¸ ¿±¿ · ±²¼ ³²¢¥°¦¤¥­¨© ²¥®°¥¬» ±¢¿§ ­  ± ³²¢¥°¦¤¥­¨¿¬¨ ® ° ±µ®¤¨¬®±²¨. �­¨ ¿¢«¿¾²±¿ ±«¥¤±²¢¨¥¬¯¥°¢®© · ±²¨ ¨ ¤®ª §»¢ ¾²±¿ ¬¥²®¤®¬ "®² ¯°®²¨¢­®£®". �µ¥¬  ° ±±³¦¤¥­¨© ³¦¥ ¡»«  ¯°¨¢¥¤¥­  ¢ ²¥®°¥¬¥ 1: ¯³±²¼° ±µ®¤¨²±¿ °¿¤. �®£¤ , ¯® ¯¥°¢®© · ±²¨, ¨­²¥£° « ±µ®¤¨²±¿ ­¥ ¬®¦¥² (¢ ¯°®²¨¢­®¬ ±«³· ¥ ±µ®¤¨«±¿ ¡» ¨ °¿¤).�¡° ²­®, ¯³±²¼ ° ±µ®¤¨²±¿ ¨­²¥£° «. �®£¤  ° ±µ®¤¨²±¿ ¨ °¿¤ (² ª ª ª ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ® ¥£® ±µ®¤¨¬®±²¨, ¯® ¯¥°¢®©· ±²¨, ¢«¥·¥² ±µ®¤¨¬®±²¼ ¨­²¥£° «  { ¯°®²¨¢®°¥·¨¥).�«¥¤±²¢¨¥. �¿¤ �¨°¨µ«¥P1n=1 n�p, p 2 IR, ±µ®¤¨²±¿ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  p > 1.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �±«¨ p 6 0, ²® n�p ­¥ ±²°¥¬¨²±¿ ª ­³«¾, ª®£¤  n ! 1, { ­¥ ¢»¯®«­¿¥²±¿ ­¥®¡µ®¤¨¬»© ¯°¨§­ ª±µ®¤¨¬®±²¨ °¿¤ , °¿¤ �¨°¨µ«¥ ° ±µ®¤¨²±¿. �³±²¼ p > 0. �® ²¥®°¥¬¥ 3 °¿¤ �¨°¨µ«¥ ±µ®¤¨²±¿ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ ,ª®£¤  ±µ®¤¨²±¿ ¨­²¥£° « R11 t�p dt. �§³·¥­¨¥ ±µ®¤¨¬®±²¨ ½²®£® ¨­²¥£° «  ±®±²®¨² ¢ ¨§³·¥­¨¨ ¢»° ¦¥­¨¿ x1�p=(1�p),p 6= 1, (lnx, p = 1) ¯°¨ x ! 1. �²®² ¯°¥¤¥« ª®­¥·¥­, ¥±«¨ p > 1 { °¿¤ �¨°¨µ«¥ ±µ®¤¨²±¿. �±«¨ p 6 1, ½²®² ¯°¥¤¥«° ¢¥­ ¡¥±ª®­¥·­®±²¨ { °¿¤ �¨°¨µ«¥ ° ±µ®¤¨²±¿.�¥®°¥¬  4 (¯°¨§­ ª � « ¬¡¥° ). /P1n=1 un { ·¨±«®¢®© °¿¤, un > 0. �³±²¼ ±³¹¥±²¢³¥² limn!1 un+1un , ° ¢­»© ·¨±«³q 2 IR ¨«¨ ¡¥±ª®­¥·­®±²¨/ ) ) °¿¤P1n=1 un ±µ®¤¨²±¿ ¢ ±«³· ¥ q < 1, ¡) °¿¤ P1n=1 un ° ±µ®¤¨²±¿ ¢ ±«³· ¥ q > 1 ¨«¨ q =1,¢) ¢ ±«³· ¥ q = 1 ¤«¿ ®²¢¥²  ­  ¢®¯°®± ® ±µ®¤¨¬®±²¨ °¿¤ P1n=1 un ²°¥¡³¥²±¿ ¤®¯®«­¨²¥«¼­®¥ ¨±±«¥¤®¢ ­¨¥.�®ª § ²¥«¼±²¢®.  ). �³¤¥¬ ±° ¢­¨¢ ²¼ °¿¤ Pun ± ±³¬¬®© £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ¯°®£°¥±±¨¨. �«¿ ½²®£® ¢±¯®¬­¨¬ ®¯°¥-¤¥«¥­¨¥ ¯°¥¤¥« : ·¨±«® q ¿¢«¿¥²±¿ ¯°¥¤¥«®¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ un+1un , ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®£® " > 0 ­ ©¤¥²±¿ n = n(") 2 NN² ª®¥, ·²® ¤«¿ ¢±¿ª®£® k > n ¢»¯®«­¿¥²±¿ ­¥° ¢¥­±²¢® jq� uk+1uk j < ". �®«¼§³¿±¼ ½²¨¬ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ ¨ ³±«®¢¨¥¬ q < 1¢®§¼¬¥¬ ª ª®¥-­¨¡³¤¼ � > 0 ² ª, ·²®¡» q+ � ¡»«® ¡» ¢±¥ ¥¹¥ ¬¥­¼¸¥ 1 ¨ ¯®¤¡¥°¥¬ ¤«¿ ½²®£® � ­ ²³° «¼­®¥ n, ·²®¡»¤«¿ ¢±¿ª®£® k > n ¢»¯®«­¿«®±¼ ¡» jq � uk+1uk j < �. �­¨¬¥¬ §­ ª ¬®¤³«¿:q � uk+1uk > �� , uk+1uk < q + �;¥±«¨ k > n. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ k > nuk+1 < (q + �)1uk < (q + �)2uk�1 < � � � < (q + �)k�n+1un4



¨, §­ ·¨², ®±² ²®ªP1k=n uk ¨±µ®¤­®£® °¿¤  ¬®¦­® ±° ¢­¨²¼ ± ®±² ²ª®¬P1k=n un � (q+ �)k ±µ®¤¿¹¥£®±¿ (².ª. q+ � < 1)°¿¤ . �® ²¥®°¥¬¥ 1 ®±² ²®ª P1k=n uk ±µ®¤¨²±¿, §­ ·¨², ±µ®¤¨²±¿ ¨ ± ¬ °¿¤.¡) ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ½²®£® ¯³­ª² , ¢ ®±­®¢­»µ ¬®¬¥­² µ, ¯®¢²®°¿¥² ¤®ª § ²¥«¼±²¢®  ). � ±±¬®²°¨¬ ¥£® ¤«¿ ±«³· ¿q <1. � ¬ ¤ ­®, ·²® q > 1. �®§¼¬¥¬ ª ª®¥-­¨¡³¤¼ � > 0 ² ª, ·²®¡» q � � ¡»«® ¡» ¢±¥ ¥¹¥ ¡®«¼¸¥ 1 ¨ ¯®¤¡¥°¥¬ ¤«¿½²®£® � ­ ²³° «¼­®¥ n, ·²®¡» ¤«¿ ¢±¿ª®£® k > n ¢»¯®«­¿«®±¼ jq � uk+1uk j < �. �­¨¬¥¬ §­ ª ¬®¤³«¿:q � uk+1uk < � , uk+1uk > q � � > 1;¥±«¨ k > n. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ k > nuk+1 > (q � �)1uk > (q � �)2uk�1 > � � � > (q � �)k�n+1un > un:�§ ½²¨µ ­¥° ¢¥­±²¢ ¢¨¤­®, ·²® ­¥ ¢»¯®«­¿¥²±¿ ­¥®¡µ®¤¨¬®¥ ³±«®¢¨¥ ±µ®¤¨¬®±²¨ °¿¤  { ®¡¹¨© ·«¥­ ­¥ ±²°¥¬¨²±¿ ª­³«¾. � ±«³· ¥ q =1 ²®·­® ² ª¦¥ ³±² ­ ¢«¨¢ ¥²±¿, ·²® ®¡¹¨© ·«¥­ °¿¤  un ² ª¦¥ ­¥ ±²°¥¬¨²±¿ ª ­³«¾.¢) �¢  °¿¤  �¨°¨µ«¥P1n=1 n�1 ¨P1n=1 n�2 ¯®ª §»¢ ¾², ·²® ¥±«¨ q = 1, ²® ¨§³· ¥¬»© °¿¤ ¬®¦¥² ° ±µ®¤¨²¼±¿ (¯¥°¢»©±«³· ©) ¨ ¬®¦¥² ±µ®¤¨²¼±¿ (¢²®°®© ±«³· ©).� § ¢¥°¸¥­¨¥ ° ±±¬®²°¨¬ ¥¹¥ ®¤¨­ ¯°¨§­ ª ±µ®¤¨¬®±²¨ °¿¤®¢ ± ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»¬¨ ·«¥­ ¬¨. �£® ¤®ª § ²¥«¼±²¢®¯®¢²®°¿¥² ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 4.�¥®°¥¬  5 (¯°¨§­ ª �®¸¨, ¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ ). /P1n=1 un { ·¨±«®¢®© °¿¤, un > 0. �³±²¼ ±³¹¥±²¢³¥² limn!1 npun,° ¢­»© ·¨±«³ q 2 IR ¨«¨ ¡¥±ª®­¥·­®±²¨/ ) ) °¿¤P1n=1 un ±µ®¤¨²±¿ ¢ ±«³· ¥ q < 1, ¡) °¿¤ P1n=1 un ° ±µ®¤¨²±¿ ¢ ±«³· ¥ q > 1 ¨«¨ q =1,¢) ¢ ±«³· ¥ q = 1 ¤«¿ ®²¢¥²  ­  ¢®¯°®± ® ±µ®¤¨¬®±²¨ °¿¤ P1n=1 un ²°¥¡³¥²±¿ ¤®¯®«­¨²¥«¼­®¥ ¨±±«¥¤®¢ ­¨¥.�®ª § ²¥«¼±²¢®.  ). �° ¢­¨¢ ¥¬ °¿¤ P un ± ±³¬¬®© £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ¯°®£°¥±±¨¨. �¨±«® q ¿¢«¿¥²±¿ ¯°¥¤¥«®¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ npun, ¥±«¨ ¤«¿«¾¡®£® " > 0 ­ ©¤¥²±¿ n = n(") 2 NN ² ª®¥, ·²® ¤«¿ ¢±¿ª®£® k > n ¢»¯®«­¿¥²±¿ ­¥° ¢¥­±²¢® jq � kpukj < ". �®«¼§³¿±¼ ³±«®¢¨¥¬ q < 1 ¢»¡¨° ¥¬� > 0 ² ª, ·²® q + � ¢±¥ ¥¹¥ ¬¥­¼¸¥ 1 ¨ ­ ²³° «¼­®¥ n, ·²®¡» ¤«¿ ¢±¿ª®£® k > n ¢»¯®«­¿¥²±¿ jq � kpukj < �. �­¨¬ ¥¬ §­ ª ¬®¤³«¿:q � kpuk > �� , kpuk < q + � , uk < (q + �)k;¥±«¨ k > n. �­ ·¨², ®±² ²®ª P1k=n uk ¨±µ®¤­®£® °¿¤  ¬®¦­® ±° ¢­¨²¼ ± ®±² ²ª®¬ P1k=n(q + �)k ±µ®¤¿¹¥£®±¿ (².ª. q + � < 1) °¿¤ . �® ²¥®°¥¬¥ 1®±² ²®ª P1k=n uk ±µ®¤¨²±¿, §­ ·¨² ±µ®¤¨²±¿ ¨ ± ¬ °¿¤.¡) (±«³· © q < 1) � ¬ ¤ ­®, ·²® q > 1. �®§¼¬¥¬ � > 0 ² ª, ·²® q � � ¢±¥ ¥¹¥ ¡®«¼¸¥ 1 ¨ ¯®¤¡¥°¥¬ ¤«¿ ½²®£® � ­ ²³° «¼­®¥ n, ·²®¡» ¤«¿ ¢±¿ª®£®k > n ¢»¯®«­¿«®±¼ jq � kpukj < �. �­¨¬¥¬ §­ ª ¬®¤³«¿:q � kpuk < � , kpuk > q � � > 1;¥±«¨ k > n. �§ ½²¨µ ­¥° ¢¥­±²¢ ¢¨¤­®, ·²® ­¥ ¢»¯®«­¿¥²±¿ ­¥®¡µ®¤¨¬®¥ ³±«®¢¨¥ ±µ®¤¨¬®±²¨ °¿¤  { ®¡¹¨© ·«¥­ ­¥ ±²°¥¬¨²±¿ ª ­³«¾.¢) �¢  °¿¤  �¨°¨µ«¥ P1n=1 n�1 ¨P1n=1 n�2 ¯®ª §»¢ ¾², ·²® ¥±«¨ q = 1, ²® ¨§³· ¥¬»© °¿¤ ¬®¦¥² ° ±µ®¤¨²¼±¿ (¯¥°¢»© ±«³· ©) ¨ ¬®¦¥² ±µ®¤¨²¼±¿(¢²®°®© ±«³· ©).�¥ª¶¨¿ 3.�­ ª®¯¥°¥¬¥­­»¥ °¿¤». �¡±®«¾²­ ¿ ¨ ³±«®¢­ ¿ ±µ®¤¨¬®±²¨. �°¨§­ ª �¥©¡­¨¶ . �¢®©±²¢   ¡±®«¾²­® ±µ®¤¿¹¨µ±¿°¿¤®¢.�® ±¨µ ¯®° ¬», ¢ ®±­®¢­®¬, ¨§³· «¨ °¿¤», ±®±² ¢«¥­­»¥ ¨§ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»µ ±« £ ¥¬»µ. � ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ®¡¹¨¥°¿¤», · ±²¼ ª®²®°»µ ±®±²®¨² ¨§ ¯®«®¦¨²¥«¼­»µ ±« £ ¥¬»µ,   ¤°³£ ¿ { ¨§ ®²°¨¶ ²¥«¼­»µ. � ª¨¥ °¿¤» ­ §»¢ ¾²§­ ª®¯¥°¥¬¥­­»¬¨.�¥®°¥¬  1. /P1n=1 un { ·¨±«®¢®© °¿¤,P1n=1 junj { ±µ®¤¿¹¨©±¿ °¿¤/ ) P1n=1 un { ±µ®¤¨²±¿.�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±±¬®²°¨¬ ¢±¯®¬®£ ²¥«¼­»© °¿¤ 1Xn=1(un + junj): (1)�«¿ ¥£® ·«¥­®¢ ¢»¯®«­¥­» ­¥° ¢¥­±²¢  0 6 (un + junj) 6 2junj. �® ³±«®¢¨¾ °¿¤ P1n=1 2junj) ±µ®¤¨²±¿. �®½²®¬³, ¯®¯°¨§­ ª³ ±° ¢­¥­¨¿ °¿¤®¢ ± ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»¬¨ ·«¥­ ¬¨, ±µ®¤¨²±¿ ¨ °¿¤ (1). �±µ®¤­»© ¦¥ °¿¤ ¬®¦¥², ² ª¨¬ ®¡° §®¬,¡»²¼ § ¯¨± ­ ¢ ¢¨¤¥ ° §­®±²¨ ±µ®¤¿¹¨µ±¿ °¿¤®¢1Xn=1un = 1Xn=1(un + junj)� 1Xn=1 junj¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¥±²¼ °¿¤ ±µ®¤¿¹¨©±¿.� ¬¥· ­¨¥. �¡° ²­®¥, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ­¥¢¥°­®. � ª, °¿¤ P1n=1 1n ° ±µ®¤¨²±¿ (£ °¬®­¨·¥±ª¨© °¿¤),   °¿¤ P1n=1 (�1)nn¿¢«¿¥²±¿ ±µ®¤¿¹¨¬±¿. �®§¦¥ ¬» ¥¹¥ ¢¥°­¥¬±¿ ª ¢®¯°®±³ ® ±µ®¤¨¬®±²¨ ¯®±«¥¤­¥£® °¿¤ .5



�¯°¥¤¥«¥­¨¥. �¿¤ ­ §»¢ ¥²±¿  ¡±®«¾²­® ±µ®¤¿¹¨¬±¿, ¥±«¨ ±µ®¤¨²±¿ ª ª ± ¬ °¿¤, ² ª ¨ °¿¤, ±®±² ¢«¥­­»© ¨§ ¬®¤³«¥©¥£® ·«¥­®¢. �¿¤ ­ §»¢ ¥²±¿ ³±«®¢­® ±µ®¤¿¹¨¬±¿, ¥±«¨ ±µ®¤¨²±¿ ± ¬ °¿¤,   °¿¤, ±®±² ¢«¥­­»© ¨§ ¬®¤³«¥© ¥£® ·«¥­®¢,° ±µ®¤¨²±¿.�°¨¬¥°®¬  ¡±®«¾²­® ±µ®¤¿¹¥£®±¿ °¿¤  ¿¢«¿¥²±¿ °¿¤1� 1=2 + 1=4� 1=8 + 1=16� 1=32 + � � � = 1Xn=1(�2)�n:�¯°¥¤¥«¥­¨¥. �¿¤ P1n=1(�1)n�1un, ¤«¿ ª®²®°®£® un > 0, ­ §»¢ ¥²±¿ §­ ª®·¥°¥¤³¾¹¨¬±¿. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿§­ ª®·¥°¥¤³¾¹¥£®±¿ °¿¤  ±²®¿¹¨¥ °¿¤®¬ ±« £ ¥¬»¥ ¨¬¥¾² ¯°®²¨¢®¯®«®¦­»¥ §­ ª¨.�¥®°¥¬  2 (¯°¨§­ ª �¥©¡­¨¶ ). /P1n=1(�1)n�1un { §­ ª®·¥°¥¤³¾¹¨©±¿ (0 6 un) °¿¤, un+1 6 un, n 2 NN, limn!1 un =0/ )P1n=1(�1)n�1un { ±µ®¤¨²±¿.�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±±¬®²°¨¬ · ±²¨·­»¥ ±³¬¬» S2m °¿¤  ·¥²­®£® ¯®°¿¤ª  ¨ § ¯¨¸¥¬ ° ¢¥­±²¢®:S2m = S2m�2 + (u2m�1 � u2m):�® ³±«®¢¨¿¬ ²¥®°¥¬» u2m�1 � u2m > 0, ².¥. ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ S2m ­¥³¡»¢ ¥²: S2m�2 6 S2m. �°®¬¥ ²®£®,S2m = u1 � (u2 � u3)� (u4 � u5)� � � � � (u2m�2 � u2m�1)� u2m 6 u1;².¥. ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ S2m ®£° ­¨·¥­ : S2m 6 u1. �®½²®¬³ ®­  ¨¬¥¥² ¯°¥¤¥«: limm!1 S2m = S. �® S2m+1 =S2m + u2m+1 ¨, §­ ·¨², limm!1S2m+1 = limm!1 S2m + limm!1 u2m+1 = S + 0 = S:�¥¬ ± ¬»¬, ¬» ¯®ª § «¨, ·²® limn!1 Sn = S { °¿¤ ±µ®¤¨²±¿.�°¨¬¥°: °¿¤ P1n=1 (�1)nn ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¿¬ ²¥®°¥¬» 2 ¨, §­ ·¨², ¿¢«¿¥²±¿ ±µ®¤¿¹¨¬±¿.�¥°¥·¨±«¨¬ ­¥ª®²®°»¥ ¨§ ±¢®©±²¢  ¡±®«¾²­® ±µ®¤¿¹¨µ±¿ °¿¤®¢:�¥®°¥¬  3. /P1n=1 un {  ¡±®«¾²­® ±µ®¤¿¹¨©±¿ °¿¤, c { ·¨±«®/ ) P1n=1 c � un {  ¡±®«¾²­® ±µ®¤¿¹¨©±¿ °¿¤.�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ­¥®¡µ®¤¨¬® ¯°®¢¥°¨²¼ ±µ®¤¨¬®±²¼ °¿¤  P1n=1 jc � unj, ª®²®° ¿ ½ª¢¨¢ «¥­²­  ±µ®¤¨¬®±²¨ °¿¤ P1n=1 junj. �®±«¥¤­¨© ¦¥ °¿¤ ±µ®¤¨²±¿ ¯® ³±«®¢¨¾ ²¥®°¥¬».�¥®°¥¬  4. /P1n=1 un, P1n=1 vn { ¤¢   ¡±®«¾²­® ±µ®¤¿¹¨µ±¿ °¿¤ / )P1n=1(un + vn) {  ¡±®«¾²­® ±µ®¤¿¹¨©±¿ °¿¤.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°®¢¥°¨¬ ±µ®¤¨¬®±²¼ °¿¤ P1n=1 jun + vnj. �®£« ±­® ª°¨²¥°¨¾ ±µ®¤¨¬®±²¨ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­®£® °¿¤ ¤«¿ ½²®£® ¤®±² ²®·­® ¯°®¢¥°¨²¼ ®£° ­¨·¥­­®±²¼ ¥£® · ±²¨·­»µ ±³¬¬. � ¯¨¸¥¬ ­¥° ¢¥­±²¢®nXk=1 juk + vkj 6 nXk=1(jukj+ jvkj) = Sn + Tn;£¤¥ Sn; Tn { n-»¥ · ±²¨·­»¥ ±³¬¬» ±µ®¤¿¹¨µ±¿ ¯® ³±«®¢¨¾ ²¥®°¥¬» °¿¤®¢Pnk=1 jukj ¨ Pnk=1 jvkj. �®£« ±­® ²®¬³ ¦¥ª°¨²¥°¨¾ ±µ®¤¨¬®±²¨, Sn ®£° ­¨·¥­» ­¥ª®²®°»¬ ·¨±«®¬ S, Tn { ­¥ª®²®°»¬ ·¨±«®¬ T . �®½²®¬³nXk=1 juk + vkj 6 S + T;·²® ¨ ¤®ª §»¢ ¥² ²¥®°¥¬³.�°¨¢¥¤¥¬ ¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¥¹¥ ­¥±ª®«¼ª® ±¢®©±²¢ ±µ®¤¿¹¨µ±¿ °¿¤®¢.1. �¿¤, ±®±²®¿¹¨© ¨§ ­³«¥¢»µ ·«¥­®¢, ¡¥§³±«®¢­® ¿¢«¿¥²±¿ ±µ®¤¿¹¨¬±¿ ¨ ¤ ¦¥  ¡±®«¾²­®. �­ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥­¢ ¢¨¤¥ 0 + 0 + 0 + � � �+ 0 + � � � = (1 � 1) + (1� 1) + (1� 1) + � � �+ (1 � 1) + : : :�±«¨ ¢ ½²®¬ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¨ ®¯³±²¨²¼ ±ª®¡ª¨, ²® ¯®«³·¨²±¿ ° ±µ®¤¿¹¨©±¿ °¿¤1� 1 + 1� � � �+ (�1)n+1 + : : :� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼­»µ °¿¤®¢ ¢ ¢»° ¦¥­¨¨(u1 + v1) + (u2 + v2) + (u2 + v2) + � � �+ (un + vn) + : : :¢®®¡¹¥ £®¢®°¿ ®¯³±²¨²¼ ±ª®¡ª¨ ­¥«¼§¿. �¤­ ª®, ¥±«¨ µ®²¿ ¡» ®¤¨­ ¨§ °¿¤®¢P1n=1 un ¨«¨P1n=1 vn ±µ®¤¨²±¿, ²® ±ª®¡ª¨¬®¦­® ®¯³±²¨²¼.2. �» ³¦¥ §­ ¥¬, ·²® °¿¤ 1� 1=2 + 1=3� 1=4 + 1=5� � � �+ (�1)n�1=n+ � � � = ln 2 (2)6



¿¢«¿¥²±¿ ±µ®¤¿¹¨¬±¿. �¥°¥±² ¢¨¬ ¥£® ·«¥­» ² ª, ·²®¡» §  ¤¢³¬¿ ¯®«®¦¨²¥«¼­»¬¨ ¸¥« ®¤¨­ ®²°¨¶ ²¥«¼­»© (¯°¨½²®¬ ¯®°¿¤®ª ¯®«®¦¨²¥«¼­»µ ·«¥­®¢ ®±² ¥²±¿ ¯°¥¦­¨¬, ²® ¦¥ ¤«¿ ®²°¨¶ ²¥«¼­»µ):1 + 1=3� 1=2 + 1=5 + 1=7� 1=4 + 1=9 + 1=11� 1=6 + 1=13 + 1=15� 1=8 + : : : (3)�²®² °¿¤ ¬®¦­® ¯®«³·¨²¼, ±«®¦¨¢ °¿¤ (2) ¨ ±µ®¤¿¹¨©±¿ °¿¤(1� 12 + 13 � 14 + 15 � � � �+ (�1)n�1n + : : : )=2 = 0 + 12 + 0� 14 + 0 + 16 + 0� 18 + 0 + 110 + 0 + : : :� ª¨¬ ®¡° §®¬, °¿¤ (3) ±µ®¤¨²±¿ ª 32 ln 2 ¨ ±®±² ¢«¥­ ¨§ ²¥µ ¦¥ ±« £ ¥¬»µ, ·²® ¨ °¿¤ (2), ¢§¿²»µ ¢ ¨§¬¥­¥­­®¬ ¯®°¿¤ª¥.�²® ®§­ · ¥², ·²® ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ®±³¹¥±²¢«¿²¼ ¡¥±ª®­¥·­³¾ ¯¥°¥±² ­®¢ª³ ·«¥­®¢ ¯°®¨§¢®«¼­®£® °¿¤  ­¥«¼§¿ { ² ª ¿®¯¥° ¶¨¿ ¬®¦¥² ¨§¬¥­¨²¼ ±³¬¬³ °¿¤ . � ²® ¦¥ ¢°¥¬¿, ¥±«¨ °¿¤P1n=1 un  ¡±®«¾²­® ±µ®¤¨²±¿, ²® «¾¡ ¿ ¯¥°¥±² ­®¢ª ·«¥­®¢ °¿¤  ¤®¯³±²¨¬  { ±³¬¬  ¯¥°¥±² ¢«¥­­®£® °¿¤  ² ª ¿ ¦¥, ª ª ¨ ¨±µ®¤­®£®.3. � ±±¬®²°¨¬ ®¯¥° ¶¨¾ ³¬­®¦¥­¨¿ °¿¤®¢ P1n=1 un, P1n=1 vn. �¿¤P1n=1wn ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ¨µ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥¬, ¥±«¨wn = nXk=1uk � vn+1�k:�±«¨ °¿¤» P1n=1 un, P1n=1 vn ±µ®¤¿²±¿  ¡±®«¾²­® ¨ S, T { ¨µ ±³¬¬», ²® °¿¤ P1n=1wn ² ª¦¥  ¡±®«¾²­® ±µ®¤¨²±¿ ¨S � T { ¥£® ±³¬¬ .�¥ª¶¨¿ 4.�³­ª¶¨®­ «¼­»¥ °¿¤». �¡« ±²¼ ±µ®¤¨¬®±²¨. � ¢­®¬¥°­ ¿ ±µ®¤¨¬®±²¼. �°¨§­ ª �¥©¥°¸²° ±± . �¢®©±²¢  ° ¢­®-¬¥°­® ±µ®¤¿¹¨µ±¿ °¿¤®¢: ­¥¯°¥°»¢­®±²¼ ±³¬¬» °¿¤ , ¯®·«¥­­®¥ ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¥ ¨ ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¥.�² ¨§³·¥­¨¿ ±¢®©±²¢ ·¨±«®¢»µ °¿¤®¢ ¯¥°¥©¤¥¬ ª °¿¤ ¬, ·«¥­ ¬¨ ª®²®°»µ ¿¢«¿¾²±¿ ­¥ ·¨±« ,   ´³­ª¶¨¨ ¯¥°¥¬¥­­®£®x, ¨«¨ ª ª ¥¹¥ ¨µ ­ §»¢ ¾² { ´³­ª¶¨®­ «¼­»¬ °¿¤ ¬. �³±²¼ ­ ¬ § ¤ ­  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¤¥©±²¢¨²¥«¼­®§­ ·­»µ´³­ª¶¨© un(x), n = 1; 2; 3; : : :, ®¯°¥¤¥«¥­­»µ ­  ­¥ª®²®°®¬, ®¤­®¬ ¨ ²®¬ ¦¥ ¤«¿ ¢±¥µ un(x), ®²°¥§ª¥ [a; b] ¨«¨ ¨­²¥°¢ «¥(a; b). � ¯®±«¥¤­¥¬ ±«³· ¥ ½²®² ¨­²¥°¢ « ¡»²¼ ¬®¦¥² ¡¥±ª®­¥·­»¬ ¢ ®¤­³ ¨«¨ ®¡¥ ±²®°®­», (a;1) ­ ¯°¨¬¥°. �³¤¥¬®¡®§­ · ²¼ ½²³ ®¡« ±²¼ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ´³­ª¶¨© un(x) ±¨¬¢®«®¬ T . �®°®²ª® ½²® § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ² ª un : T ! IR, n 2 NN.�³­ª¶¨®­ «¼­»¬ °¿¤®¬ (­  T ) ­ §»¢ ¾² °¿¤ 1Xn=1un(x); x 2 T: (1)�°¨ ª ¦¤®¬ ´¨ª±¨°®¢ ­­®¬ x 2 T ½²® ®¡»·­»© ·¨±«®¢®© °¿¤,   ´³­ª¶¨®­ «¼­»© °¿¤, ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ½²® ¬­®¦¥±²¢®·¨±«®¢»µ °¿¤®¢, ¢ ª®²®°®¬ ª ¦¤»© ½«¥¬¥­² { °¿¤ ¨¬¥¥² ±¢®¥ ¨­¤¨¢¨¤³ «¼­®¥ ¨¬¿ x. �­®£¤  ½²® ¨¬¿ ­ §»¢ ¾²¯ ° ¬¥²°®¬ °¿¤ , ­® · ¹¥, ² ª¦¥ ª ª ¨ ¤«¿ ´³­ª¶¨© un, ¯¥°¥¬¥­­®© °¿¤  (1). �²®¡» ®²«¨· ²¼ ·¨±«®¢®© °¿¤ ®²´³­ª¶¨®­ «¼­®£®, ³±«®¢¨¬±¿, ·²® 1Xn=1un(x) (2){ ½²® ·¨±«®¢®© °¿¤, §­ ·¥­¨¥ ´³­ª¶¨®­ «¼­®£® °¿¤  ¢ ²®·ª¥ x. � ¬ ¦¥ ´³­ª¶¨®­ «¼­»© °¿¤ ¡³¤¥¬ § ¯¨±»¢ ²¼ ² ª1Xn=1un; ¨«¨ 1Xn=1un(�); ¨«¨ 1Xn=1un(x); x 2 T; (3)± ° §­®© ±²¥¯¥­¼¾ ¯®¤°®¡­®±²¨. � ª ¨ ¤«¿ ·¨±«®¢»µ °¿¤®¢, ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ · ±²¨·­»¥ ±³¬¬»Sk(x) = kXn=1un(x); x 2 T;°¿¤  (3) ¨ ¥£® ®±² ²ª¨ 1Xn=kun(x); x 2 T:�®·ª¨ ¬­®¦¥±²¢  T ¥±²¥±²¢¥­­»¬ ®¡° §®¬ ¯®¤° §¤¥«¿¾²±¿ ­  ¤¢¥ · ±²¨. � ¯¥°¢®© ®²­®±¿² ²¥ x 2 T , ¤«¿ ª®²®°»µ °¿¤(2) ±µ®¤¨²±¿. �¥ ­ §»¢ ¾² ®¡« ±²¼¾ ±µ®¤¨¬®±²¨ ´³­ª¶¨®­ «¼­®£® °¿¤  (3). �® ¢²®°®© · ±²¨ ®²­®±¿² ¢±¥ ®±² ¢¸¨¥±¿²®·ª¨ x 2 T . �«¿ ª ¦¤®© ¨§ ­¨µ °¿¤ (2) ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ ±µ®¤¿¹¨¬±¿. �²³ ®¡« ±²¼ ­ §»¢ ¾² ®¡« ±²¼¾ ° ±µ®¤¨¬®±²¨7



°¿¤  (3). �³¬¬®© S(x) ´³­ª¶¨®­ «¼­®£® °¿¤  ­  ®¡« ±²¨ ±µ®¤¨¬®±²¨ ­ §»¢ ¾² § ¢¨±¨¬®±²¼ ±³¬¬» °¿¤  (2) ®²¯¥°¥¬¥­­®© x.�¤­ ª® ² ª®£® ° §¤¥«¥­¨¿ ²®·¥ª ®ª §»¢ ¥²±¿ ­¥¤®±² ²®·­® ¤«¿ ¯®«³·¥­¨¿ ±¢®©±²¢ ­ ±«¥¤®¢ ­¨¿. � ª °¿¤ ¨§­¥¯°¥°»¢­»µ ´³­ª¶¨© ¬®¦¥² ¢¥±²¨ ±¥¡¿ ¯® ° §­®¬³: ®­ ¬®¦¥² ±µ®¤¨²¼±¿ ª ­¥¯°¥°»¢­®© ´³­ª¶¨¨,   ¬®¦¥² ª ° §-°»¢­®©:�°¨¬¥° 1. � ±±¬®²°¨¬ °¿¤ P1n=1 un(x), x 2 IR, ¤«¿ ª®²®°®£® ¢±¥ un { ­³«¥¢»¥ ´³­ª¶¨¨, ².¥. ´³­ª¶¨¨ ¢ ª ¦¤®©²®·ª¥ x 2 IR ¯°¨­¨¬ ¾¹¨¥ §­ ·¥­¨¥ 0. �®­¿²­®, ·²® ²®£¤  ±³¬¬  °¿¤  { ­³«¥¢ ¿ ´³­ª¶¨¿. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¢±¥ ·«¥­»°¿¤  (3) ¨ ¥£® ±³¬¬  { ­¥¯°¥°»¢­»¥ ´³­ª¶¨¨.�°¨¬¥° 2. � ±±¬®²°¨¬ °¿¤P1n=1 un(x), £¤¥ un(x) = x2=(1+x2)n, x 2 IR. �°¨ x = 0 ¢±¥ un(0) ° ¢­» ­³«¾. �®½²®¬³°¿¤ (2) ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ±µ®¤¨²±¿ ª ­³«¾. �±«¨ ¦¥ x 6= 0, ²® (2) ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ¨§ ±¥¡¿ ±³¬¬³ ¡¥±ª®­¥·­®© £¥®¬¥²°¨·¥±ª®©¯°®£°¥±±¨¨ ±® §­ ¬¥­ ²¥«¥¬ q = 1=(1 + x2) < 1. �£® ±³¬¬  «¥£ª® ¯®¤±·¨²»¢ ¥²±¿ ¨ ° ¢­ x21� q � x2 = 1+ x2 � x2 = 1:� ª¨¬ ®¡° §®¬ ±³¬¬  °¿¤  (3) ¨§ ­¥¯°¥°»¢­»µ ´³­ª¶¨© un ®ª § « ±¼ ° §°»¢­®© ¢ ²®·ª¥ 0: ¢ ­³«¥ ®­  ° ¢­  ­³«¾,  ¢­¥ ­³«¿ ®­  ¯°¨­¨¬ ¥² §­ ·¥­¨¥ 1.�²®¡» ®¡¥±¯¥·¨²¼ ° ±¯°®±²° ­¥­¨¥ ±¢®©±²¢ ·«¥­®¢ ´³­ª¶¨®­ «¼­®£® °¿¤  (­¥¯°¥°»¢­®±²¼, ¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬®±²¼¨ ¤°.) ­  ¥£® ±³¬¬³ ¨±¯®«¼§³¾² ¯®­¿²¨¥ ° ¢­®¬¥°­®© ±µ®¤¨¬®±²¨. � ¯®¬­¨¬ ¯®­¿²¨¥ ±µ®¤¨¬®±²¨. �³±²¼ x { ²®·ª ¨§ ®¡« ±²¨ ±µ®¤¨¬®±²¨. �¨±«® S(x) ­ §»¢ ¾² ±³¬¬®© °¿¤  (2), ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®£® � > 0 ­ ©¤¥²±¿ n0 2 NN ² ª®¥, ·²® ¤«¿¢±¥µ k > n0 ¢»¯®«­¿¥²±¿ ­¥° ¢¥­±²¢® jSk(x)�S(x)j < �. �²® ®§­ · ¥², ·²® ª ª ¡» ¡«¨§ª® ª S(x) ¬» ­¨ § ¤ «¨ £° ­¨¶»,­ ©¤¥²±¿ n0, ¯®±«¥ ª®²®°®£® (k > n0) ¢±¥ ·¨±«  Sk(x) «¥¦ ² ¢ ½²¨µ £° ­¨¶ µ. �® ¤«¿ ° §­»µ x ¨§ ®¡« ±²¨ ±µ®¤¨¬®±²¨½²¨ n0 ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿ ° §­»¥. �³±²¼ ²¥¯¥°¼ [c; d] { ­¥ª®²®°»© ®²°¥§®ª, «¥¦ ¹¨© ¢­³²°¨ ®¡« ±²¨ ±µ®¤¨¬®±²¨ °¿¤ (3). �³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® (3) ±µ®¤¨²±¿ ­  [c; d] ° ¢­®¬¥°­®, ¥±«¨ ·¨±«® n0 ¢±¿ª¨© ° § ¬®¦­® ¢»¡° ²¼ ¥¤¨­»¬ ¤«¿ ¢±¥µx 2 [c; d]:°¿¤ (3) ±µ®¤¨²±¿ ­  [c; d] ° ¢­®¬¥°­®, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®£® � > 0 ­ ©¤¥²±¿ n0 2 NN ² ª®¥, ·²® ¤«¿ ¢±¥µ k > n0 ¨ ¢±¥µx 2 [c; d] ¢»¯®«­¿¥²±¿ ­¥° ¢¥­±²¢® jSk(x)�S(x)j < �. �®¤®¡­»¬ ®¡° §®¬ ¤ ¥²±¿ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ° ¢­®¬¥°­®© ±µ®¤¨¬®±²¨¤«¿ ¤°³£¨µ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¨§ ®¡« ±²¨ ±µ®¤¨¬®±²¨ °¿¤ .�¡»·­® ¤«¿ ¨««¾±²° ¶¨¨ ¯®­¿²¨¿ ° ¢­®¬¥°­®© ±µ®¤¨¬®±²¨ ¨±¯®«¼§³¾² ·¥°²¥¦, ­  ª®²®°®¬ ¨§®¡° ¦ ¾² ®²°¥§®ª[c; d], ±³¬¬³ S(x) ­  [c; d], �-²°³¡ª³ ¢®ª°³£ S(x) ­  [c; d]. �¥° ¢­®¬¥°­®© ±µ®¤¨¬®±²¨ ±®®²¢¥²±²¢³¥², ­ ¯°¨¬¥°, ¯®±²®-¿­­®¥ ¢»«¥§ ­¨¥ ½«¥¬¥­²®¢ Sk(x) ­  [c; d] §  ¯°¥¤¥«» ½²®© ²°³¡ª¨ ª ª¨¬ ¡» ¡®«¼¸¨¬ k ¬» ­¨ § ¤ «¨±¼. � ¢­®¬¥°­®©¦¥ ±µ®¤¨¬®±²¨, ­ ®¡®°®², ±®®²¢¥²±²¢³¥² ±«³· ©, ª®£¤  ¤«¿ «¾¡®© ±ª®«¼ ³£®¤­® ¬ «®© �-²°³¡ª¨ ¢®ª°³£ S(x) ­  [c; d]¬®¦­® ¯®¤®¡° ²¼ n0, ­ ·¨­ ¿ ± ª®²®°®£® ¢±¥ Sk(x) ­  [c; d] ­ µ®¤¿²±¿ ¢­³²°¨ ½²®© ²°³¡ª¨.�µ®¤¨¬®±²¼ °¿¤  (3) ¨§®¡° ¦ ¾² ®¤­®© ±²°¥«ª®© Sn ! S ­  [c; d], ° ¢­®¬¥°­³¾ ±µ®¤¨¬®±²¼ { ¤¢³¬¿ Sn � S ­ [c; d].�¥®°¥¬  1 (¯°¨§­ ª �¥©¥°¸²° ±±  ° ¢­®¬¥°­®© ±µ®¤¨¬®±²¨ °¿¤ ). /P1n=1 un(x), x 2 T , { ´³­ª¶¨®­ «¼­»© °¿¤,P1n=1 vn { ±µ®¤¿¹¨©±¿ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»© ·¨±«®¢®© °¿¤, jun(x)j 6 vn ¯°¨ x 2 T , n 2 NN/ ) °¿¤P1n=1 un(�) ±µ®¤¨²±¿ ­ T ° ¢­®¬¥°­®.�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ¯®¬¨­ ­¨¥:�¥®°¥¬ . /P1n=1 an, P1n=1 bn { ¤¢  °¿¤ , 0 6 an 6 bn, n 2 NN/ ) �±«¨ °¿¤ P1n=1 bn ±µ®¤¨²±¿, ²® ¨ °¿¤ P1n=1 an±µ®¤¨²±¿.�®«¼§³¿±¼ ½²®© ²¥®°¥¬®©, § ª«¾· ¥¬, ·²® ¯°¨ ¢±¥µ x 2 T °¿¤ P1n=1 jun(x)j ±µ®¤¨²±¿. �®½²®¬³ ¯°¨ x 2 T ±µ®¤¨²±¿² ª¦¥ °¿¤ P1n=1 un(x). �³±²¼ S(x) { ¥£® ±³¬¬  ­  T . � «¥¥ ¯®«¼§³¥¬±¿ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ ° ¢­®¬¥°­®© ±µ®¤¨¬®±²¨ (*) ¨±µ®¤¨¬®±²¼¾ °¿¤  P1n=1 vn (**). �® § ¤ ­­®¬³ � > 0 ¢»¡¨° ¥¬, ±®£« ±­® (**), n0 ² ª, ·²®¡»P1n=k vn < � ¯°¨ «¾¡®¬k > n0. �°®¢¥°¨¬, ·²® ½²® n0 { ®¤­® ¨§ ¢®§¬®¦­»µ ¤«¿ ¢»¯®«­¥­¨¿ (*). �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¯³±²¼ k > n0 { «¾¡®¥. �®£¤ jSk(x) � S(x)j = j 1Xn=k+1un(x)j 6 1Xn=k+1 jun(x)j 6 1Xn=k+1vn < �:� ª¨¬ ®¡° §®¬ ¬» ¯°®¢¥°¨«¨ ¢»¯®«­¥­¨¥ ²°¥¡®¢ ­¨© ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ° ¢­®¬¥°­®© ±µ®¤¨¬®±²¨.�¥®°¥¬  2. /un 2 C(T ), n 2 NN, P1n=1 un(x), x 2 T , { ´³­ª¶¨®­ «¼­»© °¿¤, ° ¢­®¬¥°­® ±µ®¤¿¹¨©±¿ ª S(x) ­  T/ )S(�) 2 C(T ).�°®¢¥°¨¬ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ S(�) ¢ ²®·ª¥ x0 2 T . � ¤ ¤¨¬±¿ ¢¥«¨·¨­®© � > 0 ¨ ¯®¤¡¥°¥¬ (¨§-§  ° ¢­®¬¥°­®©±µ®¤¨¬®±²¨) n0 ² ª, ·²®¡» jSk(x)� S(x)j < �=4 ¯°¨ ¢±¥µ k > n0 ¨ ¢±¥µ x 2 T . �³±²¼ k = n0 + 1. �® ³±«®¢¨¾ ´³­ª¶¨¿Sk, ª ª ª®­¥·­ ¿ ±³¬¬  ­¥¯°¥°»¢­»µ, ­¥¯°¥°»¢­  ¢ ²®·ª¥ x0. �­ ·¨², ­ ©¤¥²±¿ � > 0 ² ª®¥, ·²® jSk(x)�Sk(x0)j < �=2¥¤¢  «¨¸¼ jx� x0j < � ¨ x 2 T . �±¥ ¯®¤£®²®¢¨²¥«¼­»¥ ¤¥©±²¢¨¿ ¢»¯®«­¥­», ®±² ¥²±¿ ¯°®¨§¢¥±²¨ ¯®±«¥¤­¾¾ ®¶¥­ª³,¨§ ª®²®°®© ±«¥¤³¥² ­¥¯°¥°»¢­®±²¼ ¢ ²®·ª¥ x0 ( , §­ ·¨², ¨ ­  T ):jS(x) � S(x0)j 6 jS(x)� Sk(x)j+ jSk(x)� Sk(x0)j+ jSk(x0)� S(x0)j < �=4 + �=2 + �=4 = �8



¥¤¢  «¨¸¼ jx� x0j < � ¨ x 2 T .� ¬¥· ­¨¥. � ¯°¨¬¥°¥ 2 °¿¤ ¨§ ­¥¯°¥°»¢­»µ ´³­ª¶¨© ±µ®¤¨²±¿ ª ´³­ª¶¨¨ ° §°»¢­®©. �®½²®¬³ ®­ ±µ®¤¨²±¿ ­¥° ¢-­®¬¥°­®.� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ¢®¯°®±» ¯®·«¥­­®£® ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¿ ¨ ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¿ °¿¤®¢.�¥®°¥¬  3. /un 2 C[a; b], n 2 NN, c 2 [a; b], S(x) = P1n=1 un(x), x 2 [a; b], { ° ¢­®¬¥°­® ±µ®¤¿¹¨©±¿ ´³­ª¶¨®­ «¼­»©°¿¤, vn(x) = R xc un(t) dt, x 2 [a; b], n 2 NN/ ) P1n=1 vn(x), x 2 [a; b], { ° ¢­®¬¥°­® ±µ®¤¿¹¨©±¿ ´³­ª¶¨®­ «¼­»© °¿¤,¤«¿ ª®²®°®£® R xc S(t) dt =P1n=1 vn(x). �®±«¥¤­¥¥ ° ¢¥­±²¢® ¨­®£¤  § ¯¨±»¢ ¾² ¢ ¢¨¤¥Z xc 1Xn=1un(t) dt = 1Xn=1Z xc un(t) dt:�´®°¬³«¨°®¢ ­­®¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ­ §»¢ ¾² ²¥®°¥¬®© ® ¯®·«¥­­®¬ ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¨ ° ¢­®¬¥°­® ±µ®¤¿¹¨µ±¿ °¿¤®¢.� ¬¥· ­¨¥. �±«¨ ´³­ª¶¨®­ «¼­»© °¿¤ ¨§ ²¥®°¥¬» 3 ±µ®¤¨²±¿, ­® ³±«®¢¨¥ ° ¢­®¬¥°­®© ±µ®¤¨¬®±²¨ ®²±³²±²¢³¥², ²®³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ²¥®°¥¬» 3 ¬®¦¥² ¢»¯®«­¿²¼±¿ ¨ ¬®¦¥² ­¥ ¢»¯®«­¿²¼±¿.�¥®°¥¬  4 (±«¥¤±²¢¨¥ ²¥®°¥¬» 3). /vn 2 C1[a; b], n 2 NN,P1n=1 v0n(x), x 2 [a; b], { ° ¢­®¬¥°­® ±µ®¤¿¹¨©±¿ ´³­ª¶¨®­ «¼-­»© °¿¤/ )¥±«¨ °¿¤ P1n=1 vn(x) ±µ®¤¨²±¿ µ®²¿ ¡» ¢ ®¤­®© ²®·ª¥ c 2 [a; b], ²® ®­ ±µ®¤¨²±¿ ° ¢­®¬¥°­® ­  [a; b], ¥£® ±³¬¬ S(x) =P1n=1 vn(x) ¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬  ­  [a; b] ¨S0(x) = 1Xn=1v0n(x) = 1Xn=1 v0n(x):�²® ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ­ §»¢ ¾² ²¥®°¥¬®© ® ¯®·«¥­­®¬ ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¨ ° ¢­®¬¥°­® ±µ®¤¿¹¨µ±¿ °¿¤®¢.� ¬¥· ­¨¥. �®«¥§­»¬ ¤®¯®«­¥­¨¥¬ ª ²¥®°¥¬¥ 4 ¡³¤¥² ¯°¨¬¥° ´³­ª¶¨®­ «¼­®£® °¿¤  ¢¨¤  (3), ³ ª®²®°®£® vn(x) = 1¯°¨ ¢±¥µ x ¨ n. �²® ¢±¾¤³ ° ±µ®¤¿¹¨©±¿ °¿¤, ¤«¿ ª®²®°®£® °¿¤P1n=1 v0n(x) ¿¢«¿¥²±¿ ­³«¥¢»¬ ¨, §­ ·¨², ° ¢­®¬¥°­®±µ®¤¿¹¨¬±¿.�¥ª¶¨¿ 5.�²¥¯¥­­»¥ °¿¤». �¥®°¥¬  �¡¥«¿. �¡« ±²¼ ±µ®¤¨¬®±²¨ ±²¥¯¥­­®£® °¿¤ . � ¤¨³± ±µ®¤¨¬®±²¨. �±­®¢­»¥ ±¢®©±²¢ ±²¥¯¥­­»µ °¿¤®¢: ° ¢­®¬¥°­ ¿ ±µ®¤¨¬®±²¼, ­¥¯°¥°»¢­®±²¼ ¨ ¡¥±ª®­¥·­ ¿ ¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬®±²¼ ±³¬¬». �®·«¥­­®¥¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¥ ¨ ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¥ ±²¥¯¥­­»µ °¿¤®¢.�¤­¨¬ ¨§ ­ ¨¡®«¥¥ ¨§¢¥±²­»µ ¨ ¨§³·¥­­»µ ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¥© ´³­ª¶¨®­ «¼­»µ °¿¤®¢ ¿¢«¿¾²±¿ ² ª ­ §»¢ ¥¬»¥±²¥¯¥­­»¥ °¿¤». �³­ª¶¨®­ «¼­»© °¿¤ ¢¨¤  1Xn=1 an(x� x0)n; (1)£¤¥ an, x0 { § ¤ ­­»¥ ¤¥©±²¢¨²¥«¼­»¥ ·¨±« , x { ¯¥°¥¬¥­­ ¿, ­ §»¢ ¥²±¿ ±²¥¯¥­­»¬ °¿¤®¬, ·¨±«  an, n 2 NN, {ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨ ½²®£® °¿¤ . �®¯°®± ® ±µ®¤¨¬®±²¨ °¿¤  (1) ®¡»·­® ±¢®¤¿² ª ¨±±«¥¤®¢ ­¨¾ °¿¤  P1n=1 anzn.�¥®°¥¬  1 (�¡¥«¼). /P1n=1 anzn ±µ®¤¨²±¿ ¯°¨ z = z0/ ) ®­ ±µ®¤¨²±¿  ¡±®«¾²­® 8z: jzj < jz0j.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®±ª®«¼ª³ P1n=1 anzn0 { ±µ®¤¿¹¨©±¿ °¿¤, ²® ¯® ­¥®¡µ®¤¨¬®¬³ ¯°¨§­ ª³ ±µ®¤¨¬®±²¨ ®¡¹¨© ·«¥­½²®£® °¿¤  ¤®«¦¥­ ±²°¥¬¨²¼±¿ ª ­³«¾ ± °®±²®¬ n: limn!1 anzn0 = 0:�²±¾¤  ±«¥¤³¥², ¢ · ±²­®±²¨, ·²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ fanzn0 g1n=1 ®£° ­¨·¥­ , ±ª ¦¥¬ ­¥ª®²®°»¬ ·¨±«®¬ M > 0:janzn0 j < M; n = 1; 2; 3; : : :: (2)�°®¢¥°¨¬, ·²® ¨§ (2) ±«¥¤³¥² ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ²¥®°¥¬»: ¯³±²¼ jzj < jz0j. �®£¤ 1Xn=1 janznj = 1Xn=1 janzn0 j ���� zz0 ����n : (3)�¤¥« ­­®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ¯°¨ ¨±±«¥¤®¢ ­¨¨ ±µ®¤¨¬®±²¨ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­®£® °¿¤  (3) ³¤®¡­® ¢®±¯®«¼-§®¢ ²¼±¿ ¯°¨§­ ª®¬ ±° ¢­¥­¨¿ ¨ ° ±±¬®²°¥²¼ °¿¤ 1Xn=1M ���� zz0 ����n :9



�²®² °¿¤ ±µ®¤¨²±¿, ².ª. j zz0 j < 1. �®½²®¬³, ¯®«¼§³¿±¼ (2), § ª«¾· ¥¬, ·²® °¿¤ (3) ±µ®¤¨²±¿.�«¥¤±²¢¨¥ 1. /P1n=1 anzn ° ±µ®¤¨²±¿ ¯°¨ z = z0/ ) ®­ ° ±µ®¤¨²±¿ 8z: jzj > jz0j.�®ª § ²¥«¼±²¢® ±«¥¤±²¢¨¿ ¯°®¢®¤¨²±¿ ¬¥²®¤®¬ "®² ¯°®²¨¢­®£®": ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ® ±µ®¤¨¬®±²¨ °¿¤  (3) ¯°¨ ª ª®¬-­¨¡³¤¼ jzj > jz0j ­¥¬¥¤«¥­­® ¯°¨¢®¤¨² ª ¯°®²¨¢®°¥·¨¾ ¯® ²¥®°¥¬¥ 1.�®«³·¥­­»¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¿ ¤¥« ¾² ¥±²¥±²¢¥­­»¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ª°³£  ¨ ° ¤¨³±  ±µ®¤¨¬®±²¨: �¥«¨·¨­  R > 0(·¨±«® ¨«¨ ±¨¬¢®« +1) ² ª ¿, ·²® ¯°¨ ¢±¥µ z, ³ ª®²®°»µ jzj < R), °¿¤1Xn=1anzn (4)±µ®¤¨²±¿,   ¯°¨ ¢±¥µ z, ³ ª®²®°»µ jzj > R) { ° ±µ®¤¨²±¿, ­ §»¢ ¥²±¿ ° ¤¨³±®¬ ±µ®¤¨¬®±²¨ (4). �­®¦¥±²¢® ²®·¥ª z, ³ª®²®°»µ jzj < R, ­ §»¢ ¥²±¿ ª°³£®¬ ±µ®¤¨¬®±²¨ °¿¤  (4).� ¬¥· ­¨¥. �¡»·­® ±²¥¯¥­­»¥ °¿¤» (4) ° ±±¬ ²°¨¢ ¾² ¤«¿ ¢±¥µ ª®¬¯«¥ª±­»µ ·¨±¥« z. �°¨ ½²®¬ ¢±¥ ±¤¥« ­­»¥ ­ ¬¨¯°¥¦¤¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¿ ¨ ¯°®¢¥¤¥­­»¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¨«¨ ¢®¢±¥ ¡¥§ ¨§¬¥­¥­¨©, ¨«¨ ± ­¥§­ ·¨²¥«¼­»¬¨ ¯®¯° ¢ª ¬¨° ±¯°®±²° ­¿¾²±¿ ­  ½²¨ ·¨±« . �«¿ ª®¬¯«¥ª±­»µ ·¨±¥« ¬­®¦¥±²¢® jzj < R ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ¨§ ª°³£. �«¿ ¤¥©±²¢¨-²¥«¼­»µ ·¨±¥« ¬­®¦¥±²¢® jzj < R ½²®, ª®­¥·­®, ¨­²¥°¢ « (�R;R), ­® ¬» ¢±¥-² ª¨ ¡³¤¥¬, ¯®  ­ «®£¨¨, ­ §»¢ ²¼ ¥£®ª°³£®¬ ±µ®¤¨¬®±²¨ °¿¤  (4).�¥®°¥¬  2. /P1n=1 anzn { ±²¥¯¥­­®© °¿¤/) ®­ ®¡« ¤ ¥² ±¢®¨¬ ° ¤¨³±®¬ ±µ®¤¨¬®±²¨ R. �°¨ ½²®¬ ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥¨§ ª°³£  ±µ®¤¨¬®±²¨ ½²®² °¿¤ ±µ®¤¨²±¿  ¡±®«¾²­®. �±«¨ 0 < r < R, ²® ­  [�r; r] ±²¥¯¥­­®© °¿¤ ±µ®¤¨²±¿ ° ¢­®¬¥°­®.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¥°¢ ¿ · ±²¼ ²¥®°¥¬» ¨­²³¨²¨¢­® ¯®­¿²­  ¨ ¿¢«¿¥²±¿ ±«¥¤±²¢¨¥¬ ²¥®°¥¬» 1: ¥±«¨ ±²¥¯¥­­®© °¿¤±µ®¤¨²±¿ ¢ ²®·ª¥ z0, ²® ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥ jzj < jz0j ®­ ±µ®¤¨²±¿  ¡±®«¾²­®. �®½²®¬³ R ¬®¦­® ¢®±¯°¨­¨¬ ²¼, ª ª ± ¬®¥¡®«¼¸®¥ ¨§ jz0j, ¤«¿ ª®²®°»µ ¨±µ®¤­»© °¿¤ ±µ®¤¨²±¿. �°¨ ½²®¬ ¬®¦¥² ®ª § ²¼±¿, ·²® R = 0 (².¥. ­ ¸ ±²¥¯¥­­®©°¿¤ ±µ®¤¨²±¿ ¯°¨ z = 0,   ¢® ¢±¥µ ®±² «¼­»µ ²®·ª µ ° ±µ®¤¨²±¿). �®¦¥² ®ª § ²¼±¿, ·²® R = +1, ·²® ®§­ · ¥² ¡±®«¾²­³¾ ±µ®¤¨¬®±²¼ ±²¥¯¥­­®£® °¿¤  ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥ z. � ¬®¦¥² ±«³·¨²¼±¿, ·²® 0 < R < +1. �²® ®§­ · ¥² ¡±®«¾²­³¾ ±µ®¤¨¬®±²¼ ±²¥¯¥­­®£® °¿¤  ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥ jzj < R ¨ ° ±µ®¤¨¬®±²¼ ±²¥¯¥­­®£® °¿¤  ¤«¿ jzj > R.�®°¬ «¼­®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¯¥°¢®© ¯®«®¢¨­» ²¥®°¥¬» ²°¥¡³¥² ¡®«¥¥  ªª³° ²­®£® ° ±±¬®²°¥­¨¿, { ¬» ­¥ ¡³¤¥¬ ¥£®¯°¨¢®¤¨²¼. �³±²¼ ²¥¯¥°¼ R > 0 ¨ 0 < r < R.� ¯®¬¨­ ­¨¥: �¥®°¥¬  /P1n=1 un(x), x 2 T , { ´³­ª¶¨®­ «¼­»© °¿¤, P1n=1 vn { ±µ®¤¿¹¨©±¿ ·¨±«®¢®© °¿¤,jun(x)j 6 vn ¯°¨ x 2 T , n 2 NN/ ) °¿¤ P1n=1 un(�) ±µ®¤¨²±¿ ­  T ° ¢­®¬¥°­®.� ª ¡»«® ³±² ­®¢«¥­®, ·¨±«®¢®© °¿¤ P1n=1 janjrn ±µ®¤¨²±¿. �°¨¬¥­¿¿ ±´®°¬³«¨°®¢ ­­³¾ ²¥®°¥¬³ ª ´³­ª¶¨®­ «¼-­®¬³ °¿¤³ 1Xn=1 anzn; z 2 [�r; r] (5)¨ °¿¤³P1n=1 janjrn, ¯®«³·¨¬ ° ¢­®¬¥°­³¾ ±µ®¤¨¬®±²¼ °¿¤  (5) ­  [�r; r].�«¥¤±²¢¨¥ 2. /S(z) =P1n=1 anzn { ±²¥¯¥­­®© °¿¤, R > 0 { ¥£® ° ¤¨³± ±µ®¤¨¬®±²¨, 0 < r < R/ ) S(�) 2 C[�r; r].�®ª § ²¥«¼±²¢® ½²®£® ³²¢¥°¦¤¥­¨¿ ±«¥¤³¥² ¨§ ²¥®°¥¬» 2 ¨ ²¥®°¥¬» ® ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ ±³¬¬» ° ¢­®¬¥°­® ±µ®¤¿¹¥£®±¿°¿¤ , ±®±² ¢«¥­­®£® ¨§ ­¥¯°¥°»¢­»µ ±« £ ¥¬»µ.�°¨¬¥° 1. �¿¤ 1Xn=1n!zn­¥ ¿¢«¿¥²±¿  ¡±®«¾²­® ±µ®¤¿¹¨¬±¿ ­¨ ¢ ®¤­®© ²®·ª¥ z 6= 0 (¯® ¯°¨§­ ª³ � « ¬¡¥° ). �®½²®¬³ ®­ ­¥ ¬®¦¥² ±µ®¤¨²¼±¿­¨ ¢ ®¤­®© ²®·ª¥ z 6= 0 (¯® ²¥®°¥¬¥ 1). �­ ·¨², ¤«¿ ½²®£® °¿¤  R = 0.�°¨¬¥° 2. �¿¤ 1Xn=1 znn! ¡±®«¾²­® ±µ®¤¨²±¿ ¯°¨ «¾¡®¬ z 2 IR (¯® ¯°¨§­ ª³ � « ¬¡¥° ). �«¿ ½²®£® °¿¤  R =1.�°¨¬¥° 3. �¿¤ 1Xn=1 zn±µ®¤¨²±¿ ¯°¨ jzj < 1 ¨ ° ±µ®¤¨²±¿ ¯°¨ jzj > 1. �«¿ ½²®£® °¿¤  R = 1.�°¨¬¥° 4. �¿¤ 1Xn=1 znn2±µ®¤¨²±¿ ¯°¨ jzj 6 1 (¨§-§  ±µ®¤¨¬®±²¨ °¿¤ P1n=1 1=n2) ¨ ° ±µ®¤¨²±¿ ¯°¨ jzj > 1 (¯® ¯°¨§­ ª³ � « ¬¡¥° ). �«¿ ½²®£®°¿¤  R = 1. 10



�°¨¬¥° 5. �¿¤ 1Xn=1 znn±µ®¤¨²±¿ ¯°¨ jzj < 1 ¨ ° ±µ®¤¨²±¿ ¯°¨ jzj > 1 (¯® ¯°¨§­ ª³ � « ¬¡¥° ). �°®¬¥ ²®£®, ®­ ±µ®¤¨²±¿ ¯°¨ z = �1 ¨° ±µ®¤¨²±¿ ¯°¨ z = 1. �«¿ ½²®£® °¿¤  R = 1.�®±«¥¤­¨¥ ²°¨ ¯°¨¬¥°  ¤¥¬®­±²°¨°³¾² ¢ °¨ ­²» ¯®¢¥¤¥­¨¿ ±¢®©±²¢  ±µ®¤¨¬®±²¨ ¤«¿ ° §­»µ ±²¥¯¥­­»µ °¿¤®¢ ­ £° ­¨¶¥ ª°³£  ±µ®¤¨¬®±²¨. �»·¨±«¥­¨¥ ° ¤¨³±  ±µ®¤¨¬®±²¨, ¢ ­¥ª®²®°»µ ±«³· ¿µ, ¬®¦¥² ¯°®¨§¢¥¤¥­® ± ¯®¬®¹¼¾¯°¨§­ ª®¢ � « ¬¡¥°  ¨ �®¸¨:�¥®°¥¬  3. /P1n=1 anzn { ±²¥¯¥­­®© °¿¤, an 6= 0, n 2 NN, limn!1 jan+1=anj = q/ ) R = 1=q.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°¨¬¥­¿¥¬ ¯°¨§­ ª � « ¬¡¥°  ª ¨§³·¥­¨¾ ±µ®¤¨¬®±²¨ °¿¤ P1n=1 janznj:limn!1 jan+1zn+1anzn j = jzj � limn!1 jan+1an j = jz � qj;·²® ®§­ · ¥²  ¡±®«¾²­³¾ ±µ®¤¨¬®±²¼ P1n=1 anzn ¯°¨ jz � qj < 1 ¨ ¥£® ° ±µ®¤¨¬®±²¼ ¯°¨ jz � qj > 1.�¥®°¥¬  4. /P1n=1 anzn { ±²¥¯¥­­®© °¿¤, limn!1 npjanj = q/ ) R = 1=q.�®ª § ²¥«¼±²¢® ¯®«­®±²¼¾ ¯®¢²®°¿¥² ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 3.� ±±¬®²°¨¬ ¢®¯°®± ® ¯®·«¥­­®¬ ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¨ ¨ ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¨ ±²¥¯¥­­»µ °¿¤®¢. �°¨ ¥£® ¨§³·¥­¨¨®ª §»¢ ¥²±¿ ¯®«¥§­»¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ § ¬¥· ­¨¥: ¯°¨ ¯®·«¥­­®¬ ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¨ ¨«¨ ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¨ ±²¥¯¥­­»µ°¿¤®¢ ° ¤¨³± ±µ®¤¨¬®±²¨ ­¥ ¨§¬¥­¿¥²±¿: °¿¤»1Xn=1 anzn; 1Xn=1an � nzn�1; 1Xn=1(an=(n+ 1))zn+1®¡« ¤ ¾² ®¤­¨¬ ¨ ²¥¬ ¦¥ ° ¤¨³±®¬ ±µ®¤¨¬®±²¨ R. �¡®§­ ·¨¬ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ±«¥¤³¾¹¨¬¨ ° ±±³¦¤¥­¨¿¬¨: ¯³±²¼ R{ ° ¤¨³± ±µ®¤¨¬®±²¨ °¿¤  P1n=1 anzn, 0 < jzj < r < R. � ª ¨ ¯°¥¦¤¥ ¨§-§  ±µ®¤¨¬®±²¨ °¿¤  P1n=1 anrn ±«¥¤³¥², ·²®¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ fanrng1n=1 ®£° ­¨·¥­  ­¥ª®²®°»¬ ·¨±«®¬ M > 0: janrnj < M; n = 1; 2; 3; : : : : �®½²®¬³1Xn=1 jan � nzn�1j = 1r 1Xn=1 janrnjn ���zr ���n�1 < Mr 1Xn=1n ���zr ���n�1 :�®±«¥¤­¨© °¿¤ ±µ®¤¨²±¿, ¯®½²®¬³ °¿¤ P1n=1 an � nzn�1  ¡±®«¾²­® ±µ®¤¨²±¿. �,  ­ «®£¨·­®,  ¡±®«¾²­® ±µ®¤¨²±¿ °¿¤P1n=1(an=(n+ 1))zn+1: 1Xn=1 j(an=(n+ 1))zn+1j = r 1Xn=1 janrnj 1n+ 1 ���zr ���n+1 < Mr 1Xn=1 1n+ 1 ���zr ���n+1 :�­ ·¨², ¯°¨ ¯®·«¥­­®¬ ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¨ ¨ ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¨ °¿¤  P1n=1 anzn ¥£® ° ¤¨³± ±µ®¤¨¬®±²¨ ­¥³¡»¢ ¥²(².¥. ¬®¦¥² «¨¸¼ ¢®§° ±²¨). �® °¥ «¼­® ®­ ³¢¥«¨·¨²¼±¿ ­¥ ¬®¦¥² ¯® ²®«¼ª® ·²® ¯°®¢¥¤¥­­»¬ ° ±±³¦¤¥­¨¿¬: ¥±«¨®­ ±² « ¡®«¼¸¥, ­ ¯°¨¬¥°, ¯°¨ ¯®·«¥­­®¬ ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¨, ²®, ¤¨´´¥°¥­¶¨°³¿ ¯®·«¥­­® °¿¤ P1n=1(an=(n+ 1))zn+1,¯®«³·¨¬ ·²® ­¥ R,   ª ª®¥-²® ¡®«¼¸¥¥ ·¨±«® ¿¢«¿¥²±¿ ° ¤¨³±®¬ ±µ®¤¨¬®±²¨ °¿¤ P1n=1 anzn.� ¯®¬¨­ ­¨¥: �¥®°¥¬  /vn 2 C1[a; b], n 2 NN, P1n=1 v0n(x), x 2 [a; b], ° ¢­®¬¥°­® ±µ®¤¨²±¿/ ) ¥±«¨ °¿¤ P1n=1 vn(x)±µ®¤¨²±¿ µ®²¿ ¡» ¢ ®¤­®© ²®·ª¥ c 2 [a; b], ²® ®­ ±µ®¤¨²±¿ ° ¢­®¬¥°­® ­  [a; b], ¥£® ±³¬¬  S(x) = P1n=1 vn(x) ¤¨´´¥-°¥­¶¨°³¥¬  ­  [a; b] ¨ S0(x) = 1Xn=1v0n(x) = 1Xn=1 v0n(x):�«¥¤±²¢¨¥ 3. /S(z) = P1n=1 anzn { ±²¥¯¥­­®© °¿¤, R > 0 { ¥£® ° ¤¨³± ±µ®¤¨¬®±²¨/ ) S(�) 2 C1(�R;R) ¨S0(z) =P1n=1(an � n)zn�1 ¤«¿ «¾¡®£® z 2 (�R;R).� ¬¥· ­¨¥. �°¨¬¥­¿¿ ±«¥¤±²¢¨¥ 3 ¯®¢²®°­®, ¯®«³· ¾² ¡¥±ª®­¥·­³¾ ¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬®±²¼ S(�) ­  (�R;R) ¨ ¢±¥-¢®§¬®¦­»¥ ´®°¬³«» ¤«¿ ¯°®¨§¢®¤­»µ. � ¯°¨¬¥°,S(2)(z) = 1Xn=1(an � n(n� 1))zn�2; z 2 (�R;R):�®·­® ² ª¦¥ (ª ª ±«¥¤±²¢¨¥ ²¥®°¥¬» ® ¯®·«¥­­®¬ ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¨ ° ¢­®¬¥°­® ±µ®¤¿¹¨µ±¿ °¿¤®¢ ¨§ ­¥¯°¥°»¢­»µ´³­ª¶¨©) § ¯¨¸¥¬ 11



�«¥¤±²¢¨¥ 4. /S(z) =P1n=1 anzn { ±²¥¯¥­­®© °¿¤, R > 0 { ¥£® ° ¤¨³± ±µ®¤¨¬®±²¨/ )Z z0 S(t) dt = 1Xn=1(an=(n+ 1))zn+1; z 2 (�R;R):�±¥ ¯®«³·¥­­»¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¿ ­¥¯®±°¥¤±²¢¥­­® ° ±¯°®±²° ­¿¾²±¿ ­  °¿¤» ¢¨¤  (1). � ¯¨¸¥¬, ­ ¯°¨¬¥°, ª ª ¢»£«¿-¤¨²  ­ «®£ ²¥®°¥¬» 1:�¥®°¥¬  10. /P1n=1 an(z � z1)n ±µ®¤¨²±¿ ¯°¨ z = z0/ ) ®­ ±µ®¤¨²±¿  ¡±®«¾²­® 8z: jz � z1j < jz0 � z1j.�¥ª¶¨¿ 6.� §«®¦¥­¨¥ ´³­ª¶¨¨ ¢ ±²¥¯¥­­®© °¿¤. �¤¨­±²¢¥­­®±²¼ ° §«®¦¥­¨¿. �¿¤» �¥©«®°  ¨ � ª«®°¥­ . � §«®¦¥­¨¥ ¢±²¥¯¥­­®© °¿¤ ­¥ª®²®°»µ ½«¥¬¥­² °­»µ ´³­ª¶¨©. �°¨¬¥­¥­¨¥ ±²¥¯¥­­»µ °¿¤®¢.�³¤¥¬ ®¡®§­ · ²¼ ·¥°¥§ Dn(a; b) ª« ±± ´³­ª¶¨©, ª®²®°»¥ ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥ ¨­²¥°¢ «  (a; b) ®¡« ¤ ¾² ¢±¥¬¨ ¯°®¨§¢®¤-­»¬¨ ¯®°¿¤ª  ®² 1 ¤® n ¢ª«¾·¨²¥«¼­®. � ¯®¬¨­ ­¨¥.�¥®°¥¬  (´®°¬³«  �¥©«®°  ± ®±² ²®·­»¬ ·«¥­®¬ ¢ ´®°¬¥ � £° ­¦ )/f : (a; b)! IR, n 2 NN, x0 2 (a; b), f 2 Dn(a; b)/)§­ ·¥­¨¥ f(x), x 2 (a; b), ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥­® ¢ ¢¨¤¥f(x) = f(x0) + f 0(x0)1! (x� x0) + f 00(x0)2! (x� x0)2 + � � �+ f (n�1)(x0)(n� 1)! (x� x0)(n�1) + f (n)(�)n! (x� x0)n;£¤¥ � { ­¥ª®²®° ¿ ¯°®¬¥¦³²®·­ ¿ ²®·ª  ¨­²¥°¢ «  (a; b).�¿¤ �¥©«®° . �³±²¼ f 2 C(a; b) ®¡« ¤ ¥² ¯°®¨§¢®¤­»¬¨ «¾¡®£® ¯®°¿¤ª  (f 2 C1(a; b)). �¡®§­ ·¨¬Tn(f; x; x0) = nXk=0 f (k)(x0)k! (x� x0)k{ ¯®«¨­®¬ �¥©«®°  ¯®°¿¤ª  n 2 NN ´³­ª¶¨¨ f ¢ ²®·ª¥ x0 2 (a; b). �¿¤®¬ �¥©«®°  ´³­ª¶¨¨ f ¢ ²®·ª¥ x0 ­ §»¢ ¾² °¿¤1Xk=0 f (k)(x0)k! (x� x0)k:�²®² °¿¤ ¯°¨ x0 = 0 ¨­®£¤  ­ §»¢ ¾² °¿¤®¬ � ª«®°¥­ . �³­ª¶¨¿ f ­ §»¢ ¥²±¿  ­ «¨²¨·¥±ª®© ­  (a; b), ¥±«¨ ¢ª ¦¤®© ²®·ª¥ x 2 (a; b) ·¨±«®¢ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ Tn(f; x; x0) ±µ®¤¨²±¿ ¯°¨ n!1 ª f(x):f(x) = 1Xk=0 f (k)(x0)k! (x� x0)k:�« ±±  ­ «¨²¨·¥±ª¨µ ­  (a; b) ´³­ª¶¨© ®¡®§­ · ¾² A(a; b).�°¨¬¥°. �±«¨ p(x) | ¯°®¨§¢®«¼­»© ¯®«¨­®¬, ²® p 2 A(a; b).�¥®°¥¬  1. (¤®±² ²®·­»© ¯°¨§­ ª  ­ «¨²¨·­®±²¨ ´³­ª¶¨¨) /f 2 C1(a; b), ¤«¿ ­¥ª®²®°®£® M > 0 ¢»¯®«­¿¥²±¿jf (n)(x)j 6M ¯°¨ ª ¦¤®¬ x 2 (a; b) ¨ ª ¦¤®¬ n 2 NN/ ) f 2 A(a; b).�®ª § ²¥«¼±²¢®. �±² ­®¢¨¬ ¯°¥¤¢ °¨²¥«¼­®, ·²® limn!1 ann! = 0 (1)¯°¨ «¾¡®¬ ´¨ª±¨°®¢ ­­®¬ a 2 IR. �¥©±²¢¨²¥«¼­®, °¿¤ 1Xn=1 ann!±µ®¤¨²±¿ ¯® ¯°¨§­ ª³ � « ¬¡¥°  ¯°¨ «¾¡®¬ a 2 IR ¨, §­ ·¨², ¯® ­¥®¡µ®¤¨¬®¬³ ¯°¨§­ ª³ ±µ®¤¨¬®±²¨ ½²®£® °¿¤ ¢»¯®«­¥­® (1). �«¿ ¯°®¢¥°ª¨  ­ «¨²¨·­®±²¨ f(�) ²°¥¡³¥²±¿ ³±² ­®¢¨²¼, ·²®limn!1(f(x) � Tn(f; x; x0)) = 0:�®£« ±­® ´®°¬³«¥ �¥©«®°  ± ®±² ²®·­»¬ ·«¥­®¬ ¢ ´®°¬¥ � £° ­¦ ,limn!1 jf(x) � Tn(f; x; x0)j = limn!1 jf (n)(�)n! (x� x0)nj 6M limn!1 j (x� x0)nn! j = 0;12



·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼ ¯°®¢¥°¨²¼.�°¨¬¥°».1) f(x) = ex, x0 = 0, f (n)(0) = 1, f (n)(x) = ex ¯°¨ n 2 NN ) jf (n)(x)j 6M = maxfea; ebg ­  (a; b). �® ¤®±² ²®·­®¬³¯°¨§­ ª³  ­ «¨²¨·­®±²¨ ´³­ª¶¨¨ ex = 1Xk=0 xkk !­  ¯°®¨§¢®«¼­®¬ ª®­¥·­®¬ ¨­²¥°¢ «¥ (a; b),  , §­ ·¨², ¨ ­  IR.2) f(x) = sinx, f (2k)(0) = 0 ¤«¿ ·¥²­»µ n = 2k ¨ 0, f (2k+1)(0) = (�1)k ¤«¿ ­¥·¥²­»µ n = 2k + 1; ª°®¬¥ ²®£®jf (n)(x)j 6 1 ­  (a; b). �®½²®¬³ sinx = 1Xk=0 (�1)k x2k+1(2k + 1)! ; x 2 IR:3) f(x) = cosx, f (2k)(0) = (�1)k ¤«¿ ·¥²­»µ n = 2k ¨ 0, f (2k+1)(0) = 0 ¤«¿ ­¥·¥²­»µ n = 2k + 1; ª°®¬¥ ²®£®jf (n)(x)j 6 1 ­  (a; b). �®½²®¬³ cos x = 1Xk=0 (�1)k x2k(2k)! ; x 2 IR:4) shx = ex � e�x2 = 1Xk=0 x2k+1(2k + 1)! ; x 2 IR:5) chx = ex + e�x2 = 1Xk=0 x2k(2k)! ; x 2 IR:6) ¯³±²¼ a 2 IR { ´¨ª±¨°®¢ ­®. �®£¤ (1 + x)a = 1 + 1Xk=1 a(a � 1) : : : (a � k + 1)k! xk ; x 2 (�1; 1):�«¿ ° §«®¦¥­¨¿  ­ «¨²¨·¥±ª¨µ ´³­ª¶¨© ¢ ±²¥¯¥­­»¥ °¿¤» ¯°¨¬¥­¿¾²±¿ ² ª¦¥ ²¥®°¥¬» ® ¯®·«¥­­®¬ ¤¨´´¥°¥­-¶¨°®¢ ­¨¨ ¨ ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¨ ±²¥¯¥­­»µ °¿¤®¢. � ¯®¬¨­ ­¨¥.�¥®°¥¬ . /R > 0 { ° ¤¨³± ±µ®¤¨¬®±²¨ °¿¤  S(z) =P1n=1 anzn/ ) S(�) 2 C1(�R;R) ¨S0(z) = 1Xn=1(an � n)zn�1; Z z0 S(t) dt = 1Xn=1(an=(n+ 1))zn+1; z 2 (�R;R):7) ln(1 + x) = 1Xk=1 (�1)k�1xkk ; x 2 (�1; 1);².ª. 11 + x = 1� x+ x2 � x3 + � � �+ (�1)kxk + : : : ; x 2 (�1; 1):8) � ©¤¥¬ ° §«®¦¥­¨¥ ´³­ª¶¨¨ arcsin ¢ °¿¤. �«¿ ½²®£® § ¬¥²¨¬, ·²® (arcsin x)0 = (1� x2)�1=2 . �®½²®¬³(arcsin x)0 = 1 + 1Xk=1 1 � 3 � 5 � : : : � (2k� 1)2kk! x2k ; x 2 (�1;1);arcsin x = x+ 1Xk=1 1 � 3 � 5 � : : : � (2k� 1)2kk! x2k+12k + 1 ; x 2 (�1;1):9) �­ «®£¨·­®, ¯®«¼§³¿±¼ ° ¢¥­±²¢®¬ (arctanx)0 = (1 + x2)�1 , ­ ©¤¥¬arctanx = 1Xk=1 (�1)k x2k+12k+ 1 ; x 2 (�1;1):�«¿ ¨±±«¥¤®¢ ­¨¿ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨© ´³­ª¶¨© ±²¥¯¥­­»¬¨ °¿¤ ¬¨ ®ª §»¢ ¥²±¿ ¯®«¥§­®© ²¥®°¥¬  ® ¥¤¨­±²¢¥­­®±²¨² ª®£® ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¿: 13



�¥®°¥¬  2. /P1n=0 an(x� x0)n =P1n=0 bn(x� x0)n, jx� x0j < R, R > 0/ ) an = bn, n = 0; 1; 2; : : : .�®ª § ²¥«¼±²¢®. �® ³±«®¢¨¿¬ ²¥®°¥¬» a0 � b0 = (x� x0) � f(x);£¤¥ f(x) =P1n=1(bn � an)(x� x0)n�1 { ­¥¯°¥°»¢­ ¿ ­  (x0 �R; x0 +R) ´³­ª¶¨¿. �®½²®¬³a0 � b0 = limx!x0(a0 � b0) = limx!x0(x� x0) � f(x) = 0;a0 = b0. � «¥¥, ®¯¿²¼ ¦¥ ¨§ ³±«®¢¨© ²¥®°¥¬» ±«¥¤³¥², ·²®1Xn=1an � n � (x� x0)n�1 = 1Xn=1 bn � n � (x� x0)n�1; jx� x0j < R:�®½²®¬³, ¯®  ­ «®£¨·­®© ¯°¨·¨­¥, a1 = b1 ¨, ¯®¢²®°¿¿ ° ±±³¦¤¥­¨¿, an = bn, n = 0; 1; 2; : : :.�²¥¯¥­­»¥ °¿¤» ­ µ®¤¿² ¸¨°®ª®¥ ¯°¨¬¥­¥­¨¥ ¢ ° §­»µ ­ ¯° ¢«¥­¨¿µ. � ª ·¥±²¢¥ ¯°¨¬¥°®¢ ±«¥¤³¥² ¯°¥¦¤¥¢±¥£® ¢»¤¥«¨²¼ ¨µ ¨±¯®«¼§®¢ ­¨¥ ¤«¿ ¯°¨¡«¨¦¥­­»µ ¢»·¨±«¥­¨©. � ¯°¨¬¥°, ·²®¡» ¯°¨¡«¨¦¥­­® ­ ©²¨ sin1 ¬®¦­®¢®±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ °¿¤®¬ sin 1 = 1� 13! + 15! � 17! + : : : :�»·¨±«¿¿ ª ª³¾-­¨¡³¤¼ · ±²¨·­³¾ ±³¬¬³ ½²®£® °¿¤ , ¯®«³· ¾² ²® ¨«¨ ¨­®¥ ¯°¨¡«¨¦¥­­®¥ §­ ·¥­¨¥ ¤«¿ sin 1. �¤-­ ª® · ±²® ­¥¯®±°¥¤±²¢¥­­®¥ ¨±¯®«¼§®¢ ­¨¥ °¿¤®¢ �¥©«®°  ¢ ½²¨µ ¶¥«¿µ ­¥½´´¥ª²¨¢­® { ¯°¥¤¢ °¨²¥«¼­® ²°¥¡³¾²±¿­¥ª®²®°»¥ ¤®¯®«­¨²¥«¼­»¥ ¤¥©±²¢¨¿. � ª, ·²®¡» ¯°¨¡«¨¦¥­­® ¢»·¨±«¨²¼ 3p9 § ¯¨±»¢ ¾²3p9 = 2(1 + 1=8)1=3¨ ¯®²®¬ ¯®«¼§³¾²±¿ °¿¤®¬ ¨§ ¯°¨¬¥°  6). � ª ·¥±²¢¥ ¥¹¥ ®¤­®£® ¯°¨¬¥°  ¯°¨¢¥¤¥¬ ¢®§¬®¦­®±²¼ ¢»·¨±«¥­¨¿ ®¯°¥-¤¥«¥­­»µ ¨­²¥£° «®¢ ®² "­¥¡¥°³¹¨µ±¿ ¨­²¥£° «®¢":Z 10 sinxx dx = Z 10 (1� x23! + x45! � x67! + : : : ) dx = 1� 13! � 3 + 15! � 5 � 17! � 7 + : : :�¥ª¶¨¿ 7.�¢®©­®© ¨­²¥£° « ¨ ¥£® ±¢®©±²¢ . �¥®¬¥²°¨·¥±ª¨© ±¬»±« ¤¢®©­®£® ¨­²¥£° « .�«¿ ²®£®, ·²®¡» £®¢®°¨²¼ ® ¤¢®©­»µ, ²°®©­»µ (¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥, { ª° ²­»µ) ¨­²¥£° « µ, ­¥®¡µ®¤¨¬® ³±«®¢¨²¼±¿ ®­¥ª®²®°»µ ®¡±²®¿²¥«¼±²¢ µ, ¯°¨ ª®²®°»µ ½²¨ ¨­²¥£° «» ¡³¤³² ¨§³· ²¼±¿. �±¿ª¨© ° §, £®¢®°¿ ® ª° ²­®¬ ¨­²¥£° «¥,¢ ¯¥°¢³¾ ®·¥°¥¤¼ ¨¬¥¾² ¢ ¢¨¤³, ·²® § ¤ ­» ¤¢  ®¡º¥ª² . �¥°¢»© ®¡º¥ª² { ¤¥©±²¢¨²¥«¼­®§­ ·­ ¿ ´³­ª¶¨¿ f(�),ª®²®°³¾ ­ ¤«¥¦¨² ¨­²¥£°¨°®¢ ²¼. �«¿ ¤¢®©­»µ ¨­²¥£° «®¢ { ½²® ´³­ª¶¨¿, § ¢¨±¿¹ ¿ ®² ¤¢³µ ¯¥°¥¬¥­­»µ (x; y).�²®°®© ®¡º¥ª² { ®¡« ±²¼ ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¿ ¨«¨ ®¡« ±²¼, ¯® ª®²®°®© ¢»·¨±«¿¥²±¿ ¨­²¥£° « ®² f(�). �«¿ ¤¢®©­»µ¨­²¥£° «®¢ { ½²® ­¥ª®²®°®¥ ¯®¤¬­®¦¥±²¢® S ²®·¥ª ¯«®±ª®±²¨ R2. �°¨ ½²®¬ ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²® ¯°¨ ¢±¥µ, ¨«¨ ¯°¨¯®·²¨ ¢±¥µ §­ ·¥­¨¿µ (x; y) 2 S ´³­ª¶¨¿ f(x; y) ®¯°¥¤¥«¥­ . � ¬»© ®¡¹¨© ±«³· © ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ª° ²­»µ ¨­²¥£° «®¢¬» ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ­¥ ¡³¤¥¬.�«¿ ±«³· ¿ ¤¢®©­»µ ¨­²¥£° «®¢ ¥£® ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ­ ·­¥¬ ± ª®­ª°¥²¨§ ¶¨¨ ®¡« ±²¥© ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¿. �¤­¨¬ ¨§¯°®±²¥©¸¨µ ¢¨¤®¢ ½²¨µ ®¡« ±²¥© ¿¢«¿¥²±¿ ±®¢®ª³¯­®±²¼ ²®·¥ª ¯«®±ª®±²¨Y ('1; '2) = f(x; y) 2 R2 j x 2 [a; b]; '1(x) 6 y 6 '2(x)g; (1)£¤¥ '1(�), '2(�) { ¤¢¥ ­¥¯°¥°»¢­»¥ ­  [a; b] ´³­ª¶¨¨, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥ ­¥° ¢¥­±²¢³ '1(x) 6 '2(x) ¯°¨ ª ¦¤®¬ x 2 [a; b].�­³²°¥­­¨¬¨ ²®·ª ¬¨ ² ª®© ®¡« ±²¨ ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ¬­®¦¥±²¢®bY ('1; '2) = f(x; y) 2 R2 j x 2 (a; b); '1(x) < y < '2(x)g:�®  ­ «®£¨¨ ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ² ª¦¥ ¬­®¦¥±²¢ X(�1; �2) = f(x; y) 2 R2 j y 2 [c; d]; �1(y) 6 x 6 �2(y)g; (2)£¤¥ �1(�), �2(�) { ¤¢¥ ­¥¯°¥°»¢­»¥ ­  [c; d] ´³­ª¶¨¨, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥ ­¥° ¢¥­±²¢³ �1(y) 6 �2(y) ¯°¨ ª ¦¤®¬ y 2 [c; d]¨ bX(�1; �2).�³±²¼ ²¥¯¥°¼ f(�) { ­¥¯°¥°»¢­ ¿ ­  ®¡« ±²¨, ­ ¯°¨¬¥°, ¢¨¤  (1) ´³­ª¶¨¿ ¤¢³µ ¯¥°¥¬¥­­»µ. �¯°¥¤¥«¨¬, ·²®¿¢«¿¥²±¿ ¨­²¥£° «®¬ ®² f ¯® Y = Y ('1; '2). �«¿ ½²®£® § ¤ ¤¨¬±¿ ­ ²³° «¼­»¬ n 2 N ¨ ° ±±¬®²°¨¬ ±³¬¬³Sn(f; Y ) = n�2 X( in ; jn )2Y f � in ; jn� ; (3)14



£¤¥ ±³¬¬¨°®¢ ­¨¥ ¢ (3) ° ±¯°®±²° ­¿¥²±¿ ­  ¢±¥ ¶¥«»¥ §­ ·¥­¨¿ ¨­¤¥ª±®¢ i ¨ j, ¤«¿ ª®²®°»µ i=n 2 [a; b] ¨, ®¤­®¢°¥-¬¥­­®, '1(i=n) 6 j=n 6 '2(i=n). �®°®²ª® ¯®±«¥¤­¨¥ ¤¢  ³±«®¢¨¿ § ¯¨± ­» ¢ (3) ¢ ¢¨¤¥ ( in ; jn) 2 Y . �®¦­® ¯®ª § ²¼,·²® ± ³¢¥«¨·¥­¨¥¬ n ±³¬¬» Sn(f; Y ) ±²°¥¬¿²±¿ ª ­¥ª®²®°®¬³ ·¨±«³:�¥®°¥¬  1 (¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ ). /f 2 C(Y ), Y = Y ('1; '2)/ )9 limn!1Sn(f; Y ):�²® ·¨±«® ¨ ­ §»¢ ¥²±¿ ¤¢®©­»¬ ¨­²¥£° «®¬ ®² f ¯® Y :Z ZY f(x; y) dx dy = limn!1Sn(f; Y ):�®·­® ² ª¦¥ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¨­²¥£° « ®² ´³­ª¶¨¨ f ­¥¯°¥°»¢­®© ­  ®¡« ±²¨ ¢¨¤  (2).�®±«¥¤­¨© ¸ £, ª®²®°»© ¬» ±¤¥« ¥¬ ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¤¢®©­»µ ¨­²¥£° «®¢ { ° ±¯°®±²° ­¨¬ ±¤¥« ­­®¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥¨­²¥£° «  ­  ­¥±ª®«¼ª® ®¡« ±²¥© ¢¨¤  (1) ¨«¨ (2). �¬¥­­®, ¯³±²¼ § ¤ ­® ª®­¥·­®¥ ±¥¬¥©±²¢® ®¡« ±²¥© fTkgnk=1 ¢¨¤ (1) ¨«¨ (2), ­¥ ¨¬¥¾¹¨µ ®¡¹¨µ ¢­³²°¥­­¨µ ²®·¥ª: bTk \ bTm = ;, ¥±«¨ k 6= m. �³¤¥¬ ®¡®§­ · ²¼, ¤«¿ ª° ²ª®±²¨,±®¢®ª³¯­®±²¼ ¬­®¦¥±²¢ T � R2, ¤®¯³±ª ¾¹¨µ ° §«®¦¥­¨¥ T = [nk=1Tk ° ±±¬®²°¥­­®£® ¢¨¤ , ±¨¬¢®«®¬ T2. �°®¬¥²®£®, ¢­³²°¥­­¨¬¨ ²®·ª ¬¨ bT ¬­®¦¥±²¢  T , ¯® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾, ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ²¥ (x; y) 2 T , ª®²®°»¥ ¯®¯ ¤ ¾² ¢[nk=1 bTk µ®²¿ ¡» ¤«¿ ®¤­®£® ° §«®¦¥­¨¿ T = [nk=1Tk, £¤¥ ª ¦¤®¥ Tk ¢¨¤  (1) ¨«¨ ¢¨¤  (2) ­¥§ ¢¨±¨¬® ¤°³£ ®² ¤°³£ .�³±²¼ f ­¥¯°¥°»¢­  ­  T = [nk=1Tk. �« ±± ¢±¥µ ² ª¨µ ´³­ª¶¨© ¡³¤¥¬ ®¡®§­ · ²¼ �(T ). �® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾Z ZT f(x; y) dx dy = nXk=1 Z ZTk fk(x; y) dx dy: (4)�¤­¨¬ ¨§ ®±­®¢­»µ ¢®¯°®±®¢, ª®²®°»© ²°¥¡³¥²±¿ °¥¸¨²¼ ¯°¨ ² ª®¬ ¯®¤µ®¤¥ ª ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ¤¢®©­®£® ¨­²¥£° « ,{ ½²® ¢®¯°®± ® ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ (4) ®² ±¯®±®¡  ¤°®¡«¥­¨¿ ®¡« ±²¨ T = [nk=1Tk ­  ±®±² ¢«¿¾¹¨¥ fTkgnk=1. �¥±«®¦­®¯®­¿²¼, ·²® ½²® ¤°®¡«¥­¨¥ ­¥®¤­®§­ ·­®, ¨ ¬®¦­® ¯°¨¢¥±²¨ ¬­®¦¥±²¢® ¯°¨¬¥°®¢ ° §«®¦¥­¨¿ T = [n0k=1T 0k. �» ­¥¡³¤¥¬ ¤®ª §»¢ ²¼ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ® ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ ¯° ¢®© · ±²¨ (4) ®² ¢»¡®°  fTkgnk=1 ¢ ¯®«­®¬ ®¡º¥¬¥,   ³±² ­®¢¨¬¥£® ¢ ­¥ª®²®°®¬ ¢¥±¼¬  · ±²­®¬ ±«³· ¥, ª®²®°»©, ²¥¬ ­¥ ¬¥­¥¥, ¯®ª §»¢ ¥² ª ª ±«¥¤³¥² ¯®±²³¯ ²¼ ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥.�² ª, ¯³±²¼ f(�) 2 C(Y ), £¤¥ Y = Y ('1; '2) { ®¡« ±²¼ ¢¨¤  (1), '1; '2 2 C[a; b]. �³±²¼, ª°®¬¥ ²®£®, ¤ ­  ´³­ª¶¨¿'3 2 C[a; b], ² ª ¿ ·²® '1(x) 6 '3(x) 6 '2(x) ¯°¨ ¢±¥µ x 2 [a; b]. �®£¤ , ¯®¬¨¬® Y , ¨¬¥¾²±¿ ¥¹¥ ¤¢¥ ®¡« ±²¨ ¢¨¤  (1){ Y1 = Y ('1; '3) ¨ Y1 = Y ('3; '2). �«¿ ½²¨µ ®¡« ±²¥© Y = Y1 [ Y2, bY1 \ bY2 = ;. �°®¢¥°¨¬, ·²®Z ZY f(x; y) dx dy = Z ZY1 f(x; y) dx dy + Z ZY2 f(x; y) dx dy: (5)�¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¯³±²¼ M = max jf(x; y)j ¯® ¢±¥¬ (x; y) 2 Y (¯°¨ ±¤¥« ­­»µ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¿µ ² ª ¿ ¢¥«¨·¨­  ¬¥­¼¸¥¡¥±ª®­¥·­®±²¨ ¯® ²¥®°¥¬¥ �¥©¥°¸²° ±± ), n 2 N. �®£¤ Sn(f; Y1) + Sn(f; Y2)�M � n+ 1b� a � n�2 6 Sn(f; Y ) 6 Sn(f; Y1) + Sn(f; Y2):� ³¢¥«¨·¥­¨¥¬ n (¯® ²¥®°¥¬¥ 1) «¥¢ ¿ ¨ ¯° ¢ ¿ · ±²¨ ¢ ½²®© ±²°®ª¥ ±²°¥¬¿²±¿ ª ®¡¹¥¬³ ¯°¥¤¥«³, ·²® ¨ ¤®ª §»¢ ¥² (5).� ¢¥­±²¢® (5) ±¯° ¢¥¤«¨¢® ² ª¦¥ ¨ ¢ ¡®«¥¥ ®¡¹¥© ±¨²³ ¶¨¨, ª®£¤  Y1; Y2 { ¯°®¨§¢®«¼­»¥ ¯®¤¬­®¦¥±²¢  ¨§ R2 ª« ±± T2, ­¥ ¨¬¥¾¹¨¥ ®¡¹¨µ ¢­³²°¥­­¨µ ²®·¥ª. � ½²®¬ ±«³· ¥ (5) ­ §»¢ ¥²±¿  ¤¤¨²¨¢­®±²¼¾ ¨­²¥£° «  ¯® ¬­®¦¥±²¢ ¬:�¥®°¥¬  2. /T1; T2 2 T2, bT1 \ bT2 = ;, f 2 C(T1 [ T2)/ )Z ZT1[T2 f(x; y) dx dy = Z ZT1 f(x; y) dx dy + Z ZT2 f(x; y) dx dy:�®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 2 ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®±²»¬ ±«¥¤±²¢¨¥¬ (5). �°®¢¥¤¥¬ ¥£® ­  ¯°¨¬¥°¥, ª®£¤  T1 = T1;1 [ T1;2 ¨T2 = T2;1 [ T2;2 { ° §«®¦¥­¨¿ T1, T2 ­  ¯ °³ ¬­®¦¥±²¢ ¢¨¤  (1) ¨«¨ (2),bT1;1 \ bT1;2 = ;; bT2;1 \ bT2;2 = ;;¯°¨·¥¬ ¨§-§  bT1 \ bT2 = ;, ¤®¯®«­¨²¥«¼­® ±·¨² ¥¬bT1;1 \ bT2 = ;; bT1;2 \ bT2 = ;:�®£¤  T1 [ T2 = T1;1 [ T1;2 [ T2;1 [ T2;215



{ ° §«®¦¥­¨¥ T1 [ T2 ­  ·¥²»°¥ ¬­®¦¥±²¢  ¢¨¤  (1) ¨«¨ (2), ­¥ ¨¬¥¾¹¨µ ®¡¹¨µ ¢­³²°¥­­¨µ ²®·¥ª. �§ (4) ±«¥¤³¥²²®£¤ , ·²® Z ZT1[T2 f(x; y) dx dy =  Z ZT1;1 + Z ZT1;2 + Z ZT2;1 + Z ZT2;2! f(x; y) dx dy;Z ZT1 f(x; y) dx dy =  Z ZT1;1 + Z ZT1;2! f(x; y) dx dy;Z ZT2 f(x; y) dx dy =  Z ZT2;1 + Z ZT2;2! f(x; y) dx dy:�° ¢­¨¢ ¿ ¯®«³·¥­­»¥ ° ¢¥­±²¢  ¯®«³· ¥¬ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ²¥®°¥¬» ¤«¿ ° ±±¬®²°¥­­»µ T1, T2. �¡¹¨© ±«³· © ³±² ­ -¢«¨¢ ¥²±¿ ¯®  ­ «®£¨¨.�¥°¥·¨±«¨¬ ­¥ª®²®°»¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¨ ¯°®±²»¥ ±¢®©±²¢  ¤¢®©­»µ ¨­²¥£° «®¢. �®§¼¬¥¬ f ²®¦¤¥±²¢¥­­® ° ¢­®©¥¤¨­¨¶¥ ¢±¾¤³ ­  T . �²® ­¥¯°¥°»¢­ ¿ ­  T ´³­ª¶¨¿. �­²¥£° « ®² f ¯® T ­ §»¢ ¥²±¿ ¯«®¹ ¤¼¾ T . �³¤¥¬ ®¡®§­ · ²¼½²³ ¢¥«¨·¨­³ S(T ): S(T ) = Z ZT dx dy:�¥®°¥¬  3 («¨­¥©­®±²¼ ¨­²¥£° « ). /T 2 T2, f1; f2 2 �(T ) ¨ a; b 2 R/)Z ZT (af1(x; y) + bf2(x; y)) dx dy = a Z ZT f1(x; y) dx dy + b Z ZT f2(x; y) dx dy: (6)�®ª § ²¥«¼±²¢® (6) ­ ·¨­ ¾² ± ° ±±¬®²°¥­¨¿ ®¡« ±²¨ ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¿ ¢¨¤  (1) ¨«¨ (2). �«¿ ² ª¨µ ®¡« ±²¥© T ¨«¾¡®£® n 2 N ±¯° ¢¥¤«¨¢» ±®®²­®¸¥­¨¿Sn(af1 + bf2; T ) = n�2 X( in ; jn )2T (af1� in ; jn�+ bf2� in ; jn�) = aSn(f1; T ) + bSn(f2; T ):�¥°¥µ®¤¿ ª ¯°¥¤¥«³ ¯® n ! 1 ¨ ¯®«¼§³¿±¼ ²¥®°¥¬®© 1, ¯®«³· ¥¬ (6) ¤«¿ ®¡« ±²¥© ¢¨¤  (1), (2). �³±²¼ ²¥¯¥°¼T = T1 [ T2, bT1 \ bT2 = ;, ¨ ª ¦¤®¥ ¨§ T1, T2 ¨¬¥¥² ¢¨¤ (1) ¨«¨ (2). �®£¤ Z ZT (af1(x; y) + bf2(x; y)) dx dy = (Z ZT1 + Z ZT2)(af1(x; y) + bf2(x; y)) dx dy =a Z ZT1 f1(x; y) dx dy + b Z ZT1 f2(x; y) dx dy + a Z ZT2 f1(x; y) dx dy + b Z ZT2 f2(x; y) dx dy =a Z ZT f1(x; y) dx dy + b Z ZT f2(x; y) dx dy:�¥°¢®¥ ¨§ ¯°¨¢¥¤¥­­»µ ° ¢¥­±²¢ { ½²® ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ (4), ¢²®°®¥ { ° ¢¥­±²¢® (6) ¤«¿ ®¡« ±²¥© ±¯¥¶¨ «¼­®£® ¢¨¤  (1)¨ (2), ²°¥²¼¥ { ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ (4). �®·­® ² ª¦¥ ° ¢¥­±²¢® (6) ³±² ­ ¢«¨¢ ¥²±¿ ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥, ª®£¤  T = [nk=1Tk.�®ª § ²¥«¼±²¢® § ª®­·¥­®.�¥®°¥¬  4 (¬®­®²®­­®±²¼ ¨«¨ ¯®«®¦¨²¥«¼­®±²¼ ¨­²¥£° « ). /T 2 T2, f1; f2 2 �(T ) ¨ f1(x; y) 6 f2(x; y) ¤«¿ ¢±¥µ(x; y) 2 T/ ) Z ZT f1(x; y) dx dy 6 Z ZT f2(x; y) dx dy: (7)�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ ®¡« ±²¼ T ¨¬¥¥² ¢¨¤ (1) ¨«¨ (2), n 2 N. �®£¤ Sn(f1; T ) = n�2 X( in ; jn )2T f1� in ; jn� 6 n�2 X( in ; jn )2T f2� in ; jn� = Sn(f2; T ):�¥°¥µ®¤¿ ª ¯°¥¤¥«³ ¯® n ! 1 ¨ ¯®«¼§³¿±¼ ²¥®°¥¬®© 1, ¯®«³· ¥¬ (7) ¤«¿ ®¡« ±²¥© ¢¨¤  (1), (2). � «¼­¥©¸¨¥ ° ±±³-¦¤¥­¨¿ ¯®¢²®°¿¾² ° ±±³¦¤¥­¨¿ ²¥®°¥¬» 3, ­¥ ¡³¤¥¬ ¨µ ¯°¨¢®¤¨²¼. �®ª § ²¥«¼±²¢® § ª®­·¥­®.� ª ª ª f(x; y) 6 jf(x; y)j ¨ �f(x; y) 6 jf(x; y)j ¤«¿ ¢±¥µ (x; y) 2 T , ¨§ ¯®±«¥¤­¨µ ¤¢³µ ²¥®°¥¬ ±«¥¤³¥² ­¥° ¢¥­±²¢®����Z ZT f(x; y) dx dy���� 6 Z ZT jf(x; y)j dx dy:16



�¹¥ ®¤­¨¬ ±«¥¤±²¢¨¥¬ (7) ¿¢«¿¾²±¿ ­¥° ¢¥­±²¢ S(T ) �m 6 Z ZT f(x; y) dx dy 6 S(T ) �M;¢»¯®«­¿¾¹¨¥±¿ ¥±«¨ m 6 f(x; y) 6M ¯°¨ ¢±¥µ (x; y) 2 T .� § ª«¾·¥­¨¥ ±ª ¦¥¬ ­¥±ª®«¼ª® ±«®¢ ® £¥®¬¥²°¨·¥±ª®¬ ±¬»±«¥ ¤¢®©­®£® ¨­²¥£° « . �³±²¼ T 2 T2, f 2 C(T ),f(x; y) > 0 ¯°¨ (x; y) 2 T . �®£¤  ¥±²¥±²¢¥­­® ±·¨² ²¼, ·²® ¤¢®©­®© ¨­²¥£° « (4) ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ®¡º¥¬ ¯°¿¬®£®¶¨«¨­¤°®¨¤ , ¯®±²°®¥­­®£® ­  ®¡« ±²¨ T ª ª ­  ®±­®¢ ­¨¨ ¨ ®£° ­¨·¥­­®£® ±¢¥°µ³ ¯®¢¥°µ­®±²¼¾ z = f(x; y). �²® ¨­ §»¢ ¥²±¿ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¬ ±¬»±«®¬ ¤¢®©­®£® ¨­²¥£° « .�¥ª¶¨¿ 8.�»·¨±«¥­¨¥ ¤¢®©­®£® ¨­²¥£° «  ¯³²¥¬ ±¢¥¤¥­¨¿ ¥£® ª ¯®¢²®°­®¬³. �»·¨±«¥­¨¥ ¤¢®©­®£® ¨­²¥£° «  ¢ ¯®«¿°­®©±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨­ ².�«¿ ­¥¯°¥°»¢­»µ ´³­ª¶¨© f 2 C(T ), § ¤ ­­»µ ­  ¬­®¦¥±²¢ µ T � R2 ¢¨¤  Y ('1; '2) ¨«¨ X(�1; �2), ¨¬¥¥²±¿´®°¬³« , ¯®§¢®«¿¾¹ ¿ ±¢¥±²¨ ¢»·¨±«¥­¨¥ ¤¢®©­®£® ¨­²¥£° «  ®² f(�) ¯® T ª ¢»·¨±«¥­¨¾ ®¤­®ª° ²­»µ ¨­²¥£° «®¢.�³±²¼ '1(�); '2(�) 2 C[a; b] Y ('1; '2) = f(x; y) 2 R2 j x 2 [a; b]; '1(x) 6 y 6 '2(x)g;'1(x) 6 '2(x) ¯°¨ ª ¦¤®¬ x 2 [a; b]. �®£¤ Z ZY f(x; y) dx dy = limn!1Sn(f; Y ); £¤¥ Sn(f; Y ) = n�2 X( in ; jn )2Y f � in ; jn� :�¥®°¥¬  1 (¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ ). /'1; '2 2 C[a; b], '1(x) 6 '2(x), x 2 [a; b], f 2 C(Y ('1; '2))/ )Z '2(x)'1(x) f(x; y) dy 2 C[a; b]:� ¯®¬­¨¬ ®¤­® ¨§ ¢®§¬®¦­»µ ®¯°¥¤¥«¥­¨© ®¤­®ª° ²­®£® ¨­²¥£° «  ®² ­¥¯°¥°»¢­®© ´³­ª¶¨¨ g 2 C[a; b] ¯® ®²°¥§ª³ [a; b]:Z ba g(x)dx = limn!1Sn(g; [a; b]); Sn(g; [a; b]) = n�1 Xin2[a;b] g� in� :�°¥®¡° §³¥¬ ¢»° ¦¥­¨¥ ¤«¿ Sn(f; Y ): Sn(f; Y ) = n�1 Xin2[a;b]0BB@n�1 Xjn2['1( in );'2( in )] f � in ; jn�1CCA : (1)�­³²°¥­­¿¿ ±³¬¬  ¢ (1) ¯°¨ ª ¦¤®¬ i, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¬ ³±«®¢¨¾ in 2 [a; b], ±®¢¯ ¤ ¥² ± Sn(f( in ; �); ['1( in ); '2( in )]). �°¨ n ±²°¥¬¿¹¥¬±¿ ª¡¥±ª®­¥·­®±²¨ ¨ ª ¦¤®¬ ´¨ª±¨°®¢ ­­®¬ x 2 [a; b] ±³¬¬» ¢¨¤  Sn(f(x; �); ['1(x); '2(x)]) ±µ®¤¿²±¿ ªF (x) = Z '2(x)'1(x) f(x; y) dy:�¡° §³¥¬ Sn(F; [a; b]) = n�1 Xin2[a;b]F � in� ; (2)ª®²®° ¿ ± °®±²®¬ n ±µ®¤¨²±¿ ª Z ba F (x) dx = Z ba  Z '2(x)'1(x) f(x; y) dy! dx:�­¥¸­¥ ¯° ¢ ¿ · ±²¼ (1) ¨ ¨­²¥£° «¼­»¥ ±³¬¬» ¨§ (2) ¢¥±¼¬  ¯®µ®¦¨: ± ®¤­®© ±²®°®­» { ½²® (1), ± ¤°³£®©n�1 Xin2[a;b]0BB@(ni)�1 Xjni 2['1( ini );'2( ini )] f � ini ; jni�1CCA :� ¯¥°¢®¬ ±«³· ¥ ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¨­²¥£° «¼­»µ ±³¬¬ ­³¦­® ¢»¡° ²¼ ®¤­® n, ¢® ¢²®°®¬ ¨­²¥£° «¼­»¥ ±³¬¬» ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ § ¤ ­¨¥¬ ­ ¡®° ­ ²³° «¼­»µ ·¨±¥« n ¨ ni, i = 1; : : : ; n. �®ª § ²¥«¼±²¢® ²®£®, ·²® ®¡° §®¢ ­­»¥ ¨­²¥£° «¼­»¥ ±³¬¬» ¨¬¥¾² ®¤¨­ ª®¢»© ¯°¥¤¥« ²°¥¡³¥² ­¥ª®²®°»µ° ±±³¦¤¥­¨©, ±¢¿§ ­­»µ ± ¯®­¿²¨¥¬ ° ¢­®¬¥°­®© ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ ´³­ª¶¨©. �» ­¥ ¡³¤¥¬ ¨µ ¯°®¢®¤¨²¼,   ­ ¯¨¸¥¬ ®±­®¢­®¥ ±«¥¤±²¢¨¥ ½²®£® ´ ª² :�¥®°¥¬  2 (¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ ). /f 2 C(T ), T = Y ('1; '2)/ )Z ZT f(x; y) dx dy = Z ba  Z '2(x)'1(x) f(x; y) dy! dx: (3)17



�­ «®£¨·­®, ¥±«¨ f 2 C(T ), T = X(�1; �2), �1(�); �2(�) 2 C[c; d] ²®Z ZT f(x; y) dx dy = Z ba  Z �2(y)�1(y) f(x; y) dx! dy: (4)�° ¢»¥ · ±²¨ (3) ¨ (4) ­ §»¢ ¾² ¯®¢²®°­»¬¨ ¨­²¥£° « ¬¨,   ± ¬¨ ° ¢¥­±²¢  (3) ¨ (4) { ±¢¥¤¥­¨¥¬ ¤¢®©­®£® ¨­²¥£° « ª ¯®¢²®°­®¬³.�°³£¨¬ ¢ ¦­»¬ ¢®¯°®±®¬, · ±²® ¢®§­¨ª ¾¹¨¬ ¯°¨ ¢»·¨±«¥­¨¨ ª° ²­»µ ¨­²¥£° «®¢, ¿¢«¿¥²±¿ ¢®¯°®± ® § ¬¥­¥¯¥°¥¬¥­­»µ ¢ ² ª®¬ ¨­²¥£° «¥. �²®¡» ¯®­¿²¼ ª ª ¯°®¨§¢®¤¨²±¿ ² ª ¿ § ¬¥­ , ° ±±¬®²°¨¬ ¯°®±²¥©¸¨© ±«³· ©¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ ¯«®±ª®±²¨: x$ 2t; y $ y: (5)�³±²¼ f 2 C(T ), T = f(x; y) 2 R2 j x; y 2 [0; 1]g:�¥« ¿ § ¬¥­³ ¯¥°¥¬¥­­»µ (5), ¬» ¢¬¥±²® ¢¥«¨·¨­ ¢¨¤  x ¯®¤±² ¢«¿¥¬ 2t,   ¢¥«¨·¨­» ¢¨¤  y ®±² ¢«¿¥¬ ¡¥§ ¨§¬¥­¥­¨¿.�°¨ ½²®¬ ª¢ ¤° ² T � (Oxy) ¯°¥®¡° §³¥²±¿ ¢ ¯°¿¬®³£®«¼­¨ªS = f(t; y) 2 R2 j t 2 [0; 1=2]; y 2 [0; 1]g;S � (Oty). �³­ª¶¨¿ f(�) ¯¥°¥¬¥­­»µ (x; y) ¯°¥®¡° §³¥²±¿ ¢ ´³­ª¶¨¾ g(�) ¯¥°¥¬¥­­»µ (t; y). �²  ´³­ª¶¨¿ ¢»·¨±«¿¥²±¿¯® ¯° ¢¨«³ g(t; y) = f(2t; y). �» µ®²¨¬ ®² ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¿ f ¯® ®¡« ±²¨ T ¯¥°¥©²¨ ª ¢»·¨±«¥­¨¾ ¤¢®©­®£® ¨­²¥£° « ¯® ®¡« ±²¨ S ®² ­¥ª®²®°®© ´³­ª¶¨¨ h, ª ª¨¬-²® ±¯®±®¡®¬ ±¢¿§ ­­®© ± g, ± ²¥¬ ·²®¡»Z ZT f(x; y) dx dy = Z ZS h(t; y) dt dy:�²  § ¤ ·  «¥£ª® °¥¸ ¥²±¿ ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ´®°¬³«» (3):Z ZT f(x; y) dx dy = 1Z0 0@ 1Z0 f(x; y) dy1A dx = 1=2Z0 0@ 1Z0 g(t; y) dy1A 2 dt = Z ZS g(t; y)2 dt dy¨, §­ ·¨², h(t; y) = 2g(t; y).� ¬¥²¨¬ ±µ¥¬³, ¯® ª®²®°®© ¬®¦­® ¢»¢¥±²¨ ½²®² °¥§³«¼² ² ­¥¯®±°¥¤±²¢¥­­®. �³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ¢­¥ ®¡« ±²¨ T ´³­ª¶¨¿ f ¢±¾¤³ ° ¢­  ­³«¾.� ´¨ª±¨°³¥¬ n 2 N̈ ®¡®§­ ·¨¬ Ti;j = f(x; y) j i=n 6 x 6 (i+ 1)=n; j=n 6 y 6 (j + 1)=ng{ ª¢ ¤° ² ¢ ¯«®±ª®±²¨ (Oxy) ±® ±²®°®­®© 1=n. �¡° §®¬ ½²®£® ª¢ ¤° ²  (¢ ¯«®±ª®±²¨ (Oty)) ¯°¨ ¨§³· ¥¬®¬ ®²®¡° ¦¥­¨¨ ¡³¤¥² ¯°¿¬®³£®«¼­¨ªT 0i;j = f(t; y) j i=(2n) 6 t 6 (i+ 1)=(2n); j=n 6 y 6 (j + 1)=ng±® ±²®°®­ ¬¨ 1=(2n) ¨ 1=n. �£® ¯«®¹ ¤¼ ¢ ¤¢  ° §  ¬¥­¼¸¥ ¯«®¹ ¤¨ ª¢ ¤° ²  Ti;j. �»¯¨¸¥¬ ­¥ª®²®°®¥ ª®«¨·¥±²¢® ° ¢¥­±²¢, ¨§ ª®²®°»µ¯®«³· ¥²±¿ ²°¥¡³¥¬®¥ (­¥ª®²®°»¥ ¨§ ° ¢¥­±²¢ ¯°¨¢®¤¿²±¿ ¡¥§ ¤®±² ²®·­®£® ®¡®±­®¢ ­¨¿):Sn(f; T ) = n�2 X( in ; jn )2T f � in ; jn� = n�2 X( i2n ; 2j2n )2S g� i2n; 2j2n� �� n�2 X( i2n ; 2j2n )2S 12 (g� i2n; 2j2n�+ g� i2n; 2j + 12n �) = 2 � (2n)�2 X( i2n ; j2n )2S g� i2n; j2n� :� ª¨¬ ®¡° §®¬, Sn(f; T ) � 2S2n(g; S):� ¯°¥¤¥«¥ ¯°¨ n! 1 ¯°¨¡«¨¦¥­­®¥ ° ¢¥­±²¢® § ¬¥­¿¥²±¿ ²®·­»¬,   ¨­²¥£° «¼­»¥ ±³¬¬» { ª° ²­»¬¨ ¨­²¥£° « ¬¨.� ±±¬®²°¥­­ ¿ ±µ¥¬  ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ° ±¯°®±²° ­¿¥²±¿ ¨ ­  ®¡¹¨© ±«³· © § ¬¥­» ¯¥°¥¬¥­­»µ. �¥ ®±­®¢­ ¿ · ±²¼±®±²®¨² ¢ ®±­®¢­®¬ ¢  ­ «¨§¥ ²®£®, ¢® ±ª®«¼ª® ° § ¯«®¹ ¤¼ ½«¥¬¥­² °­®© ¿·¥©ª¨ (².¥. ¯«®¹ ¤¼ Ti;j ¢ ° §®¡° ­­®¬¯°¨¬¥°¥) ¯°¥¢»¸ ¥² ¯«®¹ ¤¼ ®¡° §  (T 0i;j ¢ ¯°¨¬¥°¥): ¢ ¤¢  ° §  ¢ ¤ ­­®¬ ±«³· ¥. � ª¨¬ ®¡° §®¬ ­ ¸¥ ¯°¥®¡° §®-¢ ­¨¥ ±®ª° ¹ ¥² ¯«®¹ ¤¨ ¢ ¤¢  ° § . �²®¡» ª®¬¯¥­±¨°®¢ ²¼ ½²® ±®ª° ¹¥­¨¥ ¯°¨ g ¯®¿¢«¿¥²±¿ ª®½´´¨¶¨¥­² { ·¨±«®2. � ®¡¹¥¬ ±«³· ¥, ª®£¤  § ¤ ­  § ¬¥­  ¯¥°¥¬¥­­»µx$ u(s; t); y $ v(s; t) (6)²®·­®£® ° ¢¥­±²¢ , ±¢¿§»¢ ¾¹¥£® ¯«®¹ ¤¨ ª¢ ¤° ²  Ti;j (¨§ ¯«®±ª®±²¨ (Ost)) ¨ ¥£® ®¡° §  (¨§ ¯«®±ª®±²¨ (Oxy)),§­ ²¼ ­¥ ²°¥¡³¥²±¿, ­® ²°¥¡³¥²±¿ §­ ²¼ ·¥¬³ ° ¢¥­ ¯°¥¤¥« ®²­®¸¥­¨¿ ¨µ ¯«®¹ ¤¥© ± °®±²®¬ n. �«¿ ®²®¡° ¦¥­¨© (6),18



®¡« ¤ ¾¹¨µ ­¥¯°¥°»¢­»¬¨ · ±²­»¬¨ ¯°®¨§¢®¤­»¬¨ ¯® ¯¥°¥¬¥­­»¬ s ¨ t, ² ª®¥ ° ¢¥­±²¢® ¨§¢¥±²­®. �­® ®¡»·­®®´®°¬«¿¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥ dx dy = jJ j ds dt¨ ®§­ · ¥², ·²® ³ª § ­­»© ¯°¥¤¥« ° ¢¥­ ¬®¤³«¾ ·¨±«  J = J(s; t),J(s; t) = det ����@u@s @u@t@v@s @v@t ���� = @u@s @v@t � @u@t @v@s ;¯®¤±·¨² ­­®£® ¢ ²®·ª¥ ± ª®®°¤¨­ ² ¬¨ (s; t). � ª®© ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ­ §»¢ ¥²±¿ ¿ª®¡¨ ­®¬ ®²®¡° ¦¥­¨¿ (6) ¢ ²®·ª¥(s; t). �®¿±­¨¬ ª ª ¢®§­¨ª ¥² ½²  ¢¥«¨·¨­ . �¥±ª®«¼ª® ¨§¬¥­¨¬ ¢¢¥¤¥­­»¥ ° ­¼¸¥ ®¡®§­ ·¥­¨¿: ¯³±²¼ n 2 N,Ti;j = f(s; t) j i=n 6 s 6 (i+ 1)=n; j=n 6 t 6 (j + 1)=ng{ ª¢ ¤° ² ¢ ¯«®±ª®±²¨ (Ost),A = �u( in ; jn ); v( in ; jn )� ; B = �u( in ; j + 1n ); v( in ; j + 1n )� ; C = �u( i+ 1n ; jn ); v( i + 1n ; jn )�{ ²°¨ ²®·ª¨ ¯«®±ª®±²¨ (Oxy). �¡° §®¬ ¬­®¦¥±²¢  Ti;j ¯°¨ ®²®¡° ¦¥­¨¨ (6) ¡³¤¥² ±®¢®ª³¯­®±²¼f(x; y) j x = u(s; t); y = v(s; t); (s; t) 2 Ti;jg (7)²®·¥ª ¯«®±ª®±²¨ (Oxy). �¤¥« ­­»¥ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¿ ® ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ · ±²­»µ ¯°®¨§¢®¤­»µ ¯®§¢®«¿¾² § ª«¾·¨²¼,·²® ² ª®¥ ¬­®¦¥±²¢®, ¯°¨¡«¨§¨²¥«¼­®, ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¯ ° ««¥«®£° ¬¬®¬, ®²«®¦¥­­»¬ ®² ²®·ª¨ A ± ­ ¯° ¢«¿¾¹¨¬¨AB ¨ AC. � ¯¨¸¥¬ ª®®°¤¨­ ²» ¢¥ª²®°  AB:�u( in ; j + 1n ) � u( in ; jn ); v( in ; j + 1n ) � v( in ; jn )� � �@u@t � 1n; @v@t � 1n� = �@u@t ; @v@t� � 1n;£¤¥ · ±²­»¥ ¯°®¨§¢®¤­»¥ ¢»·¨±«¥­» ¢ ²®·ª¥ ( in ; jn ). �­ «®£¨·­®, ª®®°¤¨­ ²» ¢¥ª²®°  AC ¯°¨¡«¨§¨²¥«¼­® ° ¢­»�@u@s ; @v@s� � 1n:�±¯®¬¨­ ¿ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¢¥ª²®°­®£® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿, ¯®«³· ¥¬, ·²® ¯«®¹ ¤¼ (7) ¯°¨¡«¨§¨²¥«¼­® ° ¢­  jJ j=n2,   ®²­®-¸¥­¨¥ ¯«®¹ ¤¨ (7) ª ¯«®¹ ¤¨ Ti;j { ½²® ¯°¨¡«¨§¨²¥«¼­® jJ j ¢ ²®·ª¥ ( in ; jn). �´®°¬³«¨°³¥¬ ²¥¯¥°¼ ²¥®°¥¬³ ® § ¬¥­¥¯¥°¥¬¥­­»µ ¢ ¤¢®©­®¬ ¨­²¥£° «¥. �³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ­ ¬ § ¤ ­® ®¤­®§­ ·­®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ (6) ¬­®¦¥±²¢  S 2 T2,S � (Ost), ¢® ¬­®¦¥±²¢® T 2 T2, T � (Oxy). �²® ®§­ · ¥², ·²®1) ¤«¿ ª ¦¤®£® (s; t) 2 S ²®·ª  ± ª®®°¤¨­ ² ¬¨ x = u(s; t), y = v(s; t) ¯°¨­ ¤«¥¦¨² T ,2) ¤«¿ ª ¦¤®£® (x; y) 2 T ­ ©¤¥²±¿ ¯ °  (s; t) 2 S ² ª ¿, ·²® x = u(s; t), y = v(s; t),3) ° §­»¬ (s; t) 2 S ±®®²¢¥²±²¢³¾² ° §­»¥ (x; y) 2 T .�³±²¼ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ (6) ¨ ¥£® · ±²­»¥ ¯°®¨§¢®¤­»¥ ¯® ¯¥°¥¬¥­­»¬ s ¨ t ­¥¯°¥°»¢­» ­  S (¤«¿ ¢»·¨±«¥­¨¿ · ±²­»µ¯°®¨§¢®¤­»µ ­  S ®¡»·­® ¯°¥¤¯®« £ ¾², ·²® ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ (6) § ¤ ­® ­  ·³²¼ ¡®«¼¸¥¬ ¬­®¦¥±²¢¥, ±®¤¥°¦ ¹¥¬S); ¯³±²¼ ¿ª®¡¨ ­ J(s; t) ±®µ° ­¿¥² ¯®±²®¿­­»© §­ ª ¢ S. �®£¤  ¢»¯®«­¿¥²±¿ ´®°¬³«  § ¬¥­» ¯¥°¥¬¥­­»µ:Z ZT f(x; y) dx dy = Z ZS g(s; t)jJ j ds dt;g(s; t) = f(u(s; t); v(s; t)).� ±±¬®²°¨¬ ®¤¨­ · ±²­»© ±«³· © ½²®© ´®°¬³«»: ¯¥°¥µ®¤ ª ¯®«¿°­®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨­ ². � ¦¤®© ²®·ª¥ (x; y)­  ¯«®±ª®±²¨ R2 ±®¯®±² ¢¨¬ ¥¥ ¯®«¿°­»¥ ª®®°¤¨­ ²»: ° ¤¨³± r = px2 + y2 > 0 ¨ ³£®« � 2 [0; 2�), ®¤­®§­ ·­®®¯°¥¤¥«¿¥¬»© ¨§ ° ¢¥­±²¢ x = r cos �; y = r sin�:�»·¨±«¨¬ ¿ª®¡¨ ­ ½²®£® ®²®¡° ¦¥­¨¿: J = r cos2 �+ r sin2 � = r:�®°¬³«  § ¬¥­» ¯¥°¥¬¥­­»µ ¡³¤¥² ¢»£«¿¤¥²¼ ² ª:Z ZT f(x; y) dx dy = Z ZS g(r; �)r dr d�;g(r; �) = f(r cos �; r sin�), T { ®¡° § ¬­®¦¥±²¢  S ¯°¨ ®²®¡° ¦¥­¨¨ (r; �) ! (r cos�; r sin�). �²® ° ¢¥­±²¢® ±¯° ¢¥¤-«¨¢®, ­ ¯°¨¬¥°, ¢ ±«³· ¥, ª®£¤  ®ª § «®±¼, ·²® T 2 T2 ª ª ¬­®¦¥±²¢® ¨§ (Oxy) ¨ S 2 T2 ª ª ¬­®¦¥±²¢® ¨§ (Or�),«¥¦ ¹¥¥ ¢ ¯®«³¯®«®±¥ f(r; �) j r > 0; � 2 [0; 2�)g. 19



�¥ª¶¨¿ 9.�»·¨±«¥­¨¥ ²°®©­®£® ¨­²¥£° « . �°¨¢®«¨­¥©­»¥ ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨­ ². �ª®¡¨ ­ ¨ ¥£® £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨© ±¬»±«. � ¬¥­ ¯¥°¥¬¥­­»µ ¢ ª° ²­»µ ¨­²¥£° « µ. �¥°¥µ®¤ ª ¶¨«¨­¤°¨·¥±ª¨¬ ¨ ±´¥°¨·¥±ª¨¬ ª®®°¤¨­ ² ¬ ¢ ²°®©­®¬ ¨­²¥£° «¥.� ±±¬®²°¥­­»¥ ¯°¥¦¤¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¨ ²¥®°¥¬» ®¡®¡¹ ¾²±¿ ­  ¨­²¥£° « ®² ´³­ª¶¨© ²°¥µ ¨ ¡®«¼¸¥£® ·¨±«  ¯¥-°¥¬¥­­»µ. �®¢²®°¨¬ ¨µ ¤«¿ ±«³· ¿ ²°®©­®£® ¨­²¥£° « .�¤­¨¬ ¨§ ¯°®±²¥©¸¨µ ¢¨¤®¢ ®¡« ±²¥© ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ ±®¢®ª³¯­®±²¼ ²®·¥ª ¯°®±²° ­±²¢  R3 ¢¨¤ Z('1; '2) = f(x; y; z) 2 R3 j (x; y) 2 T; '1(x; y) 6 z 6 '2(x; y)g; (1)£¤¥ T 2 T2, '1(�), '2(�) 2 C(T ), '1(x; y) 6 '2(x; y) ¯°¨ ª ¦¤®¬ (x; y) 2 T . �­³²°¥­­¨¬¨ ²®·ª ¬¨ ² ª®© ®¡« ±²¨ ¡³¤¥¬­ §»¢ ²¼ ¬­®¦¥±²¢® bZ('1; '2) = f(x; y; z) 2 R3 j (x; y) 2 bT ; '1(x; y) < z < '2(x; y)g:�®  ­ «®£¨¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¾² ¬­®¦¥±²¢  Y ('1; '2), X('1; '2). �±¥ ¨µ ¡³¤¥¬ ®¡®§­ · ²¼ ¬­®¦¥±²¢ ¬¨ ¢¨¤  (1).�³±²¼ ²¥¯¥°¼ f(�) { ­¥¯°¥°»¢­ ¿ ­  ®¡« ±²¨ Z = Z('1; '2) ¢¨¤  (1) ´³­ª¶¨¿ ²°¥µ ¯¥°¥¬¥­­»µ. �¯°¥¤¥«¨¬, ·²®¿¢«¿¥²±¿ ¨­²¥£° «®¬ ®² f ¯® Z. �«¿ ½²®£® § ¤ ¤¨¬±¿ ­ ²³° «¼­»¬ n 2 N ¨ ° ±±¬®²°¨¬ ±³¬¬³Sn(f; Z) = n�3 X( in ; jn ; kn )2Z f � in ; jn ; kn� ; (2)£¤¥ ±³¬¬¨°®¢ ­¨¥ ¢ (2) ° ±¯°®±²° ­¿¥²±¿ ­  ¢±¥ ¶¥«»¥ §­ ·¥­¨¿ ¨­¤¥ª±®¢ i, j, k, ¤«¿ ª®²®°»µ (i=n; j=n) 2 T ¨,®¤­®¢°¥¬¥­­®, '1(i=n; j=n) 6 k=n 6 '2(i=n; j=n).�¥®°¥¬  1 (¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ ). /f 2 C(Z), Z = Z('1; '2)/ )9 limn!1Sn(f; Z):�²® ·¨±«® ¨ ­ §»¢ ¥²±¿ ²°®©­»¬ ¨­²¥£° «®¬ ®² f ¯® Z:Z Z ZZ f(x; y; z) dx dy dz = limn!1Sn(f; Z):� ±¯°®±²° ­¨¬ ±¤¥« ­­®¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ­  ®¡º¥¤¨­¥­¨¥ ­¥±ª®«¼ª¨µ ®¡« ±²¥© ¢¨¤  (1). �³±²¼ § ¤ ­® ª®­¥·­®¥ ±¥¬¥©-±²¢® ®¡« ±²¥© fWkgnk=1 ¢¨¤  (1), ­¥ ¨¬¥¾¹¨µ ®¡¹¨µ ¢­³²°¥­­¨µ ²®·¥ª: cWk \cWm = ;, ¥±«¨ k 6= m. �³¤¥¬ ®¡®§­ · ²¼,¤«¿ ª° ²ª®±²¨, ±®¢®ª³¯­®±²¼ ¬­®¦¥±²¢ W � R3, ¤®¯³±ª ¾¹¨µ ° §«®¦¥­¨¥ W = [nk=1Wk ° ±±¬®²°¥­­®£® ¢¨¤ , ±¨¬-¢®«®¬ T3. �°®¬¥ ²®£®, ¢­³²°¥­­¨¬¨ ²®·ª ¬¨ cW ¬­®¦¥±²¢  W , ¯® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾, ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ²¥ (x; y; z) 2 W ,ª®²®°»¥ ¯®¯ ¤ ¾² ¢ [nk=1cWk µ®²¿ ¡» ¤«¿ ®¤­®£® ° §«®¦¥­¨¿W = [nk=1Wk, £¤¥ ª ¦¤®¥ Wk ¢¨¤  (1). �³±²¼ f 2 C(W ).�® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ Z Z ZW f(x; y; z) dx dy dz = nXk=1 Z Z ZWk fk(x; y; z) dx dy dz: (3)� ª¦¥ ª ª ¨ ¤«¿ ¤¢®©­»µ ¨­²¥£° «®¢ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ (3) ­¥ § ¢¨±¨² ®² ±¯®±®¡  ° §¤¥«¥­¨¿ W 2 T3 ­  · ±²¨ ¢¨¤  (1).�±­®¢­»¥ ±¢®©±²¢  ¤¢®©­®£® ¨­²¥£° «  ± ¥±²¥±²¢¥­­»¬¨ ¨§¬¥­¥­¨¿¬¨ ¯¥°¥­®±¿²±¿ ­  ²°®©­®© ¨­²¥£° «.�¥®°¥¬  2 ( ¤¤¨²¨¢­®±²¼ ¨­²¥£° « ). /W1;W2 2 T3, cW1 \cW2 = ;, f 2 C(W1 [W2)/ )Z Z ZW1[W2 f(x; y; z) dx dy dz = Z Z ZW1 f(x; y; z) dx dy dz + Z Z ZW2 f(x; y; z) dx dy dz:� ª ¨ ¤«¿ ±«³· ¿ ¤¢®©­®£® ¨­²¥£° «  ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 2 ¿¢«¿¥²±¿ ±«¥¤±²¢¨¥¬ (3).�»¡¥°¥¬ f ²®¦¤¥±²¢¥­­® ° ¢­®© ¥¤¨­¨¶¥ ¢±¾¤³ ­  W 2 T3. �²® ­¥¯°¥°»¢­ ¿ ­  W ´³­ª¶¨¿. �­²¥£° « ®² ² ª®©f ¯® W ­ §»¢ ¥²±¿ ®¡º¥¬®¬ W . �³¤¥¬ ®¡®§­ · ²¼ ½²³ ¢¥«¨·¨­³ V (W ):V (W ) = Z Z ZW dx dy dz:�®ª § ²¥«¼±²¢  ®±­®¢­»µ ±¢®©±²¢ ¨­²¥£° «  ¡¥§ ¨§¬¥­¥­¨© ¯¥°¥­®±¨²±¿ ± ¤¢®©­»µ ¨­²¥£° «®¢ ­  ²°®©­»¥ ¨­²¥£° «».�¥®°¥¬  3 («¨­¥©­®±²¼ ¨­²¥£° « ). /W 2 T3, f1; f2 2 �(W ) ¨ a; b 2 R/)Z Z ZW (af1 + bf2) dx dy dz = a Z Z ZW f1 dx dy dz + b Z Z ZW f2 dx dy dz:�¥®°¥¬  4 (¬®­®²®­­®±²¼ ¨­²¥£° « ). /W 2 T3, f1; f2 2 �(W ) ¨ f1(x; y; z) 6 f2(x; y; z) ¤«¿ ¢±¥µ (x; y; z) 2W/ )Z Z ZW f1(x; y; z) dx dy dz 6 Z Z ZW f2(x; y; z) dx dy dz:20



�«¥¤±²¢¨¿. ����Z Z ZW f(x; y; z) dx dy dz���� 6 Z Z ZW jf(x; y; z)j dx dy dz;V (W ) �m 6 Z ZW f dx dy dz 6 V (W ) �M;¢»¯®«­¿¾¹¨¥±¿ ¥±«¨ m 6 f(x; y; z) 6M ¯°¨ ¢±¥µ (x; y; z) 2 W .� ª¦¥ ª ª ¨ ¤¢®©­»¥ ¨­²¥£° «», ²°®©­»¥ ¨­²¥£° «» ¬®¦­® ¢»·¨±«¿²¼ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®. �±­®¢®© ½²®¬³ ±«³¦¨²�¥®°¥¬  5 (¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ ). /T 2 T2, '1(�), '2(�) 2 C(T ), W = Z('1; '2), f 2 C(W )/ )Z Z ZW f(x; y; z) dx dy dz = ZT  Z '2(x;y)'1(x;y) f(x; y; z) dz! dx dy:�¹¥ ° § ° ±±¬®²°¨¬ ¢®¯°®± ® § ¬¥­¥ ¯¥°¥¬¥­­®© ¯°¨ ¢»·¨±«¥­¨¨ ¨­²¥£° « . � ª®© ¡» ¨­²¥£° « ¬» ­¥ ¨§³· «¨, {®¯°¥¤¥«¥­­»©, ¤¢®©­®©, ²°®©­®© ¨«¨ ¡®«¼¸¥£® ·¨±«  ¯¥°¥¬¥­­»µ, ¢±¿ª¨© ° § ¯®«³· ¥²±¿, ¯® ±³¹¥±²¢³, ®¤­  ¨ ²  ¦¥´®°¬³« , ³±«®¢­® § ¯¨±»¢ ¥¬ ¿ ¢ ¢¨¤¥ ZT f dt = ZS g � jJ j ds:�¡±³¤¨¬ ¥¥ ¥¹¥ ° § ¤«¿ ²°®©­®£® ¨­²¥£° « . �³±²¼ § ¤ ­  ®¤­®§­ ·­ ¿ § ¬¥­  ¯¥°¥¬¥­­»µ, ±¢¿§»¢ ¾¹ ¿ ²®·ª¨(x; y; z) ± ²®·ª ¬¨ (r; s; t): x$ u(r; s; t); y $ v(r; s; t); z $ w(r; s; t): (4)�·¨² ¥¬, ·²® ®­  ¯¥°¥¢®¤¨² ¬­®¦¥±²¢® S 2 T3 ¯°®±²° ­±²¢  (Orst) ¢® ¬­®¦¥±²¢® T 2 T3 ¯°®±²° ­±²¢  (Oxyz) ¨ ¯°¨½²®¬1) ¤«¿ ª ¦¤®£® (r; s; t) 2 S ²®·ª  ± ª®®°¤¨­ ² ¬¨ x = u(r; s; t), y = v(r; s; t), z = w(r; s; t) ¯°¨­ ¤«¥¦¨² T ,2) ¤«¿ ª ¦¤®£® (x; y; z) 2 T ­ ©¤¥²±¿ ²°®©ª  (r; s; t) 2 S ² ª ¿, ·²® x = u(r; s; t), y = v(r; s; t), z = w(r; s; t),3) ° §­»¬ (r; s; t) 2 S ±®®²¢¥²±²¢³¾² ° §­»¥ (x; y; z) 2 T .�³±²¼ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ (4) ¨ ¥£® · ±²­»¥ ¯°®¨§¢®¤­»¥ ¯® ¯¥°¥¬¥­­»¬ r, s ¨ t ­¥¯°¥°»¢­» ­  ­¥ª®²®°®¬, ±®¤¥°¦ ¹¥¬S ¬­®¦¥±²¢¥ ¨§ (Orst); ¯³±²¼ ¿ª®¡¨ ­ J = J(r; s; t),J(r; s; t) = det ������ @u@r @u@s @u@t@v@r @v@s @v@t@w@r @w@s @w@t ������ ;±®µ° ­¿¥² ¯®±²®¿­­»© §­ ª ¢ S (¬®¤³«¼ ½²®£® ®¯°¥¤¥«¨²¥«¿ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ®¡º¥¬ ¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤ , ¯®±²°®¥­­®£® ­ ¢¥ª²®° µ ¨§ · ±²­»µ ¯°®¨§¢®¤­»µ { ±¬¥¸ ­­®£® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿ ½²¨µ ¢¥ª²®°®¢). � ª ¨ ¤«¿ ±«³· ¿ ¤¢³µ ¯¥°¥¬¥­­»µ¢»¯®«­¿¥²±¿ ° ¢¥­±²¢® dx dy dz = jJ j dr ds dt;®§­ · ¾¹¥¥, ·²® ®²®¡° ¦¥­¨¥ (4) ¨±ª ¦ ¥² ª³¡ ± °¥¡°®¬ 1=n ± ¢¥°¸¨­®© ¢ ²®·ª¥ (r; s; t) ² ª, ·²® ®¡º¥¬ ¨±ª ¦¥­­®£®ª³¡  ¨§¬¥­¿¥²±¿ ¯°¨¡«¨§¨²¥«¼­® ¢ jJ(r; s; t)j ° § ¯® ±° ¢­¥­¨¾ ± ¨±µ®¤­»¬. �°¨ ½²®¬ ®²­®±¨²¥«¼­ ¿ ¯®£°¥¸­®±²¼² ª®© § ¬¥­» ±²°¥¬¨²±¿ ª ­³«¾ ± °®±²®¬ n. � ±¤¥« ­­»µ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¿µ ±¯° ¢¥¤«¨¢  ´®°¬³«  § ¬¥­» ¯¥°¥¬¥­­»µ:Z Z ZT f(x; y; z) dx dy dz = Z Z ZS g(r; s; t)jJ j drds dt;g(r; s; t) = f(u(r; s; t); v(r; s; t); w(r; s; t)).� ±±¬®²°¨¬ ¯°¨¬¥°». � ¶¨«¨­¤°¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨­ ² ª ¦¤®© ²®·ª¥ (x; y; z) 2 R3 ±®¯®±² ¢¨¬ ¥¥ ¶¨«¨­¤°¨·¥-±ª¨¥ ª®®°¤¨­ ²» (r; �; h), r > 0, � 2 [0; 2�), h 2 R:x = r cos�; y = r sin�; z = h:�»·¨±«¨¬ ¿ª®¡¨ ­ ½²®£® ®²®¡° ¦¥­¨¿: J = r cos2 �+ r sin2 � = r:�®°¬³«  § ¬¥­» ¯¥°¥¬¥­­»µ ¡³¤¥² ¢»£«¿¤¥²¼ ² ª:Z Z ZT f(x; y; z) dx dy dz = Z Z ZS g(r; �; h)r dr d� dh;g(r; �; h) = f(r cos�; r sin�; h), T { ®¡° § ¬­®¦¥±²¢  S ¯°¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© § ¬¥­¥ ¯¥°¥¬¥­­®©.21



� ±´¥°¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨­ ² ª ¦¤®© ²®·ª¥ (x; y; z) 2 R3 ±®¯®±² ¢¨¬ ¥¥ ±´¥°¨·¥±ª¨¥ ª®®°¤¨­ ²» (r; �;  ),r > 0, � 2 [0; 2�),  2 [��=2; �=2): x = r cos � cos ; y = r sin� cos ; z = r sin :�»·¨±«¨¬ ¿ª®¡¨ ­ ½²®£® ®²®¡° ¦¥­¨¿:J = r2 cos3  + r2 cos sin2  = r2 cos :�®°¬³«  § ¬¥­» ¯¥°¥¬¥­­»µ ¡³¤¥² ¢»£«¿¤¥²¼ ² ª:Z Z ZT f(x; y; z) dx dy dz = Z Z ZS g(r; �; h)r2 cos dr d� dh;g(r; �; h) = f(r cos� cos ; r sin� cos ; r sin ), T { ®¡° § ¬­®¦¥±²¢  S ¯°¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© § ¬¥­¥ ¯¥°¥¬¥­­®©.�¥ª¶¨¿ 10.�°¨¢®«¨­¥©­»¥ ¨­²¥£° «» ¯¥°¢®£® °®¤  ¨ ¢²®°®£® °®¤ , ¨µ ±¢®©±²¢  ¨ ¢»·¨±«¥­¨¥. �ª «¿°­®¥ ¨ ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥.�¨°ª³«¿¶¨¿ ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ ¢¤®«¼ ª°¨¢®©. �®°¬³«  �°¨­ .� ±±¬®²°¥­¨¥ ¯®­¿²¨¿ ª°¨¢®«¨­¥©­®£® ¨­²¥£° «  ¯¥°¢®£® °®¤  ®¡»·­® ­ ·¨­ ¾² ± ³ª § ­¨¿ ²®£® ¯® ª ª®¬³ ¬­®¦¥-±²¢³ ½²®² ¨­²¥£° « ¢»·¨±«¿¥²±¿. � ª ·¥±²¢¥ ² ª¨µ ¬­®¦¥±²¢ ¢»±²³¯ ¾² ª°¨¢»¥ ­  ¯«®±ª®±²¨ R2 ¨«¨ ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥R3. �°®±²¥©¸¨¬ ¯°¨¬¥°®¬ ª°¨¢®© ­  ¯«®±ª®±²¨ ¿¢«¿¥²±¿ ®¡° § 
 ®²°¥§ª  [a; b]� R, § ¤ ¢ ¥¬»© ¯ °®© ®²®¡° ¦¥­¨©x; y 2 C[a; b] ¯® ¯° ¢¨«³: 
 = f(x(t); y(t)) j t 2 [a; b]g; (1)² ª ·²® ° §­»¬ §­ ·¥­¨¿¬ ¯ ° ¬¥²°  t 2 (a; b) ±®®²¢¥²±²¢³¾² ° §­»¥ ²®·ª¨ (x(t); y(t)), ±®±² ¢«¿¾¹¨¥ ª°¨¢³¾ 
.�°®¬¥ ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ ´³­ª¶¨© x(�), y(�) ¯®²°¥¡³¥¬ ¤®¯®«­¨²¥«¼­®, ·²®¡» x(�), y(�) 2 C1(a; b). �±«¨ ª®­¶» A =(x(a); y(a)) ¨ B = (x(b); y(b)) ª°¨¢®© 
 ±®¢¯ ¤ ¾²: A = B, ²® ² ª³¾ ª°¨¢³¾ ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ § ¬ª­³²®©. �³±²¼f(�) 2 C(
) { ­¥¯°¥°»¢­®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥, ¯°¨­¨¬ ¾¹¥¥ ¤¥©±²¢¨²¥«¼­»¥ §­ ·¥­¨¿ ­  ¬­®¦¥±²¢¥ 
. �®±«¥¤­¥¥ ³±«®¢¨¥,¢ · ±²­®±²¨, ®§­ · ¥², ·²® ¢ ´³­ª¶¨¾ ¤¢³µ ¯¥°¥¬¥­­»µ f(x; y) ¢ ª ·¥±²¢¥  °£³¬¥­²®¢ (x; y) ¬®¦­® ¯®¤±² ¢¨²¼ ²®·ª¨¨§ ª°¨¢®© 
 ¨ ®¡° §®¢ ²¼ ±«®¦­³¾ ´³­ª¶¨¾ f(x(t); y(t)) ¯¥°¥¬¥­­®© t 2 [a; b]. �® ²¥®°¥¬¥ ® ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ ±«®¦­®©´³­ª¶¨¨ ² ª ¿ ´³­ª¶¨¿ ¡³¤¥² ­¥¯°¥°»¢­®© ª ª ´³­ª¶¨¿ ¯¥°¥¬¥­­®© t 2 [a; b]. �°¨¢®«¨­¥©­»¥ ¨­²¥£° «» ®² ´³­ª¶¨¨f ¯® ª°¨¢®© 
 ®¯°¥¤¥«¿¾² ¯°¨ ¤®¯®«­¨²¥«¼­®¬ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¨ ® ­¥¢»°®¦¤¥­­®±²¨:x02(t) + y02(t) > 0; t 2 (a; b);ª°¨¢®«¨­¥©­»¬ ¨­²¥£° «®¬ ¯¥°¢®£® °®¤  ­ §»¢ ¾² (¢®®¡¹¥ £®¢®°¿ ­¥±®¡±²¢¥­­»© ¨­²¥£° «)Z
 f(x; y) ds = Z[a;b] f(x(t); y(t))qx02(t) + y02(t) dt; (2)£¤¥ ±¨¬¢®«®¬ R[a;b] ®¡®§­ ·¥­® ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¥ ¯® [a; b] ®² ¬¥­¼¸¥£® §­ ·¥­¨¿  °£³¬¥­²  ª ¡®«¼¸¥¬³. �³±²¼ g(�) 2 C(
){ ¥¹¥ ®¤­  ­¥¯°¥°»¢­ ¿ ¤¥©±²¢¨²¥«¼­®§­ ·­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ­  
. �»° ¦¥­¨¥ZAB f(x; y) dx + g(x; y) dy = Z ba (f(x(t); y(t))x0(t) + g(x(t); y(t))y0(t)) dt (20)­ §»¢ ¾² ª°¨¢®«¨­¥©­»¬ ¨­²¥£° «®¬ ¢²®°®£® °®¤  (¨­²¥£° « ¢ ¯° ¢®© · ±²¨ ² ª¦¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ­¥±®¡±²¢¥­­»¬).�°¥¤¥«» ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¿ ¢ (20) ° ±±² ¢«¿¾² ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ·²®¡» ²®·ª¥ A ±®®²¢¥²±²¢®¢ «® §­ ·¥­¨¥ ¯ ° ¬¥²° t = a,   ²®·ª¥ B { §­ ·¥­¨¥ t = b.� ¦­»¬ ±¢®©±²¢®¬ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ (2) ¿¢«¿¥²±¿, ª ª £®¢®°¿², ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¼ ¯° ¢®© · ±²¨ (2) ®² ¢»¡®°  ¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨¨(1). �¬»±« ½²®© ´° §» ±®±²®¨² ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬: ¯³±²¼ t = u(v) { ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥ ®²°¥§ª  [c; d] ¢ ®²°¥§®ª [a; b], u(�) 2C1[c; d]: u0(v) 6= 0; v 2 [c; d]; u(c) = a; u(d) = b:�²®, ¢ · ±²­®±²¨, ®§­ · ¥², ·²® u(�) { ±²°®£® ¬®­®²®­­ ¿ ­  [c; d] ´³­ª¶¨¿. �¡° §³¥¬ ±«®¦­³¾ ´³­ª¶¨¾ p(v) = x(u(v))¨ ¢»·¨±«¨¬ ¥¥ ¯°®¨§¢®¤­³¾ ¢ ²®·ª¥ v 2 (c; d). �® ¯° ¢¨«³ ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¿ ±«®¦­®© ´³­ª¶¨¨d�p(v)�dv = d�x(u(v))�dv = d�x(t)�dt �����t=u(v) � d�u(v)�dv :22



�­ «®£¨·­ ¿ ´®°¬³«  ±¯° ¢¥¤«¨¢  ¨ ¤«¿ ´³­ª¶¨¨ q(v) = y(u(v)). � ª¨¬ ®¡° §®¬,vuut d�x(t)�dt !2 +  d�y(t)�dt !2�������t=u(v) =vuut d�p(v)�dv !2 +  d�q(v)�dv !2 � �����d�u(v)�dv ������1 :�±«¨ c ¨ d ° ±¯®«®¦¥­» ¤°³£ ®²­®±¨²¥«¼­® ¤°³£  ² ª¦¥ ª ª ¨ a ®²­®±¨²¥«¼­® b (­ ¯°¨¬¥°, c < d ¨ ®¤­®¢°¥¬¥­­®a < b), ²®, ¢ ±¨«³ ¬®­®²®­­®±²¨ u(�), d�u(v)�dv > 0; u 2 [c; d]:�±«¨ ¦¥ ° ±¯®«®¦¥­¨¥ ½²¨µ ¯ ° ¯°®²¨¢®¯®«®¦­® (­ ¯°¨¬¥°, c > d ¨ a < b), ²® ½²  ¯°®¨§¢®¤­ ¿ ¢±¾¤³ ¬¥­¼¸¥ ­³«¿.�®½²®¬³, ®¡®§­ · ¿ ±¨¬¢®«®¬ R[c;d] ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¥ ¯® [c; d] ®² ¬¥­¼¸¥£® §­ ·¥­¨¿  °£³¬¥­²  ª ¡®«¼¸¥¬³ ¨ ¤¥« ¿§ ¬¥­³ ¯¥°¥¬¥­­®© ¢ ¯° ¢®© · ±²¨ (2), ¯®«³·¨¬ (¯°¥¤¯®« £ ¥¬, ª ¯°¨¬¥°³, a < b):Z ba f(x(t); y(t))qx02(t) + y02(t) dt == Z dc f(x(u(v)); y(u(v)))vuut d�p(v)�dv !2 + d�q(v)�dv !2 � �����d�u(v)�dv ������1 � d�u(v)�dv dv == Z[c;d] f(x(u(v)); y(u(v)))vuut d�g(v)�dv !2 +  d�h(v)�dv !2 dv:�®·­® ² ª¦¥ ° §¡¨° ¥²±¿ ±«³· © a > b. � ª¨¬ ®¡° §®¬,Z[a;b] f(x(t); y(t))qx02(t) + y02(t) dt = Z[c;d] f(p(v); q(v))qg02(v) + h02(v) dv; (3)¨, ª ª ¡» ¬» ­¨ § ¤ ¢ «¨ ª°¨¢³¾ 
, { ¢ ¢¨¤¥ (1) ¨«¨ ª ª
 = f(p(v); q(v)) j v 2 [c; d]g;¯° ¢ ¿ · ±²¼ (2) ­¥ ¬¥­¿¥² ±¢®¥£® §­ ·¥­¨¿ (3). � ½²®¬ ¨ ±®±²®¨² ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¼ ¨­²¥£° «  ¯¥°¢®£® °®¤  ®² ¢»¡®° ¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨¨ ¨ ±¯®±®¡ ¥£® § ¯¨±¨ Z
 f(x; y) ds:�«¿ ª°¨¢®«¨­¥©­®£® ¨­²¥£° «  ¢²®°®£® °®¤ , ±®£« ±­® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾, ¢ ¦­®¥ §­ ·¥­¨¥ ¨¬¥¥² ¯®°¿¤®ª ¯°®µ®¦¤¥­¨¿¢¥°¸¨­ A ¨ B:ZAB f(x; y) dx = Z ba f(x(t); y(t))x0(t) dt = Z dc f(x(u(v)); y(u(v)))d�g(v)�dv  d�u(v)�dv !�1 d�u(v)�dv dv == Z dc f(p(v); q(v))g0(v) dv¨, ¢ ²®¦¥ ¢°¥¬¿, ZBA f(x; y) dx = Z ab f(x(t); y(t))x0(t) dt = Z cd f(p(v); q(v))g0 (v) dv = � ZAB f(x; y) dx:�®·­® ² ª¦¥ ZAB g(x; y) dy = � ZBA g(x; y) dy¨, §­ ·¨², ZAB f(x; y) dx+ g(x; y) dy = � ZBA f(x; y) dx+ g(x; y) dy:� ª¦¥ ª ª ¨ ¨­²¥£° «» ¯¥°¢®£® °®¤ , ¨­²¥£° «» ¢²®°®£® °®¤  ­¥ ¬¥­¿¾² ±¢®¥£® §­ ·¥­¨¿ ¯°¨ ¯¥°¥¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨¿µ,±®µ° ­¿¾¹¨µ ¯®°¿¤®ª ¯°®µ®¦¤¥­¨¿ ¢¥°¸¨­ A ¨ B. 23



�³±²¼ ²¥¯¥°¼ ª°¨¢ ¿ 
 � R2 ±®±²®¨² ¨§ ­¥±ª®«¼ª¨µ · ±²¥© ° ±±¬®²°¥­­®£® ¢¨¤ :
 = [ni=1
i; 
i = f(xi(t); yi(t)) j t 2 [ai; bi]g; (4)¯°¨·¥¬ xi(�), yi(�) 2 C[ai; bi] \C1(ai; bi) ¨ ¯°¨ ¢±¥µ ix02i (t) + y02i (t) > 0; t 2 (ai; bi);¯³±²¼ ª ª ¨ ¯°¥¦¤¥ ° §­»¬ §­ ·¥­¨¿¬ ¯ ° ¬¥²°  t1 2 (ai; bi), t2 2 (ak; bk) ±®®²¢¥²±²¢³¾² ° §­»¥ ²®·ª¨ (xi(t1); yi(t1)),(xk(t2); yk(t2)) ª°¨¢®© 
. �®¢®ª³¯­®±²¼ ² ª¨µ ª°¨¢»µ ¡³¤¥¬ ®¡®§­ · ²¼ §­ ª®¬ A2. �¡®§­ ·¨¬ Ai = (xi(ai); yi(ai)),Bi = (xi(bi); yi(bi)), i = 1; : : : ; n. �²¨ ²®·ª¨ ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ³§« ¬¨ ª°¨¢®© 
. �±«¨ f(�), g(�) 2 C(
) { ¤¢  ¤¥©±²¢¨-²¥«¼­®§­ ·­»µ ­¥¯°¥°»¢­»µ ®²®¡° ¦¥­¨¿, ²® ¯® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾Z
 f ds = nXi=1 Z
i f ds; (5)Z
 f(x; y) dx + g(x; y) dy = nXi=1 ZAi;Bi f(x; y) dx + g(x; y) dy: (50)�°¨¢³¾ (4) ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ § ¬ª­³²®©, ¥±«¨ B1 = A2, B2 = A3, : : : Bn�1 = An ¨ Bn = A1.� ±±¬ ²°¨¢ ¾² ² ª¦¥ ª°¨¢®«¨­¥©­»¥ ¨­²¥£° «» ¤«¿ § ¤ ­­»µ ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨ ¯°®±²° ­±²¢¥­­»µ ª°¨¢»µ
 = f(x(t); y(t); z(t)) j t 2 [a; b]g; A = (x(a); y(a); z(a)); B = (x(b); y(b); z(b)):�±«®¢¨¥ ­¥¢»°®¦¤¥­­®±²¨ ¤«¿ ² ª¨µ ª°¨¢»µ § ¯¨±»¢ ¾² ² ª:x02(t) + y02(t) + z02(t) > 0; t 2 (a; b):� ª ¨ ¯°¥¦¤¥ ±·¨² ¥¬, ·²® ° §­»¬ §­ ·¥­¨¿¬ ¯ ° ¬¥²°  t 2 (a; b) ±®®²¢¥²±²¢³¾² ° §­»¥ ²®·ª¨ (x(t); y(t); z(t)),±®±² ¢«¿¾¹¨¥ ª°¨¢³¾ 
. �¯°¥¤¥«¥­¨¿ (2), (20) ¯°¨®¡°¥² ¾² ¢¨¤Z
 f(x; y; z) ds = Z[a;b] f(x(t); y(t); z(t))qx02(t) + y02(t) + z02(t) dt;ZAB f(x; y; z) dx+ g(x; y; z) dy + h(x; y; z) dz = Z ba (f(t)x0(t) + g(t)y0(t) + h(t)z0(t)) dt;£¤¥ f(t) = f(x(t); y(t); z(t)) ¨ ².¤. �¯°¥¤¥«¥­¨¿ (5), (50) ¯¥°¥­®±¨²±¿ ¡¥§ ¨§¬¥­¥­¨© (ª« ±± ª°¨¢»µ, ¿¢«¿¾¹¨µ±¿  ­ «®-£®¬A2, ¡³¤¥¬ ®¡®§­ · ²¼A3). � ª¦¥ ª ª ¨ ¤«¿ ±«³· ¿ ¤¢³µ ¯¥°¥¬¥­­»µ, ¨­²¥£° « ¯¥°¢®£® °®¤  ¯® ¯°®±²° ­±²¢¥­­»¬ª°¨¢»¬ ­¥ § ¢¨±¨² ®² ¢»¡®°  ¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨¨,   ¨­²¥£° « ¢²®°®£® °®¤  § ¢¨±¨² ®² ®°¨¥­² ¶¨¨ ¯°®±²° ­±²¢¥­­®©ª°¨¢®© (².¥. ®² ¢»¡®°  ­ · «¼­®© ¨ ª®­¥·­®© ²®·ª¨ ½²®© ª°¨¢®©):ZAB f(x; y; z) dx + g(x; y; z) dy + h(x; y; z) dz = � ZBA f(x; y; z) dx+ g(x; y; z) dy + h(x; y; z) dz:�«¿ ±®ª° ¹¥­¨¿ § ¯¨±¥© ¢±¥ ¤ «¼­¥©¸¨¥ ° ±±¬®²°¥­¨¿ ¡³¤³² ¤¥« ²¼±¿ ¤«¿ ¯«®±ª¨µ ª°¨¢»µ, ­® ®­¨ ¨¬¥¾² ¥±²¥±²¢¥­-­»¥  ­ «®£¨ ¤«¿ ¨­²¥£° «®¢ ¯® ¯°®±²° ­±²¢¥­­»¬ ª°¨¢»¬.1. �³±²¼ ª°¨¢ ¿ 
 § ¤ ­  ³° ¢­¥­¨¥¬ y = y(x), x 2 [a; b], y(�) 2 C1[a; b]. �²® ®§­ · ¥², ·²® 
 = f(t; y(t)) j t 2 [a; b]g.� ½²®¬ ±«³· ¥ (2), (20) ¯°¥¢° ¹ ¾²±¿ ¢Z
 f(x; y) ds = Z ba f(t; y(t))q1 + y02(t) dt;ZAB f(x; y) dx+ g(x; y) dy = Z ba (f(t; y(t)) + g(t; y(t))y0(t)) dt:2. �¢®©±²¢  ª°¨¢®«¨­¥©­»µ ¨­²¥£° «®¢: )  ¤¤¨²¨¢­®±²¼ (¯® ®¡« ±²¨ ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¿): ¯³±²¼ ª°¨¢»¥ 
1, 
2 2 A2 ¨«¨ ­¥ ¨¬¥¾² ®¡¹¨µ ²®·¥ª, ¨«¨ ®¡¹¨¥ ²®·ª¨½²¨µ ª°¨¢»µ ¯®¯ ¤ ¾² ­  ¨µ ³§«». �®£¤  
1 [ 
2 2 A2 ¨Z
1[ 
2 f ds = Z
1 f ds+ Z
2 f ds; f 2 C(
1 [ 
2);24



Z
1[ 
2 f dx+ g dy = Z
1 f dx+ g dy + Z
2 f dx+ g dy; f; g 2 C(
1 [ 
2);¡) «¨­¥©­®±²¼ (¯® ¨­²¥£°¨°³¥¬»¬ ´³­ª¶¨¿¬): ¥±«¨ 
 2 A2, f1; f2; g1; g2 2 C(
), a; b 2 R, ²®Z
(af1 + bf2) ds = a Z
 f1 ds+ b Z
 f2 ds;Z
 (af1 + bf2) dx+ (ag1 + bg2) dy = a Z
 f1 dx+ g1 dy + b Z
 f2 dx+ g2 dy;¢) ¯®«®¦¨²¥«¼­®±²¼ (¯® ¨­²¥£°¨°³¥¬»¬ ´³­ª¶¨¿¬): ¯³±²¼ 
 2 A2, f1; f2 2 C(
). �®£¤ Z
 f1 ds 6 Z
 f2 ds;¥±«¨ f1(w) 6 f2(w) ¯°¨ ª ¦¤®¬ w 2 
. �«¿ ¨­²¥£° «®¢ ¢²®°®£® °®¤   ­ «®£¨·­®¥ ±¢®©±²¢®, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ­¥¢»¯®«­¿¥²±¿.�®ª § ²¥«¼±²¢® ½²¨µ ±¢®©±²¢ ¯°®¢®¤¨²±¿ ­  ®±­®¢¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨© (2), (20), (5), (50) ¨ ¨§¢¥±²­»µ ±¢®©±²¢ ®¯°¥¤¥-«¥­­®£® ¨­²¥£° « . �°®¢¥°¨¬, ª ¯°¨¬¥°³, ¯®«®¦¨²¥«¼­®±²¼ ¨­²¥£° « , ®±² «¼­»¥ ±¢®©±²¢  ³±² ­ ¢«¨¢ ¾²±¿ ¯® ­ «®£¨¨. �³±²¼ ±­ · «  
 { ª°¨¢ ¿ ¢¨¤  (1). �®£¤  ¯® (2) ¨ ±¢®©±²¢ ¬ ®¯°¥¤¥«¥­­®£® ¨­²¥£° « Z
 f1 ds = Z[a;b] f1(x(t); y(t))qx02(t) + y02(t) dt 6 Z[a;b] f2(x(t); y(t))qx02(t) + y02(t) dt = Z
 f2 ds{ ­¥° ¢¥­±²¢® ±¯° ¢¥¤«¨¢®. �±«¨ ¦¥ ª°¨¢ ¿ 
 ±®±²®¨² ¨§ ­¥±ª®«¼ª¨µ ³· ±²ª®¢ ° ±±¬®²°¥­­®£® ¢¨¤  (
 = [ni=1
i), ²®¯® (5) ¨ ²®«¼ª® ·²® ³±² ­®¢«¥­­®¬³ ­¥° ¢¥­±²¢³Z
 f1 ds = nXi=1 Z
i f1 ds 6 nXi=1 Z
i f2 ds = Z
 f2 ds:£) �±«¨ f(�) { ´³­ª¶¨¿ ²®¦¤¥±²¢¥­­® ° ¢­ ¿ 1 (².¥. ° ¢­ ¿ 1 ¯°¨ ¢±¥µ §­ ·¥­¨¿µ  °£³¬¥­² ), ²®l(
) = Z
 f ds = Z
 ds­ §»¢ ¾² ¤«¨­®© ª°¨¢®© 
.¤) (±«¥¤±²¢¨¥ ¢)) �³±²¼ m 6 f(w) 6M ¤«¿ ª ¦¤®© ²®·ª¨ w 2 
. �®£¤ m � l(
) 6 Z
 f ds 6M � l(
); j Z
 f dsj 6 Z
 jf j ds:�°¨ ° ±±¬®²°¥­¨¨ § ¤ ·, ±¢¿§ ­­»µ ± ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¥¬ ´³­ª¶¨© ­¥±ª®«¼ª¨µ ¯¥°¥¬¥­­»µ, ±«®¦¨« ±¼ ®¯°¥¤¥«¥­­ ¿²¥°¬¨­®«®£¨¿. � ¤¨¬ ­¥ª®²®°»¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿. �³±²¼ T 2 T2 (¨«¨ T 2 T3), M = (x; y) 2 T { ²®·ª  ®¡« ±²¨ T(¨«¨ M = (x; y; z)). �®£¤  ¢±¿ª³¾ ´³­ª¶¨¾ f(�) : T ! R ­ §»¢ ¾² ¥¹¥ ±ª «¿°­»¬ ¯®«¥¬, § ¤ ­­»¬ ­  ®¡« ±²¨ T .�­ ·¥­¨¿ ½²®£® ¯®«¿ ¢ ²®·ª µ M 2 T § ¯¨±»¢ ¾² ª ª f(M ). �±«¨ T 2 T2, f(�), g(�) : T ! R, ¯ °³ a(�) = (f(�); g(�))­ §»¢ ¾² ¢¥ª²®°­»¬ ¯®«¥¬, § ¤ ­­»¬ ­  ®¡« ±²¨ T . �±«¨ T 2 T3, ¢¥ª²®°­»¬ ¯®«¥¬ a(�), § ¤ ­­»¬ ­  T , ­ §»¢ ¾²²°®©ª³ ±ª «¿°­»µ ¯®«¥© ­  T : a(�) = (f(�); g(�); h(�)). �­ ·¥­¨¿ ½²¨µ ¯®«¥© ¢ ²®·ª µ M 2 T § ¯¨±»¢ ¾² ª ª a(M ).�³¤¥¬ § ¯¨±»¢ ²¼ f(�) 2 C1(T ), ¥±«¨ ±ª «¿°­®¥ ¯®«¥ f(�) ¨ ¥£® · ±²­»¥ ¯°®¨§¢®¤­»¥ ®¯°¥¤¥«¥­» ¨ ­¥¯°¥°»¢­» ¢ª ¦¤®© ²®·ª¥ M 2 T . �³¤¥¬ § ¯¨±»¢ ²¼ a(�) 2 C1(T ), ¥±«¨ ª®®°¤¨­ ²» ½²®£® ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ a = (ax; ay) (¨«¨a = (ax; ay; az) ¢ ²°¥µ¬¥°­®¬ ±«³· ¥) ¯°¨­ ¤«¥¦ ² ª« ±±³ C1(T ). �³±²¼ f(�) 2 C1(T ) { ±ª «¿°­®¥ ¯®«¥. �° ¤¨¥­²®¬f(�) ­ §»¢ ¾² ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥ gradf , ª®¬¯®­¥­²» ª®²®°®£® { · ±²­»¥ ¯°®¨§¢®¤­»¥ f(�):grad f = �@f@x; @f@y� (¨«¨ grad f = �@f@x; @f@y ; @f@z�):�³±²¼ ²¥¯¥°¼ 
 { ¯«®±ª ¿ ¨«¨ ¯°®±²° ­±²¢¥­­ ¿ § ¬ª­³² ¿ ª°¨¢ ¿ ¢¨¤  (4), a(�) 2 C(
) { ­¥¯°¥°»¢­®¥ ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥­  
. �­²¥£° « (¤«¿ ¯«®±ª®© ª°¨¢®© az(M ) = 0)Z
 ax dx+ ay dy + az dz­ §»¢ ¥²±¿ ¶¨°ª³«¿¶¨¥© ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ a(�) ¯® ª°¨¢®© 
. �­ ² ª¦¥ ª®°®²ª® ®¡®§­ · ¥²±¿Z
 a � dr;25



£¤¥ dr = (dx; dy; dz), a � dr { ±ª «¿°­®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢¥ª²®°®¢ (¢ ¯«®±ª®¬ ±«³· ¥ { ¢±¥ ¢¥ª²®°  ¤¢³¬¥°­»¥). �²¬¥²¨¬¥¹¥ ±¢¿§¼ ¬¥¦¤³ ° ±±¬®²°¥­­»¬¨ ª°¨¢®«¨­¥©­»¬¨ ¨­²¥£° « ¬¨. �³±²¼
 = f(x(t); y(t)) j t 2 [a; b]g{ ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ ª°¨¢®© 
 ­  ¯«®±ª®±²¨ (x; y 2 C1(a; b)). �¥ª²®° (x0(t); y0(t)), t 2 (a; b), ¥±²¥±²¢¥­­®­ §¢ ²¼ ­ ¯° ¢«¥­¨¥¬ ª ± ²¥«¼­®© ¯°¿¬®©, ¯°®¢¥¤¥­­®© ¢ ²®·ª¥ (x(t); y(t)), ª ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨ § ¤ ­­®© ª°¨¢®© 
(¯®¿±­¥­¨¥: ¢¥ª²®° (x0(t); y0(t)) ®²«®¦¥­ ®² ­ · «  ª®®°¤¨­ ². � ¥£® ¯®¬®¹¼¾ ª ± ²¥«¼­ ¿ ª 
 ¢ ²®·ª¥ t 2 (a; b)§ ¤ ¥²±¿ ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨: X(s) = x(t) + s � x0(t); Y (s) = y(t) + s � y0(t); s 2 R:)�°¨ ° §«¨·­»µ ¯¥°¥¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨¿µ ­ ¯° ¢«¿¾¹¨¥ ¢¥ª²®° , ®²­®±¿¹¨¥±¿ ª ®¤­®© ¨ ²®© ¦¥ ²®·ª¥ ª°¨¢®© 
, ¬®£³²¨§¬¥­¨²¼±¿ ¯® ¤«¨­¥ ¨«¨ ¨§¬¥­¨²¼ ­ ¯° ¢«¥­¨¥ ­  ¯°®²¨¢®¯®«®¦­®¥. �°³£¨¬¨ ±«®¢ ¬¨ ² ª¨¥ ­ ¯° ¢«¿¾¹¨¥ ¢¥ª²®° ¢±¥£¤  «¥¦ ² ­  ®¤­®© ¯°¿¬®© (¯ ° ««¥«¼­®© ª ± ²¥«¼­®© ¨ ¯°®µ®¤¿¹¥© ·¥°¥§ ­ · «® ª®®°¤¨­ ²), ¯°¨·¥¬, ¢ ±¨«³­ ¸¨µ ¨±µ®¤­»µ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨© ® ¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨¨ ª°¨¢®© 
, ­¨ ®¤¨­ ¨§ ª ± ²¥«¼­»µ ¢¥ª²®°®¢ ­¥ ° ¢¥­ ­³«¥¢®¬³¢¥ª²®°³. �®®°¤¨­ ²» ­®°¬¨°®¢ ­­®£® ¢¥ª²®° 0@ x0(t)qx02(t) + y02(t) ; y0(t)qx02(t) + y02(t)1A = (cos�; sin�) = (cos�; cos�); � = �(t);� = �=2� �, ­ §»¢ ¾² ­ ¯° ¢«¿¾¹¨¬¨ ª®±¨­³± ¬¨ ª ± ²¥«¼­®©. �±¥ ½²¨ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¥±²¥±²¢¥­­»¬ ®¡° §®¬ ¯¥°¥-­®±¿²±¿ ­  ®¡¹¨¥ ª°¨¢»¥ 
 2 A2,   ² ª¦¥ ­  ¯°®±²° ­±²¢¥­­»¥ ª°¨¢»¥ 
 2 A3. � ª ª®®°¤¨­ ²» ¢¥ª²®° 0@ x0(t)qx02(t) + y02(t) + z02(t) ; y0(t)qx02(t) + y02(t) + z02(t) ; z0(t)qx02(t) + y02(t) + z02(t)1A = (cos�; cos�; cos �)­ §»¢ ¾² ­ ¯° ¢«¿¾¹¨¬¨ ª®±¨­³± ¬¨ ª ± ²¥«¼­®© ª ¯°®±²° ­±²¢¥­­®© ª°¨¢®©
 = f(x(t); y(t); z(t)) j t 2 [a; b]g;¢»·¨±«¥­­»¬¨ ¢ ²®·ª¥ t 2 (a; b). � ° ±±¬®²°¥­­»µ ²¥°¬¨­ µ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ª°¨¢®«¨­¥©­®£® ¨­²¥£° «  ¢²®°®£® °®¤  ¯®¯°®±²° ­±²¢¥­­®© ª°¨¢®© AB ¬®¦¥² ¡»²¼ ±¤¥« ­® ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �³±²¼ a = (f; g; h) { ­¥¯°¥°»¢­®¥ ¢¥ª²®°­®¥¯®«¥ ¢¤®«¼ ª°¨¢®© AB, dr = (dx; dy; dz), ¯³±²¼ � = (cos�; cos�; cos �) { ­ ¯° ¢«¿¾¹¨¥ ª®±¨­³±» ª ± ²¥«¼­®© ª ½²®©ª°¨¢®©. �®£¤  ZAB a � dr = ZAB a � � ds;£¤¥ a � � = f cos�+ g cos � + h cos � { ±ª «¿°­®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢¥ª²®°®¢.� «¼­¥©¸¨¥ ¯®±²°®¥­¨¿ ®²­®±¿²±¿ ª  ­ «®£³ ´®°¬³«» �¼¾²®­ -�¥©¡­¨¶  ¤«¿ ¤¢®©­®£® ¨­²¥£° « . �³±²¼ T 2 T2¨¬¥¥² ¢¨¤ T = Y (';  ) ± £« ¤ª¨¬¨ ´³­ª¶¨¿¬¨ ';  2 C1(a; b), ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¬¨ ­¥° ¢¥­±²¢ ¬'(t) <  (t); t 2 (a; b); a < b:�° ­¨¶¥© @T ¬­®¦¥±²¢  T , ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ § ¬ª­³²³¾ ª°¨¢³¾, ®ª ©¬«¿¾¹³¾ T ¨ ±®±²®¿¹³¾ ¨§ ­¥ ¡®«¥¥, ·¥¬·¥²»°¥µ ³· ±²ª®¢. �²¨ ³· ±²ª¨ § ¤ ¾²±¿ ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨ ¯® ¯° ¢¨« ¬:1. 
1 ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ­ ¡®°®¬ x1(t) = t, y1(t) = '(t), t 2 [a; b],2. ¥±«¨ '(b) =  (b), ²® ±·¨² ¥¬, ·²® 
2 ®²±³²±²¢³¥², ¥±«¨ ¦¥ '(b) <  (b), ²® 
2 ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ­ ¡®°®¬ x2(t) = b,y2(t) = t, t 2 ['(b);  (b)],3. ·²®¡» ®¡¥±¯¥·¨²¼ ¯®±²³¯ ²¥«¼­®¥ ¤¢¨¦¥­¨¥ ¯® ´®°¬¨°³¥¬®¬³ ª®­²³°³, ³· ±²®ª 
3 ¯ ° ¬¥²°¨§³¾² ±«¥¤³¾¹¨¬­ ¡®°®¬: x3(t) = t, y3(t) =  (t), t 2 [b; a],4. ¥±«¨ '(a) =  (a), ²® ±·¨² ¥¬, ·²® 
4 ®²±³²±²¢³¥², ¥±«¨ ¦¥ '(a) <  (a), ²® 
4 ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ­ ¡®°®¬ x4(t) = a,y4(t) = t, t 2 [ (a); '(a)].� ª¨¬ ®¡° §®¬, ±´®°¬¨°®¢ «¨±¼ ³§«» ª®­²³°  @T ¨ ¯®°¿¤®ª ¨µ ¯°®µ®¦¤¥­¨¿: B1 = A2 = (b; '(b)), B2 = A3 =(b;  (b)), B3 = A4 = (a;  (a)), B4 = A1 = (a; '(a)). �±«¨ ®¤¨­ ¨«¨ ®¡  ¨§ ³· ±²ª®¢ 
2, 
4 ®²±³²±²¢³¥², ²® ­¥ª®²®°»¥ ¨§½²¨µ ³§«®¢ ±«¨¢ ¾²±¿ ¢ ®¤¨­.�»¡° ­­»© ¯®°¿¤®ª ®¡µ®¤  ª®­²³°  @T+ = fA1; A2; A3; A4; A1g ­ §»¢ ¾² ¥¹¥ ®¡µ®¤®¬ ¢ ¯®«®¦¨²¥«¼­®¬ ­ ¯° ¢«¥-­¨¨ ¨«¨ ®¡µ®¤®¬ ¯°®²¨¢ · ±®¢®© ±²°¥«ª¨. �­ µ ° ª²¥°¨§³¥²±¿ ²¥¬, ·²® ¯°¨ ³ª § ­­®¬ ¤¢¨¦¥­¨¨ ¢¤®«¼ @T , ®¡« ±²¼T ®±² ¥²±¿ ±«¥¢  ®² "®¡µ®¤·¨ª ". �°¨¢³¾ @T+, ¯°¨ ½²®¬, ­ §»¢ ¾² ¯®«®¦¨²¥«¼­® ®°¨¥­²¨°®¢ ­­®©, ½²³ ¦¥ ª°¨¢³¾,­® ¯°®µ®¤¨¬³¾ ¢ ®¡° ²­®¬ ­ ¯° ¢«¥­¨¨ ®¡®§­ · ¾² @T� ¨ ­ §»¢ ¾² ®²°¨¶ ²¥«¼­® ®°¨¥­²¨°®¢ ­­®©.26



�²¬¥²¨¬ §¤¥±¼ ¥¹¥ ­¥¢»°®¦¤¥­­®±²¼ ¢»¡° ­­®© ¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨¨ ª®­²³°  @T+:1. ¢ ±«³· ¥ 
1 ¢»¯®«­¿¥²±¿ (t0)2 + ('0(t))2 = 1 + ('0(t))2 > 0,2. ¥±«¨ 
2 ¯°¨±³²±²¢³¥², ²® (b0)2 + (t0)2 = 0 + 1 > 0 ¨ ².¤.�³±²¼ ²¥¯¥°¼ g 2 C(T ) ®¡« ¤ ¥² ­¥¯°¥°»¢­®© · ±²­®© ¯°®¨§¢®¤­®© ¯® ¯¥°¥¬¥­­®© y ¢ ®¡« ±²¨ T : @g@y 2 C(T ).�°¥®¡° §³¥¬ ¢»° ¦¥­¨¥Z ZT @g@y dx dy = Z ba  Z  (x)'(x) @g@y dy! dx = Z ba �g(x;  (x)) � g(x; '(x))�dx = Z ba g(t;  (t))t0 dt�� Z ba g(t; '(t))t0 dt = ZB3A3 g(x; y) dx� ZA1B1 g(x; y) dx = � ZA4B4 g(x; y) dx�� ZA3B3 g(x; y) dx� ZA2B2 g(x; y) dx� ZA1B1 g(x; y) dx = � Z@T+ g(x; y) dx:�® µ®¤³ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨© ¬» ¢®±¯®«¼§®¢ «¨±¼ ° ¢¥­±²¢ ¬¨ZA4B4 g(x; y) dx = Z '(a) (a) g(a; t)a0 dt = 0; ZA2B2 g(x; y) dx = 0;{ ¢ ±«³· ¥, ª®£¤  ®¤­®£® ¨«¨ ®¡®¨µ ¨§ ½²¨µ ³· ±²ª®¢ 
+ ­¥², ²® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¨¬ ±« £ ¥¬»¥, ¯® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾,±·¨² ¥¬ ° ¢­»¬¨ ­³«¾. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ®ª®­· ²¥«¼­ ¿ ´®°¬³«  ¨¬¥¥² ¢¨¤Z ZT @g@y dx dy = � Z@T+ g(x; y) dx: (6)�³±²¼ ²¥¯¥°¼ T 2 T2 ¨¬¥¥² ¡®«¥¥ ±«®¦­³¾ ±²°³ª²³°³:T = n[i=1Ti; bTi \ bTj = ;; i 6= j;¨ ª ¦¤®¥ ¨§ Ti ¨¬¥¥² ¢¨¤ Y ('i;  i) ± £« ¤ª¨¬¨´³­ª¶¨¿¬¨ 'i;  i 2 C1(ai; bi) ±¢®¨¬¨ ¤«¿ ª ¦¤®£® i ¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¬¨­¥° ¢¥­±²¢ ¬ 'i(t) <  i(t); t 2 (ai; bi); ai < bi; i = 1; : : : ; n:�´®°¬³«¨°³¥¬ ¥¹¥ ®¤­® ®£° ­¨·¥­¨¥ ­  ±²°³ª²³°³ T . �«¿ ½²®£® ®¡° §³¥¬ ¬­®¦¥±²¢® @T ¨ ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ¥£® £° -­¨¶¥© T ¯® ±«¥¤³¾¹¥¬³ ¯° ¢¨«³: ¯³±²¼ @T+i { £° ­¨¶» ¬­®¦¥±²¢ Ti, i 2 f1; : : : ; ng, ®°¨¥­²¨°®¢ ­­»¥ ¯°®²¨¢ · ±®¢®©±²°¥«ª¨. �®£¤  (x; y) 2 @T , ¥±«¨ (x; y) 2 @Ti ¢ ²®·­®±²¨ ¤«¿ ®¤­®£® ¨§ i 2 f1; : : : ; ng. (�¨² ¾¹¥¬³ °¥ª®¬¥­¤³¥²±¿ ±¤¥-« ²¼ ­¥±ª®«¼ª® °¨±³­ª®¢ ¢®§¬®¦­®£® ±²°®¥­¨¿ T ¨ @T ¤«¿ n = 2 ¨ n = 3.) �£° ­¨·¥­¨¥ ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¬­®¦¥±²¢®@T , ª®²®°®¥ ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿ ¬®¦¥² ¡»²¼ ³±²°®¥­® ¤®±² ²®·­® ±«®¦­®, ¯®¤° §¤¥«¿¥²±¿ ­  ª®­¥·­®¥ ·¨±«® ­¥¯¥°¥±¥-ª ¾¹¨µ±¿ ®²°¥§ª®¢, ¯®«³®²°¥§ª®¢, ¨­²¥°¢ «®¢ ¨ ª°¨¢»µ ¢¨¤  f(t; '(t)) j t 2 (a; b)g. �±¥ ¯¥°¥·¨±«¥­­»¥ ½«¥¬¥­²»,ª®­¥·­®, ¯°¨ ½²®¬ ¿¢«¿¾²±¿ · ±²¿¬¨ ²®© ¨«¨ ¨­®© @Ti, i 2 f1; : : : ; ng, ¨µ ®°¨¥­² ¶¨¿ ¨ ¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨¿ ®¤­®§­ ·­®§ ¤ ¾²±¿ ¢»¡®°®¬ ®°¨¥­² ¶¨¨ ¨ ¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® @Ti. �®¡ ¢¨¬ ª @T £° ­¨·­»¥ ²®·ª¨ ¢±¥µ ½²¨µ¯®«³®²°¥§ª®¢, ¨­²¥°¢ «®¢, ²®·ª¨ ¢¨¤  (a; '(a)), (b; '(b)) ¨, ­¥±¬®²°¿ ­  ²®, ·²® ¬» ­¥¬­®£® ¨§¬¥­¨«¨ ¬­®¦¥±²¢® @T ,±®µ° ­¨¬ §  ¨§¬¥­¥­­»¬ ­ §¢ ­¨¥ ¨ ®¡®§­ ·¥­¨¥. �®¦­® ¯®ª § ²¼, ·²® @T 2 A2 ¨ ·²® ¯®«³·¥­­ ¿ ª°¨¢ ¿ ­¥ § ¢¨±¨²®² ¨±µ®¤­®£® ±¯®±®¡  ° §¤¥«¥­¨¿ T ­  · ±²¨. � ª ª ª@T � n[i=1 @Ti;²® ¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨¿ ¨ ¯®°¿¤®ª ¯°®µ®¦¤¥­¨¿ · ±²¥© @T ¯®«­®±²¼¾ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨¿¬¨ ¨ ¯®°¿¤ª ¬¨ ¯°®-µ®¦¤¥­¨¿ £° ­¨¶ @Ti. �®«³·¥­­³¾ ®°¨¥­²¨°®¢ ­­³¾ ª°¨¢³¾ ¡³¤¥¬ ®¡®§­ · ²¼ @T+. �­  ² ª¦¥ ®¡« ¤ ¥² ²¥¬±¢®©±²¢®¬, ·²® ¯°¨ ¤¢¨¦¥­¨¨ ¢¤®«¼ @T ¢ ¢»¡° ­­®¬ ­ ¯° ¢«¥­¨¨ ®¡« ±²¼ T ®±² ¥²±¿ ±«¥¢  ®² "®¡µ®¤·¨ª ". � ª ¨¯°¥¦¤¥ ² ª®© ®¡µ®¤ £° ­¨¶» ®¡« ±²¨ ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ®¡µ®¤®¬ ¢ ¯®«®¦¨²¥«¼­®¬ ­ ¯° ¢«¥­¨¨ ¨«¨ ®¡µ®¤®¬ ¯°®²¨¢· ±®¢®© ±²°¥«ª¨. �°®²¨¢®¯®«®¦­»© ®¡µ®¤ ­ §»¢ ¾² ®¡µ®¤®¬ ¢ ®²°¨¶ ²¥«¼­®¬ ­ ¯° ¢«¥­¨¨. �ª §»¢ ¥²±¿, ¤«¿ ° ±-±¬®²°¥­­®£® ¬­®¦¥±²¢  T ¨ ´³­ª¶¨© g, @g@y 2 C(T ) ´®°¬³«  (6) ®±² ¥²±¿ ±¯° ¢¥¤«¨¢®©. (�¤¥±¼ ¢­®¢¼ °¥ª®¬¥­¤³¥²±¿±¤¥« ²¼ ­¥±ª®«¼ª® °¨±³­ª®¢ ¢®§¬®¦­®£® ±²°®¥­¨¿ T ¨ @T ¤«¿ n = 2 ¨ n = 3.) �® ±³²¨ ¤¥«  ¨¬¥­­® ½²³ ´®°¬³«³ ¢±¤¥« ­­»µ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¿µ ®²­®±¨²¥«¼­® T ¨ g ¬®¦­® ­ §»¢ ²¼ ´®°¬³«®© �°¨­ . �¤­ ª® ¥¥ ¯°¨­¿²® § ¯¨±»¢ ²¼¢ ­¥±ª®«¼ª® ¡®«¥¥ ±¨¬¬¥²°¨·­®¬ ¢¨¤¥. � ¨¬¥­­®, ¯³±²¼ ¬­®¦¥±²¢® T , ¯®¬¨¬® ° ±±¬®²°¥­­®£®, ¤®¯³±ª ¥² ª®­¥·­®¥° §«®¦¥­¨¥ ¢¨¤  T =[j Sj ; bSj \ bSi = ;; j 6= i;27



¨ ª ¦¤®¥ ¨§ Sj ¨¬¥¥² ¢¨¤ X('j ;  j) ±® ¢±¥¬¨ ¯®±«¥¤³¾¹¨¬¨ ®£° ­¨·¥­¨¿¬¨ ¨ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿¬¨, ¤¥« ¾¹¨¬¨±¿ ª ª ¨¢»¸¥ ¤«¿ ¬­®¦¥±²¢ Y ('j ;  j). �®£¤  ¥¹¥ ®¤­® ¯®±²°®¥­¨¥ @T ±®¢¯ ¤¥² ± ³¦¥ ¨¬¥¾¹¨¬±¿ ¨ ±®¢¯ ¤³² ¯®«®¦¨²¥«¼­»¥®°¨¥­² ¶¨¨ ½²¨µ £° ­¨¶. (� ¬¥· ­¨¥: ¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨¨ ª®­²³°  @T ¯°¨ ½²®¬ ®ª ¦³²±¿ ° §«¨·­»¬¨, ­®, ª ª ³¦¥¡»«® ®²¬¥·¥­®, ¨­²¥£° « ¢²®°®£® °®¤ , ³· ±²¢³¾¹¨© ¢ (6), ­¥·³¢±²¢¨²¥«¥­ ª ¯¥°¥¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨¿¬, ±®µ° ­¿¾¹¨¬®°¨¥­² ¶¨¾ ª°¨¢»µ.)�®°¬³«®© �°¨­  ¤«¿ ´³­ª¶¨© f; g 2 C(T ), ³ ª®²®°»µ ±³¹¥±²¢³¾² @f@x ; @g@y 2 C(T ), ¯°¨­¿²® ­ §»¢ ²¼ ° ¢¥­±²¢®Z ZT �@f@x � @g@y� dx dy = Z@T+ g(x; y) dx+ f(x; y) dy: (7)� §«¨·¨¥ ¢ §­ ª µ · ±²¥© ½²®© ´®°¬³«» ±¢¿§ ­® ± ° §«¨·¨¥¬ ¢ ¯°®µ®¦¤¥­¨¨ £° ­¨¶» @T+: ¤«¿ ²®© · ±²¨ ´®°¬³«», ¢ª®²®°®© ³· ±²¢³¥² ´³­ª¶¨¿ g, ¤¢¨¦¥­¨¾ ¢ ¯®«®¦¨²¥«¼­®¬ ­ ¯° ¢«¥­¨¨ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¤¢¨¦¥­¨¥ ¯® "­¨¦­¥©" (®²­®-±¨²¥«¼­® ­ ¯° ¢«¥­¨¿ Oy) · ±²¨ @T+, ¯°¨¢®¤¿¹¥¥ ª ³¢¥«¨·¥­¨¾ ª®®°¤¨­ ²» x. � ¤«¿ ²®© · ±²¨, ¢ ª®²®°®© ³· ±²¢³¥²´³­ª¶¨¿ f , ¤¢¨¦¥­¨¾ ¢ ¯®«®¦¨²¥«¼­®¬ ­ ¯° ¢«¥­¨¨ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¤¢¨¦¥­¨¥ ¯® "­¨¦­¥©" (®²­®±¨²¥«¼­® ­ ¯° ¢«¥-­¨¿ Ox) · ±²¨ @T+, ¯°¨¢®¤¿¹¥¥ ª ³¬¥­¼¸¥­¨¾ ª®®°¤¨­ ²» ³. �«¿ § ¯®¬¨­ ­¨¿ ´®°¬³«» (7) ¬®¦­® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼¬­¥¬®­¨·¥±ª®¥ ¯° ¢¨«® Z ZT @f@x dx ^ dy + @g@y dy ^ dx = Z@T+ g(x; y) dx+ f(x; y) dy;£¤¥ dx ^ dy, dy ^ dx { ½«¥¬¥­²» ®°¨¥­²¨°®¢ ­­®£® ®¡º¥¬  (¯«®¹ ¤¨): dx ^ dy = �dy ^ dx = dx dy. �´®°¬³«¨°³¥¬¥¹¥ ° § ²¥®°¥¬³ ® ±¢¥¤¥­¨¨ ¤¢®©­®£® ¨­²¥£° «  ª ª°¨¢®«¨­¥©­®¬³. �°¨ ½²®¬ ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼ ¨­²³¨²¨¢­® ¯®­¿²­»¬²¥°¬¨­ @T+ - £° ­¨¶  ¬­®¦¥±²¢  �, ¯°®µ®¤¨¬ ¿ ¢ ¯®«®¦¨²¥«¼­®¬ ­ ¯° ¢«¥­¨¨ (².¥. ² ª, ·²® ¯°¨ ¤¢¨¦¥­¨¨ ¢³ª § ­­®¬ ­ ¯° ¢«¥­¨¨ ¬­®¦¥±²¢® T ®±² ¥²±¿ ±«¥¢ ). �³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® T ¬®¦¥² ¡»²¼ ° §¤¥«¥­® ­  ª®­¥·­®¥ ·¨±«®¬­®¦¥±²¢ ¢¨¤  Y (';  ), ­¥ ¨¬¥¾¹¨µ ®¡¹¨µ ¢­³²°¥­­¨µ ²®·¥ª ¨, ª°®¬¥ ²®£®, ¬®¦¥² ¡»²¼ ° §¤¥«¥­® ­  ª®­¥·­®¥ ·¨±«®¬­®¦¥±²¢ ¢¨¤  X(';  ), ² ª¦¥ ­¥ ¨¬¥¾¹¨µ ®¡¹¨µ ¢­³²°¥­­¨µ ²®·¥ª (¢±¾¤³ ¯°¨ ² ª¨µ ¤¥«¥­¨¿µ ';  { ­¥¯°¥°»¢­®¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬»¥ ´³­ª¶¨¨).�¥®°¥¬  (´®°¬³«  �°¨­ ): /T 2 T2, f; g 2 C1(T ), @T+ 2 A2/ )Z ZT �@f@x � @g@y� dx dy = Z@T+ g(x; y) dx+ f(x; y) dy:�¥ª¶¨¿ 11.�«®¹ ¤¼ ¯®¢¥°µ­®±²¨. �®¢¥°µ­®±²­»© ¨­²¥£° « ¯¥°¢®£® °®¤ , ¥£® ±¢®©±²¢ , £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨© ¨ ´¨§¨·¥±ª¨© ±¬»±«.�»·¨±«¥­¨¥ ¯®¢¥°µ­®±²­®£® ¨­²¥£° «  ¯¥°¢®£® °®¤ .�®§¬®¦­®±²¼ ±¢¥¤¥­¨¿ ¤¢®©­®£® ¨­²¥£° «  ª ª°¨¢®«¨­¥©­®¬³ ¨¬¥¥²  ­ «®£ ¨ ¤«¿ ²°®©­®£® ¨­²¥£° « . �«¿ ¯®«³·¥­¨¿±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ´®°¬³« ²°¥¡³¥²±¿ ¤ ²¼ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¨­²¥£° «®¢ ¯® ¯®¢¥°µ­®±²¿¬. � ª ¨ ¯°¥¦¤¥ ­ ·­¥¬ ± § ¤ ­¨¿®¡« ±²¨ ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¿. �°®±²¥©¸¨© ±¯®±®¡ ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¯®¢¥°µ­®±²¼ ¢ R3 ±®±²®¨² ¢ ¥¥ ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®¬ § ¤ ­¨¨.� ° ¬¥²°¨·¥±ª®© ¯®¢¥°µ­®±²¼¾ ¢ R3 ­ §»¢ ¾² ¬­®¦¥±²¢® ²®·¥ª� = fr(u; v) = �x(u; v); y(u; v); z(u; v)� 2 R3 j (u; v) 2 Tg; (1)£¤¥ T 2 T2, x; y; z 2 C1( bT ) { ­¥¯°¥°»¢­»¥ ­  T � R2´³­ª¶¨¨. �³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ° §­»¬ §­ ·¥­¨¿¬ ¯ ° ¬¥²°®¢(u; v) 2 bT ±®®²¢¥²±²¢³¾² ° §­»¥ ²®·ª¨ �x(u; v); y(u; v); z(u; v)� ¯®¢¥°µ­®±²¨ �. �®·ª³ (x; y; z) = �x(u; v); y(u; v); z(u; v)�­ §®¢¥¬ £° ­¨·­®© ²®·ª®© �, ¥±«¨ (u; v) { £° ­¨·­ ¿ ²®·ª  T . �±² «¼­»¥ ²®·ª¨ � ­ §®¢¥¬ ¢­³²°¥­­¨¬¨. �³±²¼f(�) 2 C(�) { ­¥¯°¥°»¢­®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥, ¯°¨­¨¬ ¾¹¥¥ ¤¥©±²¢¨²¥«¼­»¥ §­ ·¥­¨¿ ­  �. �®±«¥¤­¥¥ ³±«®¢¨¥, ¢ · ±²-­®±²¨, ®§­ · ¥², ·²® ¢ ´³­ª¶¨¾ ²°¥µ ¯¥°¥¬¥­­»µ f(x; y; z) ¢ ª ·¥±²¢¥  °£³¬¥­²®¢ (x; y; z) ¬®¦­® ¯®¤±² ¢¨²¼ ²®·ª¨¯®¢¥°µ­®±²¨ � ¨ ®¡° §®¢ ²¼ ±«®¦­³¾ ´³­ª¶¨¾ f�x(u; v); y(u; v); z(u; v)� ¯¥°¥¬¥­­»µ (u; v) 2 T . �® ²¥®°¥¬¥ ® ­¥¯°¥-°»¢­®±²¨ ±«®¦­®© ´³­ª¶¨¨ ² ª ¿ ´³­ª¶¨¿ ¡³¤¥² ­¥¯°¥°»¢­®© ­  T . �®  ­ «®£¨¨ ± ª°¨¢®«¨­¥©­»¬¨ ¨­²¥£° « ¬¨¯®¢¥°µ­®±²­»¥ ¨­²¥£° «» ®² ´³­ª¶¨¨ f ¯® � ®¯°¥¤¥«¿¾² ¯°¨ ¤®¯®«­¨²¥«¼­®¬ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¨ ® ­¥¢»°®¦¤¥­­®±²¨¯®¢¥°µ­®±²¨. � ° ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ ª°¨¢®© ­ §»¢ «®±¼ ­¥¢»°®¦¤¥­­»¬, ¥±«¨ ª ± ²¥«¼­»© ¢¥ª²®° ­¥ ¯°¥-¢° ¹ «±¿ ¢ ­³«¥¢®© ¢¥ª²®° ¢® ¢­³²°¥­­¨µ ²®·ª µ ª°¨¢®©. �®·­® ² ª¦¥ ¨ ¤«¿ ¯®¢¥°µ­®±²¥© ¢¨¤  (1). �¥ ¢¤ ¢ ¿±¼ ¢¤¥² «¨, ¢±¿ª³¾ ² ª³¾ ¯®¢¥°µ­®±²¼ ¬®¦­® ¢®±¯°¨­¨¬ ²¼, ª ª ®¡º¥¤¨­¥­¨¥ ¯® v0 "ª°¨¢»µ"
(v0) = f�x(u; v0); y(u; v0); z(u; v0)� 2 R3 j (u; v0) 2 Tg:� ¦¤ ¿ ¨§ ­¨µ ¢ ±¢®¨µ ¢­³²°¥­­¨µ ²®·ª µ ®¡« ¤ ¥² ª ± ²¥«¼­»¬ ¢¥ª²®°®¬, ±®±² ¢«¥­­»¬ ¨§ · ±²­»µ ¯°®¨§¢®¤­»µ�@x(u; v0)@u ; @y(u; v0)@u ; @z(u; v0)@u � :28



�²®² ¢¥ª²®° ¢ ²®·ª¥ (u0; v0) 2 bT ¡³¤¥¬ ®¡®§­ · ²¼ ru(u0; v0) = �xu(u0; v0); yu(u0; v0); zu(u0; v0)�. �®·­® ² ª¦¥ ¯®¢¥°µ-­®±²¼ (1) ¬®¦­® ¢®±¯°¨­¨¬ ²¼, ª ª ®¡º¥¤¨­¥­¨¥ ¯® u0 "ª°¨¢»µ"
(u0) = f�x(u0; v); y(u0; v); z(u0; v)� 2 R3 j (u0; v) 2 Tg:� ¦¤ ¿ ¨§ ­¨µ ¢ ±¢®¨µ ¢­³²°¥­­¨µ ²®·ª µ ®¡« ¤ ¥² ª ± ²¥«¼­»¬ ¢¥ª²®°®¬, ±®±² ¢«¥­­»¬ ¨§ · ±²­»µ ¯°®¨§¢®¤­»µ�@x(u0; v)@v ; @y(u0; v)@v ; @z(u0; v)@v � :�²®² ¢¥ª²®° ¢ ²®·ª¥ (u0; v0) 2 bT ¡³¤¥¬ ®¡®§­ · ²¼ rv(u0; v0) = �xv(u0; v0); yv(u0; v0); zv(u0; v0)�. �³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²®¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ ¯®¢¥°µ­®±²¨ (1) ­¥¢»°®¦¤¥­®, ¥±«¨ ¢¥ª²®°  ru(u0; v0) ¨ rv(u0; v0) ¢ ª ¦¤®© ¢­³²°¥­-­¥© ²®·ª¥ (u0; v0) 2 bT «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨±¨¬». � ²¥°¬¨­ µ ¢¥ª²®°­®£® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿ ½²® ³±«®¢¨¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨± ­®ª ª [ru; rv] 6= 0 (­¥ ³ª §»¢ ¿ ¿¢­®  °£³¬¥­² (u0; v0),[ru; rv] = det ������ i j kxu yu zuxv yv zv������ = (A;B;C); A = det ����yu zuyv zv���� ; B = �det ����xu zuxv zv���� ; C = det ����xu yuxv yv����{ ¨§¢¥±²­®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ ¤«¿ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿ ¢¥ª²®°®¢ ru ¨ rv). �®±ª®«¼ª³ ¬» ¯°¥¤¯®« £ ¥¬ «¨­¥©­³¾ ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¼¢¥ª²®°®¢ ru(u0; v0) ¨ rv(u0; v0), ²® ½²¨ ¢¥ª²®°  ®¯°¥¤¥«¿¾² ¯«®±ª®±²¼ (­ §»¢ ¥¬³¾ ª ± ²¥«¼­®© ¯«®±ª®±²¼¾ ª ¯®-¢¥°µ­®±²¨ (1) ¢ ²®·ª¥ r(u0; v0)), ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ ª®²®°®© ¨¬¥¥² ¢¨¤ (x = x(u0; v0), xu = xu(u0; v0) ¨².¤.): X(s; t) = x+ s � xu + t � xv; Y (s; t) = y + s � yu + t � yv; Z(s; t) = z + s � zu + t � zv; s; t 2 R:� ¢¥ª²®°­®¬ ¢¨¤¥ ½²® ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ ¬®¦­® § ¯¨± ²¼ ª ªR(s; t) = r(u0; v0) + s � ru(u0; v0) + t � rv(u0; v0); s; t 2 R:� ª¨¬ ®¡° §®¬, ª ± ²¥«¼­ ¿ ¯«®±ª®±²¼ ª ¯®¢¥°µ­®±²¨ � ¢ ²®·ª¥ r(u0; v0) { ½²® ² ª ¿ ¯«®±ª®±²¼, ª®²®° ¿ ¯¥°-¯¥­¤¨ª³«¿°­  ¢¥ª²®°³ [ru(u0; v0); rv(u0; v0)] ¨ ¯°®µ®¤¨² ·¥°¥§ ²®·ª³ r(u0; v0). �°¨ ½²®¬ ¢¥ª²®°­®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥[ru(u0; v0); rv(u0; v0)] ­®±¨² ­ §¢ ­¨¥ ­®°¬ «¨ ª ¯®¢¥°µ­®±²¨ � ¢ ²®·ª¥ r(u0; v0).�®¢¥°µ­®±²­»¬ ¨­²¥£° «®¬ ¯¥°¢®£® °®¤  ¤«¿ ´³­ª¶¨¨ f ­ §»¢ ¾²Z� f(x; y; z) dS = ZT f�x(u; v); y(u; v); z(u; v)�pA2(u; v) + B2(u; v) + C2(u; v) du dv: (2)� ±²® ½²®² ¨­²¥£° « § ¯¨±»¢ ¾² ² ª¦¥ ¢ ¢¨¤¥Z� f(x; y; z) dS = ZT f�x(u; v); y(u; v); z(u; v)�pE(u; v)G(u; v)� F 2(u; v) du dv; (20)£¤¥ E = ru � ru, G = rv � rv, F = ru � rv { ±ª «¿°­»¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿ ¢¥ª²®°®¢. �®°¬³«  (20) ¯®«³· ¥²±¿ ¨§ ´®°¬³«» (2)±° ¢­¥­¨¥¬ ¯®¤ª®°¥­­»µ ¢»° ¦¥­¨©.� ª ¨ ¤«¿ ª°¨¢®«¨­¥©­»µ ¨­²¥£° «®¢, ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ (2) ­¥ § ¢¨±¨² ®² ¢»¡®°  ¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨¨ ¯®¢¥°µ­®±²¨ (1).� ª¦¥ ­¥ § ¢¨±¨² ®² ¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨¨ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ª ± ²¥«¼­®© ¯«®±ª®±²¨ ¨, ª ª ±«¥¤±²¢¨¥, ­ ¯° ¢«¥­¨¥ ¯°¿¬»µ,¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°­»µ ½²®© ¯«®±ª®±²¨.� ±«³· ¥ ª®£¤  f(x; y; z) = 1 ¤«¿ ¢±¥µ (x; y; z) 2 �, ¯®¢¥°µ­®±²­»© ¨­²¥£° « ¯¥°¢®£® °®¤  ®² f ­ §»¢ ¾² ¯«®¹ ¤¼¾¯®¢¥°µ­®±²¨ �: S(�) = Z� dS = ZT pA2 + B2 + C2 du dv = ZT pEG� F 2 du dv = ZT ��[ru; rv]�� du dv: (3)� ±¯°®±²° ­¥­¨¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ (2) ­  ¡®«¥¥ ±«®¦­»¥ ¬­®¦¥±²¢  ¯°®¨§¢®¤¨²±¿ ¯®  ­ «®£¨¨ ± ª°¨¢®«¨­¥©­»¬¨ ¨­²¥-£° « ¬¨. �±«¨ ¨¬¥¥²±¿ ª®­¥·­®¥ ·¨±«® ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨ § ¤ ­­»µ ¯®¢¥°µ­®±²¥© ° ±±¬®²°¥­­®£® ¢¨¤ , ¯°¨·¥¬ ª ¦¤ ¿¯ °  ¨§ ½²¨µ ¯®¢¥°µ­®±²¥© ­¥ ¨¬¥¥² ®¡¹¨µ ¢­³²°¥­­¨µ ²®·¥ª, ²® ¯®¢¥°µ­®±²­»© ¨­²¥£° « ¯¥°¢®£® °®¤  ¯® ®¡º¥¤¨-­¥­¨¾ ² ª¨µ ¯®¢¥°µ­®±²¥© ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª ±³¬¬ Z[ni=1�i f(x; y; z) dS = nXi=1 Z�i f(x; y; z) dS; f 2 C([ni=1�i): (200)�²®¡» ±®ª° ²¨²¼ ®¡®§­ ·¥­¨¿, ¢ ¤ «¼­¥©¸¥¬ ª« ±± ¯®¢¥°µ­®±²¥©, ¤«¿ ª®²®°»µ ¢®§¬®¦­® ² ª®¥ ° §¤¥«¥­¨¥ ­  · ±²¨,¡³¤¥¬ ®¡®§­ · ²¼ B3. 29



�¢®©±²¢  ¯®¢¥°µ­®±²­»µ ¨­²¥£° «®¢ ¯¥°¢®£® °®¤  ±®¢¯ ¤ ¾² ±® ±¢®©±²¢ ¬¨ ª°¨¢®«¨­¥©­»µ ¨­²¥£° «®¢ ¯¥°¢®£®°®¤ : )  ¤¤¨²¨¢­®±²¼ (¯® ®¡« ±²¨ ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¿): ¯³±²¼ ¯®¢¥°µ­®±²¨ �1, �2 2 B3 ­¥ ¨¬¥¾² ®¡¹¨µ "¢­³²°¥­­¨µ" ²®·¥ª.�®£¤  Z�1[�2 f dS = Z�1 f dS + Z�2 f dS; f 2 C(�1 [ �2);¡) «¨­¥©­®±²¼ (¯® ¨­²¥£°¨°³¥¬»¬ ´³­ª¶¨¿¬): ¥±«¨ � 2 B3, f1; f2 2 C(�), a; b 2 R, ²®Z�(af1 + bf2) dS = a Z� f1 dS + b Z� f2 dS;¢) ¯®«®¦¨²¥«¼­®±²¼ (¯® ¨­²¥£°¨°³¥¬»¬ ´³­ª¶¨¿¬): ¯³±²¼ � 2 B3, f1; f2 2 C(�). �®£¤ Z� f1 dS 6 Z� f2 dS;¥±«¨ f1(M ) 6 f2(M ) ¯°¨ ª ¦¤®¬ M 2 �.�®ª § ²¥«¼±²¢  1)-3) ¯®«­®±²¼¾ ¨¤¥­²¨·­» ±µ¥¬¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ±¢®©±²¢ ª°¨¢®«¨­¥©­»µ ¨­²¥£° -«®¢ ¯¥°¢®£® °®¤ .�²®¡» £®¢®°¨²¼ ® £¥®¬¥²°¨·¥±ª®¬ ¨«¨ ´¨§¨·¥±ª®¬ ±¬»±«¥ ¯®¢¥°µ­®±²­®£® ¨­²¥£° « , ±«¥¤³¥² ¤ ¢ ²¼ ¨­®¥ ®¯°¥¤¥-«¥­¨¥ ½²®£® ¨­²¥£° «  { ª ª ¯°¥¤¥«  ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¨­²¥£° «¼­»µ ±³¬¬. �®±ª®«¼ª³ ¬» ®¯°¥¤¥«¨«¨ ½²®² ¨­²¥£° «´®°¬ «¼­®, ²® ² ª¦¥ ®¯°¥¤¥«¨¬ ¥£® £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨© ¨ ´¨§¨·¥±ª¨© ±¬»±«. �¥®¬¥²°¨·¥±ª¨© ±¬»±« ¯®¢¥°µ­®±²­®£®¨­²¥£° «  ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¯«®¹ ¤¼ ¯®¢¥°µ­®±²¼ � ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ R3 § ¤ ¥²±¿ ´®°¬³«®© (3). �¨§¨·¥±ª¨© ±¬»±«½²®£® ¨­²¥£° «  § ª«¾· ¥²±¿ ¢ ²®¬, ·²® ¢±¥¢®§¬®¦­»¥ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ² ª¨µ ´¨§¨·¥±ª¨µ ²¥« ª ª ¯®¢¥°µ­®±²¨ ¢R3 ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ¢ ²¥°¬¨­ µ ¯®¢¥°µ­®±²­®£® ¨­²¥£° «  ¯¥°¢®£® °®¤ . � ­¨¬ ®²­®±¿²±¿ ¬ ±±  ´¨§¨·¥±ª®© ¯®¢¥°µ­®-±²¨, ¥¥ ¬®¬¥­²» ¨­¥°¶¨¨, ª®®°¤¨­ ²» ¶¥­²°  ²¿¦¥±²¨ ¨ ².¤. � ª, ­ ¯°¨¬¥°, ¬ ±±  ¬ ²¥°¨ «¼­®© ¯®¢¥°µ­®±²¨ � ±¯®¢¥°µ­®±²­®© ¯«®²­®±²¼¾ %(x; y; z), § ¢¨±¿¹¥© ®² ²®·ª¨ (x; y; z) 2 �, ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ªZ� %(x; y; z) dS:�¥ª¶¨¿ 12.�°¨¥­² ¶¨¿ ¯®¢¥°µ­®±²¨. �®²®ª ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿. �®¢¥°µ­®±²­»© ¨­²¥£° « ¢²®°®£® °®¤ , ¥£® ±¢®©±²¢  ¨ ¢»·¨±«¥­¨¥.�¢¿§¼ ¯®¢¥°µ­®±²­»µ ¨­²¥£° «®¢ ¯¥°¢®£® ¨ ¢²®°®£® °®¤ .�³±²¼ � = fr(u; v) = �x(u; v); y(u; v); z(u; v)� 2 R3 j (u; v) 2 Tg; (1){ ­¥¢»°®¦¤¥­­ ¿ ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª ¿ ¯®¢¥°µ­®±²¼ ¢ R3, T � R2. �®£¤ , ±®£« ±­® ±¤¥« ­­»¬ ° ­¥¥ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¿¬ ®­¥¢»°®¦¤¥­­®±²¨ ¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨¨, ¢ ª ¦¤®© ¢­³²°¥­­¥© ²®·ª¥ ½²®© ¯®¢¥°µ­®±²¨ ®¯°¥¤¥«¥­  ª ± ²¥«¼­ ¿ ¯«®±ª®±²¼,¯®°®¦¤¥­­ ¿ ¯ °®© «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ª ± ²¥«¼­»µ ¢¥ª²®°®¢ru(u0; v0) = �@x(u0; v0)@u ; @y(u0; v0)@u ; @z(u0; v0)@u � ;rv(u0; v0) = �@x(u0; v0)@v ; @y(u0; v0)@v ; @z(u0; v0)@v � ;(u0; v0) { ¢­³²°¥­­¿¿ ²®·ª  T , ¨ ¢¥ª²®° ­®°¬ «¨ ª ¯®¢¥°µ­®±²¨ [ru(u0; v0); rv(u0; v0)]. � ±±¬®²°¨¬ ¥¤¨­¨·­»© ¢¥ª²®°­®°¬ «¨, ².¥. ¢¥ª²®° n(u0; v0) = [ru(u0; v0); rv(u0; v0)]j[ru(u0; v0); rv(u0; v0)]j(¯® ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¿¬ ® ­¥¢»°®¦¤¥­­®±²¨ ¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨¨ §­ ¬¥­ ²¥«¼ ­¥ ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ­³«¼). �® ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¿¬ ®£« ¤ª®±²¨ ¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨¨, ª®®°¤¨­ ²» ¢¥ª²®°  n ­¥¯°¥°»¢­® § ¢¨±¿² ®² (u0; v0) ¨§ ¢­³²°¥­­®±²¨ T . �±«¨ n(u0; v0)¬®¦­® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ­  ¢±¥¬ T ² ª, ·²®¡» ¯®«³·¨« ±¼ ­¥¯°¥°»¢­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ­  T , ²® ½²  ´³­ª¶¨¿ ­ §»¢ ¥²±¿ ®°¨¥­-² ¶¨¥© ­¥¢»°®¦¤¥­­®© ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®© ¯®¢¥°µ­®±²¨ �. �°¨ ½²®¬ �n(u0; v0), ª®²®° ¿ ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ²®¦¥ ¿¢«¿¥²±¿®°¨¥­² ¶¨¥© �, ­ §»¢ ¥²±¿ ®°¨¥­² ¶¨¥© ¯°®²¨¢®¯®«®¦­®© n(u0; v0). �±«¨ ¦¥ ² ª®£® ­¥¯°¥°»¢­®£® ¯°®¤®«¦¥­¨¿¯®¤®¡° ²¼ ­¥ ³¤ ¥²±¿, ²® ¯®¢¥°µ­®±²¼ (1) ­ §»¢ ¥²±¿ ­¥®°¨¥­²¨°³¥¬®©. � ¯¨±¼ �+ ®§­ · ¥², ·²® ®°¨¥­²¨°³¥¬ ¿¯®¢¥°µ­®±²¼ � ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ¢¬¥±²¥ ± ª ª®©-­¨¡³¤¼ ¨§ ¤¢³µ ±¢®¨µ ®°¨¥­² ¶¨© n(u0; v0) ¨«¨ �n(u0; v0). � ¯¨±¼ ��®§­ · ¥² ¯°¨ ½²®¬ ¢»¡®° ¯°®²¨¢®¯®«®¦­®© ®°¨¥­² ¶¨¨. 30



�®¢¥°µ­®±²­»¬¨ ¨­²¥£° « ¬¨ ¢²®°®£® °®¤  ®² ­¥¯°¥°»¢­®© ­  T ´³­ª¶¨¨ f ¯® ¯ ° ¬¥²°¨§®¢ ­­®© ¯®¢¥°µ­®±²¨�+ ­ §»¢ ¾²±¿ 3 ¨­²¥£° «  Z�+ f(x; y; z) dx dy = Z� f(x; y; z)�n; (0; 0; 1)�dS;Z�+ f(x; y; z) dy dz = Z� f(x; y; z)�n; (1; 0; 0)�dS; (2)Z�+ f(x; y; z) dz dx = Z� f(x; y; z)�n; (0; 1; 0)�dS;£¤¥ (1; 0; 0), (0; 1; 0), (0; 0; 1) { ¥¤¨­¨·­»¥ ¢¥ª²®°  ­  ª®®°¤¨­ ²­»µ ®±¿µ Ox, Oy, Oz ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ R3, n(�) { ¢»-¡° ­­ ¿ ®°¨¥­² ¶¨¿ ¯®¢¥°µ­®±²¨, �n; (0; 0; 1)� { ±ª «¿°­®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢¥ª²®°®¢ (®­® ¦¥, ª ª ¨§¢¥±²­®, ¿¢«¿¥²±¿ª®±¨­³±®¬ ³£«  ¬¥¦¤³ ¢¥ª²®° ¬¨ n ¨ (1; 0; 0)). �§ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±«¥¤³¥², ·²® ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ª ¯°®²¨¢®¯®«®¦­®© ®°¨¥­-² ¶¨¨ ¯®¢¥°µ­®±²¨, §­ ª ½²¨µ ¨­²¥£° «®¢ ¬¥­¿¥²±¿ ­  ®¡° ²­»©.� ®¡¹¥¬ ±«³· ¥, ª®£¤  � { ¯®¢¥°µ­®±²¼ ¨§ ª« ±±  B3, ®¡« ¤ ¾¹ ¿ ¥¤¨­¨·­»¬ ¢¥ª²®°®¬ ­®°¬ «¨ ¢ ª ¦¤®© ¢­³-²°¥­­¥© ²®·ª¥ (¨, §­ ·¨², ¢ ¤¥©±²¢¨²¥«¼­®±²¨, ¤¢³¬¿ ² ª¨¬¨ ¢¥ª²®° ¬¨ n ¨ �n) ±¤¥« ­­®¥ ¢»¸¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ² ª¦¥¬®¦¥² ¡»²¼ ¢»¡° ­® ª ª ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ®°¨¥­² ¶¨¨. �±«¨ ­  T ³¤ ¥²±¿ ®¯°¥¤¥«¨²¼ ­¥¯°¥°»¢­³¾ ´³­ª¶¨¾ n(M ) ²®·ª¨M 2 T , ² ª ·²® ¤«¿ ¢­³²°¥­­¨µ ²®·¥ª M 2 T ¢¥ª²®° n(M ) { ¥¤¨­¨·­ ¿ ­®°¬ «¼ ª �, ²® ½²³ ´³­ª¶¨¾ n ­ §»¢ ¾²®°¨¥­² ¶¨¥© �, ´³­ª¶¨¾ �n { ¯°®²¨¢®¯®«®¦­®© ®°¨¥­² ¶¨¥©,   ¯®¢¥°µ­®±²¼ � { ®°¨¥­²¨°³¥¬®© ¯®¢¥°µ­®±²¼¾. � ª¨ ¢»¸¥ ®°¨¥­²¨°³¥¬»¥ ¯®¢¥°µ­®±²¨ ®¡®§­ · ¾² �+ ¨ ��. �±«¨ ¦¥ ®¯°¥¤¥«¨²¼ ­¥¯°¥°»¢­³¾ ­  T ´³­ª¶¨¾ n(M ) ­¥-¢®§¬®¦­®, ²® ¯®¢¥°µ­®±²¼ � ­ §»¢ ¾² ­¥®°¨¥­²¨°³¥¬®©. �°¨¬¥° ¬¨ ®°¨¥­²¨°³¥¬»µ ¯®¢¥°µ­®±²¥© ¿¢«¿¾²±¿ ±´¥° ,¡®ª®¢ ¿ ¯®¢¥°µ­®±²¼ ¶¨«¨­¤°  ¨ ¬­®£¨¥ ¤°³£¨¥. �« ±±¨·¥±ª¨¬ ¯°¨¬¥°®¬ ­¥®°¨¥­²¨°³¥¬®© ¯®¢¥°µ­®±²¨ (¨«¨, ª ª¥¹¥ £®¢®°¿², ®¤­®±²®°®­­¥© ¯®¢¥°µ­®±²¨) ¿¢«¿¥²±¿ «¨±² ��¥¡¨³± . �²®¡» ¯®¿±­¨²¼, ª ª ³±²°®¥­  ½²  ¯®¢¥°µ­®±²¼,§ ¬¥²¨¬ ±­ · « , ·²® ¡®ª®¢ ¿ ¯®¢¥°µ­®±²¼ ¶¨«¨­¤°  ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯®«³·¥­  ±®¥¤¨­¥­¨¥¬ ¯°®²¨¢®¯®«®¦­»µ ±²®°®­¯°¿¬®³£®«¼­¨ª  ABCD ¢ ²°¥µ¬¥°­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ (¥±«¨ AB, BC, CD, DA { ±²®°®­» ¯°¿¬®³£®«¼­¨ª , ²® ¡®ª®¢ ¿¯®¢¥°µ­®±²¼ ¶¨«¨­¤°  ¯®«³·¨²±¿ ±®¢¬¥¹¥­¨¥¬ ±²®°®­ AB ¨ CD { ¢¥°¸¨­» A ± ¢¥°¸¨­®© D,   ¢¥°¸¨­» B ± ¢¥°¸¨­®©C). �¨±² ��¥¡¨³±  ¯®«³· ¥²±¿ ± ¯®¬®¹¼¾ ² ª®£® ¦¥  «£®°¨²¬ , ²®«¼ª® ±®¢¬¥¹¥­¨¥ ³ª § ­­»µ ±²®°®­ ¯°®¨§¢®¤¨²±¿± ®¤­®¢°¥¬¥­­»¬ ¯¥°¥¢®°®²®¬ ®¤­®© ¨§ ±²®°®­: ¢¥°¸¨­  A ±®¢¬¥¹ ¥²±¿ ± ¢¥°¸¨­®© C,   ¢¥°¸¨­  B ± ¢¥°¸¨­®© D.�±«¨ ¦¥ ° ±±¬®²°¥­­³¾ ±²®°®­³ ¬» ¯¥°¥¢¥°­¥¬ ¥¹¥ ° § ¢ ²®¬ ¦¥ ­ ¯° ¢«¥­¨¨ ¨ ¢­®¢¼ ±®¥¤¨­¨¬ ²®·ª¨ A ± D,   B ±C, ²® ¬» ®¯¿²¼ ¯®«³·¨¬ ®°¨¥­²¨°³¥¬³¾ ¯®¢¥°µ­®±²¼.�¤­ ª® ¤®±² ²®·­® · ±²® ¯°¨µ®¤¨²±¿ ¨¬¥²¼ ¤¥«® ± ¯®¢¥°µ­®±²¿¬¨ � 2 B3, ³ ª®²®°»µ ¥¤¨­¨·­»¥ ­®°¬ «¨ ¨¬¥-¾²±¿ ­¥ ¢® ¢±¥µ ²®·ª µ ¯®¢¥°µ­®±²¨. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¯®­¿²¨¥ ®°¨¥­²¨°³¥¬®© ¯®¢¥°µ­®±²¨ ¢¢®¤¿² ¯® ¤°³£®¬³. �«¿±«³· ¿ ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®© ¯®¢¥°µ­®±²¨ (1) ¯®­¿²¨¥ ®°¨¥­² ¶¨¨ ­¥ ¨§¬¥­¿¥²±¿. � «¥¥ ¤¥« ¥²±¿ ² ª®¥ § ¬¥· ­¨¥: ¢»¡®°­ ¯° ¢«¥­¨¿ ­®°¬ «¨ ¤«¿ ¯®¢¥°µ­®±²¨ (1) ®¤­®§­ ·­® ±¢¿§ ­ ± «¥¢®±²®°®­­¨¬ ®¡µ®¤®¬ ½²®© ¯®¢¥°µ­®±²¨ ¢¤®«¼ £° -­¨¶», ¢§£«¿­³¢ ­  ¯®¢¥°µ­®±²¼ ± ¯°®²¨¢®¯®«®¦­®© ±²®°®­» (².¥. ¢»¡° ¢ ¯°®²¨¢®¯®«®¦­®¥ ­ ¯° ¢«¥­¨¥ ¥¤¨­¨·­®©­®°¬ «¨), ¬» ³¢¨¤¨¬, ·²® «¥¢®±²®°®­­¨© ®¡µ®¤ ±² « ¯° ¢®±²®°®­­¨¬ ¨ ­ ®¡®°®². � «¥¥, ¯³±²¼ ¨¬¥¥²±¿ � 2 B3 ¨� = [ni=1�i;�i { ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ¯®¢¥°µ­®±²¨ ¢¨¤  (1), ­¨ª ª¨¥ ¤¢¥ ¨§ ª®²®°»µ ­¥ ¨¬¥¾² ®¡¹¨µ ¢­³²°¥­­¨µ ²®·¥ª. �±«¨ µ®²¿ ¡»®¤­  ¨§ �i ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ ®°¨¥­²¨°³¥¬®©, ²® ¯® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ¯®¢¥°µ­®±²¼ � ² ª¦¥ ±·¨² ¥²±¿ ­¥ ®°¨¥­²¨°³¥¬®©. �³±²¼²¥¯¥°¼ ª ¦¤ ¿ ¨§ ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨µ ¯®¢¥°µ­®±²¥© �i ¿¢«¿¥²±¿ ®°¨¥­²¨°³¥¬®©. �²®, ¢ · ±²­®±²¨, ®§­ · ¥², ·²® ¢»¡° ­®¤¨­ ¨§ ¤¢³µ ¢ °¨ ­²®¢ ®¡µ®¤  £° ­¨¶ ª ¦¤®© ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®© ¯®¢¥°µ­®±²¨ �i. �³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ®¡µ®¤» £° ­¨¶�i ±®£« ±®¢ ­­»¬¨ ¬¥¦¤³ ±®¡®©, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®© ¯ °» �i, �k ®¡¹¨¥ ²®·ª¨ ½²¨µ ¬­®¦¥±²¢, ª®²®°»¥, ª®­¥·­®, ¬®£³²­ µ®¤¨²¼±¿ ²®«¼ª® ­  £° ­¨¶ µ ½²¨µ ¬­®¦¥±²¢, ¯°®µ®¤¿²±¿ ¯°¨ ¢»¡° ­­»µ ®¡µ®¤ µ ¢ ¯°®²¨¢®¯®«®¦­»µ ­ ¯° ¢«¥­¨¿µ.�² ª, ¥±«¨ ®¡µ®¤» £° ­¨¶ ¬­®¦¥±²¢ �i ¬®¦­® ±®£« ±®¢ ²¼, ²® � ­ §»¢ ¥²±¿ ®°¨¥­²¨°³¥¬®©, ¥±«¨ ®¡µ®¤» ±®£« ±®¢ ²¼­¥¢®§¬®¦­®, ²® � ­ §»¢ ¥²±¿ ­¥®°¨¥­²¨°³¥¬®©. � ±«³· ¥ ®°¨¥­²¨°³¥¬®© ¯®¢¥°µ­®±²¨ ¯®±«¥ ¢»¡®°  ¢±¥µ ­ ¯° ¢«¥­¨©®¡µ®¤  £° ­¨¶ �i, ­ ¯° ¢«¥­¨¿ ­®°¬ «¥© ¢­³²°¨ �i ¢»¡¨° ¾² ² ª, ·²®¡» ¯®«³· ¾¹¨©±¿ ®¡µ®¤ £° ­¨¶» ¨§ ¢¥°¸¨­»­®°¬ «¨ ¢¨¤¨«±¿ «¥¢®±²®°®­­¨¬.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¯®¢¥°µ­®±²­»µ ¨­²¥£° «®¢ ¢²®°®£® °®¤  ¤«¿ ° ±±¬®²°¥­­»µ ®°¨¥­²¨°³¥¬»µ ¯®¢¥°µ­®±²¥© ±®¢¯ -¤ ¥² ± (2). �¥ª®²®°»¬ ®¡®¡¹¥­¨¥¬ ½²®£® ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ ¯®­¿²¨¥ ¯®²®ª  ­¥¯°¥°»¢­®£® ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿a = (ax; ay; az) ·¥°¥§ ®°¨¥­²¨°®¢ ­­³¾ ¯®¢¥°µ­®±²¼ �+. � ª ­ §»¢ ¾² ¨­²¥£° «Z��n; a�dS;£¤¥ n(�) { ¢»¡° ­­ ¿ ®°¨¥­² ¶¨¿ ¯®¢¥°µ­®±²¨, �n; a� { ±ª «¿°­®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢¥ª²®°®¢. �°¨ ½²®¬ ¯®¢¥°µ­®±²­»¥¨­²¥£° «» ¢²®°®£® °®¤  ¬®¦­® ±·¨² ²¼ ¯®²®ª ¬¨ ±¯¥¶¨ «¼­®£® ¢¨¤  ¢¥ª²®°­»µ ¯®«¥©. � ¯°¨¬¥°³, ¢ ±«³· ¥ ¯¥°¢®£®¨§ ¨­²¥£° «®¢ ¢ (2) ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥ a ¨¬¥«® ¢¨¤ (0; 0; f(x; y; z)).�¢®©±²¢  ¯®¢¥°µ­®±²­»µ ¨­²¥£° «®¢ ¢²®°®£® °®¤  ¿¢«¿¾²±¿ ±«¥¤±²¢¨¥¬ ±¢®©±²¢ ¯®¢¥°µ­®±²­»µ ¨­²¥£° «®¢ ¯¥°-¢®£® °®¤ . �¥°¥·¨±«¨¬ ¨µ ­ §¢ ­¨¿: 31



1)  ¤¤¨²¨¢­®±²¼ (¯® ®¡« ±²¨ ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¿),2) «¨­¥©­®±²¼ (¯® ¨­²¥£°¨°³¥¬»¬ ´³­ª¶¨¿¬).� ª¦¥ ª ª ¨ ¤«¿ ª°¨¢®«¨­¥©­»µ ¨­²¥£° «®¢ ¢²®°®£® °®¤ , ±¢®©±²¢® ¯®«®¦¨²¥«¼­®±²¨ ¤«¿ ¯®¢¥°µ­®±²­»µ ¨­²¥£° «®¢¢²®°®£® °®¤ , ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ­¥ ¢»¯®«­¿¥²±¿.�¥ª¶¨¿ 13.�®°¬³«  � ³±± -�±²°®£° ¤±ª®£®. �¨¢¥°£¥­¶¨¿ ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿, ¥¥ ´¨§¨·¥±ª¨© ±¬»±«. �®°¬³«  �²®ª± . �®²®°¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿, ¥£® ´¨§¨·¥±ª¨© ±¬»±«.�¡° ²¨¬±¿ ª ° ±±¬®²°¥­¨¾ ´®°¬³«» � ³±± -�±²°®£° ¤±ª®£®. �³±²¼Z('1; '2) = f(x; y; z) 2 R3 j (x; y) 2 T; '1(x; y) 6 z 6 '2(x; y)g; T 2 T2;'1(�), '2(�) { ­¥¯°¥°»¢­»¥ ­  T ´³­ª¶¨¨, ¯°¨­ ¤«¥¦ ¹¨¥ ª« ±±³ C1( bT ), '1(x; y) 6 '2(x; y) ¯°¨ ª ¦¤®¬ (x; y) 2 T .�ª §»¢ ¥²±¿, ·²® £° ­¨¶³ � ¬­®¦¥±²¢  Z, ±®±²®¿¹³¾ ¨§ �0 { ¡®ª®¢®© ¯®¢¥°µ­®±²¨ Z ¨ ¯®¢¥°µ­®±²¥©�1 = f(x; y; '1(x; y)) 2 R3 j (x; y) 2 Tg; �2 = f(x; y; '2(x; y)) 2 R3 j (x; y) 2 Tg¬®¦­® ®°¨¥­²¨°®¢ ²¼. �²³ ®°¨¥­² ¶¨¾, ².¥. ´³­ª¶¨¾ n(M ), M 2 �, ¬®¦­® ¢»¡° ²¼ ² ª, ·²®¡» ¯®±«¥¤­¿¿ ª®¬¯®-­¥­²  ¢¥ª²®°  n(M ) ¢® ¢­³²°¥­­¨µ ²®·ª µ M 2 �2, ¡»«  ¡» ¡®«¼¸¥ ­³«¿ (¨­»¬¨ ±«®¢ ¬¨ ¢¥ª²®° n(M ) ±®±² ¢«¿« ¡»®±²°»© ³£®« ± ­ ¯° ¢«¥­¨¥¬ ®±¨ Oz),   ¢® ¢­³²°¥­­¨µ ²®·ª µ M 2 �1, ¡»«  ¡» ¬¥­¼¸¥ ­³«¿ (¨­»¬¨ ±«®¢ ¬¨ ¢¥ª²®°n(M ) ±®±² ¢«¿« ¡» ²³¯®© ³£®« ± ­ ¯° ¢«¥­¨¥¬ ®±¨ Oz). �°¨ ½²®¬ ®°¨¥­² ¶¨¿, ².¥. §­ ·¥­¨¿ n(M ) ¢ ²®·ª µ ¯®¢¥°µ-­®±²¨ �0 (½²  · ±²¼ ¯®¢¥°µ­®±²¨ ±®±²®¨² ¨§ ®²°¥§ª®¢ ¯°¿¬»µ, ¯ ° ««¥«¼­»µ ®±¨ Oz, ¡»²¼ ¬®¦¥² ¢»°®¦¤ ¾¹¨µ±¿¢ ²®·ª³) ¤«¿ ¤ «¼­¥©¸¥£® ­¥ ² ª ¨ ¢ ¦­ . � ¦­® «¨¸¼ ²®, ·²® ½²¨ §­ ·¥­¨¿ (®­¨ ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ¨§ ±¥¡¿ ¢¥ª²®°  ¢R3) ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°­» ®±¨ Oz. �»¡° ­­³¾ ®°¨¥­² ¶¨¾ ¯®¢¥°µ­®±²¨ � ¡³¤¥¬ ®²¬¥· ²¼ §­ ª®¬ "+ ": �+0 , �+1 , �+2 . �«¿¯°¨¬¥°  ¢»·¨±«¨¬ ª®¬¯®­¥­²» ­®°¬ «¨ ¤«¿ �+2 :det ������i j k1 0 @'2@x0 1 @'2@y ������ = ��@'2@x ;�@'2@y ; 1�¨, §­ ·¨², ²°¥²¼¿ ª®¬¯®­¥­²  ¢¥ª²®°  n(M ) ¤«¿ M 2 �2 ° ¢­  (1 + (@'2@x )2 + (@'2@y )2)�1=2, ¢»·¨±«¥­­®¬³ ¢ ²®·ª¥ M .�­ «®£¨·­®, ²°¥²¼¿ ª®¬¯®­¥­²  ½²®£® ¢¥ª²®°  ¤«¿ M 2 �1 ° ¢­  �(1 + (@'1@x )2 + (@'1@y )2)�1=2.�³±²¼ ²¥¯¥°¼ f(�) { ­¥¯°¥°»¢­ ¿ ­  ®¡« ±²¨ Z ´³­ª¶¨¿, ®¡« ¤ ¾¹ ¿ ­¥¯°¥°»¢­®© ­  Z · ±²­®© ¯°®¨§¢®¤­®© @f@z .�®£¤  Z Z ZZ @f@z dx dy dz = ZZT  Z '2(x;y)'1(x;y) @f@z dz! dx dy = ZZT �f(x; y; '2(x; y))� f(x; y; '1(x; y))� dx dy == ZZT f(x; y; '2(x; y))�1 + (@'2@x )2 + (@'2@y )2��1=2�1 + (@'2@x )2 + (@'2@y )2�1=2 dx dy�� ZZT f(x; y; '1(x; y))�1 + (@'1@x )2 + (@'1@y )2��1=2�1 + (@'1@x )2 + (@'1@y )2�1=2 dx dy == ZZ�2 f(x; y; z)�n(x; y; z); (0; 0; 1)�dS + ZZ�1 f(x; y; z)�n(x; y; z); (0; 0; 1)�dS:� ª ª ª �n(x; y; z); (0; 0; 1)� = 0 ¤«¿ (x; y; z) 2 �0, ²® ®ª®­· ²¥«¼­ ¿ ´®°¬³«  ¨¬¥¥² ¢¨¤Z Z ZZ @f@z dx dy dz = ZZ�+ f(x; y; z) dx dy{ ²°®©­®© ¨­²¥£° « ¯® ¬­®¦¥±²¢³ Z ¢ ²°¥µ¬¥°­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ ±¢®¤¨²±¿ ª ¯®¢¥°µ­®±²­®¬³ ¨­²¥£° «³ ¢²®°®£® °®¤ ¯® £° ­¨¶¥ ½²®£® ¬­®¦¥±²¢  (± ­ ¤«¥¦ ¹¨¬ ®¡° §®¬ ¢»¡° ­­®© ®°¨¥­² ¶¨¥© ½²®© £° ­¨¶»). �²  ´®°¬³«  ®±² ¥²±¿±¯° ¢¥¤«¨¢®© ¨ ¤«¿ ¡®«¥¥ ±«®¦­® ³±²°®¥­­»µ ®¡« ±²¥© W 2 T3. �¬¥­­®, ¯³±²¼ ®¡« ±²¼ W ¬®¦¥² ¡»²¼ ° §¤¥«¥­  ­ ª®­¥·­®¥ ·¨±«® · ±²¥© fZigni=1 ° ±±¬®²°¥­­®£® ¢¨¤  (ª ª ®¡»·­® ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²® ­¨ª ª¨¥ ¤¢¥ ¨§ ½²¨µ · ±²¥©­¥ ¨¬¥¾² ®¡¹¨µ ¢­³²°¥­­¨µ ²®·¥ª). �®£¤  ¬®¦­® ¯®ª § ²¼, ·²® £° ­¨¶  � ®¡« ±²¨ W ¿¢«¿¥²±¿ ®°¨¥­²¨°³¥¬®©¯®¢¥°µ­®±²¼¾. �»¡¨° ¿ ¯®«®¦¨²¥«¼­®© ®°¨¥­² ¶¨¥© �+ ²³, ¯°¨ ª®²®°®© ­ ¯° ¢«¥­¨¥ ­®°¬ «¨ ª ¯®¢¥°µ­®±²¨ �¿¢«¿¥²±¿ ¢­¥¸­¨¬ ¯® ®²­®¸¥­¨¾ ª ®¡« ±²¨ W , ¬®¦­® ³±² ­®¢¨²¼, ·²®Z Z ZW @f@z dx dy dz = ZZ�+ f(x; y; z) dx dy32



(¢ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¨ ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ ´³­ª¶¨¨ f ¨ ¥¥ · ±²­®© ¯°®¨§¢®¤­®© ¯® ¯¥°¥¬¥­­®© z ­  ®¡« ±²¨W ). �²³ ´®°¬³«³¨ ¬®¦­® ¡»«® ¡» ­ §¢ ²¼ ´®°¬³«®© � ³±± -�±²°®£° ¤±ª®£®, ®¤­ ª® ®¡»·­® ¥¥ § ¯¨±»¢ ¾² ¢ ¡®«¥¥ ±¨¬¬¥²°¨·­®¬¢¨¤¥. �°¨ ½²®¬ ¤ ¢ ©²¥ ±¤¥« ¥¬ ¤®¯®«­¨²¥«¼­®¥ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ® ¢®§¬®¦­®±²¨ ° §¤¥«¨²¼ ®¡« ±²¼ W ­  ª®­¥·­®¥·¨±«® · ±²¥© fZigni=1 ­¥ ²®«¼ª® ¢ ­ ¯° ¢«¥­¨¨ ®±¨ Oz, ­® ² ª¦¥ ¨ ¢ ­ ¯° ¢«¥­¨¨ ª ¦¤®© ¨§ ¤¢³µ ¤°³£¨µ: Ox ¨ Oy.�³±²¼ f , g, h - ­¥¯°¥°»¢­»¥ ­  W ´³­ª¶¨¨ ª« ±±  C1(W ). �®£¤ Z Z ZW �@h@x + @g@y + @f@z� dx dy dz = ZZ�+ h(x; y; z) dy dz + g(x; y; z) dz dx+ f(x; y; z) dx dy:�²  ´®°¬³«  ­ §»¢ ¥²±¿ ´®°¬³«®© � ³±± -�±²°®£° ¤±ª®£®. �¨±«®div a = @h@x + @g@y + @f@z­ §»¢ ¥²±¿ ¤¨¢¥°£¥­¶¨¥© ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ a = (h; g; f). �°¨¬¥­¿¿ ±¤¥« ­­»¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿, ´®°¬³«³ � ³±± -�±²°®£° ¤±ª®£® ¬®¦­® § ¯¨± ²¼ ª ª Z Z ZW div a dx dy dz = ZZ��a; n�dS (1){ ²°®©­®© ¨­²¥£° « ¯® ¬­®¦¥±²¢³ W ®² ¤¨¢¥°£¥­¶¨¨ ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ a = (h; g; f) ±¢®¤¨²±¿ ª ¯®¢¥°µ­®±²­®¬³ ¨­²¥-£° «³ ¯¥°¢®£® °®¤  ¯® £° ­¨¶¥ � ½²®£® ¬­®¦¥±²¢  ®² ±ª «¿°­®£® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿ �a; n� ½²®£® ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ ¨ ¢­¥¸­¥©,¯® ®²­®¸¥­¨¾ ª W , ­®°¬ «¨ ª � (¨­ ·¥, { ° ¢¥­ ¯®²®ª³ ½²®£® ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ ¢ ­ ¯° ¢«¥­¨¨ ¢­¥¸­¥© ­®°¬ «¨ ª�). �±«¨ ¢®±¯°¨­¨¬ ²¼ ¯®«¥ a ª ª ±ª®°®±²¼ ¤¢¨¦³¹¥©±¿ ¦¨¤ª®±²¨, ²® ¨­²¥£° « ¢ ¯° ¢®© · ±²¨ (1) ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ¨§±¥¡¿ ª®«¨·¥±²¢® ¦¨¤ª®±²¨, ¯°®²¥ª ¾¹¥© ·¥°¥§ ¯®¢¥°µ­®±²¼ � ¢ § ¤ ­­³¾ ±²®°®­³ ¢ ¥¤¨­¨¶³ ¢°¥¬¥­¨. �²®¡» ½²®ª®«¨·¥±²¢® (¯®²®ª) ¡»«® ®²«¨·­® ®² ­³«¿, ±®£« ±­® (1), ­¥®¡µ®¤¨¬®, ·²®¡» ¢­³²°¨ W ­ µ®¤¨«¨±¼ ¨±²®·­¨ª¨ (¨«¨±²®ª¨) ¦¨¤ª®±²¨ (².¥. div a 6= 0). � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤¨¢¥°£¥­¶¨¿ µ ° ª²¥°¨§³¥² ¨±²®·­¨ª¨ ¯®«¿ a.�¡±³¤¨¬ ²¥¯¥°¼ ¥¹¥ ®¤­³ ´®°¬³«³, ®¡®¡¹ ¾¹³¾ ³¦¥ ° ±±¬®²°¥­­³¾ ´®°¬³«³ �°¨­ . � ¯®¬­¨¬, ·²® ´®°¬³« �°¨­  ¯®§¢®«¿¥² ±¢¥±²¨ ¢»·¨±«¥­¨¥ ¤¢®©­®£® ¨­²¥£° «  ¯® ¯«®±ª®© ®¡« ±²¨ S ª ¢»·¨±«¥­¨¾ ª°¨¢®«¨­¥©­®£® ¨­²¥-£° «  ¯® £° ­¨¶¥ ½²®© ®¡« ±²¨. �°¨ ­¥ª®²®°»µ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¿µ ®²­®±¨²¥«¼­® S, f ¨ g ®­  ¢»£«¿¤¨² ² ªZ ZS �@f@x � @g@y� dx dy = Z@S+ g(x; y) dx+ f(x; y) dy:�²  ´®°¬³«  ¬®¦¥² ¡»²¼ ° ±¯°®±²° ­¥­  ­  ¨­²¥£° «» ¯® ¬­®¦¥±²¢ ¬, ° ±¯®«®¦¥­­»¬ ­  ®²­®±¨²¥«¼­® ¯°®¨§¢®«¼-­»µ ¯®¢¥°µ­®±²¿µ, ².¥. ­  ¯®¢¥°µ­®±²­»¥ ¨­²¥£° «» (ª®®°¤¨­ ²­»¥ ¯«®±ª®±²¨ { ½²® ¯°®±²¥©¸¨© ¢¨¤ ¯®¢¥°µ­®±²¨ ¢R3). �³±²¼ dr = (dx; dy; dz), n = (cos�; cos�; cos 
) { ­ ¯° ¢«¥­¨¥ ­®°¬ «¨ ª S, ¯°¨ ª®²®°®¬ ¢»¡° ­­®¥ ¤¢¨¦¥­¨¥ ¯®ª®­²³°³ @S+ ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¯®«®¦¨²¥«¼­»¬, a = (f; g; h) - ­¥¯°¥°»¢­®¥ ­  S ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥ ª« ±±  C1(T ), T { ­¥ª®-²®° ¿ ®¡« ±²¼, ±®¤¥°¦ ¹ ¿ ¯®¢¥°µ­®±²¼ S (®¡« ±²¼ T ²°¥¡³¥²±¿, ·²®¡» ®¯°¥¤¥«¨²¼ · ±²­»¥ ¯°®¨§¢®¤­»¥ ´³­ª¶¨©f , g ¨ h). �®£¤  Z@S+ f dx+ g dy + h dz = Z ZS det ������cos� cos � cos 
@@x @@y @@zf g h ������ dS: (2)�¥ª²®° ± ª®®°¤¨­ ² ¬¨ @h@y � @g@z ; @f@z � @h@x; @g@x � @f@y­ §»¢ ¥²±¿ °®²®°®¬ ¨«¨ ¢¨µ°¥¬ ¯®«¿ a ¨ ®¡®§­ · ¥²±¿ rot a. �­¥¬®­¨·¥±ª®¥ ¯° ¢¨«® ¤«¿ § ¯¨±¨ ½²®£® ¢¥ª²®° ±®±²®¨² ¢ ¢»¯¨±»¢ ­¨¨ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¿ rot a = det ������ i j k@@x @@y @@zf g h ������ :�®²®° µ ° ª²¥°¨§³¥² "§ ¢¨µ°¥­­®±²¼" ¯®«¿ ¢ ¤ ­­®© ²®·ª¥. �°¨¬¥­¿¿ ±¤¥« ­­»¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿, § ¯¨¸¥¬ (2) ¢ ¢¨¤¥Z@S+(a; dr) = Z ZS(rot a; n) dS: (20)�®°¬³«» (2), (20) ³±² ­ ¢«¨¢ ¾²±¿ ±­ · «  ­  ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨µ ¯®¢¥°µ­®±²¿µ ±° ¢­¥­¨¥¬ «¥¢®© ¨ ¯° ¢®© · ±²¥©° ¢¥­±²¢  (2),   ¯®²®¬ ° ±¯°®±²° ­¿¾²±¿ ¯®  ¤¤¨²¨¢­®±²¨ ­  ¡®«¥¥ ±«®¦­»¥ ¯®¢¥°µ­®±²¨. �¨§¨·¥±ª¨© ±¬»±« ´®°-¬³«» �²®ª±  § ª«¾· ¥²±¿ ¢ ¥¥ ¨­²¥°¯°¥² ¶¨¨ ª ª (20): ¶¨°ª³«¿¶¨¿ ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ a ¢¤®«¼ § ¬ª­³²®£® ª®­²³° @S ° ¢­  ¯®²®ª³ °®²®°  ½²®£® ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿, ·¥°¥§ ¯®¢¥°µ­®±²¼, ­ ²¿­³²³¾ ­  ½²®² ª®­²³°. �²®¡» ¶¨°ª³«¿¶¨¿¡»«  ®²«¨·­  ®² ­³«¿ ¤«¿ ¬ «®£® ª®­²³° , ®ª°³¦ ¾¹¥£® ­¥ª®²®°³¾ ¢»¡° ­­³¾ ²®·ª³ ¯®¢¥°µ­®±²¨, ¯®«¥ ¤®«¦­®¯®¢®° ·¨¢ ²¼±¿ (¨¬¥²¼ § ¢¨µ°¥­¨¥) ¢¡«¨§¨ ½²®© ²®·ª¨. 33


