1.2. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ РЯДЫ
1.2.1. Функциональные ряды. Область сходимости. Равномерная сходимость. Признак Вейерштрасса. Свойства равномерно сходящихся рядов: непрерывность суммы ряда, почленное интегрирование и дифференцирование
	Бесконечная сумма функций

u1(x) + u2(x) +…+ un(x) +… , (1)

где un(x) = f (x,n), называется функциональным рядом.




Если задать конкретное числовое значение х, ряд (1) превратится в числовой ряд, причем в зависимости от выбора значения х такой ряд может сходиться или расходиться. Практическую ценность представляют только сходящиеся ряды, поэтому важно определить те значения х, при которых функциональный ряд становится сходящимся числовым рядом.

	Множество значений х, при подстановке которых 

в функциональный ряд (1) получается 
сходящийся числовой ряд, называется областью сходимости  функционального ряда.




Функция s(x), определенная в области сходимости ряда, которая для каждого значения х из области сходимости равна сумме соответствующего числового ряда, полученного из (1) при данном значении х, называется суммой функционального ряда.

Пример 1. 

Найдем область сходимости и сумму функционального ряда

1 + х + х² +…+ xn +…

При |x| ≥ 1 
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 поэтому соответствующие числовые ряды расходятся. Если же |x| < 1, рассматриваемый ряд представляет собой сумму бесконечно убывающей геометрической прогрессии, вычисляемую по формуле:
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Следовательно, областью сходимости ряда является интервал (-1, 1), а его сумма имеет указанный вид.

Замечание. Так же, как для числовых рядов, можно ввести понятия частичной суммы функционального ряда:

sn = 1 + х + х² +…+ xn
и остатка ряда:   rn = s – sn .
Равномерная сходимость функционального ряда
Определим вначале понятие равномерной сходимости числовой последовательности.

Функциональная последовательность fn(x) называется равномерно сходящейся к функции f на множестве Х, если 
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Замечание 1. Будем обозначать обычную сходимость функциональной последовательности 
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 а равномерную сходимость - 
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Замечание 2. Отметим еще раз принципиальное отличие равномерной сходимости от обычной: в случае обычной сходимости при выбранном значении ε для каждого 
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существует свой номер N, для которого при n > N выполняется неравенство:
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При этом может оказаться, что подобрать для данного ε общий номер N, обеспечивающий выполнение этого неравенства для любого х, невозможно. В случае же равномерной сходимости такой номер N, общий для всех х, существует.

Определим теперь понятие равномерной сходимости функционального ряда. Поскольку каждому ряду соответствует последовательность его частичных сумм, равномерная сходимость ряда определяется через равномерную сходимость этой последовательности:

Функциональный ряд 
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называется равномерно сходящимся на множестве Х, если на Х равномерно сходится последовательность его частичных сумм.

Признак Вейерштрасса
Теорема 1. Если числовой ряд 
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сходится и для всех 
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 и для всех     п = 1, 2,… выполняется неравенство
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то ряд 
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 сходится абсолютно и равномерно на множестве Х.
Доказательство.

Для любого ( > 0 cуществует такой номер N, что 
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поэтому 
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 для остатков rn ряда 
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 справедлива оценка
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Следовательно, 
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 поэтому ряд 
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 равномерно сходится.

Замечание. Процедура подбора числового ряда, отвечающего условиям теоремы 1, обычно называется мажорированием, а сам этот ряд – мажорантой для данного функционального ряда.

Пример 2. 

Для функционального ряда 
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 мажорантой при любом значении х является сходящийся знакоположительный ряд 
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. Поэтому исходный ряд равномерно сходится на всем множестве действительных чисел.

Свойства равномерно сходящихся рядов
Теорема 2. Если функции un(x) непрерывны при 
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 равномерно сходится на Х, то его сумма s(x) тоже непрерывна в точке х0 .

Доказательство.

Выберем ( > 0. Тогда 
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 поэтому существует такой номер п0 , что
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[image: image26.wmf]0
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 сумма конечного числа непрерывных функций, поэтому 
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 непрерывна в точке х0. Поэтому существует такое ( > 0, что  

[image: image28.wmf]00

00

|()()|:||.

3

nn

sxsxxXxx

e

d

-<"Î-<


Тогда   
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 получаем:
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то есть функция s(x) непрерывна при х = х0 .

Теорема 3. Пусть функции un(x) непрерывны на отрезке [a, b] и ряд 
[image: image31.wmf]1

()

n

n

ux

¥

=

å

 равномерно сходится на этом отрезке. Тогда 
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тоже равномерно сходится на [a, b] и 
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 (то есть в условиях теоремы ряд можно почленно интегрировать).

Доказательство.

По теореме 2 функция 
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непрерывна на [a, b] и, следовательно, интегрируема на нем, то есть интеграл, стоящий в левой части равенства (2), существует. Покажем, что ряд 
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 равномерно сходится к функции
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Обозначим 
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Тогда для любого ( найдется такой номер N, что при n > N
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Значит, ряд 
[image: image40.wmf]0

1

()

x

n

n

x

utdt

¥

=

å

ò

 равномерно сходится, и его сумма равна 
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Теорема доказана.

Теорема 4. Пусть функции un(x) непрерывно дифференцируемы на отрезке [a, b] и ряд, составленный из их производных:
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равномерно сходится на [a, b]. Тогда, если ряд 
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 сходится хотя бы в одной точке 
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 то он сходится равномерно на всем [a, b], его сумма 
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является непрерывно дифференцируемой функцией и
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(ряд 
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 можно почленно дифференцировать).

Доказательство.

Определим функцию ((х) как 
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 По теореме 3 ряд (3) можно почленно интегрировать:
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Ряд, стоящий в правой части этого равенства, равномерно сходится на [a, b] по теореме 3. Но числовой ряд 
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 по условию теоремы сходится, следовательно, равномерно сходится и ряд 
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Функция ((t) является суммой равномерно сходящегося ряда непрерывных функций на [a, b] и поэтому сама непрерывна. Тогда функция 
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 непрерывно дифференцируема на [a, b], и 
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что и требовалось доказать.

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ
Задача 1.
Найти область сходимости функционального ряда
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Указание
Примените признак Даламбера и найдите значения х, удовлетворяющие неравенству
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Решение
Применим признак Даламбера:
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При найденных значениях х ряд сходится, при х, не принадлежащих отрезку [0,5;2], ряд расходится, так как предел по Даламберу больше 1. Осталось исследовать сходимость ряда при х = 0,5 и х = 2, когда признак Даламбера неприменим.
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 расходится, так как для него не выполнено необходимое условие сходимости.

При х = 2 log22 = 1, и полученный ряд расходится по той же причине. Следовательно, область сходимости – (0,5;2).
Ответ: (0,5;2).
Задача 2.
Найти область сходимости функционального ряда
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Указание
Рассмотрите отдельно случаи x > 1 и x < 1.

Решение
При x > 1 ряд 
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 сходится.
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исходный ряд сходится по 2-му признаку сравнения. 

При х < 1 ряд 
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 расходится, следовательно, по 1-му признаку сравнения расходится и исходный ряд.

Ответ: (1; 
[image: image63.wmf]¥
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Задача 3.
Найти область сходимости функционального ряда
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Указание
Рассмотрите отдельно случаи |x| > 1, |х| = 1 и |x| < 1.
Решение
При |x| > 1 ряд 
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 сходится (в частности, при x < -1 сходится абсолютно), так как представляет собой сумму бесконечно убывающей геометрической прогрессии.

При х = 1 все члены ряда равны 1, то есть не выполнено необходимое условие сходимости – ряд расходится.

При х = -1 члены ряда с нечетными номерами равны 3, а члены с четными номерами равны 1, и ряд вновь расходится, так как не выполнено необходимое условие сходимости.

При |x| < 1
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ряд расходится.

Ответ: (
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Задача 4.
Найти область сходимости функционального ряда


[image: image69.wmf]2

3

1

.

1

n

n

n

x

x

¥

=

-

å


Указание
Рассмотрите отдельно случаи |x| > 1, |х| = 1 и |x| < 1.
Решение
1) При |x| > 1
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Ряд 
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 при |x| > 1 сходится (бесконечно убывающая геометрическая прогрессия), следовательно, множество |x| > 1 входит в область сходимости.

2) При х = 1 ряд не существует, так как знаменатель каждой дроби обращается в 0; при х = -1 все члены ряда равны 0,5, то есть не выполнено необходимое условие сходимости. Таким образом, значения х = +1 не входят в область сходимости.

3) При |x| < 1 сделаем замену  
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тогда общий член ряда имеет вид
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Ряд 
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 при |у| > 1 сходится, поэтому множество |x| < 1 входит в область сходимости. 
Итак, ряд сходится при всех значениях х, кроме +1.

Ответ: (
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Задача 5.
Найти область сходимости функционального ряда
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Указание
Воспользуйтесь признаком Вейерштрасса, учитывая, что |cos пx| < 1.

Решение

[image: image78.wmf]33
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Ряд 
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 сходится, поэтому по признаку Вейерштрасса исходный ряд сходится абсолютно и равномерно при любом х.

Ответ: 
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Задача 6.
Найти область сходимости функционального ряда
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Указание
Примените признак Даламбера.

Решение
Применим признак Даламбера:
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Таким образом, при x > 0 ряд сходится, при x < 0 расходится. При х = 0 все члены ряда равны 0, следовательно, он сходится. Итак, область сходимости: x > 0.
Ответ: 
[image: image83.wmf][0;).
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1.2.2. Степенные ряды. Теорема Абеля. Область сходимости степенного ряда. Радиус сходимости. Основные свойства степенных рядов: равномерная сходимость, непрерывность и бесконечная дифференцируемость суммы. Почленное интегрирование и дифференцирование степенных рядов

	Степенным рядом называется
функциональный ряд вида
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Замечание. С помощью замены х – х0 = t ряд (1) можно привести к виду 
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 поэтому все свойства степенных рядов достаточно доказать для рядов вида
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Теорема 1 (1-я теорема Абеля). Если степенной ряд (2) сходится при х = х0 , то при любом x: |x| < |x0|  ряд (2) сходится абсолютно. Если же ряд (2) расходится при  х = х0 , то он расходится при любом x: |x| > |x0|.
Доказательство.

Если ряд 
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 сходится, то 
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 поэтому существует константа
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Следовательно, 
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а ряд 
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 при |x|<|x0| сходится, так как является суммой бесконечно убывающей геометрической прогрессии. Значит, ряд 
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 при |x|<|x0| абсолютно сходится. 

Если известно, что ряд (2) расходится при х = х0 , то он не может сходиться при  |x| > |x0| , так как из ранее доказанного при этом следовало бы, что он сходится и в точке х0 .

Таким образом, если найти наибольшее из чисел х0 > 0 таких, что (2) сходится при  х = х0 , то областью сходимости данного ряда, как следует из теоремы Абеля, будет интервал (- х0 , х0 ), возможно, включающий одну или обе границы.

	Число R ≥ 0 называется радиусом сходимости 
степенного ряда (2), если 
[image: image93.wmf]:||

xxR

"<

 этот ряд сходится, 
а 
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 расходится. 
Интервал (-R , R ) называется 
интервалом сходимости ряда (2).




Пример 1.

Для исследования абсолютной сходимости ряда 
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применим признак Даламбера: 
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.
Следовательно, ряд сходится только при х = 0, и радиус его сходимости равен 0: R = 0.
Пример 2.
Используя тот же признак Даламбера, можно показать, что ряд 
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 сходится при любом х , то есть 
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Пример 3.
Для ряда 
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 по признаку Даламбера получим:
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Следовательно, при –1 < x < 1 ряд сходится, при x < -1 и x > 1 расходится. При х = 1 получаем гармонический ряд, который, как известно, расходится, а при х = -1 ряд 
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 сходится условно по признаку Лейбница. Таким образом, радиус сходимости рассматриваемого ряда R = 1, а интервал сходимости – [-1, 1).

Формулы для определения радиуса сходимости степенного ряда

Формула Даламбера

Рассмотрим степенной ряд  
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и применим к нему признак Даламбера: для сходимости ряда необходимо, чтобы  
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Если существует 
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 то область сходимости определяется неравенством 
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, то есть
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формула Даламбера для вычисления радиуса сходимости.
Формула Коши-Адамара

Используя радикальный признак Коши и рассуждая аналогичным образом, получим, что можно задать область сходимости степенного ряда как множество решений неравенства 
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при условии существования этого предела, и, соответственно, найти еще одну формулу для радиуса сходимости:
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формула Коши-Адамара.

Свойства степенных рядов
Теорема 2 (2-я теорема Абеля). Если R – радиус сходимости ряда (2) и этот ряд сходится при x = R, то он равномерно сходится на интервале (-R, R).

Доказательство. 
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 знакоположительный ряд 
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 сходится по теореме 1. Следовательно, ряд (2) равномерно сходится в интервале [-(, (] по теореме 1. Из выбора ( следует, что интервал равномерной сходимости – (- R, R), что и требовалось доказать.

Следствие 1. На всяком отрезке, целиком лежащем внутри интервала сходимости, сумма ряда (2) есть непрерывная функция.

Доказательство.

 Члены ряда (2) являются непрерывными функциями, и ряд равномерно сходится на рассматриваемом отрезке. Тогда непрерывность его суммы следует из теоремы 2.

Следствие 2. Если пределы интегрирования (, ( лежат внутри интервала сходимости степенного ряда, то интеграл от суммы ряда равен сумме интегралов от членов ряда:
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Доказательство этого утверждения следует из соответствующего свойства равномерно сходящихся рядов.

Теорема 3. Если ряд (2) имеет интервал сходимости (-R, R ), то ряд

((x) = a1 + 2a2x + 3a3x² +…+ nanxn-1 +…,  (5)

полученный почленным дифференцированием ряда (2), имеет тот же интервал сходимости (-R, R). При этом

(΄(х) = s΄(x)  при |x| < R ,   (6)
то есть внутри интервала сходимости производная от суммы степенного ряда равна сумме ряда, полученного его почленным дифференцированием.
Доказательство.

Выберем (: 0 < ( < R  и (: ( < ( < R. Тогда ряд 
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сходится, следовательно, 
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Если |x| ≤ (, то
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где 
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 Таким образом, члены ряда (5) по модулю меньше членов знакоположительного ряда 
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 который сходится по признаку Даламбера: 
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то есть является мажорантой для ряда (5) при 
[image: image118.wmf][,].
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Поэтому ряд (5) равномерно сходится на [-(, (]. Следовательно, свойству равномерно сходящегося ряда  верно равенство (6). Из выбора ( следует, что ряд (5.6) сходится в любой внутренней точке интервала (-R, R).

Докажем, что вне этого интервала ряд (5) расходится. Действительно, если бы он сходился при x1 > R, то, интегрируя его почленно на интервале (0, x2), R < x2 < x1 , мы получили бы, что ряд (2) сходится в точке х2 , что противоречит условию теоремы. Итак, теорема полностью доказана.

Замечание. Ряд (5) можно, в свою очередь, почленно дифференцировать и проделывать эту операцию сколько угодно раз.

Вывод: если степенной ряд сходится на интервале (-R, R), то его сумма представляет собой функцию, имеющую внутри интервала сходимости производные любого порядка, каждая из которых есть сумма ряда, полученного из исходного с помощью почленного дифференцирования соответствующее количество раз; при этом интервал сходимости для ряда из производных любого порядка есть (-R, R).

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ
Задача 1.
Найти радиус сходимости степенного ряда
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Указание
Примените формулу Даламбера.

Решение
Применим формулу Даламбера:
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Ответ: 2.
Задача 2.
Найти радиус сходимости степенного ряда
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Указание
Воспользуйтесь формулой Коши-Адамара.

Решение
Применим формулу Коши-Адамара:
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Ответ: 
[image: image123.wmf]2
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Задача 3.
Найти интервал сходимости степенного ряда
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Указание
Определите радиус сходимости, найдите интервал сходимости (x0-R; x0+R), где х0 = 3, а затем исследуйте сходимость ряда на границах полученного интервала.
Решение
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Следовательно, интервал сходимости: (3-1; 3+1), то есть (2; 4).

Проверим сходимость ряда на границах интервала.


[image: image126.wmf]11

(1)(3)(1)(1)

1

2

nnnn

x

x

nnn

++

----

-

=Þ==-


знакопостоянный расходящийся ряд.
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знакопеременный ряд, сходится условно по признаку Лейбница.

Ответ: (2;4].
Задача 4.
Найти интервал сходимости степенного ряда
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Указание
Поскольку ряд содержит только четные степени х, лучше воспользоваться общими методами поиска области сходимости функционального ряда (например, радикальным признаком Коши).
Решение
Применим радикальный признак Коши:
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На границах полученного интервала ряд расходится, так как не выполнено необходимое условие сходимости:
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Ответ: 
[image: image131.wmf]11
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Задача 5.
Найти интервал равномерной сходимости степенного ряда
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Указание
Найдите интервал сходимости ряда и воспользуйтесь 2-й теоремой Абеля.

Решение
Найдем радиус сходимости:
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Следовательно, интервал сходимости: (-2-1; -2+1), или (-3;-1). При х = -1 получаем сходящийся числовой ряд 
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 следовательно, по 2-й теореме Абеля рассматриваемый ряд равномерно сходится на интервале (-3;-1).

Ответ: (-3;-1).
1.2.3. Разложение функции в степенной ряд. Единственность разложения. Ряды Тейлора и Маклорена. Разложение в степенной ряд некоторых элементарных функций.
 Применение степенных рядов

В предыдущих лекциях рассматривались степенные ряды, для которых в пределах области равномерной сходимости сумма ряда s(x) представляет собой непрерывную и бесконечно дифференцируемую функцию от х. Теперь поставим обратную задачу: найти степенной ряд, суммой которого является данная функция. 

	Представление функции в виде
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называется ее разложением в степенной ряд.




Теорема 1. Если функция  f(x) раскладывается в окрестности точки х0  в степенной ряд (6.1) с радиусом сходимости R, то:

1) функция f имеет на интервале (x0 – R , x0 + R) производные всех порядков, которые можно найти почленным дифференцированием ряда (1): 
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2) 
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3) ряды (1), (2) и (3) имеют одинаковые радиусы сходимости.

Доказательство всех трех утверждений следует из общих свойств степенных рядов.

Теорема 2. Если функция  f  раскладывается в некоторой окрестности точки х0 в степенной ряд (1), то  
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и, следовательно, справедлива формула
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Доказательство.

Дифференцируя т раз равенство (1), получим:
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Примем х = х0 , тогда  f(m)(x0) = m!am , что доказывает формулу (4).

Следствие. Если в некоторой окрестности заданной точки функция раскладывается в степенной ряд, то это разложение единственно.

Действительно, из теоремы 2 следует, что коэффициенты степенного ряда могут иметь только вид, задаваемый формулой (4).

Пусть функция  f(x) определена в некоторой окрестности точки х0 и имеет в этой точке производные всех порядков. 
	Ряд
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называется рядом Тейлора.




Пример 1. 

Найдем разложение в ряд Тейлора при х0 = 0 функции f(x) = 2x.
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Следовательно,
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	Если при разложении в ряд Тейлора
принимается х0 = 0, то полученный ряд
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называется рядом Маклорена



(см. предыдущий пример).

Разложение в степенной ряд некоторых элементарных функций
В курсе 2-го семестра рассматривалось представление функции в виде многочлена Тейлора с остаточным членом. Поскольку коэффициенты ряда Тейлора и многочлена Тейлора вычисляются по одной и той же формуле, мы можем воспользоваться проведенными ранее вычислениями для получения разложения в ряд Тейлора некоторых элементарных функций. При этом обратим особое внимание на определение области сходимости полученных рядов.
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Сходимость полученного ряда исследовалась в примере 2 лекции 1.2.2, где показано, что он абсолютно сходится при любом х.
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Используя формулу Даламбера для определения радиуса сходимости, найдем, что он равен бесконечности, то есть функции y = sin x и y = cos x раскладываются в ряд Тейлора на всем множестве действительных чисел.
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Запишем остаточный член этой формулы в форме Лагранжа:
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и исследуем его поведение при 
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 Поэтому по свойству остатка ряда (лекция 1.1.1) при  | x| < 1 ряд сходится, а при | x | > 1 расходится. При х = -1 ряд расходится, так как представляет собой гармонический ряд, все члены которого имеют знак «-», а при х = 1 получаем знакопеременный ряд, сходящийся условно по признаку Лейбница. Следовательно, областью сходимости полученного ряда является интервал (-1, 1].
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Найдем радиус сходимости этого ряда по формуле Даламбера: 
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Следовательно, интервал сходимости – (-1, 1).

Формула Эйлера

Используя разложения в ряд Тейлора функций ex, sin x и cos x , получим:
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Таким образом, доказана используемая в теории комплексных чисел формула Эйлера:
	eiy = cos y + i sin y.



Применение степенных рядов
Возможность разложения функции в степенной ряд позволяет существенно упростить многие математические операции: вычисление приближенных значений данной функции, дифференцирование, интегрирование, поскольку степенной ряд можно заменить многочленом (с учетом того, что оценка остатка ряда не превысит заданного значения погрешности). В частности, можно приближенно вычислять «неберущиеся» интегралы, находить приближенные решения дифференциальных уравнений и т.д.

1. Рассмотрим вычисление интегралов с помощью рядов.

Пример 2.

Для вычисления интеграла 

[image: image156.wmf]2
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разложим подынтегральную функцию в ряд Тейлора, используя разложение функции ех: 
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Тогда 
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С помощью этого равенства можно вычислить рассматриваемый интеграл при любом а с любой заданной точностью.

Пример 3.
Вычислим интеграл 
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для чего разложим функцию 
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 в ряд:
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ряд, сходящийся при любом х. Интегрируя почленно, получим: 
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2. Приближенное решение дифференциального уравнения второго порядка
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удовлетворяющее начальным условиям 
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Если предположить, что решение имеет вид: 
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то требуется найти значения производных 
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от частного решения при х = х0 . Из начальных условий следует, что 
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Тогда из исходного уравнения получаем, что 
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Дифференцируя обе части исходного уравнения по х, найдем: 
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откуда можно определить 
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и т.д.

Пример 4. 

Найти решение уравнения 
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Решение: 
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и т.д.

Можно получить общую формулу для производных любого порядка:
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При х = 0 эта формула дает
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Так как 
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то в нуль обращаются все производные, порядок которых не кратен четырем. В конечном счете решение имеет вид:
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ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ
Задача 1.
Разложить функцию
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в ряд Тейлора в окрестности точки х = 2.

Указание
Используйте формулу для коэффициентов ряда Тейлора
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 при х0 = 2.
Решение
Вычислим несколько первых коэффициентов ряда Тейлора, а затем попытаемся определить их зависимость от п и составить общую формулу для ап.
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Видим, что все коэффициенты с четными номерами равны нулю, а общий вид коэффициента с нечетным номером n = 2k + 1 можно записать так:
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Следовательно, ряд Тейлора для данной функции имеет вид:
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Ответ: 
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Задача 2.
Разложить функцию
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в ряд Маклорена.

Указание
Используйте разложение в ряд Маклорена функции ех:
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Решение
Обозначим t = - x3, тогда
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Следовательно,
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Ответ: 
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Задача 3.
Разложить функцию


[image: image190.wmf]ln(5)
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в ряд Маклорена.

Указание
Используйте разложение в ряд Маклорена функции ln(1 + x):
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Решение
Преобразуем функцию к виду:
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и найдем разложение в ряд Маклорена функции 
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Тогда разложение исходной функции можно записать так:
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Ответ: 
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Задача 4.
Разложить функцию


[image: image197.wmf]arcsin
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в ряд Маклорена.

Указание
Используйте то, что степенные ряды можно почленно интегрировать:
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Решение
Поскольку
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мы можем, используя табличные разложения, получить ряд Маклорена для производной исходной функции, а затем найти разложение arcsin x, исходя из того, что
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Ответ: 
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Задача 5.
Найти сумму ряда


[image: image203.wmf]12
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на интервале (0;1).

Указание
Покажите, что ряд равномерно сходится на заданном интервале, затем найдите сумму ряда, составленного из производных членов данного ряда, и проинтегрируйте ее.

Решение
Поскольку при х = 1 числовой ряд 
[image: image204.wmf]1
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 абсолютно сходится, по признаку Вейерштрасса данный степенной ряд равномерно сходится на интервале (0;1). Найдем сумму ряда, составленного из производных членов данного ряда:
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Следовательно, сумму данного ряда можно найти как интеграл от полученной функции в пределах от 0 до х, где 0 < x < 1:
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Ответ: 
[image: image207.wmf]22
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Задача 6.

Вычислить значение 
[image: image208.wmf]1

e

 с точностью до 0,001.
Указание
Используйте разложение функции ех в ряд Маклорена и то, что п-ый остаток знакочередующегося ряда не больше, чем ап.
Решение
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следовательно,
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Видим, что 8-й член ряда меньше 0,001, следовательно, остаток ряда начиная с 8-го члена меньше 0,001. Поэтому для достижения заданной точности достаточно найти сумму первых семи членов ряда:
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Ответ: 0,368.
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